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Kapitola 1

Zajimavé nelinearni jevy

Zde rozebereme nékteré jevy, ke kterym nedochézi v linearnich systémech.
Unik v koneéném ¢&ase. Trajektorie nelinearniho systému mize jit do ne-
konecna v konecném ¢ase, coz neni mozné pro linearni systémy, napf.:

L0

=2 2(0)=zy>0, = $(t):1_x0t = t_ljlr%ox(t):oo.

Vice teSeni vychazejicich ze stejnych pocatecnich podminek. Pri-
kladem je systém

=23 2(0)=0, = x(t)=(2t/3)*?* anebo z(t) = 0,

kde z nulové pocatecni podminky v case nula vychazeji dvé ruzna reseni.
Mnohonasobna izolovana ekvilibria. Nelinearni systém muze mit vice
izolovanych rovnovaznych stavi.

Limitni cykly. Nelinearni systém mtize mit limitni cyklus - stabilni oscilace
s pevnou amplitudou a frekvenci asymptoticky nezévislymi na pocateénim
stavu. Limitni cyklus je izolovany, v jeho blizkosti zadnéa dalsi periodicka
feSeni nejsou a vSechna blizka teSeni k nému konverguji.

Bifurkace. Kvalitativni rysy nelinearnich systémi se mohou ménit se zmé-
nou parametri. Typickym prikladem je vznik novych ekvilibrii a zména jejich
stability.

Slozité dynamické chovani, chaos, turbulence. Mala zména pocatec-
nich podminek miize vyrazné zménit vysledné chovani, pritom vsak celkové
chovani ziistava omezené

Priklad 1 Prohnuty nosnik. Tento priklad ndam umozni vysvetlit nelinedr-
ni jev, kterym je bifurkace, nebo-li zména poctu ekvilibrii pri zmené parame-
tri systému a také zmeény ve stabiliteé techto ekuvilibrii. Jednd se o pruzni
nosnik, na ktery je vyvijen tlak presne v jeho ose kolmo doli. Omezime se
na stavovy model bez Tizeni a vystupu. Pro zjednoduseni predpokldiddme, Ze
veskerda hmotnost nosniku je soustiedéna v jeho stredu. Diferencidlni rov-
nice druhého radu popisujici dynamiku systému, sestavend pomoci druhého
Newtonova zdkona, md tvar

mi = —di+pr —dx—2°=0 = mi+di—pr+ie+2®=0, (1.1)



kde x je odchylka stredu nosniku od kolmice k podloZce a m jeho hmotnost.
Clen —di: vyjadruje tlumend trenim, px tlak na nosnik a \x + 3 je pruznd
sila nosniku, kterd zdvisi nelinedrné na odchylce. Vsechny parametry jsou
podle svého fyzikdlniho vyznamu kladné. Prejdeme ke dvema diferencidlnim
rovnicim proniho rddu, a to tak, Ze zavedeme stav x1 = x, x9 = X a dosta-
neme

L peA 1,3 _ d 1.2
Ty = BEm = pay — .

Rovnovazné stavy urcime prirovndanim pravé strany systému k nule

EO EO El El E2 B2
x;" =0, 25" =0, 27 =/pu—A x5 =0, 277 =—/p—A\, 257 =0,

pricemz stavy E1, E2 maji ocividne smysl pouze, kdyz i > X, coZ fyzikdlné
znamend, zZe tlak na nosnik shora je dostatecne veliky v porovndni s pruznosti
nosniku. Pro mensi tlak md tedy systém jedno ekuvilibrium a pro dostatecné
velky tlak tri, pricemz zlomovym bodem (tzv. bifurkact) je p = \. Nyni pro-
bereme stabilitu jednotlivych ekvilibrii v zavislosti na hodnoté p — \:

1. V pripade p < X pouzijeme tzv. Ljapunovskou funkci (s podrobnou teorii
se sezndmime v pristi kapitole) ve tvaru V (1, x9) = $(A—p)xi+1at+imas,
a spocteme jeji uplnou casovou derivact podél trajektorii

dV = A 1
r xr] — mxgaxi’ —da = —dri <0.

Plati tedy jednoduchd ivaha, Ze funkce V (t) striktné ubjvd vsude vyjma rov-
novizného stavu 0 = 0,250 = 0. Skutecne, ve vsech ostatnich bodech je
%—‘; < 0, vyyma stavi, kde xo = 0. Pro tyto stavy vsak plati

= (A — p)r1Te + $§)$2 + mas

d?V
W = —2dd72x2 = 0,
3V . i} f— A 1
Frie —de% — 2F9x9 = —2d( T — Exi))Q <0 Vx, #0,

a tedy v bodech s xo = 0,21 # 0 funkce také ubyvd, protoZe jeji pruni dvé de-
rivace jsou nulové a treti je striktné zapornd. ProtoZe tedy funkce V' striktné
ubyvd ve vsSech stavech vyyma rovnovdzného, a v ném dosahuje minima, uci-
nime zaver, Ze kazdd trajektorie konverguje k tomuto rovnovdzZnému stavu.
Jingmai slovy, v pripade p < A md systém jedno jediné globdlne asymptoticky
stabilni ekvilibrium v pocatku. Na zdvér tohoto pripadu si jesté povsimnéme
priblizné linearizace systému, jejiz matice md tvar

P
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a jejimi vlastnimi cisly (poly priblizné linearizace) jsou
—d £ \/d?+4(u— )

s +ds—(n—N) =0, tj. s10= 5 :

Snadno nahlédneme, Ze pro 1 < A maji ob€ vilastni ¢isla zdporné redlné cdsti

a linearizace je tedy také asymptoticky stabilni. Vidime také, Ze pro velkou
pruznost nosniku A a maly tlak i maji vlastni ¢isla nenulové imagindrni c¢dsti
a prechod do rovnovdziného stavu bude tedy formou zanikajicich oscilaci. Pri
1< A, avsak malém rozdilu mezi témito parametry, prechod bude neoscilu-
jgici. Pro mezni pripad p = X\ je jedno vlastni ¢islo nulové a tudiZ pribliznd
linearizace meni asyptoticky stabilni. Vidime tedy, Ze metoda Ljapunovské
funkce je pro nelinedrni systémy vhodnéjsi nez studium priblizné linearizace.
2. V pripadé p > X pouZijeme stejnou funkci jako v predchozim prikladé
V(zy, o) = 3(A — p)ad + j2f + gma’, 1 kdyz tato funkce jiz ziejmé nemd
vlastnost, Ze je vsude kladnd (tzv. pozitivné definitni). Uvidime vsak, Ze i tak
Ji lze pro nasi analyzu vyuZit. Nejprve spocteme jeji uplnou casovou derivaci
(11—‘; i )\xl — me%az‘Z’ —da3 = —dx3 <0
a 'V tedy striktne ubyvd ve vsSech bodech vyjma stavi, kde xo = 0. Pro tyto
stavy vsak plati

= (X — p)z129 + 2329 + may

d?V :
W = —2dx2x2 = O,
d*V . . = A 1
F = —zdl'% — 2x2x2 = _2d( m T — E'x?)? < 0 vxl 7& 07

a tedy v bodech, kde w9 = 0,21 # 0,21 # Viu— A\, x1 # —/1i — N\, ca-
sovd funkce V(x(t)) také ubyvd, protoZe jeji proni dvé derivace jsou nulové
a treti je strikiné zdpornd. Jingmi slovy, casovd funkce V(x(t)) ubjvd vZdy,
pokud x(t) neni v jednom z rovnovdzngch stavi. Nyni si povSimnéme, Ze
sama funkce stavu V(x) sice nabyvd i zdpornigch hodnot, nicméné je zdola
omezend a svych minim nabyjvd prdave ve dvou nenuloviych rovnovdznych sta-
vech oP' = \/u— X, 281 =0, o2 = —/u— X, 28% = 0. V nulovém
rovnovdzném stavu x¥° = 0, L% = 0 pak V(x) md sice tzv. kritickyj bod
(tj. nulovyj gradient), ale nemd v ném ani minimum, ani mazimum.' Z toho
lze uzinit zaver, Ze kaZdad trajektorie, vyyma nulového rovnovdzného stavu
2P0 =0, 28 = 0, bude konvergovat k jednomu ze dvou nenulovijch rovno-
vaznijch stavii o1 = Ju =X, 2Ft =0, 2?2 = —/u— X, 282 = 0. Tyto

!Tyto skute¢nosti snadno ovéiime, zopakujeme-li si poznatky z vyssi matematiky, jak
urcit kritické body a extrémy funkci nékolika proménnych, pfipadné si uvédomime, ze
V(ar,z) = S\ —p)a? + Lot + Imad = 1 (@2 + (A — )" — 1A — p)? + Sma, coz ovéiime
jednoduchym roznasobenim. Z posledni rovnosti pak plyne, Ze minima funkce V' jsou tam,
kde jsou obsahy mocnénych zavorek nulové.
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nenulové rovnovazné stavy jsou tedy asymptoticky stabilni, zatimco nulovy
rovnovazny stav je nestabilni. Zdroven z funkce V miiZeme urcit, kterd re-
sent budou konvergovat do rovnovdiného stavu x¥? = —\/p— X, 2% = 0,
a kterd do rovnovdiného stavu ¥ = /u— X. Oblast, odkud probihd kon-
vergence do daného ekvilibria, nazjvame bazénem aktraktivity ekvilibria,
zatimco hranice mezi nimi rozvodim.

Priklad 2 Lorenziv chaoticky systém. V roce 1964 se E.D. Lorenz, ktery
se zabyval meteorologii, pokusil pomoci jednoduchého experimentu studovat
priciny Spatné predpovéditelnosti atmosférickijch jevi. PouZil k tomu vrstvu
vzduchu uzavienou mezi dvéema nepropustnymi deskami shora a zdola, pri-
cemz spodni deska je ohrivdna, zatimco horni ochlazovdna. Tento zjednodu-
seny model vsak vedl na soustavu parcidlnich diferencidlnich rovnic, které
jsou v jistém smyslu aproximouvdny dynamickym systémem

I.Cl = 0'($2 — xl)
.%-'2 = Trr1y — T2 —X1X3 . (13)
T3 = —bxs + r179

Jednoduchym vypoctem zjistime, Ze pro jeho pripadnd ekvilibria plati

E0 _ E0 _ E0 _
" =0, 257 =0, 237 =0

PV = 4 e — 1), 2P =2 b — 1), 2PV = 1

Pro r < 1 tedy existuje jedno ekvilibrium, zatimco pro r > 1 existuji tri
ruznd ekvilibria. Analyzugme jejich asymptotickou stabilitu pomoci Ljapu-
novské funkce V(x) = (ra? + ox3 + ox3)/2 jejiz derivact podél trajektorit
systému je

dV(x(t))

dt

Vidime tedy, Ze pro v < 1 plati (d/dt)[V(z(t))] < 0 Vo € R*, = # 0.
Pror <1 tedy V(x(t)) neustdle striktné podél jakékoliv trajektorie systému
vyima ekuvilibria v pocdtku a proto je pocdtek globdlné asymptoticky stabilnim
ekvilibriem. V pripadé r = 1 plati

d

EV(m(t)) = —ro(r] — x2)2—0b:1:§ <0Vzdg{ze R |z =29 A3 = 0}.

Mnozina {:U e R | 21 =29 N3 = O} mda vlastnost, Ze pokud v ni vybereme
jakoukoliv pocdtecni podminku, vyjma pocdatku, TeSeni Lorenzova systému ji
okamzité opusti,® coZ snadno ovérime dosazenim do pravé strany Lorenzova

(1.4)

2
= 2rom 1Ty —T0T—0x5—0brs = —r0 (x] — T2) —(1—7r)or5—0brs.

2Této vlastnosti fikame, Ze mnozina neni invariantni vzhledem k systému. Naopak,
invariantni mnozina systému mé tu vlastnost, ze v ni navzdy ztstane kazdé tesSeni, které
v ni zacne.



systému. V (z(t)) tedy bude ve skutecnosti opét neustdle ubgvat podél jakékoliv
netrividlni trajektorie, nebot jakdkoliv netrividini trajektorie nanejvys protne
mnozinu {:L’ e R | 21 =29 Ny = O} v 1zolovaném bodé, a hned pokracuje
do oblasti, kde V < 0. Proto i v pripadé r = 1 kaZdd trajektorie konverguje
k nulovému ekvilibriv a Lorenziv systém je tedy globdlne asymptoticky sta-
bilni v pocdatku i pro r = 1. Prdvé pouzity postup je obsahem tzv. principu
invariantnosti LaSalle.

Pro r > 1 md Lorenziv systém tri rizné rovnovdiné stavy (1.4). Trivi-
dlniho ekvilibrium v pocdtku ztrdaci stabilitu, coZ snadno ovérime vlastnimai
cisly priblizné linearizace. Nicméne, trajektorie Lorenzova systému zistanou
vZdy omezené, t). ac lokdlné nestabilni v pocdtku, systém nikdy neunikne ne-
omezené daleko. Opravdu, pro V(z) = (ra? + oal + o (x5 — 2r)?)/2 plati

d
EV(x(t)) = —roa? — oa2 — ob(xs —r)° + obr?.

Nerovnost %V(m) < 0 ocividne plati vsude vné omezené mnoziny - elipsoidu
£ = {x = (x1,29,23)" € R | roa? + ozl 4+ ob(x3 —1r)° < abrz} . Funkce
V(x(t)) tedy neustdle klesd, dokud trajektorie nevstoupi do omezeného elip-
sotdu €. Znamend to, Ze kaZdd trajektorie, kterd zacne mimo elipsoid £, do
néj musi drive nebo pozdeji vstoupit. Trajektorie, kterd je jiZ uvniti elipso-
wdu £ z néj sice miZe vystoupit, ale vné tohoto elipsotdu na ni musi funkce
V' ubyvat. Oznacime-li jako k maximdlni hodnotu V na zminéném elipso-
idu, znamend to, Ze po dostatecne dlouhé dobé V' bude 712 navidy omezena
hodnotou k, a tudiZ prislusnd trajektorie musi byt omezend.

Je pomérné zndmou skutecnosti, Ze chaos vznikda pri dostatecné vysoké hod-
noté parametru r. K vipoctu této kritické hodnoty rc pouzZijeme pribliznou

: o ) : ) e .. E1E2
linearizaci Lorenzova systému v jednom z nenulovych ekvilibrid xy """ =

+/b(r — 1), zd"? = £/b(r = 1), 2 =r -1

—0 o 0
1 -1 —+/b(r —1)

Vb(r —1) /b(r —1) —b
Vlastni ¢isla této linearizace s musi tedy spliiovat rovnici s>+ (o +b+1)s> +
b(o +1)s + 2bo(r — 1) = 0. I kdyz mdame co do ¢inéni s kofeny polynomu
tretiho Tddu, je mozné potiebné informace ziskat bez sloZityjch vzorci jedno-
duchou tdvahou. Polynom mad totiZ vsechny koeficienty kladné, a proto, pokud
Jsou vSechny koteny redlné, musi byt zaporné (dosadime-li do takového poly-
nomu nezdporné redlné ¢islo, dostaneme striktné kladné redlné ¢islo). Ztrdaté
stability tedy nutné musi predchdzet prechod k polim s nenulovou tmagindrni
cdsti a zdpornou redlnou cdsti, nebot poly se meéni spojit€ se zménou r > 1

Jac(xp) =
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a jejich redlné cdasti nemohou “skocit” ze zaporné do kladné hodnoty. Tim
ale muzZeme ucinit nasledujici jednoduchy zdver: ztrdata stability probéhne pri
r > 1, pro které bude mit linearizace dvojici ¢isté imagindrnich poli. Ta-
kovou hodnotu snadno zjistime tak, Ze do polynomu dosadime neurcité ryze
imagindrng ¢islo iw, w # 0,
—iw?® + (=1)(0 + b+ 1)w? +ib(o + r)w + 2ba(r — 1) = 0,
prirovndme k nule redlné a imagindrni cdsti
w=bloc+71), (0+b+1)w?=2bo(r—1),
a vyresime posledni dvé rovnice vzhledem k r, ¢imz urcime hledané rc
re=o(c+b+3)(c—b-1)""

Dnes 712 legenddrni Lorenzovy simulace odpovidaji hodnotim o = 10,b =
8/3, coz pomoct vijSe odvozeného vzorce ddivd ro = 470/19 = 24.7368, pri-
cemzZ Lorenz pozoroval chaos pri hodnotdch vétsich nez r = 24.74.

Priklad 3 Zobecnély Lorenziv systém. Jednd se o systém ve tvaru

A 0 000 ai; a
jgzlo )\]x+x1 00 —1 |z, A:[ H 12] (1.5)
3 01 0 a1 (22
kde v = [x1 x9 x3]", A\3 € R a pro vlastni ¢isla A1, \y € R matice A plati:
—Aa > A > —A3>0. (1.6)

Nerovnost (1.6) je tzv. Silnikovova nutnd podminka existence chaosu v okoli
homoklinické trajektorie. Systém (1.5), nazgvany zobecnélym Lorenzovym
systémem, zahrnuje klasicky Lorenzuv systém jako specidlni pripad a ve vsech
tzv. netrivialnich pripadech je stavové ekvivalentni ndsledujici kanonické forme:

A 000 00 —1
=10 X 0 |2+(1,-1,002|0 0 -1 |2z, z=Tx, (1.7)
0 0 )\3 1 7 0

kde z = [z1 20 z3]", T je zndmd reguldrni matice linedrni stavové transfor-
mace a parametr T € (—1,00) je mozné explicitné vyjddrit pres parametry
(1.5). Ve zbytku kapitoly ladénim tohoto ryze nelinedrniho parametru T pied-
vedeme mozny vyvoj a bifurkace vedouci k chaosu, viz ndsledujici obrdzky a
popisky k nim. Homoklinickym orbitem rovnovdzného stavu xp budeme
nazyvat sjednocent tohoto rovnovdzného stavu se vsemi stavy tzv. homokli-
nické trajektorie 2""(t), pro kteroulim;_, o 2™ (t) = limy_, o0 2" (t) =
xg. Pokud existuje, jedna se vlastné o prinik stabilni a nestabilni variety pri-
slusného rovnovdzného stavu, ten tedy musi mit jak stabilni, tak i nestabilni
vlastni cisla.
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Obrézek 1.1: Zobecnély Lorenziv systém pro Ay = 8, Ao = —16, A\3 = —1:
Od limitniho cyklu az k bifurkaci zdvojenim periody.



Simulations of the transformed Chen system for Simulations of the generalized Lorenz system for

8l
10+

7L
8 6l

5
6l

4
4l

3l
2 2

L, i
i I—p
lambda1=8, lambda2=-16, lambda3=-1 , tau=-0.1 0r
lambda1=8, lambda2=-16, lambda3=-1, tau=0
2 | | | L L L | _1 | | | | L

| |
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
Simulations of the generalized Lorenz system for Simulations of the transformed Chen system for

lambda1=8, lambda2=-16, lambda3=-1, tau=0.15 lambda1=8, lambda2=-16, lambda3=-1, tau=0.16
| | | | | J _2 | | | | | | | | | J

-6 -4 2 0 2 4 6 5 4 3 -2 A 0 1 2 3 4 5

Obrézek 1.2: Zobecnély Lorenzuv systém pro Ay = 8, Ay = —16, A3 = —1: Od
zdvojeni periody limitniho cyklu aZ k chaotickému systému s celo¢iselnymi (!)
parametry (7 = 0) a dalsi vyvoj topologické struktury tohoto atraktoru
(1 =0.15,0.16).
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Simulations of the transformed Chen system for Simulations of the transformed Chen (generalized Lorenz) system
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Obrézek 1.3: Zobecnély Lorenzuv systém pro Ay = 8, Aoy = —16, A\3 = —1:
Pozpatku (od vpravo dole po vlevo nahofe) vznik chaosu néhlou ztratou
stability limitniho cyklu.
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Obrézek 1.4: Zobecnély Lorenzuv systém pro Ay = 8, Ay = —16, A\3 = —1:
Limitni cyklus z predchoziho obrazku prechazi do klasického Lorenzova dvoj-
svitkového chaotického attraktoru pres zdvojeni periody. Dole: obé simulace
jsou pro stejny systém, atraktor Lorenzovského typu se tedy déli o povodi
pritazlivosti s dvéma asymptoticky stabilnimi ekvilibrii (druhé je umisténo
symetricky vzhledem k symetrii 219 — —21.2).
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Obrézek 1.5: Zobecnély Lorenziv systém pro Ay = 8, Ao = —16, \3 = —1:
Stabilni ekvilibria a pfiblizeni dvou vzajemné symetrickych homoklinickych
orbiti. Pozpatku s predchozim obrazkem se jedna o ilustraci znamé Silniko-
vovy teorie vzniku chaosu z homoklinického orbitu. Dle této teorie v simulaci
vlevo nahote jiz existuje chaos, spocivajici v nepravidelném stiidani dvou
symetrickych témér homoklinickych pohybti. Tento chaos je vSak numericky
nepozorovatelny, nebot nad jeho velice izkym povodim pfitazlivosti dominuji
povodi pritazlivosti dvou ekvilibrii.
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Kapitola 2

Kvalitativni vlastnosti dynamickych systémdii

2.1 Vlastnosti na omezeném casovém intervalu

Budeme zabyvat vlastnostmi dynamického systému
T = f(x,t), x(t)) =x9, x€R" (2.1)

Definice 1 Funkci f(z,t) nazjvame Lipschitzovskou vzhledem ke stavové
promeénné x na casovém intervalu [ty, t1] a mnoziné Q) jestlize plati

£ (zh,t) — f(20)| < L]zt — 2®|| Vzl 2? € Q, Vt € [ty, t].

Pokud L¥(t) nezdvisi na ¢ase, potom ¥ikdme, Ze je dand funkce Lipschitzov-
skd rovnomeérné v case, pokud 2 = R" potom Tikdme, Ze je Lipschitzovskd
globdlne. Jestlize je funkce Lipschitzovskd na nékterém okoli daného stavu x,
potom Tikame, Ze je lokdlné Lipschitzovskd v bodé x.

Vlastnost Lipschitzovosti je zobecnénim spojité diferencovatelnosti. Skutecné,
necht je funkce f(z,t) spojité diferencovatelna vzhledem ke stavu x na né-
které mnoziné €2, potom plati dle Taylorova rozvoje

1f (') = f2(, )l = Hg—i(@(t),t)(wl —2)| < L#)]lz" — 27|

kde % je matice parcialnich derivaci nazyvana také jakobian, ©(t) lezi na
tisecce spojujici 1, 2% a L(t) je maximalni hodnota p¥islugné maticové normy
jakobianu na mnoziné €2, tj.
of
L(t) = max || == (¢, )ll.

Véta 1 Uvazujme nelinedrni systém (2.1) a necht je jeho pravd strana f(x,t)
rovnomeérné Lipschitzovskd v case vzhledem ke stavu x na zadané mnozZiné
Q C R" s konstantou L > 0. Potom pro kaZdou pocdtecni podminku x(tg) =
xo leZici uvnitt Q0 C R" ewistuje redlné cislo 6 > 0 a prdvé jedno fre-
seni x(t) systému (2.1) definované na intervalu t € [ty — d,ty + &), kde
§ :={minT* L}, T* := L', M := max,eq | f(z,t)|, a éislo D je nejmenst
vzddlenost pocdatecni podminky od hranice mnoZiny €.



Staci si uvédomit, ze z existence a omezenosti parcialnich derivaci, jak jiz bylo
drive zminéno, plyne rovnomérna Lipschitzovost v ¢ase, a mame nasledujici

Disledek 1 Uvazujme nelinedrni systém (2.1) a necht jeho pravd strana
f(x,t) md omezené parcidlni derivace vzhledem k x na zadané mnoziné 2 C
R" a pro vSechna t. Potom pro kaZdou pocdtecni podminku x(tg) = xq leZict
uvnitt Q0 C R" existuje redlné cislo 6 > 0 a prdavé jedno teseni x(t) systému
(2.1) definované pro t € [ty — 9,to + 9].

Poznamka 1 Jak 712 bylo naznaceno, mizZeme zarucit existenci prave jed-
noho Teseni jen na urcitém, obecné vzato, malém casovém iuseku. Behem
ditkazu jsme odhadli jeho délku v obou smérech casu na § := {min T*, % ,
kde T* < 1/L a L je Lipschitzovskd konstanta pravé strany. Vidime tedy,
Ze interval existence je tim vétsi, ¢im je mensi maximum pravé strany a
jeji Lipschitzovskd konstanta, a ¢im je vétsi vzddlenost pocatecni podminky
od hranice mnozZiny ). Nékteré podminky Vety 1 lze ddle oslabit, napt. rov-
nomernd Lispchitzovost postaci jen na predpoklddaném casovém intervalu
existence, ne pro vSechna t € R, a také jen na nékterém okoli pocdatecni
podminky, atd.

Nasledujici véta se zabyva moznostmi prodlouzeni defini¢nitho oboru fesent,
je to jedna z cetnych vét o prodlouzeni TeSeni.

Véta 2 Uvazujme nelinedrni systém (2.1) a necht je jeho pravd strana f(z,t)
rovnomérné Lipschitzovskd v case vzhledem ke stavu x na zadané uzaviené
mnozin€ 0 C R" a necht 02 C Q je jeji hranice. Potom pro kaZdou pocd-
tecni podminku x(tg) = xo lezici woniti Q C R" existuje prdvé jedno tesSeni
systému (2.1), pro které plati pravé jedna z ndsledujicich moznosti:

1.Vt € R existuje x(t) € €
2.Vt € [ty — a,0), a >0, existuje x(t) a x(ty — a) € I
3.Vt € (—oo,ty+b], b >0, existuje x(t) a x(ty + b) € I;

4.Vt € lto—a,to+b], a,b> 0, existuje x(t) a x(tg—a) € 0Q, x(tg+b) €
9.

Poznamka 2 Z predchozi véty, mimo jiné, vyplyvd, Ze tzv. unik do neko-
necna v konecném case, ktery je typickym nelinedrnim jevem, neni moznyj,
pokud je pravd strana globalné a rovnomeérné Lipschitzovskd na celém stavo-
vém prostoru.

Pouha spojitost pravé strany, bez spojité diferencovatelnosti, ¢i alespon Lipschi-
tzovosti, nezarucuje jednoznacnost. Nicméné, spojitost zarucuje alespon exis-
tenci Teseni. Prislusnym vysledkem je tzv. Peanova véta.
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Nyni se budeme zabyvat tim, jak se zméni feseni rovnice (2.1), pokud mirné
zménime pocateéni podminky, ¢i pravou stranu rovnice (2.1). Z divodu struc-
nosti zformulujeme pouze vétu pro piipad zavislosti na pocatecnich podmin-
kéach. Mame-li pravou stranu f(z,t,p), ktera zavisi na parametrech p, je to
o¢ividné totéz, jako zkoumat zavislost systému

i = f(x,t,i), =0,
vzhledem k pocatecnim podminkam.

Véta 3 Necht je ddn systém (2.1), mnozZina Qpoe, mnozina §2 a c¢asovy inter-
val [to—a,to+b] takové, Ze pro kaZdou pocdatecni podminku x(to) = xo € Qpoc
na celém intervalu [ty — a,to + b] existuje Fesent systému (2.1) a toto Fesent
celé lezi v mnoziné ). Ddle, necht mad systém (2.1) rovnomeérné Lipschit-
zovskou pravou stranu na mnoziné ). Potom pro kazdé € > 0 existuje 0(¢),
takové, Ze pro viechna xj, x5 € Qpoe plati

1 2 1 2

|lzg — x5l <o0(e) = ||z (t) —2*(t)|| <e Vte[to—a,to+ b,
kde z'(t), 2%(t) oznacuji po Fadé vesent systému (2.1) s pocdtecnimi podmin-

o1 2
kami xy, 5 € Qpoc.
Je treba zdiraznit, Ze spojitou zavislost mizeme zarucit jen na omezeném
¢asovém intervalu. Navic, ¢im delsi interval ¢asu, tim vétsi muze byt citlivost
na zmeénu pocatecnich podminek. Chovani trajektorii na neomezeném c¢aso-
vém intervalu a jejich zavislost na pocatecnich podminkach je predmétem
Ljapunovské teorie stability.

2.2 Vlastnosti v neomezeném case - stabilita

Ljapunovska stabilita je dilezitou vnitini vlastnosti systému v uzaviené
regulacni smycce, nutnou z hlediska jeho praktické pouzitelnosti. Jedna se
o kvalitativni vlastnost, tj. neni diilezité, jak presné kvantitativné se sys-
tém chova. Asymptoticka stabilita je pak vyuzivana k zajisténi zadaného
regulacniho cile, napt. udrzeni presnych hodnot fizeného vystupu. Budeme
uvazovat nasledujici dynamicky systém bez vstupi a vystupt

T = f(t,x), =€R" (2.2)

a jeho néktery rovnovazny stav x., tj.
f(t,ze) =0Vt € R. (2.3)
V dalsim vykladu budeme z davodi tispornéjsiho znaceni predpokladat, ze

2. =0, (2.4)
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¢ehoz muzeme vzdy dosdhnout vhodnym posunutim stavového prostoru. Déle
budeme predpokladat, Ze prava strana rovnic (2.2) spliuje v nékteré ob-
lasti 2 C R" obsahujici zkoumany rovnovazny stav podminky existence a
jednoznacnosti feSeni, probrané v minulé podkapitole. O takovém systému
fekneme, Ze je definovany na oblasti (2 C R", v pfipadé, ze {0 = R", fek-
neme, Ze je systém (2.2) globalné definovany. Jednoznac¢nost feSeni neni
pro nasledujici vyklad nezbytna, nicméné drtiva vétsina probiranych systému
ji spliuje a navic predpoklad jednoznacnosti zjednodusi nékteré znaceni pri
zachovani vSech podstatnych aspekti problematiky.

2.2.1 Ljapunovska a asymptoticka stabilita

Definice 2 Rovnovdzny stav (2.4) (nebo také trividlni Feseni) globdlné
definovaného systému (2.2) nazveme globdlné Ljapunovsky stabilnim,
jestlize plati, Ze

Vto € R,Ve > 0 3d(e, ty) > 0 takové, ze

Vo, ||zl < (e, to) = ||x(to, xo,t)|| < e VE > o, (2.5)

kde
x(to, xo, t)

je fesenim systému (2.2) zacinagicim v pocdtecnim stavu xg v case ty, tj.
z(to, o, to) = To.

Systém, definovanij na oblasti Q C R", nazveme lokdlné Ljapunovsky sta-

bilnim na této oblasti, jestlize podminka (2.5) plati pro vSechna e > 0 takovd,
Ze{r e R" | ||z|| < e} C Q.

Definice 3 Rovnovdzny stav (2.4) (nebo také trividlni Fesent) globdlné
definovaného systému (2.2) nazveme globdlné asymptoticky stabilnim,
jestlize tento rovnovazny stav je

1) globdlné Ljapunovsky stabilnt,
2) plati, Ze

Vxy € Rn, Vtp € R tlim ZL‘(to,ZU(),t) =0, (26)

— 00

kde bylo pouZito stejné znaceni, jako v Definici 2. Systém, definovany na
oblasti ) C R", nazveme lokdlné asymptoticky stabilnim na této oblasti,
jestlize je
1) lokdlné Ljapunovsky stabilni na této oblasti,

2) podminka (2.6) plati pro vSechna xy zarucujict, Ze ¥t > to: x(to, o, t) €
QCR"
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Pouha konvergence k ekvilibriu jesté nemusi znamenat asymptotickou stabi-
litu, k tomu je dle uvedené definice zapotiebi také Ljapunovské stability. Z
praktického hlediska to znamena rozumny pozadavek, Ze se trajektorie béhem
prechodového procesu (tj. konvergence k zddanému pracovnimu ekvilibriu)
nevzdaluje nekontrolovatelné daleko od ekvilibria. Asymptoticka stabilita je
tedy vzdy silnéjsi vlastnosti, nez Ljapunovska. Maximalni oblast, na které je
systém lokalné asymptoticky stabilni v urc¢itém rovnovazném stavu, se na-
zyva povodim rovnovazného stavu. V budoucim vykladu budeme casto
nekteré privlastky z divodi struc¢nosti vynechavat tam, kde je vyplyvaji z
kontextu anebo na nich nezalezi.

Pro neautonomni systémy, jejichz prava strana muze explicitné zaviset na
¢ase, se vlastnosti uvedené v Definicich 2 a 3, zejména pak rychlost konver-
gence, muzou v ¢ase meénit. Proto se zavadi i tzv. rovnomérné Ljapunovska
a asymptoticka stabilita. Omezime se pouze na globalni pripad.

Definice 4 PouZijeme stejné znaceni, jako v Definici 2. Rovnovdzny stav
(2.4) (nebo také trividlni Fesent) globdlné definovaného systému (2.2) na-
zveme globdlné rovnomérné Ljapunovsky stabilnim jestliZe plati, Ze

Ve > 0 3d(e) > 0 takoveé, ze

Yty € R, VQS(), ||£L"()|| < 5(6) = Haf(to,aj‘o,t)H <eVt> to, (27)

Rovnovdzng stav (2.4) (nebo také trividlni veSeng) globdlné definovaného
systému (2.2) nazveme globdlné rovnomérné asymptoticky stabilnim
jestlize je globdlnée rovnomerne Ljapunovsky stabilni a plati, Ze

Veg € R", Yty € R: VYe>03T(e) € R: |x(to, mo,t)| <e, Vt>T(e).
Priklad 4 Nerovnomérnd asymptotickd stabilita. Ndsledujici systém
1
T = —T T € R, x(ty) = xo, tg >0,
neni rovnomérné asymptoticky stabilni, nebot jeho Tesenim bude:
to
x(to, xo,t) = %0 — 0 prot — oo,

a rychlost konvergence tohoto TesSeni k nule je tim mensi, ¢im vétsi je tg.
Tento systém je pritom rovnomeérnée Ljapunouvsky stabilni, nebot v prislusné
definici staci vidy vzit 6(e) = € nezdvisle na pocdtecnim case t.

Poznamka 3 Je zrejmé, Ze pro autonomni systém
T = f(x), =€ R", (2.8)
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jsou Ljapunovskd a asymptotickd stabilita vZdy rovnomérnou Ljapunovskou
a asymptotickou stabilitou. Plati totiz, Ze je-li x(t) FeSenim (2.8) spliiujicim
podminku x(ty) = o, potom z(t) := x(t + ty) je Tesenim (2.8) spliiujicim
podminku z(0) = xy, nebot

B(t) = @t +to) = fz(t +to)) = f(2(t), #(0) = z(0+1t9) = 0.

Autonomni systém nemeéni své vlastnosti s postupujicim casem, a proto ne-
zdleZi na tom, v jakém absolutnim okamziku zacind jeho vyvoj ze zadaného
stavu. Z tohoto pohledu je pojem rovnomerné stability pokusem vymezit ta-
kové neautonomni systémy, které sice v case meéni své vlastnosti, ale jejich
stabilita se nezhorsuje.

Definice 5 Exponencidlni stabilita. Rovnovdzny stav (nebo také trivi-
dlni reSent) (2.4) systému (2.2) definovaného na oblasti Q0 C R" nazveme
exponencidlné stabilnim na oblasti €2, jestliZe existuji vhodné konstanty
a>0, K >0, pro které plati, Ze

() < K exp™ = [l |,
kde x(t) je Teseni systému (2.2) s pocdtecni podminkou x(ty) = xy. Pro
Q = R" budeme prislusnou stabilitu nazyvat globdlni exponencidlni stabilitou.
2.2.2 Metoda priblizné linearizace

Definice 6 Uvazujme systém (2.2) v okoli nékterého jeho rovnovdzného stavu,
necht timto stavem je bez ztrdaty obecnosti pocdtek, tj. f(t,0) = 0. Linearizaci
tohoto systému v pocdatku nazveme ndsledujici linedrni systém

of g;jl(t 0) ... §&(t,0)
= Alt)r, A(t) = 5-(t,0) = . R : . (2.9)
8—5;(75,0) )

Lokalni stabilitu je mozné urcit pomoci této véty.
Véta 4 Predpokladejme, Ze je jakobidn %

zeny a rovnomérné Lipschitzovsky. Potom jsou ndsledujici tvrzeni ekviva-

pravé strany systému (2.2) ome-

lentni.
1. Systém (2.9) globdlné exponencidlné stabilni v pocdatku.

2. Existuje dostatecné malé okoli pocdtku takové, Ze je na nem nelinedrni
systém (2.2) lokdlné exponencidlné stabilni.

Pro autonomni systémy plati nasledujici véta.
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Véta 5 Predpoklddejme, Ze systém (2.2) a tedy i systém (2.9) jsou auto-
nomni. Nasledugici turzent jsou ekvivalentni.

1. Matice systému (2.9) md pouze vlastni ¢isla se zaporngmi redlnymi castmi.

2. FExistuje dostatecné malé okoli pocdtku takové, Ze je na nem nelinedrni
systém (2.2) lokdlné exponencidlné stabilni.

Navic, pokud md matice systému (2.9) alespon jedno vlastni ¢islo, které md
kladnou redlnou cst, potom systém (2.2) neni Ljapunovsky stabilni.

Priklad 5 Uvedeme nejprve nekolik jednoduchyjch ilustativnich prikladii.

1. Systém & = —x + 22, je lokdlné exponencidlné (a tudiZ i asymptoticky)
stabilni podle Vety 5, nebot jeho pribliznd linearizace md tvar T = —zx.
Nelinedrni systém je jen lokdlné stabilni s povodim |x| < 1, nebot pro
x > 1 trajektorie bude mit nezdpornou casovou derivaci a tedy se nikdy
z lx| > 1 nemize dostat k nule.

2. Nestabilnim systémem dle Véty 5 je napiiklad & = x + 22, nebot jeho
pribliznd linearizace md tvar

T =x.

3. Systémem globdlné asymptoticky (ale ne exponencidlné) stabilnim, kdy
Vetu 5 k poturzeni asymptotické stability nelze pouzit, je napriklad © =
—x3, nebot pribliznd linearizace md pravou stranu identicky rovnou nule
a ma tedy jedno nulové vlastni cislo. Resend s jakoukoliv pocdtecni pod-
minkou x(0) = xy lze explicitné vyjadrit jako :

x
x(t) = 0 — 0 pro t — oc.

VI 2t(x)?

Pouzitim Veéty 5 lze, nicméné, vyvrdatit exponencidlni stabilitu.

4. Nestabilni systém, kdy Veétu 5 nelze pouZit, je © = a3, nebot pribliznd
linearizace md pravou stranu identicky rovnou nule a md tedy jedno nu-
lové vlastni islo. Resent s jakoukoliv pocdtecni podminkou x(0) = xq lze
pritom explicitné vyjadrit a overit tak dokonce jeho unik do nekonecna
v konecném case:

x(t) = 0 — 00 pro t —

VI — 2t(z,)?

Nésledujici priklad pomuze osvétlit, pro¢ nelze alespon jako nutnou pod-

2(wo)?

minku stability nelinearniho systému stanovit stabilitu jeho ptiblizné linea-
rizace.
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Priklad 6 UvazZujme systém

s 3 s 3 3

Trochu ted predbéhneme dalsi vijklad a pouzijeme metodu Ljapunovské funkce,
1. uvaZugme funkci

T} 3
V(z) = ZlJr?Q

a spocteme casovou derivaci funkce V(x(t)) pro libovolnou trajektorii x(t)
zkoumaného systému. Mdme

d(V(x(t))

dt

Funkce casu V(x(t)) neustdle strikiné ubjvd, pokud je stav aktudlni trajek-
torie mimo pocdtek, navic funkce stavu V(x) md jediné globdlni minimum
v pocdtku. Proto je systém asymptoticky stabilni (presnou formulaci a di-
kaz uwvedeme v pristi podkapitole, nicméné, jednd se o pomerneé ndzornou a
pochopitelnou vvahu). Pritom pribliznd linearizace zkoumaného systému je

= i+ wady = @) [va—af| —ap [2i423] = —(2f42]) < 0Vz # 0.

T1 = T2, g =0,

kterd meni ani Ljapunouvsky stabilni, nebot jejim Tesenim s pocatecnimi pod-
minkami x1(0) = Y, 22(0) = 29 je

x1(t) = ZL’(l) + xgt, xo(t) = xg.

2.2.3 Metoda Ljapunovské funkce

Nejprve zavedeme pojem Lieovy derivace realné funkce podle vektorového
pole, ktery nam zjednodusi a zkrati nékteré budouci vyrazy a jejich vypocty.

Definice 7 Uvazujme ndsledugict sloupcovy vektor, sestavagict z hladkijch (1j.
dostatecné krdat spojité diferencovatelnych) funkci stavu

I filzy, ..., zp) |
f(;(j) _ fg(xl,.s..,xn) 7
I folzy, ... x) |

kterému budeme naddle 7ikat vektorové pole, nebot v kazZdém bodeé stavového
prostoru zaddvd urcity vektor. Ddle uwvazZujme libovolnou hladkou funkci stavu
V(x), potom Lieovou derivaci této funkce podle (nebo téZ ve smeéru) vekto-
rového pole f(x) nazveme novou funkci, znacenou LV (x), a definovanou
ndsledujicim viypoctem




7. v kompaktnim vektorovém znaceni

LV (z) = AACo I, a‘(;f) = agggf),...,agﬁ) .

ox

Tvrzeni 1 Uvazujme dynamickyj systém bez Tizeni a vystupi (2.2), kde pra-
vou stranu chdpeme jako vektorové pole. Necht z(t) je jeho libovolnd trajek-
torie, potom pro kaZdou diferencovatelnou funkci V- plati

dV(z(t))
dt

Definice 8 Uvazuyme autonomni dynamicky systém bez Tizeni a vystupii
(2.2) a necht je pocditek 0 € R" jeho rovnovdinym stavem. Hladkou funkci
V(z) nazveme lokdln? Ljapunovskou funkci vzhledem k ekvilibriu 0 €
R" na oblasti 2 C R",0 € Q, jestlize plati Vx € ()

1.V(0)=0
2. V(x) >0Vxr #0
3. LfV(ZC) S 0.

= LV (z(t)).

Na neomezenné oblasti 2 C R" nazveme vijse popsanou Ljapunovskou funkci
navic radidlné neohranicenou jestlize V(x) — oo, |lz]| — oo, © € Q
a globdlni, jestlize 2 = R". Pokud L;V(x) = 0 = x = 0, potom budeme
prislusnou Ljapunovskou funkci nazijvat silnou Ljapunovskou funkci.

Véta 6 Uvazugme autonomni dynamicky systém bez tizeni a vystupi (2.2),
kde pravou stranu chdpeme jako vektorové pole, a necht je pocdtek 0 € R"
jeho rovnovaznym stavem. Potom je tento systém

1. lokdlné Ljapunovsky stabilni na oblasti € C R", jestliZe md na této
oblasti lokdlni Ljapunovskou funkci vzhledem k danému rovnovdznému
stavu,

2. lokdlné asymptoticky stabilni na omezené oblasti Q0 C R" tehdy a jen
tehdy, jestlize md na této oblasti lokdIni silnou Ljapunovskou funkci
vzhledem k danému rovnovdzinému stavu;

3. lokdlné Ljapunovsky stabilni na meomezené oblasti 2 C R", jestlize
md na této oblasti lokdInd radidlné neohranicenou Ljapunovskou funkci
vzhledem k danému rovnovdinému stavu;

4. lokdlné asymptoticky stabilni na neomezené oblasti 2 C R" tehdy a
jen tehdy, jestlize mad na této oblasti lokdlni silnou radidlné neohrani-
cenou Ljapunovskou funkci vzhledem k danému rovnovaznému stavu;
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5. globdlne Ljapunovsky stabilni, jestlize md na R" globdlni radidlné neohra-
nicenou Ljapunovskou funkci vzhledem k danému rovnovdznému stavu.

6. globdlnée asymptoticky stabilni tehdy a jen tehdy, jestlize md na R"
lokdInt silnou, radidlné neohranicenou, Ljapunovskou funkci vzhledem k
danému rovnovainému stavu.

Poznamka 4 Je zreymé, Ze body 5. a 6. predchozi véty jsou po Tadé jednodu-
chym disledkem jejich bodi 3. a 4. Body 2. a 4. lze také pouZit k odhadim
povodi atraktivity prislusného ekvilibria, timto odhadem bude prislusnd ob-
last Q C R". Zde si pripomenme definici oblasti, kterd musi byt souvislou
otevrenou mnozinou. Globdlni stabilita pocdatku je také zreymym zpiisobem
vyloucena, pokud md systém jesté i jing rovnovdzny stav. V tomoto pripadé
je téz vyloucena existence globdlni silné Ljapunovské funkce, nebot dle defi-
nice Lieovské derivace je tato vZdy nulovd v bodech, kde je prislusné vektorové
pole nulové. Predchozi véta je tak v souladu s postrehem o poctu ekuvilibrii.

Nésledujici dvé véty charakterizuji pomoci dodate¢nych vlastnosti Ljapunov-
ské funkce exponencialni stabilitu autonomnich systému.

Véta 7 Uvazugme autonomni dynamicky systém bez tizeni a vystupi (2.2),
kde pravou stranu chdpeme jako vektorové pole, a necht je pocdtek 0 € R"
jeho rovnovaznym stavem. Potom je tento systém

1. lokdlné exponencidlné stabilni na oblasti Q@ C R", jestlize md na této
oblasti lokdlni Ljapunovskou funkci V' vzhledem k danému rovnovaznému
stavu a navic plati

der,e0 >0, ¢ <o 01Ha7||2 <V(x) < 02||3CH2 (2.10)
Jes > 0: LV < —c3l|z]?, (2.11)

2. globdlné exponencidlné stabilni, jestlize md na R" globdlni Ljapunovskou
funkci V' vzhledem k danému rovnovdinému stavu, kterd spliiuje (2.10-
2.11), a je tedy i radidlné neohranicend.

V' Definici 5 je pFitom mozné zvolit K = 05/261_1/2, a = —c3(2c) L.

Véta 8 Uvazujme autonomni dynamicky systém bez Tizeni a vijstupii (2.2),
kde pravou stranu chdpeme jako vektorové pole, a necht je pocdtek 0 € R"
jeho rovnovdzZnym stavem, ktery je exponencidlné stabilni na urcité oblastu.
Potom vsude na této oblasti existuje Liapunovskd funkce s vlastnostmsi

dei1,00 >0, ¢ <y cl||:15||2 <V(x) < CQHCCHQ (2.12)
Je3 >0: LV < —c3f|z|)? (2.13)
Jey >0 (?9_‘; < ¢y (2.14)
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2.2.4 Princip LaSalle

Nalézt silnou Ljapunovskou funkci nebyva snadné a v urcitych pfipadech
si lze vystacit pro urceni asymptotické stability i s Ljapunovskou funkei,
jejiz derivace podél trajektorii je jen nekladné, a to pomoci tzv. principu
invariantnosti LaSalle.

Definice 9 Uvazujme dynamicky systém (2.2) bez vstupi a vijstupi. Mno-
Zina M se nazijvd tnvariantni smérem dopredu, jestlize pro kazZdé x €
M plati, Ze trajektorie x(t) systému (2.2) s x(ty) = zo spliuje x(t) €
MVt > t.

Véta 9 Uvazujme dynamicky systém (2.2) bez vstupii a vystupi a jeho ekvi-
librium v pocdtku, ktery mad v nékteré ohranicené oblasti Lyapunovskou funkci
V(x) a necht pro kaZdou invariantni smérem doptedu mnoZinu M plati, Ze

McC{zeR": L;V(z) =0} = M={0}.

Potom je systém (2.2) asymptoticky stabilni v pocdtku v prislusné oblasti. Pro
neohranicenou oblast plati obdobné tvrzeni s radidlné neohranicenou Ljapu-
novskou funkct.

Priklad 7 Nejprve uvazuyme jednoduchiyj linedrni systém
T) = T, Ly = —T1 — Ty,

ktery je popisem tlumeného linearizovaného kyvadla s jednotkovymi parame-
try. Nejprve budeme hledat silnou kvadratickou Ljapunovskou funkci V(x)
jako kvadratickou formu s neurcenym parametrem a > 0 ndsledovné:

V:x%—hr% d—V:xTQx Q:[ —a —a/2]
2 ’ '

+ arira, a —CL/2 a—1

Funkce V (z) je positivné definitni kvadratickou formou tehdy a jen tehdy,
jestlize 0 < a < 1/2, nebot

V:

2 2
x1+x2+ax1x2:xTPx, P = 1/2 a/2]’

2 a/2 1/2

a vlastni ¢isla matice P jsou kladnd prdvé pro 0 < a < 1/2 (ovérte si to
jako cvicent). Ddle, aby funkce V' byla silnou Ljapunovskou funkci, musi mit
matice ) zdpornd vlastni cisla a tedy

3a” 1+/116a2—4
N

7. M2 < 0 Va € (0, %) Staci tedy zvolit jakékoliv a, pro které plati 2/3 >
1/2 > a > 0, a dostaneme tak silnou Ljapunovskou funkci dokazujici asympto-
tickou stabilitu prislusného systému.
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Pouzitim LaSalleho principu invariantnosti vsak miZeme dokdzat stabilitu
mnohem snadnéji. UvaZuyme Ljapunovskou funkci

3 +a23 AV
2 7 dt

a proverme mmnozinu, kde je jeji derivace podél trajektorii nulovd, tj.

V= = —15 < 0 Vry #0,

{z = (21,29)" € R* | 3 = 0},
na které must platit pro kaZdou trajektorii systému, Ze
To(t) =0 = 29(t) =0 = do(t) = —21(t) —22(t) =0 = x1(f) =0,

tj., jediné trividini trajektorie x(t) = (x1(t), z2(t))" = 0 mizZe do této mno-
Ziny patrit. Jedinou invariantni podmnozinou této mnoziny je tedy jednobo-
dovd mnozina sestdvajici z ekuvilibria v pocdtku a z principu invariantnosti
LaSalle tedy plyne asymptotickd stabilita zkoumaného systému.

Priklad 8 Abychom jeste vice zdiraznili uZitecnost principu invariantnosti
LaSalle, uvazuyme ndsledujici systém, pro ktery je velmi nejasné jak, ne-li
uplné€ nemozné, najit silnou Ljapunovskou funkci:

. . 3
X1 = T9, T2 = —T1 — T9.

Pritom princip invariantnosti LaSalle stabilitu dokazuje snadno ndsledovné:
2 2
xi+x5 dV
V= 12 2 dt:—1:§<OVa:27éO,

To(t) =0 = d9(t) =0 = d9(t) = —21(t) —25(t) =0 = 21(t) = 0.

2.2.5 Stabilita perturbovanych systémii

Cilem této podcasti je predvést dalsi prednost exponencidlni stability neline-
arnich systémii, kterou je jeji odolnost vici ur¢itym porucham (perturbacim)
systému a dokonce urcit i miru bezpecnosti exponencialni stability.

Definice 10 Uvazujme v urcité oblasti ) C R" neautonomni nelinedrni dy-
namicky systém bez vstupi a vystupi (2.2), ktery md ekvilibrium v pocdtku,
a definugme ndsledujici perturbovany systém

T = f(t,x) +g(t,x), veR" (2.15)
Zobrazeni
glt.a): Rx R = R, llgt,2)| < 4llall, v>0  (216)
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nazveme y-zanikagjici poruchou tohoto systému na oblasti Q@ C R", zatimco
pripad

gt,z): Rx R"— R", |g(t,z)|]| <9, 6§ >0, (2.17)
nazveme d-omezenou poruchou.

Nasledujici Véta charakterizuje odolnost exponenciélni stability viici y-zanikajicim
porucham.

Véta 10 Uvazujme v urcité oblasti Q@ C R" neautonomni nelinedrni dyna-
micky systém bez vstupi a viystupti (2.2), ktery md na této oblasti exponen-
cidlne stabilni ekvilibrium v pocdtku. Potom existuje takové vy > 0, Ze pro
kazdé v, 0 < v < v, je systém (2.15) perturbovany ~y-zanikagjici perturbact
na oblasti Q) C R", také exponencidlné stabilni na téZe oblasti.

Pritom 7y je mozné urcit z konstant z Véty 8 o exponencialni stabilité jako
jakékoliv ¢islo vg € (0, c3/cy).

V pripadé nezanikajici perturbace nemtze byt, obecné vzato, jiz exponenci-
alni stabilita zarucena, ale muze byt zarucena asymptoticka omezenost tra-
jektorie s exponencialnim prechodem do ni.

Véta 11 Uvazujme v urcité oblasti € C R" neautonomni nelinedrni dyna-
micky systém bez vstupi a vistupi (2.2), ktery md na této oblasti exponen-
cidlne stabilni ekvilibrium v pocdatku. Potom pro kazZdé b > 0 existuje takové
do > 0, Ze pro kazdé 6, 0 < § < &g je systém (2.15) perturbovany d-zanikajict
perturbact na oblasti Q C R", tzv. exponencidlné asymptoticky b-omezeny!
na téZe oblasti, tj. plati, Ze existuje dostatecne velky cas T > 0 a konstanty
a>0,K >0, pro které

Vi<T: |z(t)| < Kexp(—at)x,
Vi>T: Jz(t)| <b.

Pritom ¢y je mozné urc¢it z konstant z Véty 8 o exponencialni stabilité jako
jakékoliv ¢islo 0y € (0, bcs/cy).

INazorné feceno to znamena, 7e po urcité dobé je norma odchylky od ekvilibria v
pocatku navzdy mensi nez b, pricemz do té doby, nez se tak stane, se norma trajektorie
neustale exponencialné zmensuje.
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Kapitola 3

Exaktni linearizace nelinearnich systémii

Cilem této kapitoly je popsat strukturalni vlastnosti nelinearnich systémt,
které umozni zjednodusit systém pomoci exaktnich transformaci

3.1 Systémy s jednim vstupem a jednim vystupem

V celé této podkapitole se budeme vénovat systémim s jednim vstupem a
jednim vystupem (dale SISO systémy):

= f(z)+ug(z), y=h(z), r€R", uweR, yeR, (3.1)

které jsou casto nazyvany SISO afinni systémy, nebot prava strana je afinni
funkei Fizeni. Kromé toho, Ze model (3.1) pokryva pomérné bohatou skalu
praktickych problémi, je mozné obecnéjsi model

T = f(z,u), y=h(z), xr€R", ueR, yeR, (3.2)

interpretovat jako model (3.1) za cenu zvySeni dimenze stavu (pridani inte-
gratoru), a to néasledovné

- 5 e - T ~ T, T - 0

P = (@) + @), = N R N

Ln+1 0 1

Prepocet mezi starym a novym vstupem u a u se déje podle vztahu u =
Tnil, Tpi1 = U, ktery je vlastné dynamickou zpétnou vazbou. Ve vétsing
vykladu budeme také predpoklddat, ze uvazujeme SISO systém v okoli né-
kterého jeho rovnovazného stavu, bez ztraty obecnosti za néj budeme opét
povazovat pocatek a nulovy vstup, tj.

f(0) =0, ¢(0) #0, h(0) =0. (3:3)

Podminka ¢g(0) # 0 je potfebna, aby bylo mozné se z ekvilibria v poc¢atku
néjakym rizenim vibec dostat.

Dilezitym pojmem je tzv. dynamika nulového vystupu (zjednoduseng,
nulova dynamika), jedné se o nejvétsi moznou mnozinu N' C R", ktera je
pro nékterou vhodnou funkei a(x) invariantni smérem dopfedu pro systém
(3.1) s u = a(x), a pritom plati h(x) = 0 Vo € M. Diky zminéné invariant-
nosti je na N C R" definovan autonomni dynamicky systém, pokud je tento
systém asymptoticky stabilni, pak fekneme, ze (3.1) je minimalni ve fazi.



Nyni zavedeme klicovy pojem exaktni linearizace vstup-vystup SISO sys-
tému, kterym je tzv. relativni stupen. K tomu se nam poslouzi symbolika
iterovanych Lieovskych derivaci zavedena v predchozi kapitole.

Definice 11 Relativnim stupném nelinedrniho SISO systému (3.1) v nékte-
rém okoli Uy jeho ekvilibria v pocdtku nazyvdme celé c¢islo r takové, Ze plati:

1. LyLih(z) =0 Vz € Uy, VE=0,...,7 = 2;
2. LyLh(0) # 0.

Abychom lépe pochopili smysl této definice, derivujme postupné opakované
vystup SISO systému (3.1) podle ¢asu za predpokladu, Ze je jeho relativni
stupen roven r. Mame

Yy = th<$> + uLgh(x) = th(iU)
j = Lih(z)+uLyLh(z) = Lih(z)
: (3.4)
y") = Lih(x) + uLyL} 'h(z),

kde v kazdé radce, vyjma posledni, zavislost na rizeni odpada diky podmince
1 z Definice 11. Jinymi slovy, SISO systém mé relativni stupen r pravé tehdy;,
kdyz prvnich r — 1 ¢asovych derivaci vystupu nezavisi explicitné na vstupu
a v r-té derivaci je vstup pritomen tak, Ze je nasoben urcitou funkci, ktera
je v nékterém okoli ekvilibria v kazdém bodé nenulova. Uvazujme nasledujici
souradnice a zpétnou vazbu

& =nhz), ..., &=L"h(x), v=Ljh(z)+ul, L} " h(z),
pro které z (3.4) snadno plyne exaktni linearizace vstup-vystup ve tvaru

y=¢&, & =&, ..., & 1=, & =0 (3.5)

Veéta 12 SISO systém mda relationi stupen r prdvée tehdy, kdyzZ je exaktné
linearizovatelny ze vstupu na viystup a ma n — r dimensiondlni nulovou dy-
namiku. Pokud md systém relativni stupen r a je minimdlni ve fdzi, pak je
1 lokdlné exponencidlne stabilizovatelny hladkou zpétnou vazbou na oblasti,
kterd je priuntkem oblasti na nichZ je systém minimdlni ve fdzi a na nichZ
jsou definovdny exaktné linearizujici transformace. Prislusnd zpétnd vazba je
linedrni stabilizujict zpétnou vazbou systému (3.5) a vyuzivd jen jeho stav.

Priklad 9 Uvazujyme ndsledujici systém,
. . ) . .
r1 =1 +8smry+o3 T2=x3+uU, T3=u, Y=,

28



ktery je ve tvaru (3.1), pricemz prislusnd vektorovd pole f,g a funkce h maji

tvar
fi(x) x1 + sin g + 23 g1(x)

f=| folo) | = X3 9= | gz) | =|1], h(x) =2
f3(z) 0 g3(x) 1

Je zreymé, Ze pocdtek je rovnovdinym stavem tohoto systému. Vypocteme
relativni stupen v tomoto ekvilibriu a ndsledne pripadnou exaktni linearizaci
typu vstup-vystup:

oh
8:@

3

th(x) =

fi(z) = 1.(x1 +sinxy + 23) + 0.73+ 0.0 = 21 + sin z2 + 23,

coZ je opravdu rovno proni casové deriwact vystupu y = x1. Ddle:

O(x1 + sin xo + 22 O(xq + sin xy + 2
(71 2 3)f1(x)+ (71 2 + 13)
0x Oy

Lih(x) = Ly[Lyh(x)] = fa(x)

O(x1 + sinxy + 23)
85133

O(x1 + sin xy + 22 O(xq + sin xy + 2
Lylyh(e) = AT LD g ) AN LEIRDEL) ()

+

3(x) = 21 +sinx2+:z:2+x3cosx2,
3

O(x1 + sinzy + 3)
+
(9%’3
Shrnuto, vypocetli jsme, Ze: h(x) = x1, Lyh(x) = x14sinagtas, Lih(z) =
T1 +sin g + 25 + x3cos we, LyLeh(x) = cosza+2x3, L,Lrh(0) =10, a
tedy r = 2 v nékterém okoli pocdatku. Funkce & = x1, & = x1 +sinxs + x%,
jsou lokdlné nezdvislé v okoli pocdatku nebot:

0§ 0&2
or 11,0,0] Ox

¢ [1 0 01 o, [100 Ta
%_[1 COS T9 2:133]’ %(O)_ll 1 O]’ 51'_{52]’

Vyse wvedend obdélnikovd (2 x 3)-matice md opravdu hodnost rovnou dvéma.
Nejjednodussi doplnkovou souradnici zrejme bude &3 = x3, se kterou

g3(x) = 1.0 4+ cos(z3).1 + 2x3.1 = cosxg + 2z3.

= [1, cos xo, 23], tj.

1 0 0 100 &
%(aj): 1 coszy 2x3 |, %(0): 1101, &:=1&
* 0o 0 1 . 00 1 &

Prislusnd ctvercovd (3 x 3)-matice je oc¢ividné requldrni a jednd se tedy o
zmeénu souradnic v okoli pocatku ndsledujiciho tvaru: & = xq,,

&9 = x1+sin x2+x§, &3 =13, v = x1+sin x2+x§+x3 cos Lo+ (cos xo+2x3)u,
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o+ 8V (L -4 &)
VI—(&— &6 —&)2+2¢

Z téchto vzorci mizZeme urcit © oblasti, na kterych je zména soutadnic vzd-

jemné jednoznacnd a vzajemné hladkd, pro x-souradnice se jednd o oblast:

x1 =&, T9 = arcsin(fg—ﬁl—ég), x3 =E&3,U =0

re{reR| 21 €ER, 13€ R, x9€ (—7/2,7/2)},
jegimz obrazem v &-soutadnicich je oblast
(e{leR| &G ER GER L-&—&e(—1,1)}

Transformovany systém md tedy smysl uvaZovat jen na této posledni oblasti
a ma tvar

_ v—E&—&y1—(&— & — &)
VI—(&—&— )2 +2¢
Ocividne, nulovou dynamiku dostaneme dosazenim & = & = v = 0 do

posledni rovnice, nebot jediné tyto podminky zarucuji identickou rovnost vy-
stupu nule. Nulovd dynamika mad tedy ndsledujici jednoduchy tvar

V1+E&
V1+E&+ 28

a systém je tedy minimdlni ve fdzi.

él = &o, 5:'2 =, 53

, Yy =&

£3 = —&3

Priklad 10 “Ball and beam” - kulicka na Fizené houpacce. Jednd se
o velmi zndmgj model, ktery ma dva stupné volnosti (ihel ndklonu houpacky
a polohu kulicky vzhledem ke stiedu houpacky) a bude tedy 4-rozmérny:

T1 = X9
Ty = axixi — bsinaxy
By = a4 (3.6)
ty = —c(xy)r1x004 — d(T1)T1 COS T3+ €(x1)u
y = Iy,

J(11) = J = Jy+ Ja+ Ma2, a=M(M+ J,R2)",

b=ag, c(xy)=2J"" d(x))=JMg, e(x;)=J"
Parametry oznacuji: hmotnost kulicky M, tihové zrychleni g, moment setr-
vacnostt drahy Jg, moment setrvacnosti kulicky Jy,, primer kulicky R. Sta-
voviymi komponentami x = (11, T2, 23, 14) " jsou: vzddlenost kulicky od opory
houpacky, rychlost kulicky, whel ndklonu houpacky a whlovd rychlost tohoto
ndklonu. Vstupem je moment menici uhel ndklonu houpacky, viystupem je
poloha kulicky, jako vZdy je oznacujeme po Tadé u,y.

(3.7)
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Pokud systém neridime, md jeding rovnovdzny stav v pocdatku, coZ odpovidd
kulicce presnée uprostred houpacky a vodorovné poloze houpacky, tj. r1 = xo =
x3 = x4 = 0. Fyzikdlné je ale také zreymé, Ze toto ekuvilibrium neni stabilni,
stability dosdhneme pouze pomoci vhodného zpétnovazebného rizent.
Nejprve urcime pribliznou linearizact v ekvilibriu v pocdtku:

T = X9

T9 = bxs

iy = a4 (3.8)
ty = —d(0)x; +e(0)u

y = x1.

I kdyz je systém (3.8) na pruni pohled tiditelny a pozorovatelny, je piece jen
zjednodusenim pivodniho nelinedrniho modelu (3.6). Na druhé strané, piné
nelinedrni systém nemd relativni stupen a nelze jej proto exakiné linearizovat.
Pri podrobnéjsim vipoctu zpistime, Ze tomu brani pritomnost clenu tretiho
radu v prong rovnici. UvazZugme proto nasledujici kompromus, kdy zanedbame
pouze tento kriticky clen tretitho rddu v pruni rovnici a dostaneme

.fl = T9, .fi?Q = bSiIl.%'g
Ty = x4, 24 = —c(r1)T12974 — d(T1)71 COST3 + €(x1)U (3.9)
Yy = a2.

v~

Tento mirne zjednoduseny model uvazug’e vsechny relevantni fyzikdlni jevy,
vygma odstredivé sily M (M + JbR_z)f w123 plsobici na kulicku vlivem ro-
tace houpacky. Jednd se o velmi malé a prijatelné zjednoduseni, které vsak
umozni exaktni linearizaci modelu (3.9). Nové stavy & = (£1,6,63,&4)" a
novy vstup v jsou definovdny pres puvodni stav x a vstup u ndsledovné

&1 L1 )
B - &2 - T
&= T = & a bsin x5
&4 bx, cos x3
. (3.10)
v = alr,u) = [ — ¢(x1)x12974 — d(21)21 COS T3 + €(x1)u
X [b cos x3] — b3 sin z3.

Pro nové stavy € = (£1,&2,&3,€4) T a novyj vstup v plati
=0, =8 &=4 &=1, y=£.
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Mdame tedy linedrni riditelny a pozorovatelny systém se stavem & a vstupem
v, ktery je exaktni linearizaci nelinedrniho systému (3.9). Ezaktni lineari-
zace md smysl pouze v oblasti, kde jsou transformace (3.10) vzdjemné jed-
noznacné, a to pokud |&| < b, nebo-li x5 € (—mw/2,m/2). Exaktni linearizaci
systému (3.9) proto muzeme vyuzit k ke stabilizaci kulicky. Navrhneme nej-
prve linedrni zpetnou vazbu, kterd by stabilizovala linearizovany systém, t.

v = ki1& + koo + k33 + kay (3.11)
a poté dosadime z (3.10) do (3.11) a dostaneme
bcos a3 (—c(x1)z 2904 — d(1)21 COS T3 + (w1 )u) — bt sin a3 =
kixy + koxo + ksbsinxs + ksbrgcosxrs =

ki1 + koxo + ksbsin s + kybxy cos z3 + ba? sin 3

e(x1)bcos x3
c(xy)x1x9my + d(21) 21 COS T3
e(z1)
Vatah (3.12) definuje stavovou zpétnou vazbu, kterd zajisti asymptotickou
stabilitu nelinedrniho systému (3.9), a to pro vsechny trajektorie, které ndlezi
oblasti, kde jsou definovdny jak linearizugici transformace (3.10), tak i jejich
inverze.

(3.12)

3.2 Systémy s mnoha vstupy a mnoha vystupy a dy-
namicka zpétna vazba

Definice nulové dynamiky a minimality ve fazi je pro systémy s mnoha vstupy
a vystupy (tzv. MIMO systémy) stejna jako pro SISO systémy. Zobecnénim
relativniho stupné pro MIMO systémy ve tvaru

= f(z) + G@)u,y = [(2), ... h(2)]", G = [g1(2)] - |gm(2)], (3.13)

x € R", u € RP, y € RP, je tzv. vektorovy relativni stupen, nebo-li
m-tice relativnich stupni, kde m je pocet vstupii a vystupi. Pro existenci

vektorového relativniho stupné (rq,...,r,;,) je klicova regularita tzv. matice
interakci matice interakci:
D(.T) = [dij(a:)]i,jzl,m,m, dl] = ngL;i_lhi<$), (314)

v nékterém okoli studovaného pracovniho ekvilibria, piicemz v kazdém misté
matice plati, Ze obdobna iterovana Lieova derivace s nizSim poc¢tem iterovani
f je identicky nulovi. JednoduSe to znamené, ze derivujeme kazdou kom-
ponentu vystupu podle ¢asu a podél trajektorii systému dokud se neobjevi
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explicitné alespon jedna komponenta vstupu. Prislusné koeficienty u vstupt
zapiseme do matice iteraci tak, Ze ¢islo Tadky je dano c¢islem komponenty
vystupu a ¢islo sloupce ¢islem komponenty vstupu. Pocet derivovani v kazdé
radce pak definuje ptislusnou komponentu vektorového relativniho stupné.
Pokud je matice D(x) regularni, systém lze exaktné linearizovat ze vstupu
na vystup, nebot plati

™y = D@+ (L (@), Lh ()] =0 (3.15)

a v tedy bude novym vstupem, ze kterého povedou na vystupy vzajemné
nezavislé fetézce obecné rizné dlouhych integratori.

Z, prostorovych divodu se dale omezime pouze na predchozi struény popis
exaktni linearizace vstup-vystup pro MIMO systémy a priklady jejiho vyu-
ziti, véetné jednoho praktického. To, Ze spojujeme témata MIMO systémi a
dynamické zpétné vazby neni ndhodné: stavova dynamicka zpétna vazba
prinasi vyhody navic oproti statické stavové zpétné vazbé témér
vyhradné jen u MIMO systémiti.! Piesndji, k vylepseni struktury vekto-
rového relativniho stupné pridanim integratorti ve vhodnych mistech a tim
pozdrzeni vybranych komponent vstupt tak, aby se objevily po vice deri-
vovanich, nez puvodné. Tim lze upravovat matici interakei a dosahnout jeji
regularity i v pripadé, ze puvodné regularni nebyla. Tento tcel ma ocividné
smysl pouze pro MIMO systémy, u SISO systému se pridanim integratoru
jen posune pocet derivaci vystupu, po kterych se objevi vstup, ¢len, ktery ho
nasobi, se tim nezméni.

Piiklad 11 Systém i1 = uy, @9 = 23 + aug, @3 = uy + 22 + 7, Y =
r1, Yo = x3, nemd vektorovy relativni stupen v pocdtku, nebot

Y1 = thl(ﬂj) + UJnglhl(ﬂf) -+ UQnghg(l‘) = uq,
yg = thg(l‘) + U1L91h2($> + U2L92h2(3§) = U1 + 9 + CE’%

a matice interakct
10
D(z) = [ Lo }

je vsude singuldrni. Pokud vsak pouZijeme dynamickou zpétnou vazbu
Uy = T4, '51.34:,&’17 U2 :'&,2,

dostaneme novy systém, tzv. dynamickou extenzi pivodniho (“extenze” proto,
Ze jsme roz$irili stav o dodatecnou komponentu)

. . 2 ~ . ) . ~
T1 =124, Ty =2T3+aU, T3=2T4+To+2x], Ty=1U, Y1 =721, Y= T3,

1Zde minime vyhody pii vyuZziti strukturdlnich vlastnosti, samoziejmé je dynamicka
zpétna vazba uziteéna i jako ndhrada omezené métitelnosti vech komponent stavi, kdy
kombinace pozorovatel se statickou zpétnou vazbou podle zndmého principu separace také
rormalné vede na dynamickou vystupni zpétnou vazbu.
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pro kterou plati, Ze
=Ty, Yo=T4+ a2+ a3, =i =101, o=+ aly + 22124

Predpoklddeyme, Ze parametr a # 0, potom je tedy vektorovy relativni stupen
(2,2), nebot prislusnd matice interakci

~ 10
D(z) =
@=|1)
je vsude requldrni. Navic, systém je uplné exakiné linearizovatelny transfor-

v = U1 o 0 + 10 ﬂl
a (%) a ZU?)) + 2:171564 1 a ’[LQ

§i=m1, & =1a4, &=13, & =24+ T0+ 0]

macemsi

na ndsledugici linedrni riditelny a pozorovatelny systém

=6, b=v, =&, &=, n=E&, p==E.

Diky uplné exaktni linearizaci miiZeme napt. exponencidlné stabilizovat celyj
rozsireny systém, vcéetné dodatecného stavu x4, a proto nevadi, Ze tento stav
v puvodnim systému nemél Zadny smysl a byl zaveden uméle.

Zaveérem tohoto prikladu si povsimnéme, Ze pokud by a = 0, potom ani roz-
sireny systém nebude mit vektorovy relativni stupen, a to presto Ze vsechny
proky matice interakci jsou konstantni. To jen ukazuje, Ze stanoveni pres-
nych vlastnosti, kdy dynamickd zpétnd vazba mizZe pomoci, by si vyZadalo
ndrocny a obsdhly vyklad, jdouci nad ramec téchto studiynich materiali.

Nabizi se myslenka, zda nelze pouzit dynamické rozsiteni k tomu, abychom
ziskali misto Castecné linearizace ze vstupu na vystup linearizaci tplnou.
To ale neni mozné, pokud relativni stupen existuje a matice interakei je
regularni, pridani integratori zvysi soucet relativnich stupii pravé o totéz
¢islo, o které pribude dodatecnych stavii. Dynamické extenze ma tedy smysl
jediné tehdy, kdyz vektorovy relativni stupen neexistuje a matice interakci
neni regularni, a to navic tak, ze nékteré komponenty vstupu v prislusnych
derivacich vystupti nejsou viibec pritomny.

Tuto myslenku je mozné pouzit také pii tplné exaktni linearizaci dynamiky
systému volbou vhodného pomocného vystupu, a to i s pouzitim dynamické
zpétné vazby. Presnéji feceno, pomocny vystup je mozné tmyslné vybirat
tak, aby v derivacich vystupu nebyla néktera komponenta vstupu viibec pii-
tomna, zatimco druhé ano. Nazornéji to dolozime na néasledujicim prakticky
motivovaném piikladu.
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Priklad 12 Rozebereme model letadla s kolmym startem v idealizovaném ro-
vinném tezu, na kterém uvidime typické moznosti dynamické zpétné vazby.
Model je popsdan na obr. 3.1, plandrni soutadnice hmotného stredu a jeho
rychlosti jsou brany vzhledem ke zvolenému referencnimu bodu, ve kterém
chceme letadlo ustdalit a ktery budeme povazovat za pocdtek v rovine. Model

%1 . .. nadnasi
cca Hst.

Uy . .. moment otaceni

cca bst.
v d2
M d_tj = —uy sin @ + euy cos
’ d*y .
T -1 (gravitace) - Uy cos O + eussinf — 1
d?6
ar ~ "

Obrézek 3.1: Dvourozmérny model letadla s kolmym startem a pristanim.

mda dva vstupy, kterymi jsou tah kolmo doli a dvojice tahi na kridlech a tri
rizené vystupy, kteryma jsou plandrni souradnice hmotného stredu letadla a
jeho thel ndklonu. Jednd se o nejjednodussi model Tizeni letadla s kolmym
startem, ktery je jen plandrni (neuvazuje hloubku) a je bezrozmeérny s jed-
notkovou gravitaci. Hlavnim cilem tizeni bude stabilizovat letadlo v nehybné
vodorovné poloze ve vzduchu. Trysky na kridlech netvori idedlni dvojici sil,
nebot nejsou uplnée presné rovnobezné a diky tomu je v modelu pritomna
relativné mald konstanta € > 0, kterd sehraje v celém ndavrhu dilezitou roli.
Vytvorime standardni stavovy model Sesti diferencidlnich rovnic proniho rddu
pro promenné r1 =x, To =T, T3=1Y, Tg=1, T5=~0, x5= 0:

T1 =19, X9 = —UjSINT5+ UE COS Ty
T3 = T4, X4 = ULCOST5+ Usesinzs — 1
i‘g) = Tg, 1.'6 = U9

y:[y1 Y2 ys} = [$1 2 $3}-

Vidime vsak, Ze systém md vice vystupi, neZ vstupi, nicméné k udrZeni
vystupu v nule steyné musime asymptoticky stabilizovat veskery stav do ekvi-
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libria xp = [0 000 0 0], ug = [1 0]. Proto se pokusime o tiplnou exaktni
linearizace dynamiky systému, coZ ndm v pripadé uspeéchu umozni systém
stabilizovat. K uplné exaktni linearizaci pouZijeme pomocny vystup, se kte-
rym systém bude mit, s vhodnym dynamaickym rozsirenim, vektorovy relativni
stupen. ProtoZe md systém pouze dva vstupy, budeme tedy hledat vhodnij
dvourozmeérny (pomocny) linearizujici vystup. Pomoci urcitijch matematic-
kijch dvah je mozné tento pomocny vystup urcit jako m = [ 1], m =
x1 —esinxs, 1N = x3 + £cosxs a deriwovdni podle casu s dosazenim z
modelu vede na:

N = X1 — THECOS Ty = Ty — TgE COS Ty, 1)1 = —Up SIN Ty + x%e sin s
Mo = T3 — T5ESIN Ty = Ty — TGESIN Ty 7)o = U] COS Ty — x%a cosxs — 1.

Diky promyslené volbé pomocného viystupu doslo k vyruSeni druhé kompo-
nenty vstupu a matice interakct je tedy singuldrni, nebot:

71 = —UpsSinxs + :1:%5 sinxs, 7)y = U1 COS Ty — x%e cosxs — 1,
2 : :
77§ ) | —sinzs O U xie sin x5
2 | = 0 + 2 EREE
1 COS T3 Us TEE COS T
Tyto vztahy stdle jesté nepostaci k uplné exakini linearizaci, miZeme se ale

pokusit znovu dostat do hry druhou komponentu stavu pomoci dynamické
zpetné vazby. Tato dynamickd zpétnd vazba bude mit tvar

uy=1—ax7+ 6:13%, T7 =Xy, &g = U, Uy = Uy, CoZ vede na
771 = —(1 — 567) Sin335, ﬁg = (1 — 5137) COS Ty — 1.

MizZeme tedy vyjddrit treti a cturté derivace pomocnijch viystupii.

) _ o sinoe — e (1  esine — (1
n” = &rsinxy — 5(1 — x7) cosxy = xgsinxs; — xg(1 — x7) cos xs,
) _ . (1 e s — el s
Ny = —d7cosxs — i5(1 — x7)sinxs = —xgcos w5 — x6(1l — x7) sin x5,
4 . : : . . .
775 ) — Tg sin xy+I5rs cos x5 —I6(1—x7) cos T5+Td7 cOS T5+T516(1—27) sin s,
4 o~ . ~ . . 2
Ny = —1j COS T5+Texg Sin 5—Ua(1—x7) sin x5+xers sin x5 —xg(1—x7) cos xs.

Posledni dva vztahy prepiseme v maticovém tvaru

n
(1)

~ D(x) 1:41 4 273 CO8 5 + x6(1 — x7) sin x5
Uy 2xgsin s — xg(1 — x7) cos x
sinzs (w7 — 1) cosxs

—coszs (7 —1)sinxs ] . detD(w) = (@7 —1).
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Matice interakct rozsireného systému D(x) je tedy requldrni¥ x7 < 1 a roz-
sireny osmi-dimenziondlni systém je tedy uplné exakiné linearizovatelny v
okoli prislusného ekvilibria, kterym je rozsireny stav xg =000 0 0 0 0 0]
a novy vstup up = [0 0]. U nerozsifeného systému jsme méli Sest stavi, ale
jen ctyri potenciondlni nové souradnice, rozsireni zvysilo pocet stavi o dva,
ale pocet souradnicovijch funkci o ctyri, takZe mdme tplné exaktné linearizo-
vatelny systém.

Definicni obory prislusnijch transformaci je mozné snadno urcit z nasleduji-
cich tvari prislusnijch transformaci a jejich inverzi:

v = [”1] — D(2) [ﬂl ] o [ 2:Ugcosx5+x6(1—a:7)sinx5]

Uy 2xgsinxs — x6(1 — x7) cos

| sinzs (27 —1)coszs
D(w) = [ —cosws (w7 —1)sinws } ’
E=1[66 & & & & & &),
S=m, &= ”flgl), §3 = Tlf), §4 = 7753), § =12, {6 = ”flél)a §r = 7752), §s = 7753),

& = —esinxg, & = x9 — rgecosxs, & = —(1 — x7)sinxs,

£y = xgsinxs — x6(1 — x7) cos s, & = w3+ €cosTs, g = x4 — Tge Sin T,

& =(1—z7)cosws — 1, &= —axgcosxs — x6(l — x7) sinxs,
e §3 _ §38s — 54(1 + 57) 1+ &
A/ ) A A NCEN RN

Ty = £ —c 1+ &7 Ty = € — 5358 — 54(1 + 57) !
VE+ &+ 1) &+ V& + (&G +1)?

B —&3 & — (1 + &) o
Ts —arctgr&, xTg = Tr(Gr1)e x7 =1 \/§§+(f7+1)27

vs = (&6 — (1 + E)&) (& + (& + 1272,

v — 2268 cos T5 + x2(1 — x7) sin s ] D1 [ sinzs  — cos s ]
- COS T5 Sl Ts

w=D"!

: 2
v — 20T SIN Ty — :):6(1 — 1‘7) COS T5 (r7—1)  (z7—1)

Z téchto vztahi je mozné ucinit zdvér, Ze definicni obory transformaci ob-
sahuji vsechny fyzikdalné prijatelné konfigurace. Tyto transformace vedou na
ndsledujici piné linedrni Tiditelny a pozorovatelny systém s viystupem n =
(&1,&5), vstupem (vi,vq) a dynamikou:

Gi=68, &=8&, =&, G=v, &=6&, =&, & =&, &=
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Tento systém je mozné snadno asymptoticky stabilizovat a pak prislusnou
zpetnou vazbu prepocitat do pivodnich souradnic a dostat tak nelinedrni dy-
namickou stabilizujici zpétnou vazbu. S dalsimi doplnujicime vvahamsi je pak
mozné i sledovat zadanou referencni trajektoric pivodniho vystupu.
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Kapitola 4

Nelinearni rekonstrukce

Definice 12 BudiZ dan Tizeny dynamaicky systém s vystupy
t= f(z,u), y=~h(z), € R", ye R, ue R", (4.1)

potom jeho asymptotickym pozorovatelem nazyjvame systém

z=f(z,h(x),u), z€ R", ue R™, (4.2)

takovy, Ze pro kazdou trajektorii a vstup systému (4.1), omezené pro vSechna
t > ty, plati
lim e(t) =0, e(t):= (2(t) —x(t)). (4.3)

t—00

Podle charakteru konvergence rozlisujeme lokdlniho a globdlniho pozorova-
tele, pripadné exponencidlniho pozorovatele. Stavu pozorovatele z(t) budeme
naddle Tikat odhad stavu pivodniho systému.

Pokud je jiz jednou néktery pozorovatel navrzen, dikaz jeho konvergence
provedeme rozborem tzv. chybové dynamiky

e=o(z(t),u(t),e), e = z—x,¢(x,u,e) == fletz, h(x),u)— f(z,u), (4.4)

kde e nazyviame chybou odhadu stavu. Chybova dynamika je v nelinearnim
pifpadé! neautonomnim systémem, ktery zavisi na (v dané chvili neznamé)
trajektorii, kterou teprve chceme rekonstruovat, coz jeji analyzu komplikuje.
Je ziejmé, ze urcity systém typu (4.1) je (globalnim, lokdlnim, exponencial-
nim, asymptotickym, apod.) pozorovatelem systému (4.2) pravé tehdy, kdyz
je chybova dynamika (4.4) (globalng, lokalng, exponencialng, asymptoticky,
apod.) stabilni.

4.1 Rekonstrukce pomoci vysokych zesileni

Nejprve si si ukdzeme, jak k tomuto celu vyuzit robustnosti. Neurcitosti zde
vlastné bude trajektorie, kterou chceme rekonstruovat.

IV linearnim piipadé je chybova dynamika linedrnim autonomnim systémem, ktery
nezavisi na konkrétni trajektorii, kterou chceme rekonstruovat.



Definice 13 Ndsledujici dynamicky systém s jednim vstupem u € R a jed-
nim vystupem y € R

T fi(z1, u)
T3 fo(w1, 29, u)
T = + : , y=ux1, x € R".  (4.5)
In fnfl(l’l, Loy ooy -1, u)
0| Sfalznae, e, T, u)

budeme nazyvat striktné trianguldrnim systémem.

Pro striktné triangularni systém je mozné sestrojit pozorovatele nasledujicim
zpusobem.

Véta 13 Predpoklddejme, Ze jsou vSechny funkce na pravé strané (4.5) spo-
jit€ diferencovatelné a vsechny jeho trajektorie omezené. Potom pro kaZdou
n-tici zesilent Iy, . . ., L, takoviych, Ze matice

i 1 0 0

b 0 1 :

A= 0

l,—1 O 0 1
5,0 0 0]

ma vsechna vlastni ¢isla v otevrené levé komplexnt polorovine, existuje rediné
kladné cislo r takové, Ze

29 fi(w1,u) rlh
Z3 fg(xl,ZQ,u) TQZQ
Zn foo1(x1, 20, o0 Zn1, ) r"
0 o1, 29,0y 201, Zn, ) r*l,

je globdlnim exponencidlnim pozorovatelem systému (4.5).

V&imnéme si, ze do pravé strany pozorovatele (4.6) vstupuji z rekonstruova-
ného systému vyhradné znamé veli¢iny, tj. jeho vystup a vstup.

4.2 Rekonstrukce pomoci linearizace vystupni injekci

Definice 14 Rekneme, Ze systém (4.1) je exaktné linearizovatelny po-
moci zmény souradnic a vystupni injekce, jestlize existuji nové sourad-
nice

¢=T(z), T:R"+ R",
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ve kterijch md systém (4.1) ndsledugjici tvar

£ = AL+ p(C&u), y=CE, (4.7)

kde (A, C) je detekovatelnd dvojice, tj. existuje matice zesileni L takovd, Ze
matice A4+ LC md vSechna vlastni cisla v oteviené levé komplexni poloroviné.

Véta 14 Budiz L takovd matice zesileni, Ze matice A + LC' md vSechna
vlastni cisla v otevrené levé komplexni polorovine. Potom je systém

je globdlnim exponencidlnim pozorovatelem systému (4.7), tj. existuji kon-
stanty M, > 0 takové, Ze pro vSechny trajektorie (4.7-4.8) na intervalu
jejich existence plati

1€() = n(@)|| < M exp(—at).

Pomoci predchozi véty miuzeme zkonstruovat pozorovatele i pro vychozi sys-
tém (4.1), pokud je transformovan pomoci nékteré zmény souradnic & = T'(z)
na systém (4.7). Postaci k tomu nésledujici jednoducha tvaha, pokud 7 je
rekonstrukel stavu €, potom T71(n) bude rekonstrukei stavu T-1(¢) = z.
Jinymi slovy, pravé jsme dokazali nasledujici vétu.

Véta 15 BudiZ dan systém (4.1), ktery je transformovdn pomoct zmény sou-
radnic

¢§=T(x), T:R"— R",
na systém (4.7) a budiz L takovd matice zesilent, Ze matice A + LC md

vsechna vlastni c¢isla v oteviené levé komplexni polorovine. Potom je pro-
meénnd z(t), vypoctend jako

= An+o(CT(x),u) — Ly — Cn), z=T"'(n), (4.9)

exponencidlni rekonstrukci pro vsechny trajektorie leZici v definicni oblast
zmény vzdjemné jednoznacné a vzdjemné hladké souradnic T(x), pokud je
pocdatecnd odchylka rekonstrukce dostatecné mald. Pokud je T(x) globdlné
vzdjemne jednoznacnd a hladkd, plati zminend rekonstrukce pro kaZdou ome-
zenou trajektorii x(t).

Rovnice (4.9) nejsou pozorovatelem v presném smyslu Definice 12, nicméné
snadno z nich uréime dynamiku proménné z(t)

2__3T‘Wn)
-5

coz je jiz pozorovatel v presném smyslu Definice 12.

(T'(2)) <AT(2) +(CT(2),u) = Ly — CT(Z))) :
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Priklad 13 Necht je dan SISO systém ve tvaru
1 = Lo, By = 13417, i3 =u, y =11,

ktery ma relativni stupeni 3 a je linearizovatelny pomoci vystupni injekce.
Pokud se ho ale pokusime zlinearizovat uplné stavovée a zavedeme soutadnici
T3 = w3 + 22, dostaneme tvar

T1 = X9, Ty = T3, T3 = U+ 20122, Y = T,

ktery nent linearizovatelny pomoct vystupni injekce. Checeme-li tedy dany sys-
tém napr. stabilizovat pomoci dynamické zpétné vazby vystupu, musime po-
uZit 7ingy tvar pro stabilizaci pomoct statické stavové zpétné vazby a jinyg pro
konstrukct pozorovatele. Konkrétné, z posledniho tvaru plyne, Ze stavovd sta-
tickd zpétnd vazba

- P
u = —2x1T9 + 171 + C2T9 + 3Tz = —2x1%2 + 11 + o9 + c3(x3 + x7),

kde c123 jsou vhodnd zesilend, stabilizuje dany systém globdiné a exponenci-
alné. Ddle, pruni tvar umoznuje konstrukci ndasledujiciho globdlniho a expo-
nencidlniho pozorovatele

= ll(xl — 21) + 29, Z9 = lQ(iUl — 21) + z3 + $%, Z3 = lg(xl — 21) + u,

tj. z(t) je prislusnou asymptotickou (a dokonce i exponencidlni) rekonstrukci
stavu, jestlize jsou vsechny koveny polynomu s3 — 115> — lys — I3 v levé kom-
plexnt poloroviné. Kombinaci obou postupi, tj. aplikaci principu separace,
dospéjeme k nasledujici dynamické zpétné vazbé

2 .
u = —2x120 + 171 + c229 + c3(23 + x7), Z1 = li(w1 — 21) + 29,
: 2 2
29 = lg(xl —Zl) +23+x], 23 = lg(ﬂfl —Zl> —2x129+ 117 —|—CQZQ—|—C3(2’3—|—$1>.
Rozsireny systém v uzaviené smycce md nasledujici tvar
. . 2 . 2
T = X, T = w3+ ], ©3=—2x12 + 171 + c220 + c3(23 + %),
. . 2
21 = 11(5131 — 21) + 29, 29 = lz(:l;‘l — Zl) + 23 + a7,
. 2
23 =l3(r1 — 21) — 2129 + 121 + 229 + c3(23 + 2x7),

coZ muzZeme zapsat také jako ocividné globdlné exponencidlné stabilni systém.:
1 = Ty, Tg = T3, T3 = 171 + Cog + C3T3 + (221 + )€z + c3es,
e1 =lieg + ey, €y =Ilses+e3, e3=I3e3, e:=x—z.
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Priklad 14 Synchronizace chaotickych systémi pomoci nelinearni
rekonstrukce. Tento priklad zdroven ukdZe moznd zobecnéni predchozi me-
tody linearizace vystupni injekci. Zobecnély Lorenziv systém v kanonickém
tvaru (1.7), kde budeme uvazovat i méreny vystup y = z1 — 22, je mozné ddle
prevést do nasledugiciho tvaru:

(A1 + A2)m + m2
—mAiAe + (A1 — Ao)ms + %] ;Y =, (4.10)
Asns 4 Ko (7)ni

B )\3(7'—1— 1) — 2T\ — 2\

dn _
dt

K 4.11
1(T) 2()\1 _ )\2) U < )
kde nové souradnice n = [ny,ma,m3]" jsou ddny jako
o 7T
n = [ 21 — %9, /\122 — )\221, z3 — (7——15(1)\)5;_1;;)2) } . (412)

Tento systém je “témér” ve tvaru (4.7) vzhledem k viystupu y = ny, pies-
néji receno, na pravé strané druhé rovnice v (4.10) je clen —(Ay — Xo)mms,
ktery do tvaru (4.7) nezapadd. Nicméné, postup z Veéty 14 a Véty 15 snadno
zobecnime. Konkrétné, systém

a5 i 1 0 (A + X —1)m
d_2 =110l 0 0 |n+ (=MA2 — o — (M — A)ms)m — (T + 1)(771)3/2 ;
00 N\ Ky (1) (m)?

je pozorovatelem (4.10) (nebo-li, terminologit literatury o chaosu, synchro-
nizované oscilujici chaotickou kopii). To lze dokdzat analyzou chybové
dynamiky e = n — 0, pro kterou, mimo j5iné, plati é3 = —Azes, takZe nevads,
Ze se ve druhé tadce objevi navic ¢leny zdvislé na eg, nebot es exponencidlné
zanikd za vsech okolnosti. Velmi zhruba zhruba Teceno, protoZe rekonstrukce
stavu n3 probihd exponencidlné a naprosto nezdvisle na rekonstrukci ostat-
nich komponent, mizeme ji v prunich dvou radkdch zjednodusené povaZovat
za méreny vystup, a s timto predpokladem jsou jiZ proni dvé Fadky (4.10) ve
tvaru (4.7). Snadno tedy miZeme v tomto smyslu formulovat zobecnéni Veéty
14 a Véty 15 na urcité blokove kaskddové struktury, kdy proni blok bude ve
tvaru (4.7), druhy blok bude mit linedrni detekovatelnou cdst plus nelinea-
rity zdvislé jen na vstupu, vystupu a proménnyjch z proniho bloku. KaZdy dalsi
blok pak bude obsahovat vlastni detekovatelnou cast a nelinearity zdvislé jen
na vystupu, vstupu a promeénnyjch predchdzejicich bloki.
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Obrézek 4.1: Synchronizace dvou zobecnélych Lorenzovych systému pro A\; =
8, Ag = —16, A\3 = —1 a 7 = 0. Zhora dolt: vychozi chaoticky systém, jim
synchronizovany (tj. pozorovatel vychoziho), dynamika chyby synchronizace.
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