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1. INTERAKTIVNiI ANALYZA JEDNOROZMERNYCH DAT

1.1. Uvod

Otdazka spolehlivosti a spravného vyhodnoceni experimentalnich dat se v dobé
osobnich pocitacll ocitd u kazdého méreni dat na prvnim misté. V kontrolni
laboratofi, at uz vodohospodarské, chemické, biologické, fyzikalni ¢i jakékoliv
jiné, tvori zaklad experimentdlni prace méreni na pfistroji. V laboratotich dnes
predstavuji instrumentalni metody spojovaci ¢lanek mezi pfirodovédnymi a
technickymi obory, protoze moderni pocitacem fizené pfistroje pouziva kazda
laborator. Navic na kazdém psacim stole laboratore nachazime pocitac,
vétSinou nejvyssi kvality, kapacity a rychlosti, vybaveny modernim software. Je
proto neomluvitelné vyhodnocovat namérena data zjednoduSenymi,
aproximativnimi postupy pozlstalymi z dob kalkuladek. Kontrolni organy,
komisari akreditacnich komisi ale predevsim konkurencni pracovisté v zahranici
se predhanéji pri vyhodnocovani dat v uzivani Spickového software s
rigordznimi matematickymi postupy, ve kterych neni zadného zjednoduseni Ci
zanedbani néjakych statistickych predpokladd. Vysledky dosazené témito
v okruznim testu. UkaZzme si zde proto jeden z novéjSich postupl interaktivni
statistické analyzy dat, ktery je zalozen na diagnostikovani v dialogu s osobnim
pocitatem Cili na interaktivni analyze a ktery nabizi uzivateli hlubsSi pohled do
vSech tajemstvi, ukrytych v experimentdlnich datech. S timto problémem
souvisi obvykle i vhodny software, ktery zajisti bezproblémové a pratelské
prostiedi a “nechd data promluvit”. Nezapomerime pritom na dllezité pravidlo,
Ze “Uroven uZivaného software dnes prozrazuje troveri celého pracovisté”.

1.2. Postup interaktivni analyzy dat

Vevys

nasledujicim schématem. Interaktivni pfistup uvedeny postup ulehcuje, protoze
vétsina statistického software obsahuje uvedené statistické diagnostiky a testy.

1. Prizkumova (exploratorni) analyza dat (EDA) vysetfuje predevsim stupen
symetrie a Spic¢atosti rozdéleni, lokdlni koncentraci dat a odhaluje také
vybocujici a podezrela data.



2. Ovéreni zakladnich predpokladi o vybéru dat se tyka ovéreni normality,
ovéreni nezdvislosti, ovéfeni homogenity a konecné i uréeni minimalni
Cetnosti analyzovanych dat.

3. Transformace dat nasleduje v pripadé poruseni nékterého z predpokladi
o vybéru. Patfi sem mocninna, exponencidlni transformace a Boxova-
Coxova transformace.

4. Vycisleni nejlepsich odhadi parametrt polohy, rozptyleni a tvaru se tyka
vycisleni jednak klasickych odhadl (aritmeticky primér a rozptyl), jednak
robustnich odhadl (median, ufezané priméry, winsorizovany rozptyl) a
kone¢né i adaptivnich M-odhadll. Retransformovany primér po
transformaci dat se presto obvykle jevi jako nejlepsi odhad strfedni
hodnoty.

1.3. Exploratorni diagnostiky v analyze jednorozmérnych dat

Prvnim krokem v analyze jednorozmérnych dat je priizkumova, exploratorni
analyza. Jejim cilem je odhalit statistické zvlaStnosti v datech a ovéfit
ptedpoklady o vybéru pro nasledné rigordzni statistické zpracovani. Jeding tak
lze zabranit provadéni numerickych vypoctl bez hlubSich statistickych
souvislosti.
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Obr. 1-1 Konstrukce barierové-cislicového schématu indikujiciho vybocujici hodnoty: a)
diagram rozptyleni s medidnem M, kvartily Fp (dolni) a Fy (horni), vnitini hradby Bp (dolni)
a By (horni), vnéjsi hradby V,, (dolni) a Vy (horni); b) oblast vybocujicich hodnot: A pfilehlé

(Bpp je blizké Bp a Bpy je blizké By), B znaci oblast vnéjsich a C vzdalenych bodu.
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Z ruznych typl vybéru se v laboratofi nejvice uplatiiuje reprezentativni
nahodny vybér, {x;}, i =1, ..., n, ktery ma ¢tyfi zakladni vlastnosti:



(1) Jednotlivé prvky vybéru x; jsou vzdjemné nezavislé.

(2) Vybér je homogenni, tj. vSechna x; pochazeji ze stejného rozdéleni
pravdépodobnosti s konstantnim rozptylem.

(3) Predpoklada se také, ze jde o normalni rozdéleni pravdépodobnosti.

(4) VSechny prvky souboru maji stejnou pravdépodobnost, Ze budou zarazeny
do vybéru.

Pred vlastni analyzou je vidy nezbytné ovérit platnost zakladnich predpokladd,
tj. nezavislost, homogenitu a normalitu vybéru. Vyuziva se k tomu robustnich
kvantilovych charakteristik, které umoznuji sledovani lokalniho chovani dat
a které jsou vhodné pro malé nebo stredné velké vybéry. Vychazi se
z poradkovych statistik vybéru x;) < x() < ... < x(,. Plati, Ze stfedni hodnota i-té
poradkové statistiky je rovna 100P; procentnimu kvantilu vybérového rozdéleni
FY(P) = Q(P), kde F(x) oznacuje distribu¢ni funkci a Q(P;) kvantilovou funkci
vybéru. Symbol P, = i/(n + 1) oznacuje poradovou pravdépodobnost.
Pfipomenme, Ze 100P; procentni vybérovy kvantil je hodnota, pod kterou lezi
100P; procent prvkd vybéru. Optimalni hodnoty P; zavisi na predpokladaném
rozdéleni vybéru. Pro normalni rozdéleni se doporucuje volba P; = (i - 3/8)/(n +
1/4). Vynesenim hodnot x; proti P, i = 1, ..., n, se ziska hruby odhad kvantilové
funkce Q(P). Ta je inverzni k funkci distribu¢ni a jednoznaéné charakterizuje
rozdéleni vybéru. V prizkumové analyze se ¢asto pouZiva specialnich kvantilt L
pro poradové pravdépodobnosti P, = 27, i= 1, 2, ..., které se také nazyvaji
pismenové hodnoty.

Tabulka 1-1. Oznaceni pismenovych hodnot

] o ] Poradova Symbol pismenové  Hodnota kvantilu up
i i-ty kvantil Y
pravdépodobnost P; hodnoty L
1 Medidn 2t=1/2 M 0
2 Kvantity 2°=1/4 F -0.674
3 Oktily 2%=1/8 E -1.15
4 Sedecily 2%=1/16 D -1.53




Symbol up, 0znacuje kvantil normovaného normalniho rozdéleni N(O, 1). Kromé
medidnu (i = 1) existuji pro kazdé i>1 dvojice kvantild, ato dolni a horni
pismenova hodnota L, aly Dolni pismenova hodnota je pro poradovou
pravdépodobnost P; = 2", zatimco horni je pro P; = 1 - 2". Polet pismenovych
hodnot zavisi na rozsahu vybéru. Pro velikost vybéru n Ize urcit n, pismenovych
hodnot véetné medianu dle vztahu n, = 1.44 In (n + 1).
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Obr. 1-2 Kvantilové grafy (robustni --- a klasické) pro vybéry z rozdéleni (a) normalniho,
symetrického rozdéleni Ulohy E2.10, (b) asymetrického rozdéleni Ulohy E2.07.

Kvantilovy graf (osa x: poradova pravdépodobnost P; , osa y: poradkova
statistika x(;)) umoznuje prehledné zndazornit data asnadnéji rozlisit tvar
rozdéleni, ktery mulzZe byt symetricky, seSikmeny kvysSim nebo nizSim
hodnotam. Ke snadnéjSimu porovnani s normalnim rozdélenim se do tohoto
grafu zakresluji i kvantilové funkce normalniho rozdéleni N, =ji+6u,, pro

0<P <1, a to: (1) klasickych odhadd parametrl polohy a rozptyleni g=x a 6 =
s, a (2) robustnich odhadll gz=%,, a 6=R./1.349.
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Obr. 1-3 Konstrukce (a) diagramu rozptyleni a (b) rozmitnutého diagramu rozptyleni pro
vybéry z rozdéleni (a) normalniho, symetrického rozdéleni, (b) asymetrického rozdéleni.
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Diagram rozptyleni (osa x: hodnoty x, osa y: libovolnd Uroven, obycejné y = 0)
predstavuje jednorozmérnou projekci kvantilového grafu do osy x, zatimco
rozmitnuty diagram rozptyleni predstavuje tyz graf, ale body jsou vhodné
rozmitnuté ve sméru y-nové osy. | pfi své jednoduchosti tento diagram nazorné
ukazuje na lokalni koncentraci dat a indikuje i podezreld a vybocujici méreni.
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Obr. 1-4 Konstrukce (a) krabicového grafu, a (b) vrubového krabicového grafu z dat
diagramu rozptyleni pro vybéry z rozdéleni (a) normalniho, symetrického rozdéleni, (b)
asymetrického rozdéleni. Prazdna kolecka indikuji vybocujici hodnoty.
Krabicovy graf (osa x: umérna hodnotam x, osa y: libovolny interval) umoziuje
vedle zndzornéni robustniho odhadu polohy, medianu M také posouzeni
symetrie v okoli kvantili a posouzeni symetrie u koncl rozdéleni a casto i
identifikaci odlehlych dat. Jde o obdélnik délky R, =F, —F, =%, — %, S vhodné

zvolenou $itkou, kterd je umérna hodnotén. V misté medidnu je vertikalni
¢ara. Od obou protilehlych stran tohoto obdélniku pokracuji usecky. Ty jsou
ukonceny prilehlymi hodnotami Bpy a Bpp, lezicimi uvnitf vnitfnich hradeb
nejblize k jejich hranicim B, Bp, tj.B, =F,+15R. a B,=F,-15R.. Pro data
pochazejici z normalniho rozdéleni plati By - Bp = 4.2. Prvky vybéru mimo vnitfni
hradby jsou povaZovdny za podezield méreni (krouzky). Obdobou je vrubovy
krabicovy graf, ktery umozniuje i posouzeni variability medianu, vyjadrenou
robustnim intervalem spolehlivosti 1, <M <1,,.
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Obr. 1-5 Grafy polosum pro vybéry z rozdéleni (a) normalniho, symetrického rozdéleni, (b)
asymetrického rozdéleni.

n+1-i

Graf polosum (osa x: poradkové statistiky x; osa y: Z =0.5(X .14 + X))
diagnostikuje tak, Ze pro symetrické rozdéleni je grafem horizontalni primka,

urcéena rovnici X, =M .
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Obr. 1-6 Grafy symetrie pro vybéry z rozdéleni (a) normalniho, symetrického rozdéleni, (b)
asymetrického rozdéleni.

Graf symetrie (osa x: u; /2 pro B =i/(n+1), osay: Z, =0.5(X,.1 4, +x(i))je obdobou

predeslého grafu, u kterého symetricka rozdéleni vykazuji horizontalni prfimku
y=X,; =M. Pokud tato pfimka nema nulovou smérnici, je smérnice odhadem

parametru Sikmosti, asymetrie.
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Obr. 1-7 Konstrukce grafu rozptyleni s kvantily pro vybéry z rozdéleni (a) normalniho,
symetrického rozdéleni, (b) asymetrického rozdéleni.

Graf rozptyleni s kvantily (osa x: P, osa y: x(i)) predstavuje vlastné kvantilovy
graf, ktery se ziska spojenim bodl {x;, P;} linedarnimi Useky a pro symetricka
rozdéleni nabyva tato kvantilova funkce sigmoidalniho tvaru. Pro rozdéleni
seSikmena k vyssim hodnotam je konvexné rostouci a pro rozdéleni seSikmena
k nizSim hodnotam konkavné rostouci. Do kvantilového grafu se zakresluji tri

obdélniky F, E a D:

(1) Kvartilovy obdélnik F: na ose x pravdépodobnosti P, =22 =0.25a1 -2
0.75.

(2) Oktilovy obdélnik E: na y oktily E, aE,anaose x P;3=2>=0.125a1-2>
0.875.

(3) Sedecilovy obdélnik D: na y sedecily Dp, Dy ana x P, = 2%=0.0625a1-2"
0.9375.

Tato pomUicka mlze diagnostikovat i urcité anomalie:

(a) Symetrické unimoddlni rozdéleni vybéru obsahuje obdélniky symetricky
uvnitr sebe.

(b) Nesymetricka rozdéleni maji pro rozdéleni seSikmené k vy$sim hodnotam
vzdalenosti mezi dolnimi hranami obdélnik(i F, E a D vyrazné kratsi nez mezi
jejich hornimi hranami.

(c) Odlehld pozorovani jsou indikovana tim, Ze na kvantilové funkci mimo
obdélnik F se objevi nahly vzrust.
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Obr. 1-8 Jadrové odhady hustoty pravdépodobnosti pro vybéry z rozdéleni (a) normalniho,
symetrického rozdéleni, (b) asymetrického rozdéleni . Carkované je znazornéna hustota
Gaussova rozdéleni s parametry X a s’a plnou carou jadrovy odhad hustoty

pravdépodobnosti empirického rozdéleni vybéru.

Jadrovy odhad hustoty pravdépodobnosti

(osa x: x, osa y: hustota

pravdépodobnosti) a histogram patfi k nejuzivanéjsim pomulckam a histogram
pak k nejstarsim diagramlm hustoty pravdépodobnosti. U histogramu jde
o obrys sloupcového grafu, kde jsou na ose x jednotlivé tfidy, definujici Sirky
sloupct, a vysky sloupcli odpovidaji empirickym hustotdm pravdépodobnosti.
Kvalitu histogramu ovliviuje ve znacné mire volba poctu trid L a vSech délek

intervald A x;. Pro pfiblizné symetrickd rozdéleni vybéru lze vycislit L podle

vztahu L=int(2vn), kde funkce int(x) oznacuje celotiselnou &ast &isla x, nebo je

mozné uzit vyraz L =int(2.46(n—1)°*).
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Obr. 1-9 Grafy Q-Q pro porovnani rozdéleni vybéru normalniho rozdéleni s teoretickym

rozdélenim.

Kvantil-kvantilovy graf (graf Q-Q) (osa x: Q(P;), osa y: x;)) umozniuje posoudit
shodu vybérového rozdéleni, charakterizovaného kvantilovou funkci Qg(P)

s kvantilovou funkci zvoleného teoretického

10

rozdéleni QP). Za odhad



kvantilové funkce vybéru se uZivaji poradkové statistiky x;. Pfi shodé
vybérového rozdéleni se zvolenym teoretickym rozdélenim musi platit pfiblizna
rovnost kvantilld x; = Qr(P;), kde P; je poradova pravdépodobnost. Pokud je
rozdéleni vybéru shodné se zvolenym teoretickym rozdélenim, je zavislost x;
na Qr(P;) linedrni a vyslednd zdvislost se nazyvd graf Q-Q. Tésnost linearni
zavislosti experimentalnimi body lze posoudit korelacnim koeficientem a vyuzit
ho jako rozhod¢i kritérium pti hledani typu rozdéleni.

1.4. Mocninna a Boxova-Coxova transformace dat

Pokud se na zakladé analyzy dat zjisti, Zze rozdéleni vybéru dat se systematicky
odliSuje od rozdéleni normalniho, vznikd problém, jak data viibec vyhodnotit.
Casto je pak nejlepsim Fedenim vhodna transformace dat, kterd vede ke
stabilizaci rozptylu, zesymetricténi rozdéleni a nékdy i k normalité rozdéleni.
Zesymetricténi rozdéleni vybéru je moiné provést uzitim prosté mocninné

transformace
x* (1>0)
_ _JInx pro (1=0)
y=9(0) = ¢ % (1<0) ’

ktera vSak nezachovava méritko a neni vzhledem k exponentu A vSude spojita
a proto se hodi pouze pro kladna data. Optimalni odhad exponentu A se hleda s
ohledem na optimalizaci charakteristik asymetrie (Sikmosti) a Spicatosti. Pro
priblizeni rozdéleni vybéru krozdéleni normalnimu vzhledem k Sikmosti
a Spicatosti je vhodna Boxova-Coxova transformace

2
X 1—1 (1+0)

y=9(x)= oro :
In x (1=0)

ktera je pouZzitelna rovnéz pouze pro kladna data. Rozsifeni této transformace
na oblast, kdy rozdéleni dat zacina od prahové hodnoty X, spociva v nahradé x
rozdilem (x - x,), ktery je vidy kladny.
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Graf logaritmu vérohodnostni funkce (osa x: A, osa y: In L). Pro odhad
parametru A v Boxové-Coxové transformaci lze uZit metodu maximalni
vérohodnosti stim, e pro A=A je rozdéleni transformované veli¢iny y
normalni, N(u,,o*(y)). Po Upravéch bude logaritmus vérohodnostni funkce ve

tvaru

InL(A) = —glnsz(y) b (A-D Y Inx,

=1
kde s*(y) je vybérovy rozptyl transformovanych dat y. Prlbéh vérohodnostni
funkce In L(A) lze znazornit ve zvoleném intervalu, napf. -3<A<3, a
identifikovat maximum kfivky, jejiz soufadnice x indikuje odhad . Dva
praseciky krivky In L(A) s rovnobézkou s osou x indikuji 100(1-a)% interval
spolehlivosti parametru A. Cim bude interval spolehlivosti +Ap, Ay, $irdi, tim je
mocninna nebo Boxova-Coxova transformace méné vyhodna. Pokud obsahuje
interval +Ap, Ay, i hodnotu A = 1, neni transformace ze statistického hlediska
prinosem.

Zpétna transformace: Po vhodné transformaci se vycisli ¥, s*(y) a potom
pomoci zpétné transformace vyuzitim Taylorova rozvoje v okoli ¥ se odhadnou
retransformované parametry polohy a rozptyleni x, a s’(x,) plGvodnich dat.
Uvedeny postup vede vesmés k nejlepSim odhaddm polohy X, a rozptyleni

s*(X,) a je zvlasté vhodny v pripadech asymetrického rozdéleni vybéru.

1.5. Intervalovy odhad parametru

Pfedstavuje interval, ve kterém se bude se zadanou pravdépodobnosti Ci
statistickou jistotou (1 - a) nachdzet skutec¢na hodnota cili "pravda" daného
parametru W. Neznamy parametr u odhadujeme dvéma cCiselnymi hodnotami L,
a Ly, které tvori meze tzv. intervalu spolehlivosti Cili konfidencniho intervalu.
Interval spolehlivosti pokryje parametr p s predem zvolenou, statistickou
jistotou Cili dostatecné velikou pravdépodobnosti P = (1 - a), coZ lze vyjadrit
vztahem P(Lp, < u < Ly) = 1 - a, nazvanou koeficient spolehlivosti (Cili konfidencni
koeficient, statisticka jistota). Je obycejné roven 0.95 nebo 0.99. Parametr a se
nazyva hladina vyznamnosti. Interval spolehlivosti vyjadfuje tvrzeni: “Statistickd
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jistota, s jakou bude "pravda" u leZet v ndhodnych mezich Ly, Ly je rovna pravé
1 - a”. Vlastnosti intervalu spolehlivosti:

(1) Cim je rozsah vybéru n vétsi, tim je interval spolehlivosti uzsi.
(2) Cim je odhad presnéjsi a ma mensi rozptyl, tim je interval spolehlivosti uzsi.
(3) Cim je vy&&i statisticka jistota (1 - a), tim je interval spolehlivosti irsi.

Konstrukce intervalovych odhadti: Postup konstrukce intervalu spolehlivosti
stfedni hodnoty p normalniho rozdéleni N(p, o%):

1. Velky vybér n > 30: KdyZ nejlepSim bodovym odhadem stfedni hodnoty u je
vybérovy primér xs rozdélenim N(u,o?/n), pak vintervalu X+1.960/\n leZi
pfiblizné 95% hodnot nahodnych veli¢in vybéru o rozsahu n a 100(1-a)%ni
interval spolehlivosti stredni hodnoty u bude vycislen vztahem

X-196-2 < u < x+196-Z

A N

kde hodnota 1.96 je 100(1 - 0.05/2) = 97.5%ni kvantil normovaného
normalniho rozdéleni ug.g7s.

2. Maly vybér n < 30: v praxi obvykle nezname smérodatnou odchylku o ale
pouze jeji odhad s a je-li tiqp(n - 1) je 100(1 - a/2)%ni kvantil Studentova
rozdéleni bude 100(1 - a)%ni interval spolehlivosti stfedni hodnoty i roven

S

- S -
X_ti—a/Z(n _1)ﬁ < /’l < X+tl—a/2(n _1)\/5

Meze intervalu spolehlivosti zavisi vedle chyby s i na rozsahu vybéru n. Pro vétsi
rozsahy vybéru (n > 30) lze pouZit misto kvantilu t; 4, kvantilu normovaného
normalniho rozdéleni uy, a 100(1 - a)%ni oboustranny interval spolehlivosti
rozptylu o® se vypocte dle

(n-1)s° < o < (n-1)s®
le—alz(n_l) Zi/z(n_l)

kde #,,(n-1) je hornia z2,,(n-1) dolni kvantil rozdéleni y*. Robustni interval

spolehlivosti medidnu se pfiblizné vycisli
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- 0.707s . 0.707s
< me —

Xos — ul—a/Z T =

1.6. Analyza malych vybéri

Pfedem je tfeba si uvédomit, Ze zavéry z malych vybérh jsou vzdy zatizeny
znacnou mirou nejistoty. Malych rozsahli proto uzijeme jen tam, kde skutecné
neni mozn¢ zvysit poCet méteni.

Horniiv postup pro malé vybéry, 4 < n < 20 je zaloZzeny na potadkovych
statistikach. Nejprve se urci hloubka pivotu je H = (int((n + 1)/2))/2 nebo H =
(int((n + 1)/2 + 1)/2, pak dolni pivot jako xp = X/ a horni pivot dle xy = X(n+1-1).
Odhadem parametru polohy je potom pivotova polosuma P, = (xp + x4)/2 a a
odhadem parametru rozptyleni je pivotové rozpéti R, = x4 - Xp. Lze definovat i
nahodnou veli¢inu k testovani T, = P/R,, ktera ma piiblizné¢ symetrické
rozdéleni, jehoz vybrané kvantily jsou dostupné v tabulce 1-1. Potom se 95%ni
interval spolehlivosti stredni hodnoty vypocte vztahem

PR 0o7s™M = # = BRIt (g75(0).

1.7. Test spravnosti vysledku

Testy hypotéz o parametrech p a 6°> normélniho rozdéleni: soubor s N(y, o°),
vybér rozsahu n a vypocteme primér Xasmérodatnou odchylku s. Testy
spravnosti vysledku méreni lze provést pomoci intervalu spolehlivosti dle
pravidla: pokud 100(1 - a) %ni interval spolehlivosti parametru p obsahuje
zadanou hodnotu pg, nelze na hladiné vyznamnosti a zamitnout hypotézu Hy : p

= Ho-

1.8. Zavér analyzy jednorozmérnych dat

V postupu statistického vyhodnoceni vysledkli méreni slouzi prizkumova
analyza dat EDA jako vyhodnd pomlcka k vySetieni zvlastnosti statistického
chovéani dat. Z nejdulezitéjSich pomlcek jsou to vedle kvantilového grafu a
grafu rozptyleni s kvantily i diagram rozptyleni a rozmitnuty diagram rozptyleni,
krabicovy graf, vrubovy krabicovy graf, graf polosum a symetrie, kvantil-
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kvantilovy graf, jddrovy odhad hustoty pravdépodobnosti a histogram k urceni
tvaru rozdéleni. U malych vybért 4 < n < 20 poskytuje spravné odhady stredni
hodnoty Horn(v postup pivotu. Pivotova polosuma a pivotové rozpéti umoznuji
vycislit i intervalovy odhad stfedni hodnoty a navic jsou oba odhady dostatecné
robustni vici asymetrii rozdéleni malého vybéru a i viéi odlehlym hodnotam.
Studentlyv t-test spravnosti analytického vysledku je ekvivalentni v{ci intervalu
spolehlivosti. Nachazi-li se totiz hodnota g (tj. “pravda”, spravna hodnota,
norma, standard) v intervalu spolehlivosti [Lp, Ly], je stanoveni spravné.
Exploratorni analyza predur¢i volbu, zda k testu sprdvnosti vyuzijeme
intervalovy odhad aritmetického priméru v pripadé symetrického rozdéleni
nebo retransformovaného priméru v pfipadé asymetrického rozdéleni.
Interaktivni statisticka analyza pfi uzZiti vhodného software umoznuje
jednoznacné vysetfit spravnost analytického vysledku.

1.9. Literatura

[1] M. Meloun, J. Militky: Statistické zpracovdni experimentdlnich dat, Plus
Praha 1994 (1. vydani), East Publishing 1996 (2. vydani), Academia Praha
2004 (3. vydani).

[2] M. Meloun, J. Militky: Kompendium statistického zpracovadni dat,
Academia Praha 2002.

[3] ADSTAT, TriloByte Statistical Software s. r. 0., Pardubice 1990.
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2. METODOLOGIE POCITACOVE ANALYZY ROZPTYLU,
ANOVA

2.1. Uvod

Analyza rozptylu, oznacovana ANOVA (z anglického Analysis of Variance), se
v technické praxi pouzivda bud jako samostatnd technika nebo jako postup
umoZiujici analyzu zdroji variability u statistickych modeld. ANOVA jako
samostatnd technika umoZnuje posouzeni vyznamnosti zdrojd variability
v datech, vlivu ptipravy vzorkd na vysledek analyzy, vlivu typu pfistroje,
lidského faktoru a obsluhy na vysledek méreni. Podstatou analyzy rozptylu je
rozklad celkového rozptylu dat na slozky objasnéné, jei predstavuji znamé
zdroje variability a sloZku neobjasnénou, nahodnou cili Sum. Nasledné se testuji
hypotézy o vyznamnosti jednotlivych zdroji variability. Podle konkrétniho
usporadani experimentu existuje fada variant analyzy rozptylu. Prehled
zakladnich technik lze nalézt v fadé ¢lanka™ a monografii®®. Casto se ANOVA
vyskytuje v technické praxi v souvislosti s technikami planovanych experimentu.
Omezime se zde na jednodussi techniky, vhodné kreSeni béZnych
vodohospodarskych uloh.

2.2. Zakladni pojmy

Historicky se analyza rozptylu zacala rozvijet zejména pfi vyhodnocovani dat
v zemédélstvi. Jeji terminologie je proto ponékud specidlni. Vedle kvalitativnich
faktord se vyskytuji také faktory kvantitativni, jako jsou fyzikdlni a chemické
veli¢iny. Jednotlivé faktory se vyskytuji na jistych drovnich z,, Z,, Z3, jei se
oznacCuji jako zpracovdni. Tyto urovné mohou byt opét kvalitativni nebo
kvantitativni. Zdrojem variability vysledkd méfeni y; jsou jednotlivé udrovné
faktoru. Tomu odpovida jednoduchy model vy, = u;+¢;, kde ; je skutecna
hodnota vysledkd analyz ag; pak oznacuje nahodnou chybu. Veli¢ina p; se
skladd ze slozky odpovidajici celkovému priméru p ze vSech urovni faktoru
a efektu i-té urovné daného faktoru a;, tj. 4, = u+¢,, kde y; je stfedni hodnota
pro i-tou Urovefi. Ugelem analyzy rozptylu je testovani shody jednotlivych
urovni, Cili nulové hypotézy Hy: 1, = W, = U3, nebo jinak vyjadfeno vyznamnosti
efektd a; Cili nulové hypotézy Hy: a; = o, = a3 = 0. Pokud jsou predmétem zajmu
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pouze rozdily mezi danymi Urovnémi, jde o modely s pevnymi efekty. Pokud
jsou jednotlivé Urovné pouze vybérem z konecného ¢i nekonecného souboru,
jde o modely s ndhodnymi efekty. Vybér mezi pevnymi a ndhodnymi efekty
zavisi na vlastnim zaméru analyzy rozptylu a mUZe se podle ného ménit. Je-li
sledovan pouze jeden faktor, jde o jednofaktorovou analyzu rozptylu, Cili tridéni
dle jednoho faktoru. Casto se viak sleduje ivliv nékolika faktord, kdy jde
o vicefaktorovou analyzu rozptylu. Jako u jednofaktorové analyzy rozptylu,
muZeme provést rozklad p; na celkovou stfedni hodnotu, slozky a; odpovidajici
efektdm faktoru Z, slozky B; odpovidajici efektdm faktoru L a interakce T,
py = H+ai+ B+ 1. Clen 1; oznatuje efekt interakce Urovni Z; a L. Pouziva se
v pfipadech, kdy nelze objasnit variabilitu y; pouze aditivnim pUsobenim
jednotlivych faktor(. Pro vlastni zpracovani model(i analyzy rozptylu je dllezité,
zda je pri vSech kombinacich faktorl proveden stejny pocet méreni Cili
opakovani. Kombinace urovni jednotlivych faktord, napf. Z; L; se pak oznacuje
jako cela. Pro stejny pocet opakovani ve vsech celach se experimenty oznacuji
jako vyvdzené, zatimco pro nestejny pocet opakovani jako nevyvdzené. Postupy
analyzy nevyvazenych experimentld jsou komplikovanéjsi a navic muUze pfi
extrémnich rozdilech mezi pocty opakovani dojit pfi malych odchylkach od
zdkladnich predpokladl, napf. normality, ke znaénému zkresleni vysledk(
testi”.

2.3. Jednofaktorova analyza rozptylu

Pri tfidéni podle jednoho faktoru se zkouma jeho vliv na vysledek experimentu.
Pro pfipad dvou Urovni jde o porovnani dvou vybéri. Zajimavy bude obecnéjsi
pfipad, kdy dany faktor A ma celkem Krlznych Urovni A, ..., Ax. Na kazdé
urovni A; je provedeno n; méfeni {y;}, j=1, ..., n. Celkovy pocet méreni je

K
N = > ni Pfehlednéjsi je uspofddéni dat v Tabulce 2-1.

i=1

17



Tabulka 2-1. Usporadani dat pro jednofaktorovou analyzu rozptylu

Uroven faktoru

A, A, A, Ag Celek
Y11 Va1 Vi1 Y1
Y12 V22 Yi2 Yk2
Opakovani
Méreni Yinq Yan, Yinj Ykng
Praméry iy £y ot P i
Pocet n, n, n; Nk N

Sloupcovy primér . predstavuje soucet prvkl sloupce pro A; déleny poltem

opakovani n, i, = lz y; - Celkovy primér j je soucet viech hodnot déleny
Ni j=1

K
celkovym poctem dat 4 = %Zﬁi. Pro vypocet odhadl efektl a; Ize pak pouZit
i=1

vztah & = 4,- it. Pfi zavedeni W; vznikne preuréeny model, obsahujici o jeden

parametr vice. Proto se pfi odhadu efektl a; pouZivd jesté jedna omezujici
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K
podminka Zniai=0. Pro pfipad vyvazienych experimentl Ize pouzit
i=1

K
zjednodusenou podminkuzai = 0. Vlastni analyza rozptylu, tj. rozklad
i=1
celkového rozptylu, zavisi také na tom, zda jde o modely s pevnymi nebo
nahodnymi efekty.

Zakladnim predpokladem statistické analyzy je fakt, Ze nahodné chyby g; jsou
nezavislé a nahodné veli¢iny s normalnim rozdélenim N(0, ¢°). Stfedni hodnota
chyb je rovna nule a rozptyl o® je konstantni. Soudet ¢tverct odchylek od

K n
celkového priméru 4, definovany vztahem s, = ZZ(yij-ﬁ)2 se rozlozi s
i=1j=1

K nj

vyuZitim W, na dvé slozky s.=> >'[(y;-4)+(Q-2)1°=Sa+Sk, kde S,
i=1 j=1

predstavuje soucet ctverch odchylek mezi jednotlivymi Urovnémi daného

K
faktoru s, = >'n; ([li - 1)’ a Sg je rezidudlni soulet Etvercd odchylek uvnitf
i=1

K n;
jednotlivych drovni, s; = ZZ(yij-/}i )’. Jednotlivé soucty &tverch resp. slozky
i=1 j=1
rozptylu se zapisuji do tabulky, ktera ma pro jednofaktorovou analyzu rozptylu
s pevnymi efekty tvar Tabulky 2-2.

Tabulka 2-2. Tabulka analyzy rozptylu pro jednoduché tridéni u modelu s pevnymi efekty

Pocet stupnd Primérny Ocekavana
Soucet ¢tvercl volnosti ¢tverec hodnota
K
Zni ai2
Sa a§+—i=1
Mezi drovnémi SA K-1 K-1 K-1
Sk
Rezidualni SR N - K N - K ot
Celkovy Sc N-1 - -
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Posledni sloupec tabulky obsahuje o¢ekavanou hodnotu priimérného ctverce.
Nevychylenym odhadem rozptylu chyb &2 je primérny rezidudlni ctverec
2 SR

ol = . Cilem je predevsim testovani, zda jsou efekty a; nulové, tedy zda

jednotlivé drovné daného faktoru vedou ke statisticky nevyznamnym rozdilim
ve vysledcich. Nulova hypotéza Hqo: o; = 0, i= 1, ..., K, se ovéfuje proti
alternativni hypotéze Ha: a; # 0, i= 1, ..., K. Pli testovani se vyuziva faktu, Ze
veli¢ina S, /o2 ma x>-rozdéleni s (K- 1) stupni volnosti a veli¢ina Sz /o2 ma
nezavislé x*-rozdéleni s (N - K) stupni volnosti. Jejich podil ma pak F-rozdéleni
s(K - 1) a(N - K) stupni volnosti. Testovaci Fisherova statistika F, ma tvar

= Sa(N-K) py platnosti nulové hypotézy H, ma F, statistika Fisherovo F-

Sg (K-1)
rozdéleni s (K- 1) a (N - K) stupni volnosti. Vyjde-li F, vétsi nez kvantil Fisherova

Fe

rozdéleni FiK - 1, N - K), je nutné nulovou hypotézu Hy na hladiné
vyznamnosti a zamitnout a efekty povazovat za nenulové a statisticky
vyznamné.

2.3.1. Technika vicenasobného porovnani

Pokud vyjde vliv jednotlivych efektt jako statisticky vyznamny, jsou rozdily mezi
praméry W, W;, i # j rovnéz vyznamné. Pro hlubsi analyzu se pouZiva fady metod,
napriklad Scheffého metoda vicendsobného porovnani®, pro kterou se zamita
hypotéza Ho: p; = p; pro vsechny dvojice (i, j), pro které plati

> \/(K-l) 62 FrK-1, N-K) [l+i},

nNi Nnj

Iy

/ui-/&j

kde &2 je rezidualni rozptyl 4.°. Tento vztah se pouZivd pro vSsechny mozné

dvojice indext (i, j). V nékterych pfipadech je tfeba testovat pouze zvoleny

K
linedrni kontrast q definovany vztahem q =) C;u; se znamymi konstantami
i=1
K K
C, pro které plati ZCi -0, ZCi2 > 0. Odhadem linearniho kontrastu g je
i i=1

i=1

K
veliina § = Zci ;. Maji-li vysledky méfeni y; normalni rozdéleni N(p,, o), lze
i=1
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A2
testovat nulovovu hypotézu Hy: g = 0 pomoci statistiky F, = ﬁ— PFi

2\ Ci
S
platnosti nulové hypotézy Hy, ma tato testovaci statistika F-rozdéleni s1 a
(N - K) stupni volnosti. Hypotéza H, se zamitd, pokud F, je vétsi nez kvantil
Fi.of1, N - K). Dosavadni postupy analyzy rozptylu jsou spravné jen za
predpokladu, kdyz jednotlivé hodnoty y; jsou vzajemné nezavislé, a kdyz chyby
g; maji normalni rozdéleni s konstantnim rozptylem. V praxi vSak byva dulezité
tyto predpoklady rovnéz ovérit.

2.3.2. Overeni normality chyb
Pro posouzeni normality chyb lze pouzit pfedevsim rankitové grafy. Vyhodné je

v téchto grafech ufiti standardizovanych rezidui &4 = — S . V p¥ipadé

8 = —F—
& /1-1
Ni

platnosti predpoklad( klasické analyzy rozptylu maji standardizovand rezidua
pfiblizné normalni rozdéleni N(O, 1). Pokud plati podminka, Ze g; . N(O, o),
vznikne v rankitovém grafu linearni zavislost s nulovym uUsekem a jednotkovou

smeérnici.
3.0 s
y X2 s x
e
X}X}?%‘g ) *
02l . 09+
b4 x

-2.6 } 07 + —

19 0 X W 6.0 go M 100

Obr. 2-1. Rankitovy graf pro Jacknife rezidua

V fadé pripadd je mozné zlepsit rozdéleni dat ve smyslu pfiblizeni k normalité
s vyuzitim vhodné transformace. Castym piipadem je, Ze data jsou zedikmend
smérem kvyssim hodnotdm. Pak je vhodné pouZit napf. posunutou
logaritmickou transformaci y = In (y+C). Optimalni hodnota C se voli tak, aby

rezidua byla pfiblizné symetricka se Spicatosti blizkou hodnoté Gaussova
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rozdéleni tj. tfem. Pro ucely identifikace vybocujicich hodnot je vSak vyhodné
pouZzit Jackknife rezidui ej;, ktera jsou definovana vztahem ¢;; = ég; l\:\IK—Ki
- K - &5
Za predpokladu normality vykazuji tato rezidua Studentovo rozdéleni
s(N-K -1) stupni volnosti. Orientacné plati, Ze pokud ¢°,; > 10, Ize danou

hodnotu y; povazovat za velmi silné vybocuijici.

2.3.3. Ovéieni konstantnosti rozptylu (homoskedasticity)

Pfredpoklad konstantnosti rozptylu (homoskedasticity) lze ovéfit stejnymi
metodami jako u linedrnich regresnich modeld. U nevyvazenych planu je treba
uvazovat s nekonstantnosti rozptylu klasickych rezidui zplisobem nestejného
poctu méreni na jednotlivych drovnich. Pokud je k dispozici dostatecny pocet
opakovani pfi jednotlivych Urovnich daného faktoru, lze kromé priméru ;;
pocitat také vybérové rozptyly s?. Predpoklad konstantnosti rozptylu Ize pak
ovérit na zakladé grafu s; vs. g, Pokud vznikne ndahodny shluk bodu, Ize
povazovat predpoklad shody rozptyl u vSech uUrovni za pfijatelny. Jinak je
mozné pouzit vhodnou transformaci stabilizujici rozptyl.

2.4. Dvoufaktorova analyza rozptylu

pri dvoufaktorové analyze rozptylu se provadi experimenty na riznych drovnich
dvou faktori Aa B. Kombinace urovni faktor( tvori typickou mftizkovou
strukturu, jejimz elementem je tzv. cela. Plati, Zze (i, j)-ta cela odpovida
kombinaci urovné A, faktoru A a B; faktoru B. Schematicky je mrizkova struktura
znazornéna v Tabulce 2-3: V kazdé cele je obecné n; pozorovani. Casto se viak
setkdvame s prfipadem bez opakovani, kdy v kazdé cele je pouze jediné
pozorovani, n; = 1. Pro pfipad analyzy rozptylu bez opakovani dojde ke

zjednoduseni zapisu Vi = T & , kde ; Ize rozloZit tak, Zze kromé Fadkovych ai
a sloupcovych B; efektl se zde vyskytuje také interakéni €len t;. Tento Clen je
pak dUsledkem rGznych kombinaci sloupcovych a fadkovych efektd.
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Tabulka 2-3. Usporadani dat pro dvoufaktorovou analyzu rozptylu

B, B,

Ay
Ay
cela
A,B;
An

Nejjednodussim je Tukeyidv model interakce, vyjadfeny tvarem ¢y = Cq;f3;,
kde C je konstanta. Slozitéjsi jsou radkové linedrni modely interakci, vyjadrené
tvarem ;= y, 5,Crnebo sloupcove linedrni modely interakci ve tvaru
7i = aiCx 8j. Kompletnéjsi je aditivné-multiplikativni model interakci
7iy = 7;0;Cw. Uvedené vztahy obsahuji kromé sloupcovych a radkovych
konstant §; a y; i obecné konstanty Cp Cy, Cy. Omezme se zde pouze na
nejjednodussi Tukeylv model interakce. Vzhledem ke své specidlni definici
obsahuje tento model pouze jeden parametr C, a proto se oznacuje jako model
neaditivity s jednim stupném volnosti. Pouziti Tukeyova modelu interakce je
vyhodné zejména v pripadech, kdy je v kazdé cele pouze jedno pozorovani, obr.
2-2.
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Obr. 2-2. Model dvojného tfidéni y; = 1+ a; + B; +&;, kde ¢; je fadkovy efekt a f3,

sloupcovy efekt a nahodna chyba & odpovida poloméru kolecka.

U modell bez opakovani méfeni obsahuje kazda cela pravé jednu hodnotu y;.
O chybach g; se predpoklada, Ze jsou to nezavislé a shodné rozdélené nahodné
veli¢iny s nulovou stfedni hodnotou a konstantnim rozptylem. Pfi testovani se
navic predpoklada, ze rozdéleni chyb je normalni. Pokud v ANOVA modelu
provedeme rozklad, je model analyzy rozptylu preurceny. Proto se definuji

omezujici podminky ZN:ai = 0; iﬂj = 0; ZN:TU- = 0; irij = 0. V pfipadé pouze
i=1 j=1 i=1 j=1
aditivniho plsobeni jednotlivych faktorl je t; = 0 pro vSechnai=1, .., Naj=1,
..., M. Odhady parametrl y, a;, B; Ize pak urcit ze vztahd 4 = —iiyu' Q; =
1Y A 1Y . , A v
M;y“ i, B = W;y” - i. Pro rezidua ¢; plati ¢; = yij-/ft-di-ﬂj- K urceni
interakci mizZeme vyuZit skuteCnosti, Ze 7y = E(y;)-u-ai-B;a pro odhad
interakci plati pfiblizné 7; ~ ¢;. Lze snadno identifikovat Tukeylv model

interakce. Plati-li tento model, vyjde na grafu é; vs. 4 ,éj linearni trend. Ze
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smérnice odpovidajici regresni primky se odhadne parametr C. Plati pro néj

vyraz C = . Graf é;vs. g, ,53]_ | i1 se oznacuje jako graf neaditivity.

Pokud vyjde v tomto grafu nendahodny trend, znamena to, Ze je tfeba uvazovat
interakce.

Tabulka 2-4. Tabulka analyzy rozptylu pro dvojné tfidéni s interakci Tukeyova typu

Soucet ctvercl pro Stupné Pramérny Kritérium F
volnosti Ctverec

Faktor A, s, = M iaf N-1 Ma=5a /(N-1) Fa=Ma/Mas
i=1
Faktor B, sz = N i R2 M-1 Mp=Sg/(M-1) Fg=Mpg/Myg
’ i
i=1
Interakce (Tukey) Sy 1 Mr=5; Fr=M;/M¢
REZidUéIniSR =SAB_ST NM-N-M ME = SR /(NM‘N' -
M)

Celkovy sc = > >(a-y,)? NM-1 - -
G)

V tabulce 2-4 predstavuje S; soucet ¢tvercll odchylek odpovidajici Tukeyové
interakci®
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Symbol S,z oznacuje rezidudlni soucet ctvercl pro pfipad bez interakci

N

S as
E E i a primeérny ctverec je =
- J:l( yu ILl a ) p y J MAB (N _1) (M _1)

. Hodnota
M,z je nevychylenym odhadem rozptylu 6°. Pomoci F-kritéria lze opét provadét
statistické testy. Zacina se testovanim nulové hypotézy Hy: "Tukeyova interakce
je nevyznamna", pro kterou lze pouzit testovaci statistiku Fr z tabulky 2-4. Za
predpokladu platnosti nulové hypotézy H, ma tato testovaci statistika F-
rozdéleni s1 a(N M - N - M) stupni volnosti. Pokud nelze tuto hypotézu
zamitnout, testuje se nulova hypotéza Hyp: a; =0, i=1, ..., N (efekty radkd, cili
faktoru A, jsou nevyznamné) pomoci statistiky F4 nebo nulova hypotéza Hy: 3; =
0,j=1, ..., M (efekty sloupcu, Cili faktoru B, jsou nevyznamné) pomoci statistiky
Fs. Obé tyto testovaci statistiky jsou uvedeny v Tabulce 2-4. Za predpokladu
platnosti hypotézy Hy ma statistika F, F-rozdélenis (N- 1) a (N - 1)(M - 1) stupni
volnosti a statistika Fgz také F-rozdéleni s (M-1) a (N - 1)(M - 1) stupni volnosti.
Pokud vsak vyjde F; vyssSi nez odpovidajici kvantil F-rozdéleni, je efekt Tukeyovy
interakce vyznamny. V nékterych pfipadech je vyhodné provést eliminaci
neaditivity s vyuzitim mocninné transformace
(y;+K) -1

“ - proA=z0
yij: A p ’

In (y;+K) proA=0
kde K je vhodné volend konstanta zajistujici, aby platilo (y; + K) > 0, a kde A je

parametr transformace.

2.4.1. Vyvazené modely

Pro vyvazené modely plati, Ze v kaZdé cele je n; = n pozorovani. Odhadem ;

jsou aritmetické praméry i, = Zyuk Pro odhady ostatnich parametr( se

pouziji vztahy
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N R
A=

i=1 j=1

1Y A 1
Hij » ai = Mzﬂij T H, ,BJ- = WZﬂij TH.
i=1 i
Rezidua vyjadfime vztahem & =y, -i-¢, -,Bj . Podobné Ize i vtomto pripadé
definovat odhad interakei 7; = [y i G- By - PovSimnéme si, Ze tento vztah se
liSi jen tim, Ze se misto veli¢in y; pouZiva primér( ;. Pro ovéfeni Tukeyova

modelu interakce neaditivity lze vynaset graf 7; vs. 4, ﬂj Nahodny obrazec

bodl zde dokazuje aditivni pusobeni obou faktorl. Soucty ctvercl modelu
analyzy rozptylu pro obecny pripad interakci jsou uvedeny v Tabulce 2-5.

Odpovidajici primérné hodnoty (o¢ekdvané hodnoty) primérnych ¢tvercli jsou

nM iaiz
i=1

E(MaA) = 02+—(N ) o = g’+nM o3,
ud 2
"N 2B,

£(10) = o™y o7 = N

Ocekdvana hodnota E(Mg) = o® ukazuje, e rozptyl Mi je nevychylenym
odhadem o rozptylu chyb. Rozptyly o2,0%ac% odpovidaji efektim Fadka,

sloupcl a interakci.

Tabulka 2-5. Tabulka analyzy rozptylu pro dvojné tridéni a vyvazeny experiment

Soucet ctvercl pro Stupné Pramérny ¢tverec Kritérium F
volnosti
Faktor A,
_ Sa
N-1 Ma= N1
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Sa=nM ZOA{?
i=1
Faktor B,
LI
Se=nNY 3
j=1

Interakce AB,

=N szu

i=1j=1

Rezidualni

n

ZZ ( lek /uu

i=1 j=1k=1

Celkovy

n

SC = ZZ (yuk /&)2

i=1 j=1k=1

M-1 Ms = MS:

M o= 228
(N-1)(M-1) (N-1) (M -1)
MN (n - 1) M= = ﬁ?nn
MNn-1 -

Fs =

M r

M r

Téchto vztahl lze wvyuzit iv pripadech, kdy se hledaji odhady rozptyll

prislusejici faktordm a interakcim. Pak se misto stfednich hodnot E(.) dosazuiji

Vs o v 7 v ’ 2 . z Vs AZ o Ve, 7 o
primo prumérné Ctverce a misto rozptylu o” rezidualni rozptyl & °. Dulezité je,

Ze pramérné ctverce nejsou piimo odhady odpovidajicich rozptyld. Také

v pripadé analyzy rozptylu definované Tabulkou 2-5 se vyuZitim statistik Fas Fz

a F, testuje,
interakce, za nevyznamné.
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Pro test nulové hypotézy Hp: 7;=0,i=1, .., Naj=1, .., M, |ze pouZit testacni
statistiku F,5 kterd ma za predpokladu platnosti hypotézy Hy F-rozdéleni s {(N -
1)(M - 1)} a{M N (n - 1)} stupni volnosti. Pfi testovani vyznamnosti fadkovych
efektd faktoru A je Ho: a; = 0, i =1, ..., N. Pokud nulova hypotéza plati, ma
testovaci F, statistika F-rozdéleni s(N - 1) a{M N (n - 1)} stupni volnosti.
Analogicky pfi testovani vyznamnosti sloupcovych efektd faktoru B je Ho: B; =0,
j=1, .., M. Pokud nulova hypotéza plati, ma testovaci F; statistika F-rozdéleni
s(M-1)a{M N (n - 1)} stupni volnosti. Nevychylenym odhadem rozptylu je Mx.
Vyhodou vyvéazenych experiment( je fakt, Ze jednotlivé slozky modelt analyzy
rozptylu jsou vzajemné nezavislé. Proto je mozno scitat jednotlivé dil¢i soucty
Ctvercl v tabulce 2-5 a 2-4, coZz umoznuje soucasné testovani nékolika hypotéz.
V podstaté lze timto jednoduchym postupem ovérovat platnost raznych
submodeld analyzy rozptylu od nejjednodussiho y, = u+¢, pres vsechny dilci
(obsahujici jen nékteré z parametrd a, B aTt). SCitdni souctl ctvercl se
doporucuje i v pfipadech, kdy se vliv nékterych faktora ¢i interakci prokaze jako
nevyznamny. Pak se pfislusny soucet ¢tvercd pricte k rezidualnimu a v modelu
se odpovidajici ¢leny vypusti.

2.5. Souhrn: Postup pri analyze rozptylu
Obecné lze postup analyzy rozptylu rozdélit do téchto kroka:
1. Provede se odhad parametr(i zdkladniho modelu ANOVA.

2. Provede se testovdni jeho vyznamnosti a konstrukce rGznych submodell
u modell s pevnymi efekty.

3. Provede se ovéreni predpokladd normality, homogenity rozptyl{
a pfitomnosti silné vybocujicich pozorovani. Ne vidy se pro tyto ucely hodi
klasicky definovana rezidua a vyuZivaji se proto i jiné typy rezidui.

4. Provede se interpretace vysledkd s ohledem na zadani dat a jejich pfipadné
Upravy.

2.6. Doporucena literatura:
[1] Searle S. R.: Biometrics 27,1 (1971).

29



[2]
[3]
[4]

[5]

[6]
[7]

[8]
[9]

[10]
[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

[18]

Bartlett M. S., Kendall D. G.: J. Roy. Stat. Soc. B8, 128 (1946).
Scheffé H.: The Analysis of Variance. J. Wiley, New York 1959.
Searle S. R.: Linear Models. J. Wiley, New York 1971.

Miller P. G.: Beyond ANOVA, Basics of Applied Statistics. J. Wiley, New
York 1986.

Speed T. P.: Annals of Statist. 15, 885 (1987).

Emerson J. D., Hoaglin D. C., Kempthorne P. I.: J. Amer. Statist. Assoc. 79,
329 (1984).

Bradu D., Hawkins D. M.: Technometrics 24, 103 (1982).

Bloomfield P., Steiger W.: Least Absolute Deviations: Theory, Applications
and Algorithms. Birkhauser, Boston, 1983.

Gabriel K. R.: J. R. Stat. Soc. B40, 186 (1978).
Cressie N. A. C.: Biometrics 34, 505 (1978).

Potocky R akol.: Zbierka uloh z pravdepodobnosti a matematickej
Statistiky, ALFA-SNTL Bratislava 1986.

Anderson R. L.: Practical Statistics for Analytical Chemists, van Nostrand
Reinhold Comp., New York 1987.

Miller J. C., Miller J. N.: Statistics for Analytical Chemistry, Ellis Horwood
Chichester 1984.

Liteanu C., Rica |.: Statistical Theory and Methodology of Trace Analysis,
Ellis Horwood Chichester 1980.

Rice J. A.: Mathematical Statistics and Data Analysis, Wadsworth &
Brooks, California 1988, str. 397.

Meloun M., Militky J.: Statistické zpracovdni experimentdlnich dat, Plus
Praha 1994, resp. East Publishing Praha 1998, Academia Praha 2004.

Meloun M., Militky J.: Kompendium statistického zpracovdni dat,
Academia Praha 2002, Academia Praha 2006.

30



[19] ADSTAT 1.25, 2.0 a verze 3.0, TriloByte Statistical Software Pardubice,
1992, 1993, 1999.

31



3. INTERVALOVE ODHADY A MiRY PRESNOSTI V KALIBRACI

3.1. Uvod

Kalibrace patfi k zadkladnim uUloham, které se fesi s vyuzitim regresnich metod.
Pouziva se pfi konstrukci snimacu fyzikdlnich veli¢in, adjustaci pfristrojl a pfi
vyvoji novych instrumentalnich metod. Sklada se ze dvou fazi: (a) sestaveni
kalibra¢niho modelu, a (b) poufziti kalibraéniho modelu. Sestaveni kalibra¢niho
modelu je totozné s ulohou hledani regresniho modelu, tj. pro zavislost signalu
y na cilové veli¢iné x.Ve druhé fazi se rfesi uloha inverzni, tj. pro namérenou
odezvu y* se hledd odpovidajici hodnota x* ajeji statistické charakteristiky.
Z numerického hlediska jde o ulohu hledani korene nelinearni funkce. Ze
statistického hlediska jde o problém nelinearniho vychyleného odhadu.

3.2. Druhy kalibrace

Rozdéleni kalibracnich uloh podle rlznych hledisek, urcujicich zpUsob
statistického zpracovani, je uvedeno v praci Rosenblatta a Spiegelmana [1]:

(1) Absolutni kalibrace je nejbéinéjsi vtechnické praxi. Pfi sestaveni
kalibracniho modelu se hleda vztah mezi méritelnou veli¢inou n, nazyvanou
signdl (potencial, napéti ¢lanku, proud, elektricky odpor, pH, absorbance, atd.),
a cilovou veli¢éinou &, ktera urcuje stav nebo vlastnosti systému (obsah,
koncentrace, objem, teplota, ¢as, atd.). Ta mize byt obtiznéji méfitelna a byva
proto urcéovana jako vysledek druhé faze kalibrace. Prikladem muze byt
kalibrace absorbance roztoku (n) na jeho koncentraci (§). Pfi kalibracnim
experimentu se u n vzorkl se zndmymi nebo presné méfitelnymi hodnotami
proménné £ zméri odpovidajici veli¢iny n. Vzhledem k tomu, Ze jsou ve vétsiné
pfipadl obé veliciny namérené, bude pro n bodu {x, y}, i= 1, ..., n, platit
Y. = nite, xi=&+5i, kde g aé; jsou experimentdlni chyby. Pokud je
proménna § mérena presné, nebo je uzito definovanych standard(, je §;=0, i =
1, ..., n. Veli¢ina n; je aproximovana kalibraénim modelem f(x, ) a uloha
zpracovani dat vede na odhad parametra f. Ve fazi pouZiti kalibracniho modelu
se pro nameérené hodnoty pfi M opakovani méreni signalu {y’} Li=1, ., M

A

uréuje primérnd hodnota vlastnosti x* ajeji interval spolehlivosti. Pfipad
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kalibrace absorbance na koncentraci je znazornén na obr. 3-1 u kalibracni
krivky a obr. 3-2 u kalibracni pfimky, kde symboly Ly a L, znaci dolni a horni mez
asymetrického nebo symetrického konfidenéniho intervalu koncentrace. V
tomto ¢lanku o kalibraci budeme vénovat pozornost predevsim absolutni
kalibraci.

(2) Komparativni kalibrace je postup, pfi kterém se jeden pfistroj kalibruje vici
druhému aje libovolné, ktery se uzije jako standard. Prikladem muzZe byt
méreni koncentrace z absorbance dle Beerova zakona (1. metoda) a titracné
(2. metoda). Porovnavaji se hodnoty absorbance vici objemu titracniho Cinidla.
Chyby 6; nejsou zanedbatelné a je tfeba pri sestaveni kalibracniho regresniho
modelu uZit ortogonalni regrese, tj. regrese pro pripad obou proménnych
zatizenych nahodnymi chybami, Sumem.

Obr. 3-1 Zadani absolutni kalibrace a postup pfi uréeni koncentrace pro primérnou
hodnotu signalu z kalibraéni kfivky. Lp, Ly jsou dolni a horni mez konfidencniho intervalu.
Srafované je vyznaéen konfidenéni pas signalu a konfidenéni oblast koncentrace.

S ohledem na vlastni préci s kalibra¢nim modelem je mozné uvaZovat: (a) jedno
pouziti, kdy se z kalibra¢niho modelu, vzniklého z n bodl {x, v}, i= 1, ..., n,
pocitd odhad cilové veli¢iny x* se svym intervalem spolehlivosti pro jednu
hodnotu y*; (b) vicendsobné pouziti, kdy se pro rdzné hodnoty signal( urcuji
odhady % * na zdkladé jednoho kalibracniho modelu; (c) jedno nebo vice pouziti
v kombinaci s dalSimi mérenimi, kdy se vysledek druhé faze kalibrace uziva
spolu s dalSimi udaji k urceni veli¢iny, ktera je funkci vice proménnych. Zde se

A

velikost vychyleni odhad(l % * projevi v systematické chybé vysledku.
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3.3. Rozptyl predikce cilové veliCiny x*

SloZitost resSeni ulohy kalibrace souvisi zejména s uzitym kalibracnim modelem.
Pro linedrni regresni modely lze vyjadfit konfidencni pasy kolem modelu
pomoci znamych kvadratickych rovnic. Slozky vektoru x jsou funkcemi cilové
veli¢iny, obvykle koncentrace. Obycejné se uvazuji polynomické modely, u
kterych jednotlivé slozky odpovidaji mocnindm mérené vlastnosti. Pfi hledani
hodnoty cilové veliciny %* se reSi uloha hledani korene polynomu. Pro
nelinedrni regresni modely se hledd Feseni ve tvaru § = f(y’). Na zakladé
Taylorova rozvoje této funkce Ize nalézt ptibliznou formuli pro rozptyl D(%") ve

st(xb)T* [ D(y) *
S } { Y +D(f(x,b)},kdeD(y)

tvaru uvedeném v citaci [2], tj. D(%) ~ {

je rozptyl y*-ovych hodnot, ktery je obycejné roven o a D(f(x, b)) = D(}) je
rozptyl predikce, ktery se urcuje také z Taylorova rozvoje funkce f(x, b). Pro
linearni regresni modely je rozptyl predikce roven

_+

Z(X. —x)? " bi i(Xi -

D(y): 62 1 (X X) — 62 1_'_ (y*_)_/)i

kde b, predstavuje odhad smérnice regresni pfimky. Po dosazeni dostaneme

2 )2
pro rozptyl odhadované koncentrace D(8") » < RSV D .

2 M n
bi n b? Z(Xi -
i=1

Problémem je, Ze rozdéleni veli¢ciny & je obecné nesymetrické. Jediné pro
pripad kalibra¢ni prfimky a maly rezidualni rozptyl Ize rozdéleni veli¢iny §
povazovat za pfriblizné symetrické a normalni [3]. Za predpokladu, Ze jak y-
nové, tak i y*-ové hodnoty jsou nahodné proménné s normalnim rozdélenim
plati, Ze rozdil A = y* - f(x* b) bude mit také normalni rozdéleni.
Standardizovana nahodna veli¢ina A/m ma pak Studentovo rozdéleni se
stupni volnosti, které byly uzity pfi ureni D(A). Pro 100(1 - a)%ni konfidencni
interval hodnoty odhadované koncentrace X * plati, Ze

D(A) = D(y )+Z {5'(;;‘ b)} D(b;) + 2 Z Z 5f§g_ b) 5f(§;‘_ b) cov(bi ,b;),
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kde m je pocet regresnich parametrl. Specialné pro model kalibraéni primky

1.1, (£=x)

y=b,(x-x)+y vyjde dosazenim D(A)= §?| —+=+ . PFi znalosti

n

Z(Xi -x)?

i=1

D(A) lze jiz nalézt krajni meze konfidenéniho intervalu pro %*. Jde o ulohu
hledani kofen( kvadratické rovnice

[y —Y-bi(X =X )P=F1.(1,n—2) D(A) vzhledem k proménné % *.

3.4. Kalibrac¢ni primka

Model kalibracni primky patfi v laboratofich k nejpouzivanéjsim. Predpoklada
se obvykle, Ze tento model vyhovuje v celém sledovaném rozsahu proménnych
x ay. Prikladem m(ze byt Lambertlv-BeerQv zakon, A= € d ¢, vyjadiujici
linedrni vztah mezi absorbanci Aa koncentraci ¢, kde molarni absorpéni
koeficient € a délka kyvety d jsou konstanty. V nékterych pripadech vsak model
kalibracni primky plati pouze v omezeném intervalu a nad hrani¢nim bodem {x,
, ¥Ya} dochdzi k vyraznym odchylkdm od linearity. Prikladem muze byt Kubelk(v-
Munkav vztah mezi funkci remise (1 - R*)/2R a koncentraci c, ktery plati jen pro
nizké koncentrace. Konecné i vyse citovany Lambertlv-Beertv zdkon plati pro
nékteré roztoky jen do urcité prahové koncentrace, od které pak dochazi
k vyraznym nelinedrnim odchylkdm. Z hlediska statistického zpracovani lze uzit
kalibratniho modelu y,=p,+ 8 x+g;, i=1..,n, pro ur€eni velikosti signalu

neznamé koncentrace y*j:b0+b11<, j=1,...,M . Ulohou kalibrace je potom

nalezeni odhadu & * parametru « jako primdarniho a odhad(i parametrd B;, B,
jako doplrikovych. Vychazi se opét z pfedstavy normality chyb €;a ;. Odhad &

* a jeho odpovidajici konfidenéni interval je mozné urcit nékolika zplsoby:

(1) PFimy odhad parametru x ve tvaru {=x+y —y /b, kde y* je méfena
hodnota signélu (prdmér y* pro M > 1 opakovanych méfeni) a b, je odhad

smérnice kalibra¢ni pfimky. Tento odhad je obecné vychyleny.

(2) Korekci na vychyleni Ize provést pomoci Naszodiho modifikovaného odhadu
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> (x-X)(¥; - Y)

(3) Krugkov [6] navrhl inverzni odhad £ =x+(y —y)i=i— , ktery

Z(y| - 9)2

vychazi zinverzniho regresniho modelu E(x/N)=q,(y-Y)+a,. Na zakladé

rozboru odhadu g, bylo zjisténo, Ze jde také o vychyleny odhad, ktery neni lepsi
nez pfimy odhad g . Navic se pfi odhadovani parametr(i a, aa; chybné
predpokladd, Ze y-ové hodnoty jsou méreny se zanedbatelnymi chybami vicéi x-
ovym hodnotam.

(4) V praci Schwartze [4] je navrZen nelinedrni odhad

%= D exp[_(y*_b‘)_blxi)z} / iexp{_(y*_bo_bl)ﬁ)zl ,

267 267

ktery je vSak zaloZen na predpokladu normality rezidui.

3.5. Nelinearni model kalibra¢ni krivky

Kromé nelinedrnich model(, vychazejicich z fyzikalné chemickych vztahl mezi
signalem a odezvou se v praxi pouZivaji také nelinedrni empirické modely.
Znacného zjednoduseni lze dosahnout vyuZitim specidlnich modell, které
vedou k odhadlm, ziskanym linearni metodu nejmensich ¢tvercli. Mezi takové
dostatecné flexibilni modely patfi napriklad, polynomické spline funkce: u
modelu kalibracni krivky se k aproximaci ¢asto voli lokalné definované funkce,
které budou v mistech vzajemného styku, tj. v uzlech, spojité ve funkcnich
hodnotach ahodnotach zadanych derivaci, obr. 3-1. Vhodné interpolacni
funkce tohoto typu jsou sloZeny z polynomickych Usek( a plati pro né, Ze jsou
ze tfidy C"[a, b]. Obecné jsou funkce tfidy C"[a, b] na intervalu [a, b] spojité
v prvnich m derivacich a funkénich hodnotach. Hladké jsou vsechny funkce od
tiidy C'. Pro funkce tiidy C™ plati, Ze m-ta derivace je linedrni lomena zavislost,
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(m+1) derivace je po ¢astech konstantni a (m + 2) derivace je po ¢astech nulova,
tj. neni definovana v uzlovych bodech ;.

3.6. Intervalové odhady cilové veliiny X

Pti konstrukci interval(l spolehlivosti cilové veli¢iny x pro odhady g nebo &;
usilnéji rozptylenych dat je nejjednodussi uzit k uréeni D(g") predpokladu
asymptotické normality. Meze 95%niho intervalu spolehlivosti se pak vypoctou
dle aproximativniho vztahu, a to pro dolni mez L,=% -1.96,/D(x") a pro horni

mez Ly=x +1.96D(X)) .

y e
////
H 77277
T Ry Mg |
H i |
1 7 |
L !
/1 |
/4 1 {
|
! '
2 (o
g X o

Obr. 3-2 Uréeni intervalu spolehlivosti [Ly, Ly] koncentrace c z kalibraéni pfimky. Srafovani
znaci polovicni Siti intervalu spolehlivosti signalu
Graficky zptsob uréeni intervalu spolehlivosti pro cilovou veli¢inu x je na obr. 3-
2. Z obrazku je patrné, ze v pripadé opakovani méreni signalu y a urceni stfedni
hodnoty y * je tfeba stanovit konfiden&ni pfimky Uy a Uy, a Fesit Glohu hledani
praseciku Uy s dolni konfidenéni parabolou P; kalibraéni ptimky, kdy vysledkem
je bod Ly, respektive prlseciku pfimky Up s horni konfidenéni parabolou Py
kalibraéni primky, kdy vysledkem je bod L. Pfi znalosti rozptylu méfeni o° lze
snadno definovat 100(1 - a)%ni interval spolehlivosti pro signal y* ve tvaru
Upn = gl*iul,a,za, kde u;, je kvantil normovaného normalniho rozdéleni.
Pokud o® neni zndmo, Ize vyuZit nerovnosti o><[(n-2)&2/[x%,,(n-2) M], kde
72, je dolni kvantil x>-rozdéleni. Interval spolehlivosti signalu Up,y se potom

A

o n-2

N Zi/z(n -2)
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rovnici pro M = 1 uziva kvantil Studentova rozdéleni t;,.,(n - 2) a rozptyl o’ je
nahrazen jeho odhadem &?. Pro celou regresni pfimku budou hranicni
100(1 - a)%ni paraboloidy

1/2

1 (x=x)
Poy =bx+b,+6<2F_, (2,n-2) PR R

Hrani¢ni hodnota L, je potom FeSenim rovnice U, = Pp, vzhledem k proménné
x. Hrani¢ni hodnota L, je reSenim rovnice opét vzhledem k proménné x, tj.
Up = Py. Obé rovnice jsou vzhledem k proménné x kvadratické. Z obr. 3-2 je
také patrné, Ze v nékterych pripadech nemusi prusecik pfimky s parabolou
existovat nebo v jiném pripadé protne konfidencni pfimka signalu parabolu
kalibra¢ni pfimky ve dvou bodech. To ukazuje na pfilis velky rozptyl v datech,
kdy smérnice kalibra¢ni pfimky je malo vyznamna. Takova kalibracni prfimka pak
neni vhodna.

Kvalita intervalu spolehlivosti cilové veliCiny je pfiznivé ovlivnéna:
(1) Opakovanim méreni signdlu y*, Cili ristem M.

(2) Zuzeni konfidenénich parabol Ize dosdhnout eliminaci vlivhych bod(, coz
bude ukdzano v pristim sdéleni této publikacni rady.

v s . s Vé A2 2 v v 7 v v s
(3) Zmensenim rezidualniho rozptylu o , a tedy bud’ zpfesnénim méreni, nebo
uzitim spravného kalibra¢niho modelu.

3.7. Presnost kalibrace

K vyjadfeni presnosti kalibrace se definuji limitni hodnoty, které souviseji s
takovou urovni koncentrace, pro kterou je signal jesté statisticky vyznamné
odliSny od Sumu. V souvislosti s vyjadfenim presnosti a citlivosti kalibracnich
metod se definuiji tfi specifické drovné signalu:

1. Kritickd droven y. predstavuje horni mez 100(1 - a)%niho intervalu
spolehlivosti predikce signalu z kalibracniho modelu pro koncentraci rovnou
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nule, tzv. slepy pokus. Pro kritickou droven y. plati vztah

— — . 1 —2
Y, = Y-by X+ G tran(n—2) fle=+—X

DY

Potom plati, Ze nad hodnotou y. lze signal odlisit od Sumu. Koncentrace x,,
odpovidajici hodnoté kritické uUrovné, se urci z kalibra¢niho modelu pomoci

vztahu x, = Yeu¥ 1%

1
2. Limita detekce y, odpovida hodnoté koncentrace, pro kterou je dolni mez
100(1 - a)%niho intervalu spolehlivosti predikce signalu z kalibraéniho modelu

rovna y., obr. 3-3. Pro linedrni kalibra¢ni model Ize psat

=2
Yo = Y+ O tran(N—2) 1+1+M.

n

|

|
l
I
I
l
|
|
/ i

XC XD X

Obr. 3-3 Definice kritické urovné y,, limity detekce y, a jim odpovidajici koncentrace x. a xp

_ Yo ¥

Odpovidajici koncentrace x, se vypocte podle vztahu x, = +x. Limita

1
detekce udava skuteCnou uroven signalu, ktera umoZniuje jesté detekci
koncentrace. Ciselnd velikost xp, udava minimalni koncentraci, kterou lze jeté
s pravdépodobnosti (1 - a) odlisit od nulové hodnoty.

3. Limita stanoveni y; je nejmensi hodnota signdlu, pro kterou je relativni
smérodatna odchylka predikce z kalibraéniho modelu dostate¢né mala a rovna
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Cislu C. Pro Cislo C se voli obycéejné hodnota C = 0.1. Ozname predikci v misté x;
vyrazem y(x) = y + bix; - x). Podminka pro urleni y, je pak rovna

A o \2
JD (¥(x:)) / ¥ (xs)=C. Dosazenim bude y, = % 1+1+M. K praktickym

Y- x)

vypoctim v laboratofi se vSak Casto uziva aproximace

=2 - —_
1+1+X—. Odpovidajici koncentrace x; je pak x, = YoY%,z

o
¢ & Z:(Xi—)_()2 &
i=1

uvedenych charakteristik lze snadno konstruovat limitu detekce yp alimitu

ys ®

stanoveni y, i pro nelinearni kalibra¢ni modely a pro pripady dat, kdy rozptyly
méreni nejsou konstantni. Obecné plati porovnani limit,Ze y_ <y, < y..

3.8.  Zavéry kalibrace
Bylo ukazano, ze kalibracni Uloha se rozpada do nékolika ¢asti:

(1) U kalibraénich uloh se pro kalibraéni data nalezne kalibraéni model, linearni
Ci nelinearni. Za kritérium vhodnosti navrzeného modelu se bere tésnost
proloZeni experimentalnich bod(i vypoctenou kalibracni kfivkou.

(2) Pro kalibrac¢ni model se pro dany signdl y* nezndmého vzorku vypocte
bodovy a intervalovy odhad cilové hodnoty x*.

(3) Pred vlastnim uzitim kalibraéniho modelu (linearniho i nelinedrniho) je
vhodné vycislit limitu detekce a limitu stanoveni eventuelné i hodnotu slepého
pokusu Cili kritickou uroven, které urcuji dolni hranici jesté pouzitelného
kalibra¢niho modelu.

(4) Casto je vhodné aplikovat v ramci vyhodnoceni kalibrace i regresni
diagnostiku regresniho tripletu (data, model, metoda), jez bude predmétem
pristiho sdéleni a predevsim eliminovat vlivné body, tj. odlehlé hodnoty v
kalibra€ni zavislosti a soucasné ovéfit splnéni vSech predpokladi nejmensich
¢tvercd.
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4. \/YSTAVBA REGRESNIHO MODELU REGRESNIM
TRIPLETEM

4.1. Uvod

PFi vystavbé regresnich model(l se uzivd metody nejmensich ¢tverc MNC. Tato
metoda poskytuje postacujici odhady parametr( jenom pfi sou¢asném splnéni
vSech sedmi predpoklad(i o datech a regresnim modelu. Pokud predpoklady
nejsou splnény, ztrdci metoda nejmensich ¢tvercl své vlastnosti.

4.1.1. Zikladni piedpoklady metody nejmensich étvercii (MNC):

Statistické vlastnosti odhadd V,,é, b zavisi na splnéni jistych sedmi
predpokladd. Pokud plati predpoklady | az IV, predstavuji odhady b parametr(
B nejlepsi, nestranné a linearni odhady (znaceno metoda NNLO). Navic maji
asymptoticky normalni rozdéleni. Pokud plati jeSté predpoklad VII, maji odhady
b normalni rozdéleni i pro konecné vybéry.

I. Regresni parametry 3 mohou nabyvat libovolnych hodnot. V praxi vsak

Casto existuji omezeni parametru, kterd vychazeji z jejich fyzikalniho smyslu.
Il. Regresni model je linedrni v parametrech a plati aditivni model méreni.

lll. Matice nenahodnych, nastavovanych hodnot vysvétlujicich proménnych X
ma hodnost rovnou pravé m. To znamend, Ze zadné jeji dva sloupce x; X
nejsou kolinedrni Cili rovnobéiné vektory. Tomu odpovida i formulace, Ze
matice X'X je symetrickd reguldrni matice, ke které existuje inverzni matice a
jejiz determinant je vétsi nez nula.

IV. Nahodné chyby s maji nulovou stredni hodnotu E(s/) = 0. To musi u
korelacnich modell platit vidy. U regresnich modell se mliZe stdt, Ze E(¢/) = K,

i=1, ..., n, cozznamend, ze model neobsahuje absolutni ¢len. Po jeho zavedeni
bude E(¢/) =0, kde &' =y;- ¥,, - K.

V. Ndhodné chyby &; maji konstantni a konecny rozptyl E(c?) = o°. Také
podminény rozptyl D(y/x) = 6® je konstantni a jde o homoskedasticky ptipad.
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VI. Nahodné chyby ¢; jsou vzdjemné nekorelované a plati cov(e; €;) = E(¢; €;) = 0.
Pokud maji chyby normalni rozdéleni, jsou nezdvislé. Tento pozZadavek
odpovida pozadavku nezavislosti meérenych velicin y.

VII. Chyby &; maji normdini rozdéleni N(0, o°). Vektor y ma pak vicerozmérné
normalni rozdéleni se stfedni hodnotou X8 a kovarianéni matici o°E, kde E je
jednotkova matice.

4.1.2. Regresni diagnostika

Metoda nejmensich ¢tvercd MNC nezajistuje je$té nalezeni pfijatelného
modelu, a to jak ze statistického, tak i z fyzikalniho hlediska. Musi byt totiz
splnény podminky, odpovidajici slozkam tzv. regresniho tripletu [data, model,
metoda odhadu]. Regresni diagnostika obsahuje pomlcky a postupy k
identifikaci

a) vhodnosti dat pro navrzeny regresni model (kritika dat),
b) vhodnosti modelu pro dana data (kritika modelu),
c) splnéni zakladnich predpokladt MNC (kritika metody).

Zakladni rozdil mezi regresni diagnostikou a klasickymi testy spociva v tom, Ze u
regresni diagnostiky neni tfeba presné formulovat alternativni hypotézu. Timto
pojetim se regresni diagnostika blizi spiSe k exploratorni regresni analyze.
PocitaC slouzi jako nastroj analyzy dat, modelu a metody odhadu. Model je
navrhovan v interakci uzivatele s programem. Tim by mél byt omezen vznik
formalnich regresnich modeld, které nemaiji fyzikalni smysl a jsou v technické
praxi obycCejné jen omezené pouzitelné.

4.2. Kritika dat

Mezi zakladni techniky diagnostiky patfi stanoveni rozmezi dat, jejich variability
a pritomnosti vybocujicich pozorovani. K tomu lze vyuzit graf(i rozptyleni s
kvantily a fady postupt prizkumové analyzy jednorozmérnych dat. Pres svoji
jednoduchost umoznuje diagnostika identifikovat jesté prfed vlastni regresni
analyzou:
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a) nevhodnost dat Cili malé rozmezi nebo pfitomnost vybocujicich bodd,

b) nesprdvnost navrZeného modelu Cili skryté proménné,

c) multikolinearitu,

d) nenormalitu v ptipadé, kdy jsou vysvétlujici proménné nahodné veliciny.

Kvalita dat Uzce souvisi s uzitym regresnim modelem. Pfi posuzovani se sleduje
predevsim vyskyt vlivnych bod( (VB), které mohou byt hlavnim zdrojem fady
problémd, jako je zkresleni odhadl a rust rozptyll aZz k naprosté
nepouZitelnosti regresnich model(l. Podle toho, kde se vlivné body vyskytuiji, Ize
provést jejich déleni na

a) vybocujici pozorovani (outliers), které se liSi v hodnotach vysvétlované
(zavisle) proménné y od ostatnich, a

b) extrémy (high leverage points),

které se lisi v hodnotach vysvétlujicich (nezavisle) proménnych x nebo v jejich
kombinaci (v pfipadé multikolinearity) od ostatnich bodud. Vyskytuji se vsak i
body, které jsou jak vybocujici, tak i extrémni. K identifikaci vlivnych bodu typu
vybocujiciho pozorovani se vyuziva zejména rGznych typl rezidui a k identifikaci
extrému pak diagonalnich prvk( H; projekéni matice H, blizsi Ize nalézt v citaci
[1]. Vyskyt vlivhych bod( (VB) je zdrojem fady problém0 a zpUsobuje zkresleni
odhad( a rlst rozptyll odhad( parametr(. Vlivné body se déli dle charakteru:

a) hrubé chyby, cozZ jsou vybocujici pozorovani,

eV e/

schopnosti modelu.

c) zdanlivé vlivné body, jez jsou dlsledkem nespravného regresniho modelu.

4.2.1. Statisticka analyza rezidui
déli rezidua na nasledujicich nékolik druha:
1. Klasicka rezidua é; = y; - x; b. Existuji nespravné predstavy o reziduich, ze

a) rozdéleni rezidui je stejné jako rozdéleni chyb,
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b) vlastnosti rezidui jsou shodné s vlastnostmi chyb,

A

c) ¢im je reziduum ¢é; vétsi, tim je bod vlivnéjsi, a tim spiSe by se mél z dat
vyloucit. Rozepsanim defini¢niho vztahu

& = (1-Hy)y, 'ZHij yi=(-Hy)e& - ZHijgj
j#i i=i

je zfejmé, Ze kazdé reziduum €, je vlastné linearni kombinaci vSech chyb &;
Rozdéleni rezidui je proto zavislé na rozdéleni chyb, na prvcich projekéni matice
H, na velikosti vybéru n. Klasickd rezidua maji vlastnosti:

a) rozptyl rezidui je nekonstantni, i kdyz rozptyl chyb & je konstantni.

b) rezidua jsou korelovana: existuje pdrovy korelacni koeficient r; mezi dvéma
- Hijj
\/(1' Hi) (1-Hy)

rezidui e; a e; formulovany jako r;= , | kdyZ chyby &; a g jsou

nezavislé.

c) rezidua neindikuji extrémni hodnoty,

d) rezidua jsou normalné;jsi nez chyby (effekt supernormality),
e) u malych vybérd nemusi spravné indikovat model.

2. Normovana rezidua é, definovand vztahem éy = é,/& jsou normalné
rozdélené veliciny é y; — N(O, 1). Plati u nich diagnostické pravidlo 3o, které rika,
ze rezidua vétsi nez V3 6 indikuji vybocujici body.

3. Standardizovana rezidua ¢és definovand vztahem g = maji

éi
&\1-H,
konstantni rozptyl a maximalni hodnota és; je ohrani¢ena velikosti <n-m. Plati
u nich diagnostické pravidlo, Ze jsou vhodnd predevSsim k indikaci

heteroskedasticity.

4. Jackknife rezidua €, Cili "plné studentizovana", jsou definovana vztahem, ve
kterém se uZije misto & odhadu smérodatné odchylky & (), a dostane se
n-m-1

65 = 6y Py = Jn-mcotg ©,. Rezidua maji Studentovo rozdéleni s (n - m -
-M- &5
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1) stupni volnosti. Plati u nich diagnostické pravidlo, Ze jsou vhodna predevsim
k identifikaci vybocujicich bodl (outliers).

A

5. Predikovana rezidua ¢, jsou definovana vztahem ¢, = y,-x b, = ﬁ, kde

by jsou MNC odhady ze viech bodid kromé i-tého. Plati u nich diagnostické

pravidlo, Ze indikuji vybocujici hodnoty (outliers).

6. Rekurzivni rezidua éi jsou definovdana vztahy ¢5=0,i=1,..,m,

y; b, i=m+1 .. n, kde b.,

€ri = = —, jsou odhady ziskané z
\/1+Xi(xi-7 Xi—l) X;

prvnich (i - 1) boda. Plati pro né diagnostické pravidlo, Ze indikuji autokorelaci a
nestabilitu regresniho modelu v Case.

4.2.2. Obrazce v diagnostickych grafech:

Pokud se v diagnostickych grafech rezidui objevi tvar ~mrakua bodu (obr. 4-1),
je detekovdna spravnost metody nejmensich c¢tvercul. Jiné obrazce bodu v grafu
rezidui indikuji vesmeés nespravnost v datech i nespravnost modelu: tvar
vyseCe odhaluje nekonstantnost rozptylu Cili heteroskedasticitu v datech, tvar
pasu indikuje chybu ve vypoctu nebo nepfitomnost x; v modelu, tvar pasu mize
byt i dlsledkem vybocujicich hodnot nebo indikuje chybny vypocet, kdy v
regresnim modelu chybi absolutni ¢len. Nelinedrni tvar ukazuje na nespravné
navrzeny model.

>
o
>

/ |

i,Xj,9 i,Xj,9 i,Xj.? 51ijy

Obr. 4-1 Nejcastéjsi tvary obrazce bodu v grafické analyze rezidui: a) tvar mraku, b) tvar
vysece, c) tvar pasu a d) nelinearni tvar.
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4.2.3. Grafy identifikace vlivnych bodii:

Existuje pét grafickych diagnostik vlivnych bodud, které soucasné testuji
charakter vlivnych bod{, zatimco ostatni diagnostické grafy spiSe odhaluji
podezrelé body.

1. Graf predikovanych rezidui GPR, (osa x: ép;, osa y: ;). V grafu jsou extrémy
snadno identifikovany svou polohou, nebot lezi mimo pfimku y = x. Vybocujici
body leZi sice na pfimce y = x nebo v jeji blizkosti, jsou vSak dostatecné vzdaleny
od mraku, shluku ostatnich bodU (obr. 4-2a).

A E O/‘
ei E // )
-~ &ji 0
//
t0.95(n_m—1) ——————————————— .E..___._
!
|
| E
2 i
e
// {
Q" |
. E 2m/mn  H

A
e

Pi

Obr. 4-2 Grafy vlivnych bodt: a) Graf predikovanych rezidui (GPR), b) Williamsuv graf: E
znaci extrém a O znaci vybocujici bod.
2. Williamsav graf WG, (osa x: prvky H;;, osa y: € ;). Do tohoto grafu se zakresluji
jednak mezni linie pro vybocujici body, y = tges(n - m - 1), a jednak mezni linie
pro extrémy, x =2 m / n. Zde too5(n - m - 1) je 95% kvantil Studentova rozdéleni
s n - m - 1 stupni volnosti (obr. 4-2b).

3. Pregibonav graf PG, (osa x: prvky H;;, osa y: &%; ). ProtoZe plati, Ze E(H; + &) =
(m + 1)/n, 1ze do tohoto grafu zakreslit dvé hranic¢ni pfimky y=-x+2 (m+1)/na
y =-x+ 3 (m+ 1)/n. K rozlisSeni mezi body plati pravidlo: bod je silné vlivny, leZi-
li nad horni pfimkou. Bod je pouze vlivny, lezi-li mezi obéma pfimkami. Mdze jit
ale jak o extrém, tak o vybocujici bod (obr. 4-3a).
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Obr. 4-3 Grafy vlivnych bodu: a) Pregibontiv graf (PG), kde (E, O) znaci vlivné body, s(E,O)
znaci silné vlivné body, b) McCullohtiv-Meetertv graf (MMG), kde E znaci extrém a O
vybocujici bod, (E, O) oboji vlivné body.

4. McCullohGv-Meetertiv graf MMG, (osa x: In [H; /(m (1 - H;))], osa y: In ¢%).
Linie vtomto grafu predstavuji pfimky stejného vlivu pfimky se smérnici -1.
Napfiklad pro 90% konfidencni ¢aru je y = - x - In [Foo(n - m, m)]. Omezujici ¢ara

pro extrémy je x = In a omezujici ¢ara pro vybocujici body je y = In [(n -

n-2m
m) tis(t2es + N - m)], kde t,4 je 95% kvantil Studentova rozdélenisn-m -1
stupni volnosti a Fyg (N - m - 1) je 90% kvantil F-rozdéleni s n - m a m stupni

volnosti (obr. 4-3b).

5. L-R grafy, (osu y: % = é?/RSC, na osu x: prvky H; ), obr. 4-4. Body nad
jednotlivymi lemniskatami jsou vlivné, a to ve sméru horniho rohu trojuhelnika
jde o vybocujici body a ve sméru pravého rohu trojuhelnika jde o extrémy.

1.00

050 | %%

0.00

0 0.50 H.. 1.00

Obr. 4-4 Grafy vlivnych bodu: L-R graf.
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6. Indexové grafy IG, (osa x: index i, osa y: rezidua é;, €s;, €ni, €pj, €, €ri, NEDO
prvky H; ¢i H; a nebo odhady b;). Mohou zde byt i rekurzivni odhady regresnich
parametr( b; (obr. 4-5). Tyto grafy indikuji pouze podezielé body, nejsou
schopny nikterak testovat vybocujici body jako je tomu v péti predeslych

grafech.

Obr. 4-5 Rozli¢éné typy indexovych grafli znazornujicich indexovou zavislost: a) é; , b) éyi, €)
8;i, d) éri,e) Hi, f) binai.

7. Rankitové grafy Q-Q, (osa x: u,, proP;=i/(n+1),0say: €3, €si, Engyy Eriys €
iy €r@). Na osu x se vynaseji kvantily normovaného normalniho rozdéleni up
pro P, =i/ (n + 1) a na osu y poradkové statistiky Cili vzestupné setfidéné
hodnoty rezidui, (obr. 4-6). Cilem je ovéfit normalitu rozdéleni rezidui.

8 a é b
' 7
p
$
WMOA’&
| |
0 up 0 Up

i 1

Obr. 4-6 Rankitovy graf Q-Q rezidui indikuje: a) pfiblizné normalni rozdéleni, b) rozdéleni s
dlouhymi konci.

4.3. Kritika modelu

Kvalitu regresniho modelu Ize posoudit v pfipadé jedné vysveétlujici proménné x
pfimo z rozptylového grafu zavislosti y na x. V pripadé vice vysvétlujicich
proménnych a multikolinearity mohou rozptylové grafy mylné indikovat
nelinearni trend i u linearniho modelu. Z fady rGznych grafd k posouzeni vztahu
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y a x; se zde omezime na a) parcialni regresni grafy, a b) parcialni rezidudlni
grafy.

Belseyho parcialni regresni grafy umoznuji posouzeni kvality navrzeného
regresniho modelu, indikuji pfitomnost vlivnych bod(, nesplnéni pfedpoklad(l
klasické MNC a koneéné vyjadfuji zavislost mezi y a zvolenou promé&nnou x; pfi
statisticky neménném vlivu ostatnich Xj;. Pfitom matice X; vznikne z matice X
vynechanim j-tého sloupce x;, odpovidajiciho j-té vysvétlujici proménné. Grafy
maji vlastnosti:

a) Smérnice pfimky v parcidlnim regresnim grafu je stejna jako odhad b; v
nedéleném modelu a uUsek je roven nule. Linedrni zavislost plati pouze v
pripadé, Ze navrzeny model je spravny.

b) Korela¢ni koeficient mezi obéma proménnymi parcidlniho regresniho grafu

odpovida parcidlnimu korelacnimu koeficientu Ryx,0 \Vychazi se z regresniho
* * 4 v 3 s

modelu y=X S +x,c+¢, kde B ma rozmér (m - 1) H 1, c je regresni parametr

prislusejici j-té proménné.

e
o a b 45
K Pl ) /ﬁ%—

+*I~¢+ tt?(;
Nl b;

oy j@L_

Pra /
v %

Obr. 4-7 Kritika modelu pomoci a) parcialniho regresniho grafu, b) parcialniho rezidudiniho
grafu.

Parcialni rezidualni grafy jsou zvané také grafy "komponenta + reziduum".
Rovnici €=0,-V, b, lze prepsat do tvaru 0,=€+b(E-H)x; jako zavislost
€+b,(E-H)x na (E-H)x;. Jedna se o zavislost parcialnich rezidui s na

m
proménné x; kde s=é+bx; = y—Zxkbk. V grafu se zndazoriuje deterministicka
k#]j

c. =(x. —X.)b. . , v s
komponenta i (% =X;) I,i=1,., m, kterd se v grafu znaci pismenem "C" a
parcidlni reziduum s; = ¢; + €,i=1, .., n, které se zde oznaduje kfizkem "+".
Uvedenad diagnostika ma vlastnosti:
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a) Smérnice zavislosti s na x; je rovna b; a Usek je nulovy. Linearni zavislost
ukazuje na vhodnost navrzené x; v modelu.

b) Rezidua p¥imky jsou piimo rezidua €; pro nedéleny model.

c) Pokud je dhel mezi x; a nékterymi sloupci matice X; maly (multikolinearita),
ukazuje parcialni rezidudIni graf nespravné maly rozptyl kolem regresni primky
bx; a dochazi i k potlaceni efektu vlivnych bodd.

Znaménkovy test vhodnosti modelu. Nenahodnost rezidui Cili trend v reziduich
Ize testovat znaménkovym testem postupem: 1. Urcuje se pocet sekvenci ny,
kde maji rezidua stejna znaménka, (napf. pro rezidua -1, -1, 1, -1, 1, 2, 1 je
pocet sekvenci roven n, = 4). 2. Stanovi se pocet rezidui kladnych (n,) a
zapornych (n.). 3. Pocet sekvenci n; a jeho rozptyl D; se wvycisli dle
+& n _2nn(@2nn-n-n) n

z1+—, ¢ = 5 ~ .
(n+*+n.)(ns*+n.-1) 4

nt:]-
n,+n 2

Vlastni testovani spociva ve vysetreni podminky: je-li ny, < n; - C1.96D;,
existuje v reziduich trend a model je nespravné navrzen. Konstanta C = 0.5 je
korekci na spojitost.

4.4. Kritika metody

V praxi byvaji nékteré predpoklady MNC porudeny, co? vede k pouiZiti
modifikaci metody MNC. K porudeni predpokladél dochazi v zakladnich
pripadech:

a) Na parametry jsou kladena omezeni, coz vede na uziti metody podminkovych
nejmensich ¢tverct (MPNC).

b) Kovarianéni matice chyb neni diagonalni (autokorelace), pfipadné data maji
nestejny rozptyl (heteroskedasticita), coz vede na uziti metody zobecnénych
nejmensich ¢tverc (MZNC), respektive metody vdZenych nejmensich &tverci
(MVNC).

c) Rozdéleni dat nelze povazovat za normalni nebo se v datech vyskytuji vlivné
body. V takovém pripadé se misto kritéria metody nejmensich ¢tvercd uzije
robustniho kritéria, které je na porusSeni pfedpokladu o rozdéleni chyb a na
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vlivné body malo citlivé. Pro odhad parametrl b se uziva iteracni metody
vdZenych nejmensich &tverct (IVNC).

d) Také proménné x mohou byt zatizené nahodnymi chybami, coz vede na uziti
metody rozsifenych nejmensich ctverc (MRNC). Pro ptFipad stejnych rozptyld
vede metoda k odhadlm minimalizujicim kolmé vzdalenosti (orthogondini
regrese).

e) Pro $patné podminéné matice X'X se pouZivd metoda raciondinich hodnosti
(RH), vedouci k systému vychylenych odhadu, kde vychyleni je fizeno jednim
parametrem.

1. Hetero/homoskedasticita Cili nekonstantnost rozptylu lze popsat
nasledovné: rozptyl veliciny y; v i-tém bodé je popsan vztahem &2 = 52 exp(A x;
8), kde x; je i-ty radek matice X. Predmétem tohoto testu homoskedasticity je
ovéreni nulové hypotézy Hy: A = 0 za pouziti Cookova-Weisbergova testacniho

[Z(?ryp) é?} ;
kritéria 5, = == — , kde y, = EZyi. Vysledkem testovani je zavér: a)
26'4 (yi'yp)z iz

i=1
Je-li § < x*(1), Ho (homoskedasticita) je pfijata. b) Pro homoskedasticitu tvofi
diagnosticky graf g2 v zavislosti na (1 - H;;) ¥ ndhodny elipsovity mrak bod(. Pro

heteroskedasticitu vznikne v tomto grafu typicky klinovy obrazec, (obr. 4-8a).

2. Autokorelace: Data casovych rad maji nahodné chyby & vzajemné
korelované. Nejcastéjsi je pfipad autokorelace prvniho radu ¢ = p¢, , +u,, kde u;

— N(0, &°).

a) Pro p; = 1 pfipad kumulativnich chyb, ktery se v laboratornich datech
vyskytuje Casto.

b) Pro p; £ 1 jde o autokorelaéni koeficient 1. fadu. Waldulv test pak testuje
nulovou hypotézu Hq: p1 = 0 vs. Ha: p1 # 0. Je-li Waldovo testacni kritérium

Wa:n—pj< x*(1), je Ho 0 homoskedasticité pfijata a v datech neni prokazana

autokorelace, (obr. 4-8b).
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Obr. 4-8 a) Klinovy obrazec indikuje heteroskedasticitu v datech, b) elipsa indikuje data bez
autokorelace.

3. Normalita chyb: normalitu ndhodnych chyb Ize testovat dvojim zplsobem, a
to rankitovym grafem a numericky:

a) Rankitovy (Q-Q) graf, (€ ; nebo ég;na up;proPi=i/(n+1)),

b) Test normality testuje nulovou hypotézu Hy: normalita vs. Ha: nenormalita.
Slouzi k tomu Jarque-Berrova testacni statistika, ktera je formulovana vztahem

d, o
Y4 3 &
~ gs . U, 307 44, A . iZ::l
L) = n| —+ +n| —=-=22|, kde G, je j-ty moment rezidui g, = :
60, 24 20, 4, n

Test normality spocivéd ve vysetieni nerovnosti: je-li L(€) > 47 (2) = 5.99, je Ho
(normalita) zamitnuta. Je treba podotknout, Ze test neni vhodny pro malé
vybéry.

4.5. Postup vystavby linearniho regresniho modelu [1, 4]

1. Navrh modelu: Zacind se vidy od nejjednodussiho modelu, u kterého
vystupuji jednotlivé vysveétlujici proménné v prvnich mocninach a nevyskytuji se
zadné interakeni Cleny typu x; ;.

2. Predbézna analyza dat: Sleduje se proménlivost jednotlivych proménnych a
mozné parové vztahy. UZiva se proto rozptylovych diagrami zavislosti x; na x
nebo indexovych grafl zavislosti x; na j. Posuzuje se vyznamnost proménnych s
ohledem na jejich proménlivost a pritomnost multikolinearity. Priblizné linearni
vztah mezi proménnymi v rozptylovych grafech zavislosti x; na x, indikuje
multikolinearitu. UZivatel muZe volit polynomickou transformaci zadanim
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stupné polynomu. Provadi se sestaveni korelacni matice R a jeji rozklad na
vlastni Cisla a vlastni vektory.

3. Odhadovani parametrd: Odhadovani parametrli modelu se provadi
metodou nejmensich ¢tvercti MNC nebo metodou racionalnich hodnosti RH. Ze
zobecnéné inverzni matice R’ jsou urcovany odhady parametrii b, jejich
smérodatné odchylky m a velikosti testacnich statistik Studentova t-testu

vyznamnosti pro f; = 0. Jsou provedeny testy vyznamnosti odhadl b,
vicenasobného korelacniho koeficientu R a koeficientu determinace D. Je
vhodné sledovat rozhodci kritéria hypotézy regresniho modelu jako je stfedni
kvadraticka chyba predikce MEP a Akaikovo informacni kritérium AIC.

4. Regresni diagnostika: S vyuzitim péti rozlicnych grafd je provadéna
identifikace vlivnych bodl, a to grafem predikovanych rezidui, grafy
Wiliamsovym, Pregibonovym, McCulloh-Meeterovym, a L-R grafem. Pak
nasleduje ovéreni predpokladd metody nejmensich ¢tverchd jako jsou
homoskedasticita, nepfitomnost autokorelace a normalita rozdéleni chyb. V
pripadé vice vysvétlujicich proménnych se posoudi vhodnost jednotlivych
proménnych a jejich funkci s vyuZitim parcialnich regresnich graf(i nebo grafi
"komponenta + reziduum". Je uveden odhad autokorelaéniho koeficientu
rezidui prvniho Fadu p,. Tabulka vlivnych bod( obsahuje rozli¢na rezidua, u
kterych jsou hvézdi¢kou oznaceny hodnoty silné vlivnych bodd, které by mély
byt z dat odstranény.

5. Konstrukce zpresnéného modelu: S vyuzitim
a) metody vdZenych nejmensich ¢tvercl (MVNC) p¥i nekonstantnosti rozptyld,
b) metody zobecnénych nejmensich ¢tverct (MZNC) pti autokorelaci,

c) metody podminkovych nejmensich ctvercii (MPNC) pfi omezenich na
parametry,

d) metody raciondlnich hodnosti (RH) u multikolinearity,

e) metody rozsifenych nejmensich ¢tverci (MRNC) pro pfipad, Ze viechny
proménné jsou zatizené nahodnymi chybami,

54



f) robustni metody pro jind rozdéleni dat nez normdlni a data s vybocujicimi

hodnotami a extrémy jsou odhadovany parametry zpfesnéného modelu.

4.6.
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