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1. POCITACOVA ANALYZA VICEROZMERNYCH DAT V PRIKLADECH
V OBORECH PRIRODNICH, TECHNICKYCH A SPOLECENSKYCH
VED

Pocitacové orientovand statistickd analyza vicerozmérnych dat je
populdrné a znacné nematematicky vysvétlena na 50 obsdhlych
praktickych prikladech. PouZité metody umoZiuji extrahovat v datech
ukrytou informaci a odhalovat vnitini vazby a strukturu vlastnosti znaku
a objektl datové matice. Kazdd z 11 kapitol se tykd vidy jedné metody
vicerozmérné analyzy a popisuje cil spolu se zamérenim, podrobnym
pracovnim postupem a interpretaci vysledki. Kniha se soustfeduje na v
praxi nejpouzivanéjsi metody statistické analyzy vicerozmérnych dat jako
jsou priizkumovd analyza dat s prvotni upravou dat, kterd je ndsledovdna
metodou hlavnich komponent, faktorovou analyzou, diskriminacni
analyzou, kanonickou korelaci, logistickou regresi, analyzou shlukd,
vicerozmérnym skdlovdnim a korespondencni analyzou. Diraz je kladen
zejména na formulaci ulohy a na interpretaci vysledkd. Vyklad metod je
usnadnén nékolika sty obrazky s grafy a diagramy, ve kterych je
diagnostikovdni vnitfnich vztaht zvldsté ndzorné a vhodné k logické
interpretaci. Pfiklady jsou voleny predevsim z obor( prirodnich véd,
zejména z biochemické a klinické praxe, ddle z analytické chemie ale také
ze sociologie a psychologie. V fadé uzivanych pocitacovych programi
dominuje statisticky software STATISTICA. Kniha poslouzi jako ucebnice
zacdatecnikim a studentum pfirodnich, technickych i spoleCenskych véd,
kteri zacinaji s vicerozmérnou analyzou pomoci pocitace. UZitecnost této
praktické prirucky umocriuje prilozené CD s programem STATISTICA a s
databdzi vstupnich dat ode vsech 50 uvedenych pfrikladiu vcetné jejich
pocitacovych vystupd.




2. CHARAKTER VICEROZMERNYCH DAT

2.1. Neprima pozorovani a korelace

e Priroda je vicerozmérnda. VétSina technologickych ale i ostatnich dat
zpracovavanych statistickymi metodami je vicerozmérna. Chceme-li studovat
jeden jediny jev, musime si uvédomit, Ze je ovlivnén radou faktorl. Pocasi,
napr. zavisi na ovliviujicich faktorech jako je vitr, tlak vzduchu, teplota, rosny
bod, které oznacime znaky. Obecné se m-tice znaku sleduje pro n objekt(, kde
byva obvyklé, Ze n > m. Je tedy vidy vyhodné pouzZit co nejmensi (postacujici)
pocet znak(l m. Pfi konstrukci modelll na zdkladé experiment( lze v fadé
pfipadl fadu znakl bud zkonstantnit nebo zndhodnit. V limitnim pfipadé pak
tvori data nahodny vybér z dobfe definovaného souboru. Také v pripadé
vicerozmérnych dat se Casto vyuziva predpokladu nahodného vybéru, ktery
umoznuje konstrukci intervald resp. oblasti spolehlivosti, testl hypotéz a
dalSich statistickych zavérd o chovani souboru.

Typické pro neexperimentdlni data, tj. data ziskanda na zakladé pasivniho
pozorovani nebo sbéru informaci, je vagnost v definici souboru resp. presnéji
skupiny, pro kterou se hledaji skryté souvislosti. To vede ke stavu, kdy
statistické zavéry jsou pouze formalni a primarni je pouze deskripce vazeb
respektive vztahu.

(a) Analyza experimentdlnich dat je zaméfena na redukci rozmérnosti jiz ve
fazi konstrukce vybéru tak, aby bylo mozné zkoumat obecné nelinearni
vztahy mezi znaky.

(b) Pro analyzu neexperimentalnich dat je typické, Zze redukce rozmérnosti
se provadi az v ramci statistické analyzy a predpokladaji se linearni
vztahy mezi znaky.

e Prima a neprima pozorovani: Pokud jsou data pfimo pozadovanym

vysledkem, jde o pfima pozorovani. To je pfipad, kdy pristroj monitoruje

studovany jev pfimo. Je patrné, Ze i jednorozmérné vysledky mohou byt

tvoreny na zdkladé kombinace vice znakd. Pfimd méreni poskytuje pomérné

malo méficich metod. Typické je napriklad méreni délky méritkem. Méreni

teploty standardnim teplomérem je vsak vlastné méreni délky treba rtutového
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sloupce a pro prepocet na teplotu je tfeba prevést namérenou délku na teplotu
kalibraci. Jde o pfiklad klasického nepfimého pozorovani. V fadé pripadl je
vysledek funkéni kombinaci vice pfimych a nepfimych pozorovani, napriklad
koncentrace vyjadfena jako podil hmotnosti a objemu.

e Data musi obsahovat uzitecnou informaci: DuleZitym predpokladem pouZiti
analyzy dat je podminka, aby data obsahovala pozadovanou informaci. Kdyz
chceme napfiklad nalézt koncentraci slouceniny v roztoku, musi méreni roztoku
monitorovat tuto sloueninu. Zadna statistickd metoda nemize pomoci, kdyz
data neobsahuji dostatecny podil informace o studované vlastnosti Ci jevu.
Objem informace v datech zavisi na zpusobu definovani problému, zda byla
provedena dostatecna pozorovani, meéreni C¢i potrebné experimenty.
Experimentator by mél naméfrit relevantni data, ktera budou dostatecné
vypovidat o dané vlastnosti.

2.2. Zdrojova matice dat

U vicerozmérnych dat se v fadé pripadd predpoklada vztah mezi souborem
namérenych znak(l a poZzadovanym vysledkem neboli vlastnosti. Matematicky
budeme vyslednou vlastnost ¥ chapat jako zavisle proménnou, ktera je funkci
nékolika nezavisle proménnych X. Vysledek obycejné predstavuje narocné,
ekonomicky drahé méreni, zatimco proménné X predstavuje snadno dostupné
a ekonomicky ne naroc¢nd méreni. Takto definovana uloha je oznacovdana jako
vicerozmérnd kalibrace. V fadé pfipadd jsou vlastnosti vystizeny g-tici
proménnych ¢i znakl. Pro n-tici objektl je pak k dispozici matice ¥ (n X q) a
vychozi matice dat Z (n X m). Plati, Ze n »> m > q. Maticové lze pak
vyjadrit vstupni data bud nahodny vybér, nebo neexperimentalni data ve tvaru
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Radky matice Z predstavuji objekty (vzorky, jedince, pacienty), na kterych se
provadi zkoumani. Sloupce matice Y a Z predstavuji sledované znaky,
respektive charakteristiky objekt(i, které se na objektech zkoumaji. Pfi dalSim
strukturovani se matice Y déli do nékolika skupin vysvétlovanych proménnych
Y,(n X q1),Y, (n X q2), ..., Yo (n X q0), kde g =Y.?_, q;. Pokud se pro
statistickou analyzu pouZije matice X = (Y,Z) jde o tzv. nestrukturovand
data. Strukturovani vicerozmérnych dat souvisi Uzce s tim, jaké problémy jsou
pomoci vicerozmérnych statistickych metod reseny.

Vlastni metody vicerozmérné statistické analyzy zavisi na Skale, ve které jsou
data mérena. Podle mnozstvi informace obsaZzenych v jednotlivych skalach jsou
na nich definovany ridzné typy operaci:

a) Nomindlni skdla mda zavedenu pouze operaci rovnosti (=) nebo
nerovnosti (#). RozliSeny jsou pouze rizné stavy. Ze statistického hlediska jde o
kvalitativni proménné, které mohou byt bud' bindrni (definujici pfitomnost 1
nebo nepfitomnost 0 néjakého znaku), nebo vicestavové (kddované obycejné
Cisly 0, 1, 2, ...). Prikladem vicestavové nahodné veliCiny je typ katalyzatoru,
druh pfistroje, barva objektu (pokud se vyjadfuje subjektivné) atd. Vicestavové
kvalitativni proménné se obycejné prevadéji na umélé binarni proménné [1].

b) OrdindIni skdla je $kdla, kde k operaci rovnosti a nerovnosti pfistupuji
jesté operace typu mensi (<) nebo vétsi (>). Tento typ Skaly se ¢asto vyskytuje,
kdyZ jsou znaky hodnoceny subjektivné a Ize provést logické usporadani do

stupnice od nejhorsiho k nejlepSimu. Prikladem jsou stupnice stalosti na svétle
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a senzorickd hodnoceni vzhledu, omaku, v(iné atd. Ze statistického hlediska jde
o semikvantitativni znaky, kde jsou sice kategorie usporadany, ale nemaji mezi
sebou méfitelné rozdily.

c) Kardindlni skdla je Skala, v niZ je zavedena metrika (vzdalenost), takie
Ize provadét matematické operace jako je scitani, odcitani, nasobeni a déleni
atd. Kardinalni skala se jesté Cleni na intervalovou Skdlu a pomérovou skalu. V
intervalové Skdle Ize provadét také scitani a odcitani. Neni zde vSak zaveden
prirozeny nulovy bod. V pomérové skale je mozné vyjadrit i pomeér mezi objekty
(déleni), tj. je zaveden prirozeny pocatek. Ze statistického hlediska jde bud o
diskrétni kvantitativni znaky (kategorizované do disjunktnich kategorii), nebo
kvantitativni znaky spojité.

Plati, Ze vyssi typ Skdly v sobé zahrnuje operace vSech nizsSich typl a da se
prevést (pfi ztraté informaci) na nizsi typ skaly. V nékterych pfipadech je vsak
tento prevod z riznych divodul vyhodny. Napfiklad poradova transformace dat

o

pred vicerozmérnou statistickou analyzou ,prirozené “ odstrani problém s
vybocujicimi hodnotami. Na druhé strané mohou vznikat potize v pripadech,
kdy jsou pouzité metody zaloZeny na jinych predpokladech (normalité atd.). Z
metrologického hlediska je pochopitelné Zadouci pracovat s daty v pomérové

skale, kterd obsahuje maximum informaci.

2.3. Druhy dat

V soucasné dobé existuje cela rada metod vicerozmérné statistické analyzy,
které jsou casto modifikovany pro specidlni Ucely (taxonometrie, ekologie,
casové rfady, chemometrie, biometrie, psychometrie) a v nichZ se vyuZiva
specidlnich zvlastnosti dat (napriklad jde o signaly, prostorové zavisla data,
respektive casové rady, kde je dalSi proménnou ¢as, prostorové souradnice,
atd.) S ohledem na orientaci v tom, které metody se pro dané ucely hodi, je
vyhodné vyuzit déleni na strukturovana a nestrukturovana data.



2.4. Odhady parametru polohy, rozptyleni a tvaru

Standardné se zde vychazi z predpokladu, Zze matice X predstavuje nahodny
vybér vektorové nahodné veliCiny. Lze vSak analogicky zpracovat i vysledky
neexperimentadlnich “pozorovacich” studii (observational study), kde vsak jiz
mohou vznikat problémy specidlné v pripadé konstrukce testli hypotéz.
Statistické chovani vicerozmérnych nahodnych velicin je detailné popsané v
radé monografii a jejich pfehled je uveden v ucebnicich [20] a [21].

Z vicerozmérného vybéru objektl velikosti n, definovaného n-tici m-
v ’ o T . . v V4 Ve
rozmérnych vektord x; = (xil,...,xim) ,iL = 1,...,n, je mozné urcit vektor

odhadl strednich hodnot i podle vztahu

~ 1
Rozptyl je zdkladni mirou rozptyleni znak(. Pro pfipad jedné proménné x je
definovan vztahem

s2= 3" (x; — 1) (2)

n-—1

Je béiné vyjadfovat tuto miru rozptyleni ve stejnych jednotkach jako jsou
mérené veli¢iny, a to znamou smérodatnou odchylkou s, coz je druha
odmocnina z rozptylu.

Kovariance c(x,,x,) mezi dvéma proménnymi x; a X, je mirou jejich linedrni
zavislosti. Velka absolutni hodnota kovariance indikuje silnou linearni vazbu
mezi dvéma proménnymi. Mala hodnota kovariance znamena, ze pfi zméné x;
se pfilis nezméni x,. Kovariance je mirou, ktera zavisi na pouzitych jednotkach
proménnych. Limitni (maximalni) hodnota kovariance je rovna odmocniné z

rozptyli sg a sg,. Tedy max c(xy,x;) = /59%159%2- Pozitivni kovariance

znamena primou vazbu mezi x; a x2 , tj. Pfi zméné x;se zmeéni x, ve stejném
smyslu, napfiklad r0st x; je doprovazen rlstem x,. Negativni kovariance
znamena nepfimou vazbu mezi x;a x,, tj. pfi zméné x1 se zméni x,v opacném
smyslu, napfiklad rlst x; je doprovazen poklesem x,. Nulovd kovariance

9



znamend nekorelovanost, tj. linearni nezdvislost. Jesté stale vSsak mUze byt mezi
X1a X, specialni typ nelinedrni zavislosti.

Pro odhad kovarianéni matice S° plati rovnice

SO =23 (x — W (x — )T (3)

n

Diagonalni prvky 53 jsou rozptyly S,%i a mimodiagonalni prvky jsou kovariance
Sl-oj = c¢(x;,x;). Podobné jako u jednorozmérnych dat se pouziva vybérovd

korigovand kovariancni matice
s=—25° (4)
ktera je nevychylenym odhadem kovarian¢ni matice souboru C.

Korelace mezi dvéma proménnymi x; a x, je prakti¢téjsi mirou linearniho
vztahu, protozZe jde o standardizovanou kovarianci a tedy bezrozmérnou miru.
Standardizace se provadi podélenim soucinem smeérodatnych odchylek. Jevi se
nejuzite¢néjsi mirou vnitrniho linedarniho vztahu mezi dvéma proménnymi x;a
X,. Personiv korelacni koeficient r je pak definovan vztahem

. \/z ity (1i=%7) (2= %2) (5)

(xqi=x7)?% T (xpi—%3)2

Koeficient determinace D = r? popisuje podil celkového rozptylu, ktery lze
objasnit timto linedrnim vztahem. Korelace rovna 0.0 znadi, Zze mezi dvéma
proménnymi neni linearni vztah. Korelace rovna 1.0 znaci, Zze mezi dvéma
proménnymi existuje pozitivni linedrni vztah. Korelace rovna -1.0 znaci, Ze mezi
dvéma proménnymi existuje negativni linearni vztah. Koeficient determinace
100D [%] vyjadrfeny v procentech je béznou mirou k vystiZzeni korelace, protoze
nezavisi na znaménku korela¢niho koeficientu.

e Kauzalita versus korelace: Korelace je statisticky pojem pro vyjadreni miry
linearniho vztahu a jde o Cisté pojmovou miru. Pficina a dlsledek se tykaji
deterministickych zavislosti. Je tfeba vidy rozebrat vSechna mozina vysvétleni

v

pricinnych souvislosti, aby bylo moZné z korelace urcit pfic¢inu a dlsledek.
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Statistické roCenky o demografii ukazuji, Ze napfriklad pocet narozenych déti na
vesnicich ve Skandinavii koreluje s poctem ¢apU vyskytujicich se v tomto kraji s
korela¢nim koeficientem r =~ 0.75. Pfesto nelze pfitomnost ¢apu v tomto kraji
brat jako pri¢inu narozenych déti. Uvedeny priklad selhani pri¢inného vykladu
na zdkladé popisné statistiky ukazuje, Ze je tfreba vidy urlité opatrnosti ve
vykladu korelace.

e Struktury ukryté v datech: Pfirozené se nalezne vzdy néjaka korelace mezi
sloupci matice X. V radé pripadu jde o soucasny vliv nékolika rozlicnych znakd.
To znamen3, Ze jeden znak je linedrni kombinaci ostatnich znakl. Pokud jde o
strukturovana data a vysledek y zavisi na jediném znaku a kovariance c(y, x;) je
dostatecné vysoka, jde o tzv. “selektivni znak”. V pfipadé vektoru vstupnich
veli€in existuje vice Urovni selektivity.

Data obsahuji ¢asto znaky, které mohou byt irrelevantni k vysledku y. Tyto
znaky se pak zarazuji mezi chyby. Instrumentalni Sum a ostatni nahodné chyby
budou vidy pritomny v datech, ale mohou zde byt i jiné jevy, které se odehraji v
pribéhu méreni a které jsou tésné spojeny s vysetfovanym problémem.

Stanovujeme, napriklad, analyzou spekter koncentraci latky A, ktera je ve smési
s latkami B a C, obr. 1.1. Namérena spektra budou obsahovat vedle
absorpcniho pasu latky A také pasy latek B a C, které bychom potrebovali z dat
spiSe odstranit. Signal latek B a C zde bude v roli Sumu. Jde vidy o to si
uvédomit, co je cilem stanoveni Cili co je vyty¢eny model a co do modelu
nepatri, co predstavuje rusivy Sum. Vicerozmérna pozorovani se proto béziné
modeluji jako soucet dvou slozek: struktura a Sum.

11



3. PREDUPRAVA VICEROZMERNYCH DAT

Pfeduprava dat je dllezity krok v fadé technik vicerozmérné analyzy dat. V
nékterych pripadech musi byt provedena pred vlastnim pouzitim dané metody.
V jinych pripadech tvofi procedura predupravy soucast metody, takZze na
vstupu mohou byt i plvodni data [21].

3.1. Formy standardizace dat

Standardizace dat znamend odstranéni zavislosti na jednotkach a na parametru
polohy respektive i rozptyleni. Po provedené standardizaci mdZzeme pomoci
vah pfifadit znak(m rdznou dlleZitost. Standardizace tvofi ¢asto prvni krok v
predupravé vicerozmérnych dat. Obecny termin skdlovdni vystihuje, Ze operace
se tyka jak jednotek veli¢in, tak i po¢atku stupnice. Skalovani mGze byt pouZito
na znaky, na objekty nebo na oboji. Skalovani by mélo zahrnout:

a) posun centra souradného systému,

b) protaZzeni nebo zkraceni méritka na osach.
Po posunu centra do nuly tj. centrovani sloupct se vzdalenost mezi dvéma
objekty nezméni. To vsak neplati pfi zméné méritka. Znaky pred skalovanim v
prostoru objektl dobre oddélené mohou byt po Skalovani totoziné. Z tohoto
hlediska jsou nékteré Skalovaci techniky dat daleko od reality. Uvedeme
nejbéznéjsi skalovaci techniky, ve kterych bude vyij predstavovat pro i-ty objekt
transformaci upraveny Cili j-ty Skdlovany znak odpovidajici pivodnimu prvku
Xij-

e Sloupcové centrovani. Novym centrem stupnice znaku v j-tém sloupci je
nula. Pivodnim centrem byl pramér prvk( znaku X,. Sloupcové centrovana
data y;; vzniknou dle vztahu y;; = x;; — X;, kde Xx; je prumeér prvku j-tého
sloupce vycisleny dle vztahu

- Xij

e Sloupcova standardizace. Prvky znaku plvodnich dat v j-tém sloupci x;; jsou
déleny odpovidajici smérodatnou odchylkou tedy y;; = x;;/s; , kde s; je
12



smérodatna odchylka pocitand z hodnoty prvkl j-tého sloupce vycislena dle
vztahu

_\2
i (xi-%5)

n—1

e Autoskalovani. Je nazvem béiné uZivanym k oznacovani kombinace
sloupcového centrovani a sloupcové standardizace. Jde vlastné o tazv.
studentizaci

yij = (xij — %;)/sj, (8)
ktera je analogicka Z-transformaci pro velké vybéry, kdy predpokladame, ze
zname i a gj

Vij = M (9)

gj

s

Autoskalovani uziva odhad( jak stfedni hodnoty, tak i smérodatné odchylky.

e Skalovani sloupcovym rozsahem. Znaky jsou $kalovany, aby bylo ziskano
minimum kazdého znaku rovné 0 a maximum rovné 1 dle vztahu

xij—minj xij

Yij = (10)

max;j Xij—min; Xxj;

v ,

® Radkové centrovani. Znaky jsou Skalovany dle vzorce .y;; = x;; — X;
e Radkova standardizace. Znaky jsou $kalovany dle vzorce Yij = Xij/Si

® Celkové centrovani. Znaky jsou Skalovany dle vzorce y;; = x;; — X, kde X je

celkovy prlimér vycisleny pro celou zdrojovou matici dat rozmérun X m.

e Celkova standardizace. Znaky jsou Skalovany dle vzorce y;; = x;;/s, kde s je

smérodatna odchylka od prliméru pro vSechny prvky zdrojové matice rozméru
n X m.

e Dvojité centrovani. Znaky jsou Skalovany nejdfive sloupcovym centrovanim a
nasledné radkovym centrovanim.
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e Radkové profily. Znaky jsou $kalovany dle vzorce Vij = x;j/(X;m). Tento
ponékud zvlastni pripad Skdlovani se uziva hodné v chemii, kdy je znak relativni
a je vyjadren v procentech. Soucet radku je pak 1.

e Sloupcové profily. Znaky jsou Skalovany dle vzorce y;; = x;;/(x;n).

3.2. Prizkumova analyza vicerozmérnych dat

3.2.1.  Zobrazeni vicerozmernych dat

Pro ucely prlzkumové analyzy vicerozmérnych dat se pouziva rliznych technik,
umoznujicich jejich grafické zobrazeni ve dvourozmérném souradnicovém
systému a u novéjsich vypocetnich prostredk( i v tfirozmérném soufadnicovém
systému. Toto zobrazeni umoznuje:

a) identifikovat vektory x; nebo jejich slozek, které se jevi jako vybocuijici,

b) indikovat r(izné struktury v datech jako jsou shluky, jeZ ukazuji na
heterogenitu pouzitého vybéru nebo pritomnost rliznych dil¢ich vybértd s
odliSnym chovanim.

Na zakladé téchto informaci a vysledk( testd normality (popf. grafickych
ekvivalentll téchto testll) pak muzZe byt pred vlastni statistickou analyzou
provedena fada raznych korekci vedoucich k odstranéni nehomogenity vybéru
a pribliZzeni se k vicerozmérné normalité.

Vétsina pouzivanych technik pro zobrazeni vicerozmérnych dat se da zaradit do
jedné ze dvou zakladnich skupin, kterymi jsou zobecnéné rozptylové diagramy a
symbolové grafy.

Pro zakladni pfipad dvojice ndhodnych znakli (m = 2) lze konstruovat
rozptylové grafy, které umoznuji sledovat statistické zvlastnosti dat. Ke
konstrukci vybérového rozdéleni nebo jeho porovnani s rozdélenimi
teoretickymi je mozné poutzit i histogramy, neparametrické odhady hustoty a
jiné grafy. Problémy vsak nastavaji u vicerozmérnych dat pro m > 2, kdy je
treba bud volit nékolik rGznych graf(i, ¢i vhodnym zplUsobem provést
transformace na dvoudimenzionalni data.
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Nelze obecné fici, ktera metoda zobrazeni vicerozmérnych dat je nejlepsi. Zavisi
to na poctu znakd m vektord x;, i = 1,...,n, po¢tu méfeni a specifickych
zvlastnostech dat.
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4. METODY K ODHALENI STRUKTURY VE ZNACICH A OBJEKTECH

Zdrojova matice dat X ma rozmér n X m. Pred vlastni aplikaci vhodné metody
vicerozmérné statistické analyzy je tfeba vidy provést prizkumovou
(exploratorni) analyzu dat, kterd umoZziuje:

a) posoudit podobnost objekti pomoci rozptylovych a symbolovych graf(,
b) nalézt vybocujici objekty, resp. jejich znaky,

c) stanovit, zda lze pouZit predpoklad linedrnich vazeb,

d) ovérit predpoklady o datech (normalitu, nekorelovanost, homogenitu).
Jednotlivé techniky k uréeni vzajemnych vazeb se dale déli podle toho, zda
hledaji

1. strukturu a vazby ve znacich nebo
2. strukturu a vazby v objektech, coz je:

a) hledani struktury ve znacich v metrické Skdle - faktorova analyza FA,
analyza hlavnich komponent PCA a shlukova analyza.
b) hledani struktury v objektech v metrické skale — shlukovd analy:za.
c) hledani struktury v objektech v metrické i v nemetrické Skale -
vicerozmérné skdlovani.
d) hledani struktury v objektech v nemetrické Skdle — korespondencni
analyza.
Vétsina metod vicerozmérné statistické analyzy umoznuje zpracovani linedrnich
vicerozmérnych modelii, kde zdvisle proménné se uvazuji jako linearni
kombinace nezavisle proménnych, resp. vazby mezi proménnymi jsou linearni.
V fadé pripadl se také uvaZzuje normalita metrickych proménnych.

Uréenim struktury a vzajemnych vazeb mezi znaky ale i mezi objekty se zabyvaji
techniky redukce znakl na latentni proménné, metoda analyzy hlavnich
komponent (PCA) a metoda faktorové analyzy (FA). Dllezitou metodou uréeni
vzajemnych vazeb mezi znaky je i kanonicka korelacni analyza CA, kterd se
pouziva ke zkoumani zavislosti mezi dvéma skupinami znakd, pfiéemz jedna ze
skupin se povazuje za proménné nezavislé a druha za skupinu proménnych
zavislych.
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® Maticovy diagram: diagram ukazuje rozptylové diagramy jednotlivych dvojic
znak(l. Je zfejmé, Ze vysoké hodnoty korelaéniho koeficientu vedou ke zfetelné
linearni zavislosti (pfimka), zatimco nizké hodnoty ukazuji, Ze osoby nelezi v
grafu zobrazeny na primce ale leZi spiSe v chaotickém mraku bodd.

® Sméry maximdlniho rozptylu v rozptylovém diagramu: Intuitivné tusime, Ze
by napfiklad na obr. 3.13 bylo nejlepsi prolozit objekty novou souradnou osu
tak, aby byla totozna s nejtésnéji prokladanou primkou. Z toho plyne, Ze
vhodny pocet potfebnych os neni 3 ale pouze 1. Je to proto, Ze znaky x4, x, a
X3 spolu silné koreluji a objekty lezi na prostorové primce. Nejtésnéji objekty
prokladana primka, a tim padem i nova souradnicova osa zvana PC1 lezi ve
sméru nejvétsiho rozptylu objektt. Souradnicova osa PC1 neni obecné pfitom
paralelni s Zddnou z plvodnich os znakd x4, x, a x3.

e Novou soufadnou osu PC1 nazveme v nasledujicich kapitolach prvni hlavni
komponentou. Bude lezet ve sméru maximdlniho rozptylu zdrojové matice dat
X. S touto osou je spjata jakasi nova latentni proménna, jejiz vyznam zatim
nezname. Metoda hlavnich komponent PCA nam poskytne nejenom tuto prvni
komponentu ale také dalsi hlavni komponenty a je jenom na nas, jak je budeme
interpretovat, co znamenaji v analyze a co popisuji. Kdyz vezmeme pfriklad ze
spektrometrie, kde pocet znaklli m je roven poctu vinovych délek, pfi kterych
mérime absorbanci a kdy m mizZe dosahovat stovek az tisicl, potom vynaseni
dosavadniho 2D-rozptylového grafu pro vybrané dvojice vinovych délek je pro
velky pocet dvojic dat ponékud neredlné. Zde pomilze metoda hlavnich
komponent PCA odhalit skrytou strukturu v datech, a to diky svym vlastnostem.
Obvykle jedna nebo dvé, maximalné vsak tfi, nové souradnicové osy PC1, PC2 a
PC3 vystihnou dohromady nejvétsi podil proménlivosti dat.

® Prvni hlavni komponenta proloZenim nejmensimi ¢tverci: U¢elem je proloZit
pfimku v prostoru x;, x, a x3 umisténymi objekty. Kdyz z kazdého i-tého
objektu spustime k této prfimce kolmici, obdrzime vzdalenost e; zvanou
reziduum. Nejtésnéji proloZzenou primku pak dostaneme, kdyz suma ctvercl
rezidui bude dosahovat své minimalni velikosti dle vztahu

RSS =Y, e} = minimum. (11)
17



Existuji tedy dveé kritéria ke konstrukci prvni hlavni komponenty: 1. Smér
nejvétsiho rozptylu, 2. metoda nejmensich ¢tvercll. Ukazuje se, Ze obé metody
vedou ke stejnému vysledku.

® Rozsireni k dalsim hlavnim komponentdam: M{iZe nastat ptipad, Ze prvni hlavni
komponenta PC1 nestaci dostate¢né popsat rozptyleni objektl. Druha hlavni
komponenta PC2 je ortogonalni vlci prvni (je na ni kolma) a je umisténa do
sméru druhého nejvétsiho rozptyleni objektl v roviné. Podobné, vytvofi-li
objekty v prostoru pfiblizny elipsoid, budou do prostorovych os elipsoidu
umistény tfi osy vystihujici nejvétsi rozptyleni objekt( Cili osy tfi hlavnich
komponent PC1, PC2 a PC3. Nové tfi osy nekoreluji, jsou vzajemné ortogonalni
ti. na sebe kolmé. Metoda hlavnich komponent PCA umoznuje tuto
geometrickou projekci zobecnit na libovolny pocet m znakd.

O Zaver: Vysetfili jsme matici dat v 2D- a 3D-rozptylovych diagramech a ziskali
fadu zavérd, napf. ¢im vyssi jsou osoby, tim jsou tézsi, nebo schopnost plavat
koreluje s vySkou a hmotnosti osob. PredevsSim bylo zjiSténo, Ze existuji
minimalné dva shluky, jeden pro muze a jeden pro Zeny. Pro nékteré znaky se
ukazaly také shluky odpovidajici pdvodu osob. Nékteré korelace jsou ale typicky
falesné, napriklad plavani proti vySce. Diskrétni znaky jdou vysSetfrit velmi
obtizné a zobrazit je nelze. Dochazime k nazoru, Ze i pfes veskerou snadnost a
nazornost 2D- a 3D-rozptylovych diagramu zobrazeni vSech 9 znakl je ¢asové
narocné a pracné. Budeme proto hledat vyhodnéjsi postup predevSim v
metodé hlavnich komponent. Také interpretace neni zdaleka tak snadnad
zejména pro jiné pripady. Ponékud lepsi situace je v pfipadech, kdy data tvofi
vicerozmeérny nahodny vybér.
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5. ANALYZA HLAVNICH KOMPONENT (PCA)

5.1. Zameéreni metody PCA

Metoda hlavnich komponent (PCA) je jedna z nejstarsich a nejvice pouZivanych
metod vicerozmérné analyzy. Poprvé byla zavedena Pearsonem jiz v roce 1901
a nezavisle Hotellingem v roce 1933. Cilem analyzy hlavnich komponent je
predevsim zjednoduseni popisu skupiny vzdjemné linedrné zavislych Cili
korelovanych znak cili rozklad zdrojové matice dat do matice strukturni a do
matice Sumové. V analyze hlavnich komponent nejsou znaky déleny na zavisle a
nezavisle proménné jako v regresi. Techniku lze popsat jako metodu linearni
transformace plvodnich znakl na nové, nekorelované proménné, nazvané
hlavni komponenty. Kazda hlavni komponenta predstavuje linearni kombinaci
pavodnich znak(. Zakladni charakteristikou kazdé hlavni komponenty je jeji
mira variability Cili rozptyl. Hlavni komponenty jsou sefazeny dle dulezitosti, tj.
dle klesajiciho rozptylu, od nejvétsiho k nejmensimu. VétSina informace o
variabilité pdvodnich dat je pfitom soustfedéna do prvni komponenty a
nejméneé informace je obsazeno v posledni komponenté. Plati pravidlo, ze ma-li
néjaky puvodni znak maly ¢i dokonce Zadny rozptyl, neni schopen pfrispivat k
rozliSeni mezi objekty.

5.2. Podstata metody PCA

e Zdrojova matice dat X (n X m): Zdrojovd matice dat X (n X m) obsahuje
n objektd a m znak(. Objekty jsou pozorovani, vzorky, experimenty, méreni,
pacienti, rostliny, atd., zatimco znaky ¢i proménné jsou druhy signalu méreni,
meérena velicina, vlastnosti (sladky, kysely, horky, slany, cholericky, atd.), barva,
apod. Dllezita je zde skutecnost, Ze kazdy znak je zndm pro vSech n objekt(.
Spravna skladba zdrojové matice X Cili volba, které znaky pouzit a které objekty
zaradit je delikatni Ukol silné odvisly od charakteru kazdé ulohy. Velikou
vyhodou metody PCA je poutziti jakéhokoliv poctu proménnych ve zdrojové
matici X k vicerozmérné charakterizaci. Cilem kazdé vicerozmérné analyzy je
zpracovat data tak, aby se zfetelné indikoval model a tak odkryl skryty jev.
Myslenka sledovani rozptylu je velice dulezitd, protoze je vlastné zakladnim
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predpokladem vicerozmérné analyzy dat, Ze “nalezené sméry maximalniho
rozptylu” jsou vice ¢i méné spjaty s témito skrytymi jevy. Matematické pozadi
metody je detailné popsdano v monografii [21].

® Zobrazeni objektld v m rozmérech: Zdrojovd matice dat X (n X m) s m
sloupci znakll a n radky objektl muZe byt zobrazena v m-rozmérném
eukleidovském prostoru, tj. ortogonalnim systému souradnic rozméru m. Osy
proménnych jsou ortogondini a maji spolecny pocdtek, ale maji rtizné mérné
jednotky. Prostorem proménnych rozméru m se nazyva m-rozmérny systém,
jehoz rozmér m se rovna hodnosti zdrojové matice, coz matematicky znaci
poCet m nezavislych zakladnich vektorl zdrojové matice a statisticky
predstavuje pocet m nezavislych zdroji promeénlivosti zdrojové matice dat.
Vicerozmérna analyza dat slouzi ke snizeni rozmérnosti a tedy k urceni efektivni
dimensionality. Na zacatku vsak vidy vychazime z m rozmérl. Je snahou
vyuzivat 1D-, 2D- a 3D-rozmérny prostor, i kdyz vicerozmérny prostor nez 3D- je
rovnéz mozny, ale neda se jednoduse zobrazit.

5.3. Cil metody hlavnich komponent PCA

Zakladnim cilem PCA je transformace pavodnich znakl x;, j=1,...,m, do
mensiho poctu latentnich proménnych y;. Tyto latentni proménné maji
vhodnéjsi vlastnosti: je jich vyrazné méné, vystihuji témér celou proménlivost
plvodnich znaki a jsou vzdjemné nekorelované. Latentni proménné jsou
nazvany hlavnimi komponentami a jsou to linearni kombinace plvodnich
proménnych: prvni hlavni komponenta y; popisuje nejvétsi ¢ast proménlivosti
Cili rozptylu plvodnich dat, druhd hlavni komponenta y, zase nejvétsi Cast
rozptylu neobsazeného vy, atd. Matematicky feCeno, prvni hlavni
komponenta je takovou linedrni kombinaci vstupnich znakl, ktera pokryva
nejvétsi rozptyl mezi vSemi ostatnimi linedrnimi kombinacemi.

Rozdil mezi soutadnicemi objektd v plvodnich znacich a v hlavnich
komponentach Cili ztrata informace projekci do mensiho pocétu rozméra se
nazyva mirou tésnosti proloZzeni modelu PCA nebo také chybou modelu PCA.
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| pfi velkém poctu pUvodnich znakd m muze byt k velmi malé, béiné 2 az 5.
Volba poctu uzitych komponent k vede k modelu hlavnich komponent PCA.
Vysvétleni uzitych hlavnich komponent, jejich pojmenovani a vysvétleni vztahu
pdvodnich znakl x;, j = 1,...,m, k hlavnim komponentam y;, j = 1,...,k,

tvofi dominantni soucasti analyzy modelu hlavnich komponent PCA.

Zdrojova centrovana matice X se rozklada na matici komponentnich skére T
rozmérun X k a matici komponentnich zatézi P rozméru k X m.

Model PCA odpovida aproximaci zdrojové matice dat X, ktery uzijeme misto
pGvodni zdrojové matice dat X. Aproximace mad fadu vyhod v interpretaci dat.
Nejde zde pouze o zménu systému souradnic, ale predevsim o nalezeni a
vypusténi Sumu. PCA ma proto dvoji cil: transformace do nového systému os a
snizeni rozmérnosti Ulohy uzitim nékolika prvnich hlavnich komponent, které
vystihuji strukturu v datech. Problémem z(stava, kolik hlavnich komponent je
nutno pouzit. Statisticka analyza metody je detailné popsana v monografii [21].

e Maximalni pocet hlavnich komponent: Existuje horni mez poctu hlavnich
komponent, které mohou byt odvozeny ze zdrojové matice dat X. Nejvétsi
pocet hlavnich komponent se bud rovna Cislu n — 1 nebo m v zavislosti na
tom, které z téchto dvou Ccisel je mensi. Je-li X sloZzena napriklad n = 40
spekter mérenych pri m = 2000 vinovych délek, bude maximalni pocet
hlavnich komponent 39. Pocet efektivnich hlavnich komponent se rovna
hodnosti zdrojové matice X.

e X = Struktura + Sum: VSechny hlavni komponenty jsou vzajemné ortogonalni
a souvisi postupné se snizujici hodnotu rozptylu objektld. Posledni hlavni
komponenta souvisi s nejmensim rozptylem, tj. stochastickym rozptylem. Vyssi
hlavni komponenty (obvykle vyssi nez 3) se Casto tykaji pouze Sumu. Dochazi k
rozdéleni plvodni zdrojové matice X na dcdst struktury (prvni hlavni
komponenty) a c¢dst Sumu (ostatni zbyvajici hlavni komponenty). Model
hlavnich komponent ma pak tvar

X = TPT + E = struktura dat + $um (12)
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Zdrojovou matici dat X je tfeba nejprve centrovat x;, = xj;, - . V metodé
hlavnich komponent pracujeme za predpokladu, Ze zdrojova matice X je
rozloZzena na soucin matic TPT a na matici rezidui E, kde matice T je matice
komponentniho skdre a PT je transponovand matice komponentnich vah, E je
matice rezidui. Cilem metody hlavnich komponent je misto X vyuZivat dale
jenom soucin TPT a tak oddélit Sum od struktury dat TPT. Matici E se nazyva
matice rezidui, kterd neni objasnéna modelem hlavnich komponent PCA.
Matice E souvisi s “tésnosti proloZeni” a ukazuje, jak dobre jsou objekty
proloZzeny modelem hlavnich komponent.

Rovnici (12) je mozZno rozepsat do tvaru
X=t,p] +t,p5 + -+ t,pi +E (13)

Kazdy scitanec t4 p{ je matice rozméru n X m, ktera ma hodnost 1. Postupny
vypocet hlavnich komponent se rozkladd do téchto kroka:

1. Vycisli se t; a p{ z matice X napfriklad s vyuzitim SVD [20,21] a dostane se
X = tl p{ + El'

2. Odecte se prispévek prvni hlavni komponenty PC1 od X dle rovnice
Ei = X — t;pi.

3. Vydisli se t, a p% z matice E; adostanese X = t, p] + t, p} + E,.

4. Odecte se prispévek druhé hlavni komponenty PC2 od E, dle rovnice
E, = E; — t; p3.

5. Podobné se pokracuje, az se vycisli dostatecny pocet A hlavnich komponent.

e Stred modelu: Hlavni komponenty maji spolecny pocatek, ktery odpovida

vV Vev

centrovdni. Tento bod je pouhou abstrakci stejné jako latentni proménné hlavni
komponenty.

e Komponentni vahy, zatéze - vztah mezi X a PC: Hlavni komponenty PC jsou
vhodné Skdlované vektory v prostoru znakl. Kterakoliv hlavni komponenta
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predstavuje linedrni kombinaci vsech m vektorll v prostoru znakl, tj.
jednotkové vektory podél kaidé osy pavodniho znaku v m rozmérném
prostoru. Linearni kombinace v kazdé hlavni komponenté bude obsahovat m
koeficientl py,, kde k je index m-tého znaku a a je index sméru hlavni
komponenty. Napfiklad p,; znamena koeficient pro druhy znak v linearni
kombinaci, ktera vytvofi PC3. Tyto koeficienty se nazyvaji komponentni vahy.
Vahy pro vSechny hlavni komponenty tvofi matici P. Tato matice je vlastné
transformacni matici, kterd prevadi plvodni znaky zdrojové matice X do
novych latentnich proménnych, tj. hlavnich komponent. Vektory vah Cili
sloupce v matici P jsou ortogonalni.

Vahy informuji o vztahu mezi plvodnimi m znaky a hlavnimi komponentami.
Tvofi tak most mezi prostorem puavodnich znakd a prostorem hlavnich
komponent. Vahy souviseji se smérovymi kosiny kazdé hlavni komponenty
vzhledem k systému os plvodnich znakd.

Na grafu komponentnich vah p pro PC1 a PC2 jsou misto objektl jejich znaky.
Tak lze vySetrovat zavislosti a podobnosti mezi znaky. Tento graf rovnéz
ukazuje, jak kazdy pavodni znak pfispiva do kazdé hlavni komponenty. Je tfeba
si uvédomit, Ze hlavni komponenty predstavuji linearni kombinace
jednotkovych vektord puavodnich znakld. Komponentni vahy predstavuji
koeficienty v téchto linedrnich kombinacich. Kazdy ptvodni znak muzZe pfispivat
do vice nez jedné hlavni komponenty. Na x-ové ose je patrné jak jednotlivé
puvodni znaky pfispivaji do prvni hlavni komponenty. Analogicky na y-ové ose
je vidét jak jednotlivé znaky prispivaji do druhé hlavni komponenty. Nékteré
znaky zobrazuji kladnou vdhu, pak jde o kladné koeficienty v linearnich
kombinacich, zatimco jiné znaky zobrazuji zdpornou vdhu. Jsou-li v grafu
komponentnich vah znaky blizko sebe, znamena to, ze spolu silné koreluji. Jsou-
li naopak daleko od sebe, nekorelu;ji.

e Komponentni skdre - souradnice objektti v prostoru hlavnich komponent:

Souradnice kazdého objektu na osach hlavnich komponent nazyvame skdre.

Projekce i-tého objektu na prvni hlavni komponentu PC1 znaci skore til.

Projekce téhoz objektu na druhou hlavni komponentu PC2 znadi skoére t;,, atd.
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KaZdy objekt ma svdj soubor komponentnich skére t;q, ti3, ..., tjp—1. Hodnot
skore je stejny pocet jako hlavnich komponent.

Matice vSech skére pro vSechny objekty se nazyvd matice skdre T. Skore pro
jeden objekt v této matici tvofi jeden radek. Sloupce v této matici jsou
ortogonadlni. Vektor skore je sloupec v matici T a obsahuje skdre pro jednu
hlavni komponentu.

Jednim z nejdllezitéjSich grafi metody hlavnich komponent je graf
komponentniho skdre. Jde o zobrazeni dvou skdrovych vektor( vynesenych v
systému kartézskych os jeden proti druhému. Skérové vektory zde predstavu;ji
znazornéni objektd na hlavnich komponentach. Vyneseni skérovych vektor(
odpovidd vyneseni objektd v prostoru hlavnich komponent. NejuzivanéjSim
grafem ve vicerozmérné analyze dat je vektor skére PC1 proti skore PC2. Je
snadno k pochopeni, protoZe jde o dva sméry, podél kterych shluk objektl
vykazuje nejvétsi (PC1) a druhé nejvétsi (PC2) rozptyleni.

Graf komponentniho skore t; proti t, se obvykle vySetfuje jako prvni. Do
tohoto grafu lze vynaset libovolny par hlavnich komponent. Otazkou vsak
zUstdva, které hlavni komponenty jsou ty nejdulezitéjsi. Je-li pocet znakli m
mensi nez pocet objektl n, lze vynést m(m — 1)/2 moinych 2D-grafd
komponentniho skére. Po¢et moznych grafa se tak stadva nekontrolovatelnym a
neni mozné vysetfovat vSechny grafy. Uvedeme si pravidlo k volbé graf(i
komponentniho skére:

1. Na x-ové ose uzijeme vidy stejnou hlavni komponentu (obvykle prvni) u
vSech grafi komponentniho skére: t; proti t,, t; proti t3, t; proti t,, t; proti ts,
... atd., takze budeme vysetrovat ostatni hlavni komponenty proti stale stejné,
prvni. To nejlépe pomUze ziskat poZzadovany pfehled o hledané strukture dat.

2. UZijeme tu hlavni komponentu, ktera vykazuje nejvétsi hodnotu rozptyleni
pro vySetfovanou ulohu a vyneseme ji na x-ovou osu. U mnoha uloh se ukaze,
ze jde o PC1. Obecné lze fici, ze PC1 popisuje nejvétsi strukturni zménu v
libovolném souboru dat. Korelace vSak neni totozna s kauzalitou.
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Obé pravidla jsou velmi obecna a maji fadu vyjimek. Existuje také rada uloh,
kdy konkrétni informace je skryta v radé ostatnich hlavnich komponent.
Konkrétni informace pak Ize odhalit v jedné Ci nékolika prostfednich hlavnich
komponentach.

e Rezidua objektli: Metoda hlavnich komponent PCA pfinasi mnoho vyhod v
analyze zdrojové matice dat X pfi nahrazeni m plvodnich znakd objektd skéry
hlavnich komponent. Velikost projekéni vzdalenosti e; predstavuje urcitou
“ztratu informace” vlivem aproximace plvodniho souboru dat. Vzddlenost ¢; se
nazyva reziduum a vSechna rezidua objekt(l jsou obsazena v matici rezidui E.
Velikosti rezidui jsou v primé navaznosti na vyuzity pocet hlavnich komponent
A stejné jako na podil odhalené struktury v datech. “Velka rezidua” ukazuiji, ze
prolozeni objekty neni nejlepsi a model nedostatecné popisuje data. “Mala
rezidua” znaci dobry model. Existuje mnoho statistickych kritérii k posouzeni
tésnosti prolozeni technikou statistické analyzy rezidui. Plati obecné pravidlo:
malda hodnota A ¢ili malo vyuzitelnych hlavnich komponent znaci hodné
zbyvajiciho Sumu v matici E, velka hodnota A méné ponechaného Sumu v
matici E.

Matice E obsahuje jak mala tak i velka rezidua. Vyhodnoceni E je vidy relativni
vUci celkovému rozptylu. Na zdkladé priméru kazdého znaku se uréi pocatek
dat, spole¢ny vSsem hlavnim komponentam (0, O, ..., 0), ktery se nazyvd nulovd
hlavni komponenta, a ktery vlastné popisuje primérny objekt.

Odectenim primérného objektu od zdrojové matice X je stejné, jako
centrovani zdrojové matice dat. Pro A = 0 je matice rezidui E, a bude rovna
centrované matici X.. Matice E, hraje dullezitou referenéni roli pfi
kvantitativnim posouzeni relativni velikosti E.

Rezidua se budou ménit pfi pridavani dalSich hlavnich komponent. Index i u

pismene E; bude vzdy znacit pocet hlavnich komponent vycislenych v modelu

hlavnich komponent PCA. Vysledna rezidua se porovnavaji s rezidui matice E|,.

Pro A = 0 bude E, predstavovat 100%. Rezidudlovy rozptyl bude pak 100% a

modelem objasnény rozptyl bude 0%. Velikost E je charakterizovana ctverci

rezidui Cili rozptyly. Existuji dva zpUsoby jak scitat prvky matice E: bud'v fadku a
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obdrzet rezidua kazdého objektu, nebo ve sloupci a obdrzet rezidua kazdého
znaku.

Rezidua objektu: ¢tverec rezidui i-tého objektu el-2 je dan vzorcem

Rezidudini rozptyl i-tého objektu je pak roven e?/p. Druhd odmocnina tohoto
rozptylu bude predstavovat vzdalenost mezi i-tym objektem a modelovou
nadrovinou pouZitych A hlavnich komponent, vyjadienou v prostoru plvodnich
znak(. Reziduum objektu je mirou vzdalenosti mezi objektem v prostoru znaki
a modelovou projekci objektu do prostoru hlavnich komponent. Cim je tato
vzdalenost mensi, tim je tésnéjsi modelova projekce ptvodniho objektu. Jinymi
slovy, fadky v E indikuji, jak dobfe model proklada objekt za pouziti prave A
hlavnich komponent.

Celkovy Cctverec rezidui vsech objekti: Modelem hlavnich komponent se
prokladaji vsechny objekty soucasné. Je tfeba definovat celkovy Ctverec rezidui
vSech objekti vztahem

etzot = ?:1 eiz (15)

Celkovy rozptyl rezidui je pak roven eZ,./(p n).

5.4. Grafické pomiticky analyzy hlavnich komponent

Vysledek analyzy hlavnich komponent Ize zobrazit v nékolika rliznych typech
grafd.

5.4.1.  Cattelitv indexovy graf upati viastnich cisel (Scree Plot)

Je vlastné sloupcovym diagramem vlastnich ¢isel 4, = A, =>...> A,, zdrojové
matice dat X v zavislosti na indexu i (obr. 4.2a). Zobrazuje relativni velikost
jednotlivych vlastnich ¢&isel. Rada autorl ho s oblibou vyuZiva k uréeni poctu k
,vyznamnych“ hlavnich komponent. Upati je zlomové misto mezi kolmou
sténou a vodorovnym dnem. Nevyznamné hlavni komponenty (nebo faktory)

predstavuji vodorovné dno. Vyznamné komponenty jsou tak oddéleny
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zfetelnym zlomovym mistem, Upatim a hodnota indexu i tohoto zlomu udava
pocet vyznamnych komponent. Alternativou je graf Upati pro InA;. Urceni
poctu vyuzitelnych hlavnich komponent je jednim z dlleZitych ukol( v analyze
hlavnich komponent a uplatiiuje se napfiklad ve spektroskopii pfi hledani poctu
svétlo-absorbujicich ¢astic analyzou hodnosti absorbancéni matice. Protoze jsou
hlavni komponenty setfazeny dle klesajiciho rozptylu, mizeme vybrat prvnich
nékolik hlavnich komponent k jako predstavitele m-tice plvodnich znakd.
Existuje také celd rada jednoduchych pravidel, které vyhovuji praktickému
pouziti:

a) Vybér pouze k-tice komponent, které objasriuji zadané procento P variability
pavodnich znak(. Obycejné se voli P = 70 az 90 %. To znamen3, Ze se vybird k
takové, ze plati

1002514 > p (16)

XA

b) Vylouceni téch komponent, kterym odpovidaji vlastni cisla mensi nez
prdmérna hodnota (3%, A;)/m. Protoze };2; A; = tr §, je primérnd hodnota
vlastnich Cisel ekvivalentni prlimérné hodnoté rozptylu pavodnich znakd.
Vybiraji se tedy ty komponenty, jejichZ variabilita je nadprimérna. Pokud se
provadi PCA pro korela¢ni matici R, jetr R = m a primérna hodnota je rovna
jedné. To vede k jednoduchému pravidlu vyloucit hlavni komponenty, pro které
jsou vlastni vektory mensi nez 1. Na zakladé simulaci bylo zjisténo, Ze je |épe
vypoustét komponenty, pro které jsou vlastni Cisla mensi nez 0.7. Pfi pouziti
tohoto pravidla pro korelaéni matici staci provést normalizaci A;/ Y12, 4;. Je
mozné také vyuiit efektivniho rozptylu D, =1 — (detR)Y™. Pocet
vyznamnych hlavnich komponent k je pak roven

k =m(0.8 — 0.5D,) (17)

Toto kritérium odpovida vybéru hlavnich komponent objasiujicich 90 %
variability [6].
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c) Pravidlo ,.zlomené hole” Cattelova indexového grafu Upati vychazi z faktu, ze
pokud je jednotkovy Usek ndhodné rozdélen na m ¢&3sti, je ocekavand délka k-
té ¢asti rovna

1aom 1

gk = —Zi=k; (18)

m

Do PCA se pak zahrnuji ty komponenty, pro které plati, ze A, > gx.

5.4.2.  Graf komponentnich vah, zatézi (Plot Components Weights)

Zobrazuje komponentni vahy Cili zatéZze pro prvni dvé hlavni komponenty (obr.
4.30. Kazdy bod v grafu odpovida jednomu znaku a v grafu se porovnavaji
vzdalenosti mezi znaky. Kratka vzdalenost mezi dvéma znaky znamena silnou
korelaci. Lze nalézt i shluk podobnych znaku, jez spolu koreluji. Graf mizeme
povaZzovat za most mezi plvodnimi znaky a hlavnimi komponentami, protoze
ukazuje, jakou mérou pfrispivaji jednotlivé pavodni znaky do hlavnich
komponent. Nékdy se podafri hlavni komponenty pojmenovat, vysvétlit a
pridelit jim fyzikalni, chemicky nebo biologicky vyznam. Pak lIze nazorné
vysvétlit, jak jednotlivé puvodni znaky xj,j = 1,...,m, pfispivaji do prvni
hlavni komponenty nebo do druhé hlavni komponenty. Nékteré plvodni znaky
x;j prispivaji kladnou vahou, jiné zapornou. Byva zajimavé sledovat kovarianci
pdvodnich znak( x; v prostorovém 3D-grafu prvnich tfi hlavnich komponent.
Jsou-li znaky x;, j = 1,...,m, blizko sebe v prostorovém shluku, jde o silnou
pozitivni kovarianci. Kovariance vsak nemusi jesté nutné znamenat korelaci.
Interpretaci grafu komponentnich vah lze obecné shrnout do téchto bod:

a) DdaleZitost pdvodnich znakia xj, j = 1,...,m. Znaky x; s vysokou mirou
proménlivosti v objektech maji vysoké hodnoty komponentni vahy. Ve 2D-
diagramu prvnich dvou hlavnich komponent pak lezi hodné daleko od pocatku.
Znaky s malou dulezitosti lezi blizko pocatku. Kdyz uréime ddleZitost znakd,
uréime tim také variabilitu znak: jestlize naptiklad prvni hlavni komponenta y,
objasnuje 70 % proménlivosti a druha hlavni komponenta y, jenom 5 %
(ur¢eno z indexového grafu uUpati vlastnich Cisel), jsou plvodni znaky xj,
j = 1,...,m, svysokou viahou v y; tim padem mnohem duleZit&jsi nez znaky x;
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s vysokou vahou v y,. Znaky s uhlem 0° mezi pravodici grafu jsou silné pozitivné
korelované, znaky s uhlem 90° jsou zcela nekorelované, zatimco znaky s uhlem
180° jsou negativné korelované.

b) Korelace a kovariance. Plvodni znaky xj, j = 1,...,m, jsou blizko sebe,
anebo znaky x; s malym uhlem mezi svymi privodici znakl a na stejné strané
vici pocatku maji vysokou kladnou kovarianci a vysokou kladnou korelaci.
Naopak, plvodni znaky x; daleko od sebe, anebo s velikym dhlem mezi

privodici znakd, jsou negativné korelovany.

c) Spektroskopickd data. Ve spektroskopickych datech je graf komponentnich
vah cCasto nejvhodnéjsi. | zde plati pravidlo, Ze vysoké komponentni vahy
predstavuji vysokou dileZitost znakd x;j (napfiklad vinovych délek).

5.4.3.  Rozptylovy diagram komponentniho skore (Scatterplot)

Zobrazuje komponentni skére t,, t, obycejné pro prvni dvé hlavni komponenty
u vSech objektl (obr. 4.4). Body v tomto grafu jsou t;;, ty;, i = 1,...,n.
Dokonalé rozptyleni objekt(i v roviné obou hlavnich komponent ukazuje na
dokonalé rozliseni objektd. Lze snadno nalézt shluk vzdjemné podobnych
objekti a ddle objekty odlehlé a silné odliSné od ostatnich objektd. Diagram
komponentniho skdre vSak mlze byt i ve tfech ¢i vice hlavnich komponentach a
v rovinném grafu se pak sleduje pouze jeho primét do roviny. Tento diagram
se uzivd k identifikaci odlehlych objektd, identifikaci trendd, identifikaci tfid,
shlukl objektl, k objasnéni podobnosti objektld atd. Nelze analyzovat vSechny
mozné rozptylové diagramy, protoze jich je velmi mnoho. Napfiklad pro
m = 10 znakd, existuje m(m — 1)/2 = 45 diagram(, pro m = 11 pak 55
diagramQ, pro m = 12 pak 66 diagramU atd. Obvykle se vybiraji diagramy
zavislosti y; na y,, y; na y;, y; na y, atd. Pro identifikaci odlehlych bod( se
nékdy doporucuje graf pro posledni dvé hlavni komponenty, t;, t,_;. Vyklad
rozptylového diagramu komponentniho skére se tyka

a) Umisténi objekti. Objekty daleko od pocatku, respektive centra jsou

vvvvvv
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b)

c)

f)

5.4.4.

Podobnosti objekti. Objekty blizko sebe si jsou podobné, objekty daleko
od sebe jsou si nepodobné.

Objektl v shluku. Objekty umisténé zretelné v jednom shluku jsou si
podobné a pritom nepodobné objektidm v ostatnich shlucich. Dobfre
oddélené shluky prozrazuji, ze lze nalézt vlastni model pro samotny
shluk. Jsou-li shluky blizko sebe, znamena to znacnou podobnost
objektd.

Osamélych objekti. lzolované objekty mohou byt odlehlymi objekty,
které jsou silné nepodobné ostatnim objektlim. To plati, pokud se
nejednda o zdanlivou nehomogenitu danou zeSikmenim dat a
odstranitelnou transformaci znakd.

Odlehlych objektu. V idedlnim pripadé byvaji objekty rozptylené po celé
plose diagramu. V opacném pripadé je néco Spatného v modelu,
obycejné je pritomen silné odlehly objekt. Odlehlé objekty jsou totiz
schopny zbortit cely diagram, ve srovnani se silné vybocujicim objektem
jsou ostatni objekty nakumulovany do jediného uzkého shluku. Po
odstranéni vybocujiciho objektu se ostatni objekty bud rozptyli po celé
plose diagramu, anebo vypovidaji o existujicich shlucich.

Pojmenovdnim objekt(. Vystiznd jména objektl slouzi k hledani hlubsich
souvislosti mezi objekty a mezi pojmenovanymi  hlavnimi
komponentami. Snadno Ize ohranicit shluky podobnych objektll nebo
nakreslenim spojky mezi objekty vystihnout jejich fyzikalni ¢i biologicky
vztah.

Vysvétlenim mista objektu. Umisténi objektu v diagramu mulze byt
porovndvdno s komponentnimi vdhami plvodnich znak( ve dvojném
grafu a pomoci plvodnich znak( pak i vysvétleno.

Dvojny graf (Biplot)

Kombinuje pfedchozi dva grafy (obr. 4.6). Uhel mezi priivodi¢i dvou znak Xj a
X, je nepfimo Umérny velikosti korelace mezi témito dvéma znaky. Cim je
mensi Uhel, tim je vétsi korelace. Kazdy privodi¢ ma své souradnice na prvni a
na druhé hlavni komponenté. Délka této souradnice je Umérna pfrispévku
pdvodniho znaku x; do hlavni komponenty, Cili je dmérna komponentni vaze.
Kombinace obou grafll do jediného spole¢ného pfindsi cenné srovnani, jeden
graf zde pusobi jako doplnék vici druhému. Kdyz se ve dvojném grafu nachazi
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objekt v blizkosti urciteho znaku x;, znamena to, Ze tento objekt , 0obsahuje”
velky podil pravé tohoto znaku a je s nim v interakci. Interakce znakd a objekt(
umoznuje také vysvétlit umisténi objektl vpravo od nuly na ose y; (¢i vlevo od
nuly) pomoci pozice znakll v tomto grafu, popf. umisténi nahote od nuly (i
dole od nuly) na ose y,.

Modifikaci je 2D-graf s osami odpovidajicimi prvnim dvéma hlavnim
komponentdam. Body zde indikuji objekty a vektory jsou projekce znak.
Jednotliva skore t; a t, obsahuji souradnice bodu, které se obvykle oznacuji
Cisly objektu, stejné jako v rozptylovém grafu komponentnich skére. Vektory
zde obsahuji souradnice délek projekci p;; i-tého bodu do j-té hlavni
komponenty. Tyto projekce jsou vyjadreny v 2D-podprostoru n rozmérného
prostoru pro znaky, kdyz kazdy znak ma n slozek. Podobné jsou komponentni
skére vynesena v 2D podprostoru m rozmérného prostoru objektt [7]. Jako
méritko na osach se voli méritko odpovidajici komponentnim skdre, takze body
lezi uvnitr elipsy, ohranicené krivkou

2 2
Pix , Piz _
Bple=1 (19)

Interpretace tohoto grafu je shodna s interpretaci dvojného grafu.

5.4.5.  Graf rezidui jednotlivych objektu

Rozptyl rezidui jednoho i-tého objektu predstavuje vzdalenost mezi timto
objektem a modelem (obr. 4.5). Je vhodné zobrazovat tuto veli¢inu pro vSechny
objekty v jednom spolecném grafu a odhalit tak odlehlé objekty ¢i jiné
anomalie objektl. Toto zobrazeni je zvlasté vyhodné, kdyz potrebujeme
porovnat rezidua jednotlivych objektd mezi sebou. Dosahuje-li reziduum
uréitého objektu na y-nové ose proti ostatnim objektim abnormalné velké
hodnoty, plijde pravdépodobné o vybocujici objekt.

5.4.6.  Graf celkového rezidudlového rozptylu vsech objektii

Vystavba modelu hlavnich komponent se provadi postupnym pfridavanim

hlavnich komponent. Zacdina se s centrovanou matici dat X, oznacenou jako
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celkovy rozptyl rezidui E. Pak se vycisli t; a p; a odecte se E, a dostane se E;.
Matice E; poskytne novou hodnotu celkového rozptylu rezidui eZ,; ; kterd musi
byt mensi v porovnani s predesSlou hodnotou efot’o. Postupnym priddvanim
dalSich hlavnich komponent se hodnota celkového rozptylu rezidui e2tot,i bude
zmenSovat tak, Ze nova hodnota etzot,iﬂ bude vidy mensi nez predesla.
Vynesenim hodnoty etzot,iproti pocCtu pouzitych hlavnich komponent obdrZzime
indexovy graf upati celkového rezidudlového rozptylu vsech objekt( (obr. 4.2b).
Sestupnd krivka tohoto grafu Upati se bude bliZit k nule, kdyZz pocet hlavnich
komponent A se bude rovnat nejvétSimu Cislu, tj. hodnoty min(n,p). Graf
celkového rezidualového rozptylu je obdobou grafu uUpati vlastnich Cisel a
nalezeni zlomu na sestupné kfivce Cili upati analogicky vystihuje optimalni
pocet A vyuzitelnych hlavnich komponent.
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6. FAKTOROVA ANALYZA (FA)

6.1. Zameéreni metody FA

Faktorova analyza je vicerozmérna technika k vysSetfeni vnitfnich souvislosti a
vztah( Cili korelace a odhaleni zakladni struktury zdrojové matice dat. Tyka se
analyzy struktury vnitfnich vztahd mezi velkym poctem pulvodnich znak(
vyuzitim souboru mensiho poctu latentnich proménnych, zvanych faktory.
Nejprve jsou identifikovany faktory, a pak je kazdému faktoru pridélen
obsahovy, obvykle fyzikalni, vyznam, pomoci kterého je kazdy plvodni znak
vysvéetlen vybranym faktorem. Jde o dva primarni cile faktorové analyzy, a to
jednak sumarizaci a jednak redukci dat. V sumarizaci dat vyuziva faktorova
analyza faktor( tak, aby data vysvétlila a usnadnila jejich pochopeni daleko
mensim poctem latentnich proménnych, neZ je pocet pulvodnich znakd.
Redukce dat je dosaieno vycislenim skdre pro kaidy faktor a naslednou
nahradou plvodnich znak( novymi latentnimi proménnymi - faktory.

Podobné jako metoda hlavnich komponent patfi faktorova analyza mezi
metody snizeni dimenze Cili redukce poctu plvodnich znakl. Ve faktorové
analyze predpokladame, Ze kazdy vstupujici znak mizeme vyjadfit jako linedrni
kombinaci nevelkého poctu spoleénych skrytych faktord a jediného
specifického faktoru. Na rozdil od PCA se ve faktorové analyze snazime vysvétlit
zavislost znak(l. K nevyhoddam metody patfi zejména nutnost zvolit pocet
spolecnych faktor( jesté pred provadénim vlastni analyzy.

Demonstrujme si nejdfive myslenku faktorové analyzy na pfikladu dvou znaki
X1, X,, které jsou oba ovlivnény latentnim, spolecnym faktorem F a navic je
kazdy z obou znak( ovlivnén samostatné faktorem e;, popt. e,. Odpovidajici
model ma pak tvar

X; = aiF + biei, i =1,2. (20)

Konstanty umérnosti a;, b; se nazyvaji faktorové zdtéze. Plati, ze faktory e; a
faktor F jsou vzajemné nekorelované, tedy
cov(e; e;) =0, cov(e; F) =0, i =1,2. (21)
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Navic jsou x;, e;, F vyjadrené ve standardizovaném tvaru, tj. odecCtené od
priméru a délené smérodatnou odchylkou. Rozptyl i-tého znaku bude

o%(x;) = a? +b? = 1. (22)

Podil rozptylu, pfipadajici na spole¢ny faktor F, je a? a oznaduje se jako
komunalita a podil rozptylu, pfipadajici na samostatny faktor e;, je bl-2 a
oznacuje se jako specifita. Pro kovarianci respektive korelaci mezi x; a F plati,
Ze

cov(x;, F) = q; (23)
a pro kovarianci (korelaci) mezi x1 a x2 plati, Ze
cov(xy, xy) = a,a,. (24)

Zndme-li faktorové zatéie, mGieme snadno urcit korelace mezi plvodnimi
znaky. Na druhé strané vSak znalost korelaci mezi pdvodnimi znaky nemusi vést
k jednozna¢nému urceni

faktorovych zatézi. Plati, Ze rlizné typy model(, rozsifujicich jednoduchy model
(20) na vice plvodnich znak(, poskytuji stejné korelace. Lze definovat dvé
krajni situace:

1. Korela¢ni struktura plvodnich znak( je tvorena faktorovymi modely
se stejnym poctem spolecnych faktor( ale s rlznymi faktorovymi
zatézemi.

2. Korelaéni struktura puvodnich znakt je tvorena faktorovymi modely s
rdznym poctem spolecnych faktora.

Existuje rada rGznych faktorovych modell objasnujicich u stejnych dat korelaéni
strukturu plvodnich znak(l. Ne kazdy model je vSak stejné informativni. Pro
dobrou interpretaci faktord F se vétSinou pozaduje co nejjednodussi struktura.
Viibec nejjednodussi je takova struktura, ma-li kazdy znak nenulovou z3atéz
pouze pro jeden faktor. Struktura vyjadiena rovnici (20) je proto nejjednodussi.
Je snahou, aby kazidy spolecny faktor definoval rozdilné skupiny vzajemné
korelovanych plvodnich znakd. Takova procedura se oznacuje jako rotace
faktord. V souradném systému, jehoZz osy predstavuji jednotlivé spolecné
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faktory, které jsou nekorelované, tvofi znaky x;, i = 1,...,m, shluky a ucelem
rotace je potocit souradny systém tak, aby byly jednotlivé shluky co nejblize
novych os. Rotace, kdy se zachovava pravy uhel mezi spoleénymi faktory, se
oznacuje jako ortogondlni rotace. Pokud se jednotlivé osy pootaceji nezavisle
na sobé, neni jiz zachovan pravy uhel a jde o zobecnénou (oblique) rotaci.
Obecny faktorovy model ma celkem m znakl x4, ..., x,,;, a p spole¢nych faktoru
Fi,..., E,. Jednotlive faktorové zatéze se pak uspofadaji do tzv. faktorove
matice rozméru m X p, jejiz prvek a;; odpovida zatézi j-téeho spolecnéeho
faktoru pro znak x;. Uvedme, Ze komunalita pdvodniho znaku x; je dana

souctem
o?(x) =X  af = 1. (25)

Jednotlivé metody rotace pak souviseji s rozptyly ¢tverct zatézi. Varimaxovd
rotace maximalizuje rozptyl zatézi v kazdém sloupci faktorové matice.
Maximalizuje se vyraz

1 —_2\2 .
Cj = m i=1(ai2j + ajz) » J=L..p, (26)

kde a; je aritmeticky prdmér v j-tém sloupci. Hodnota C; se blizi k nule, pokud
jsou zatéze ve sloupci stejné, a blizi se k maximu, pokud jedna zatéz nabyva
hodnot blizkych jedné.

Alternativou je quartimaxova rotace, kdy se maximalizuje rozptyl zatézi v
kazdém radku, tj. vyraz

1 N2
d; = EZ?=1(ai2j + ajz) , J=L..,m, (27)

kde a; je aritmeticky primer v j-tém fadku.

Podle toho, které znaky se vzdjemné ovliviuji, rozezndvame tfi zakladni skupiny
spolecnych faktora:

a) Obecné spolecné faktory, které maji vysoké zatéze pro vsechny znaky.
b) Skupinové faktory, které maji vysoké zatéze pro skupinu znakd. Pro dva
znaky se takové faktory oznacuji jako doublety.
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c) Specifické obecné faktory, které maji vysokou zatéz pouze pro jeden
znak.
Jednotlivé spolecné faktory se pak interpretuji podle toho, pro které znaky maji
vysoké zatéze.

Faktorova analyza se obycejné déli do dvou kategorii. Uvedené uvahy se tykaly
modelu klasické faktorové analyzy FA, ktery lze vyjadrit obecné vztahem

X = ;-nzl aijF}- + biei. (28)

Druhym modelem je vlastné analyza hlavnich komponent PCA, kdy se
nepouzivaji zadné predpoklady o strukture znakl, a spolec¢nymi, latentnimi
faktory jsou hlavni komponenty y;, ..., y,. Tento model je pak ve tvaru

x; = Xitq by (29)
kde b;; jsou zatéze.

Zakladni rozdil mezi klasickou faktorovou analyzou FA a metodou hlavnich
komponent PCA je ve specifikaci korela¢ni matice R plvodnich znakd rozméru
m X m. Pokud jsou na diagondle této matice hodnoty 1 (korelace znaku
samotného se sebou je 1), vede faktorovd analyza této matice na analyzu
hlavnich komponent.

Pokud se vSak na diagonale korelacni matice dosadi odhady komunalit, odstrani
se jednoznacnost kazdého znaku a analyzuje se pouze jejich ¢ast zahrnutd ve
faktorovém modelu. Komunality Ize vsak urcit az po faktorové analyze, a proto
se pouzivaji rizné odhady:

a) nejvétsi parova korelace znaku s ostatnimi,

b) primérnd parova korelace znaku s ostatnimi (averoid),

c) vicendsobny korelaéni koeficient,

d) komunalita pro plvodni faktorovou analyzu, kdy jsou na diagondle
hodnoty jedna.

Komunality je mozné iterativné zpfesniovat. Faktorova analyza je vlastné typem
regrese, kdy vSechny znaky x;, x5, ..., X,, jsou uvazovany jako zavisle proménné
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a nezavisle promeénné jsou latentni faktory Fy,..., F,. Je také mozné uvazovat

model

VeliCiny F; se pak nazyvaji faktorova skore a pouZivaji se misto pGvodnich znak{

v fadé vicerozmérnych statistickych metod.

6.2. Podstata metody faktorové analyzy FA

Vyjdeme z matice X rozméru n X m standardizovanych dat xg,, = (x;; —
X;)/sj, kde x;; jsou prvky plvodni zdrojové matice dat X. ProtoZe se
standardizace provadi témér vidy, vynechame v tomto odstavci symbol R.
Matice X = Xy obsahuje m sloupcli znakl X,,...,X,, a n rfadkd objektd.
Vsechny znaky maji vzhledem ke standardizaci stfedni hodnotu 0 a rozptyly
rovné 1 a navic jejich kovariance jsou vlastné parové korelacni koeficienty.
Predpokladejme, ze xlT = (x4, %, ..., X, )Tje jeden obecny i-ty objekt pro dané
znaky s korelacni matici R. Tento objekt je v modelu faktorové analyzy (FA)
vyjadren vztahy

X1 = a11F1 + aleZ + -+ alpr + é1

Xy =a21F1+a22F2+"'+a2pr+€2 (31)

Xm = A1 F1 + ap B + - + ampr +en
kde Fy, F5,..., F, je p vybranych spoleCnych faktord, které vyvolavaji korelace
mezi m plvodnimi znaky. Faktory maji nulovou stfedni hodnotu a jednotkovy
rozptyl, e, e,, ..., ey, jsou specifické (chybové) faktory, které pfispivaji pouze k
rozptylu jednotlivych znakl. Koeficienty aij nazyvame faktorové zdtéze i-tého
znaku na j-tém spolecném faktoru F;, tyto koeficienty predstavuji prvky matice

faktorovych zatézi.
V maticovém tvaru pro n-tici objekt( Ize regresni model FA vyjadfit ve tvaru

X =FA" + E* (32)
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v némzZ matice X je rozméru n X m, F ma rozmér n X p, A ma rozmeér
m X p a E* je rozmérun X m. Zde matice F ma radky, které obsahuji p-tici
faktorUd nahrazujicich m-tici znak(, a E* je matice chybovych ¢lend, specifik.
Faktorova analyza je tedy podobna PCA.

U hlavnich komponent je kazda hlavni komponenta vyjadfena jako linearni
kombinace puvodnich znakd. Pocet hlavnich komponent je roven poctu
plvodnich znak(, i kdyZz se vSechny hlavni komponenty vyuzZivaji jen zfidka. U
faktorové analyzy je vsak jiz predem pocet faktord mensi, neZ je pocet
pavodnich znakd. V idedlnim pripadé by mél byt pocet faktorl pfredem zndm, v
praxi to nemusi byt ale splnéno. Data sama umoziuji tento pocet urcit.

Faktorovy model rozdéli kazdy plvodni znak x; na dvé casti, rozdéli vsak i
rozptyl kazdého znaku na dvé casti. Pokud je x; standardizovana, je jeji rozptyl
s? = 1. Obecné je rozptyl s? pro i-ty znak x; = a; Fy + a;pFy + -+ + ajmFp,

ve tvaru
2 _\P 2 p 14 -
S; = j=1 al-j + Zjikzj:#k aijaiijk + Ni' 1= 1, e, m. (33)

Pokud jsou faktory ortogonalni, je M = E a vSechny mimodiagonalni prvky
jsou rovny 0. Pak je rozptyl i-tého znaku ve tvaru

st = X0 af + Ny = hi +uf. (34)

Ve specializované literature se provadi jesté dalsi rozklad Sl-z, [9] a podrobny
popis metody je detailné popsan v monografii [21].

Komunalita hiz je Cast rozptylu prislusejici pouzitym faktorlm (objasnénd cast
rozptylu).

JedinecCnost uiz je Cast rozptylu pfrislusejici chybovému c¢lenu (zbytkova
variabilita). Casto se déli na specifitu ugi, kterou nelze nijak vysvétlit, a
nespolehlivost u,zvi, ktera predstavuje experimentalni chybu méreni.

Zakladni ulohou FA je pak urcit matici faktorovych zatézi A a hodnoty komunalit
hl-z, I = 1,...,m. Existuje mnoho metod, jak je vycislit. Nalezenému reSeni se
fikd pocatecni faktorovd extrakce. Po vycisleni prvnich odhadl faktord je
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faktorova matice pootocena a odpovidajici faktory jsou vycisleny za ucelem
zlepSeni vysvétleni plivodnich znak(l. Rada metod FA vyZaduje, aby pocet
spolecnych faktord p byl pfedem znam. Neni-li tomu tak, je tfeba &islo p urdit
nékterou z metod pouZivanych v PCA, naptiklad pomoci grafu upati vlastnich
Cisel. ProtoZze numerické vysledky jsou silné zavislé na zvoleném poctu p,
mnoho uZivatell provadi analyzu s nékolika rozlicnymi hodnotami p.

e Faktorova rotace. Jejim hlavnim cilem je odvodit z dat snadno vysvétlitelné a
pojmenovatelné spolec¢né faktory. Pocatecni odhady faktor(i vSak byvaji ¢asto
obtizné vysvétlitelné. Je to tim, Ze vétSina faktorl je korelovdna s vice znaky.
ProtoZe jednim z cill faktorové analyzy je pravé identifikace smysluplnych
faktoru, které zestruc¢nuji popis plvodnich dat, ukazuje se, Ze rotace (otoceni)
faktoru je dulezZitou transformaci plvodnich faktort, které uz budou snadnéji
vysvétlitelné. Otocené faktory jsou v idedlnim pripadé zvoleny tak, Zze nékteré
zatéze dosahuji vysokych hodnot blizko £1 a zbyvajici pak velmi nizkych, témér
nulovych. Je vhodné, aby kazdy znak dosahoval vysoké zatéze pouze u jediného
faktoru, Cili byl faktorové Cisty.

Cilem je transformovat pUvodni obtizné vysvétlitelnou matici s
nepojmenovanymi faktory do nové, otocené podoby, ve které lze faktory uz
snadnéji pojmenovat a ve které jsou pGvodni znaky prevaziné faktorové Cisté.
Matici lze zobrazit v grafu faktorovych zdatézi. Otoci-li se souradné osy faktor(
F; a F, 0 90°, nazyvame toto otoceni ortogondlni rotace. OtoCi-li se soufadné
osy faktord o jiny uhel nez 90°, nazyvame toto otoceni neortogondini rotace.
Ulelem otoceni faktorl je ziskani jednodussi struktury, kterd se snadnéji
vysvétli a znaky budou spiSe faktorové Cisté. To znamena, Ze se pozaduje, aby
kazdy faktor mél nenulové zatéZze pouze pro nékolik plavodnich znakl. To
pomuze pfi vysvétlovani a pojmenovani faktord. Také by bylo vhodné, aby mél
kazdy pUvodni znak nenulové zatéze pouze pro nékolik malo faktor(, nejlépe
pro jediny. To pak dovoli, aby se faktory odliSovaly jeden od druhého. Ma-li
nékolik faktord vysoké zatéze na témze znaku, je obtizné rozhodnout, v ¢em se
faktory vlastné lisi.
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Existuji jednoducha strukturni pravidla tykajici se matice faktorovych zatézi A.
Tato pravidla umoziuji zjednoduSeni modelu FA vybérem vhodnych nulovych
prvkl v matici A:

e Kazdy radek matice A by mél obsahovat alespon jeden nulovy prvek.

e Pokud se uvazuje p faktorl, mél by kazdy sloupec matice A obsahovat
nejméné p nulovych prvkd.

e Pro kazdou dvojici sloupcli matice A maji byt nékteré znaky nevyznamné
v jednom sloupci a;; = 0 avyznamné v druhém.

e Pro kaZzdou dvojici sloupcl ma byt pouze maly podil znakl vyznamny v
obou sloupcich.

Tato pravidla umoznuji zjednoduseni modelu FA pomoci vybéru vhodnych
nulovych prvkd v matici A. Otocenim faktor(i se neovlivni tésnost proloZeni
faktorového reseni. Tedy ackoliv se faktorova matice zméni, komunality a
procento vysvétleného rozptylu z celkového se nezméni. Otoceni predistribuuje
vysvétleny rozptyl pro jednotlivé faktory. Rzné metody otoceni faktor mohou
vést k identifikaci ponékud rozdilnych faktor(l, nebot rada algoritm{ uziva pro
ortogondlni rotaci metodu varimax, ktera minimalizuje pocet znakd, jeZ vykazuiji
vysokou zatéz faktoru. Nové osy faktord jsou vybrany tak, Ze prochdzeji shluky
znak(. Kdyz jsou faktorové =zatéze vycisleny podélenim kazidé zatéze
komunalitou dotyéného znaku, nazyva se tento vypocet Kaiserova normalizace.
Vypocet vede k rovnosti pusobeni znakli s proménlivymi komunalitami. Kdyz
neuzijeme tuto metodu, znaky s vysSimi komunalitami silné ovlivni konecné
feSeni. Dalsi je metoda quartimax, kterd minimalizuje pocet faktord potiebnych
k popisu plivodnich znakd, a konecné metoda equimax, kterd je kombinaci
obou predchozich. Prehled zakladnich typ( rotaci je uveden v Dartonové praci
[10].

Ortogonalni otoceni vede k faktorlim, které jsou nekorelované. Ackoliv je toto
vyhodna vlastnost, jsou pripady, kdy korelace mezi faktory dovoluji zjednodusit
faktorovou matici. Neortogonalni rotace vede k podstané smysluplnéjsim
faktorlm. Konecné vlivy v ptirodé jsou také vesmés korelované. Neortogonalni
rotace zachovdva komunality znak( tak, jak to ¢ini ortogonalni rotace.
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6.3. Grafické pomiticky faktorové analyzy FA

Grafické pomlcky jsou daleko nazornéjsi nez numerické hodnoty faktorovych
zatézi zapsané v tabulce. Uvedeme proto dvé uzitecné grafické diagnostiky,
které usnadni odhaleni vnitfni struktury v datech.

e Graf faktorovych zatézi. Vysetreni Uspésnosti ortogondlniho otoceni faktor(
nabizi 2D nebo 3D graf plvodnich znakl, kdyZ na soufadnych osach jsou
jednotlivé faktory. Jestlize bylo otofenim dosaZeno jednoduché struktury,
objevi se v grafu shluky znak(. Znaky pfi konci souradnicové osy maji vysokou
faktorovou zatéz pouze na pfifazené ose. Tyto faktory se oznacuji jako
faktorové cisté puvodni znaky. PGvodni znaky blizko pocatku (0, 0) maji malé
zatéze obou faktorl. Plvodni znaky, které nejsou blizké nékteré souradnici,
jsou vysvétleny obéma faktory a oznacuji se jako znaky faktorové necisté. Kdyz
bylo dosazeno jednodussi struktury, mélo by byt mdlo znakd faktorové
necistych. K identifikovani faktor( je také treba vytvofit skupiny znakdl, které
maji vysokou faktorovou zatéz pro stejné faktory. Pak lze v tomto grafu snadno
urcit i shluky znak.

e Graf faktorového skdre. Jelikoz je cilem faktorové analyzy redukovat veliky
pocet plvodnich znakli na mensi pocet faktorl, je rovnéz uzitecné vydcislit
faktorové skore pro kazidy objekt. Graf faktorového skére pro vybrany par
faktord je uzitecny k odhaleni vyjimeénych hodnot objektli, predevsim
odlehlych pozorovani. Pro k-ty objekt je skére pro j-ty faktor Fj, vycisleno
vztahem £, = i1 Wjixy, kde x; je standardizovana hodnota i-tého znaku
pro k-ty objekt a wj; je koeficient faktorového skore pro j-ty faktor a i-ty znak,
m je celkovy pocet vSech plvodnich znak(. Existuje fada sofistikovanych metod
k vycisleni koeficientli faktorového skére. Kazdd metoda ma své vlastnosti a
vysledky metod jsou paki rozlicné. PredevsSim uZivané regresni postupy
kombinuji vnitfni korelace mezi znaky x; a faktorovymi zatézemi, ¢imz vzniknou
veliciny zvané koeficienty faktorového skdre. Tyto koeficienty se uZziji linedrnim
zplusobem.
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7. KANONICKA KORELACNI ANALYZA CCA

7.1. Zameéreni metody CCA

Kanonicka korela¢ni analyza byla navriena v roce 1935 Hotellingem v
souvislosti s hledd-nim linearni kombinace jedné skupiny znakll x =
(x1,...,%q), ktera nejlépe koreluje s linearni kombinaci druhé skupiny znaku
Y = (Y1,---,Yp)- Vychazi z pfedpokladu spolecného rozdéleni obou skupin
znak(. Podobné jako u PCA a FA se hledaji linearni kombinace znak( obou
skupin, tj. hypotetickych kanonickych proménnych, které vedou k maximalnim
vzajemnym korelacim. Tyto kanonické proménné tvofi novy souradnicovy
systém vzajemné ortogonalnich slozek. Presnéji receno, jde o krokovy proces,
podobné jako v PCA, kdy se v prvnim kroku hleda linedrni kombinace x a
linearni kombinace y, jejichz korelace je maximalni. Tyto linearni kombinace
tvofi prvni slozky soufadnicovych systém( kanonickych proménnych pro x a y.
V dalSich krocich se hledaji dalSi linearni kombinace x a y, tj. kanonické
proménné takové, které maji maximalni vzajemnou korelaci a pfitom jsou
nekorelované s kanonickymi proménnymi (slozkami obou novych
soufadnicovych systém) nalezenych v predchozich krocich. Pfimé vyuziti této
metody je pfi snizovani dimenze, kdy jsou skupiny plvodnich znak( veliké a
Ucelem je nalézt maly pocet kanonickych proménnych (linedrni kombinace
pavodnich znak(l), které postihuji v maximalni mite korelace mezi plvodnimi
skupinami znakd.

Kanonicka korelaéni analyza Uzce souvisi s chovanim vicenasobného
korelacniho koeficientu R mezi jednou nahodnou veli¢inou a linearni kombinaci
jinych proménnych. Tento koeficient nabyva maxima pro pripad, kdy jsou
koeficienty linearni kombinace primo koeficienty regresnimi. Interpretace
kanonickych proménnych je jeSté problematictéjsi nez u faktorové analyzy.
Slouzi proto v fadé pripadu jako predzpracovani dat pro dalsi analyzu (naptiklad
diskriminacni).

Kanonicka korelacni analyza se ¢asto vyuzije v situacich, ve kterych se tvori
regresni modely a kde existuje vice nez jedna zavisle proménna. Zvlasté je
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uzite€na v situacich, kdy zavisle proménné jsou vnitfné korelovany, takze nema
cenu je vyhodnocovat oddélené, protoze by se zanedbala jejich vzajemna
vnitrni korelace. UzZiteCnou vlastnosti kanonické korelace je moznost ovéreni
nezdvislosti mezi skupinami znakd x a y.

7.2. Podstata metody CCA

Pfredpoklddejme, Ze chceme studovat vztah mezi skupinou znakl x =

T _ . T ..
(xl,xz,...,xp) a skupinou znakll y = (yl,yz,...,yq) . Bez Ujmy na
obecnosti lze predpokladat, ze vSechny znaky jsou centrované. V kanonické
korelacni analyze se tvofi kanonické proménné

U, =a1y, +ayy, +-+a,y, (35)
ze znakl y a kanonické proménné
V1 = b1x1 + bzxz + -4 quq (36)

ze znakd x. V kazdé skupiné znakud se vyhleddvaji koeficienty a; a b; tak, aby

s s

pro kanonické proménné U; a V; vykazovaly maximalni pdrovy korelacni
koeficient R. V druhém kroku se pak hledaji dalsi linearni kombinace Cili
kanonické proménné U, a V,, které maji druhy nejvétsi korelacni koeficient p,
za podminky, ze U, a V, jsou nekorelované s prvnimi kanonickymi proménnymi

U,aV;.

Korelace R mezi U, a V, se nazyva prvni kanonickd korelace. Prvni kanonicka
korelace je tudiz nejvétsi moznd korelace mezi linedrnimi kombinacemi znakl y
a linearnimi kombinacemi znakl x. Prvni kanonicka korelace predstavuje jistou
analogii k vicenasobnému korela¢nimu koeficientu ve vicendsobné linedrni
regresi. Rozdil je v tom, Ze u kanonické korelace existuje nékolik znakl y a je
nutné navic hledat optimalni linearni kombinaci mezi nimi. Druhd kanonickad
proménna V., je linearni kombinaci x a ji odpovidajici druha kanonicka
proménna U, je linearni kombinaci y. Koeficienty téchto linearnich kombinaci
jsou vybrany tak, Ze soucasné plati:

1.V, je nekorelovanésV, a U;.
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2.U, je nekorelovanésV, a U;.

Kanonické proménné V, a U, maji maximalni moznou korelaci R (podminénou
splnénim podminek 1 a 2), kterd se nazyva druhd kanonickd korelace a jez bude
nutné mensi nebo rovna prvni kanonické korelaci.

V dalSich krocich se urcuji kanonické proménné U; a V53, U, a V, atd.
Maximalni pocet kanonickych korelaci a jim odpovidajicich dvojic kanonickych
proménnych je roven mensimu ze dvou Cisel p a g, kdyZ p je poCet znakl x a g
je pocet znakl y.

Kanonické proménné je nutno také interpretovat, protoze stejné jako ve
faktorové analyze pracujeme i zde s hypotetickymi proménnymi, které je casto
obtizné fyzikdlné vysvétlit. Dllezitost kazdé kanonické proménné se
vyhodnocuje ze dvou hledisek:

a) UrCujeme intenzitu vztahu mezi kanonickou proménnou U a plvodnim
znakem y nebo kanonickou proménnou V a znaky x.

b) Vyjadfujeme také intenzitu vztahu mezi obéma kanonickymi proménnymi V
aU.

Jelikoz kanonicka korela¢ni analyza predpoklada pouze linedrni zavislost mezi
proménnymi, tfeba vysetfit grafy kazdého paru proménnych a provéfit linearitu
a odlehlé body [21].

Vybérové kanonické proménné je moiné ziskat z datovych matic X rozméru
(n X p) a Y rozméru (n X q), uvazuime p < q. Spole¢nd vybérova
kovarian¢ni matice je pak pro pfipad, Ze jsou vSechny znaky centrované (v
odchylkdch od pramér( jednotlivych znak), rovna

S.. S
S - ( P ) (37)
yx yy

Kovarian¢ni matice znak( x je rovna

S..=—X'X (38)

n-1
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a znakl y je rovna

s =1

vy =—X'X. (39)

Vybérovda matice kovarianci znakd x a znak( y je rovna

Sey = —XTY. (40)

n—1

Matice S, = Sy,.Rozkladem matice
(S5xSxySyySyy) = VAVT (41)

navlastniCislad; = 4, =...= A4, jako diagonalni prvky diagonalni matice 4 a
vlastni vektory V4,V,,..., V), jako sloupce ortogonalni matice V jsou urceny
kanonické korela¢ni koeficienty a koeficienty b; = V;. Koeficienty a; se pak
urci ze vztahu

1

VA

Kanonické proménné pro vybérova data jsou reprezentovany kanonickymi

a; = S;},Sxybl (42)

skore
V=XB a U-=YA, (43)

kde B obsahuje jako sloupce vlastni vektory V; = b; a A obsahuje jako
sloupce koeficienty a;. Pro interpretaci kanonickych proménnych se pocitaji
také matice zatézi podle vztah(

L,=SxB a L,=5,A (44)

yys=

Byva zvykem pracovat s normovanymi znaky (centrovanymi a délenymi
smérodatnou odchylkou), pak se v uvedenych vztazich pouziji misto
kovarian¢nich matic § matice korelacni R. Obycejné se také pouziva pouze
maly pocet kanonickych proménnych, a to mensi nez min(p, q).

Pro normované znaky jsou L, a L,, pfimo korelacnimi koeficienty mezi znaky x
a kanonickymi proménnymi V, respektive mezi y a U. Pro centrované

proménné se ziskavaji korelacni matice vyndasobenim, respektive, kde D jsou
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diagonalni matice obsahujici na diagonale smérodatné odchylky jednotlivych
znakad.

7.2.1. Test vyznamnosti kanonickych korelaci

Vétsinou se urcuji koeficienty pro vSechny kanonické proménné, dale hodnoty
kanonickych korelaci a hodnoty kanonickych proménnych pro vsechny prvky
vybéru, nazyvame je kanonickd skore. Standardni je test nulové hypotézy Hy:
»k nejmensich kanonickych korelaci souboru je rovno nule“. Dva testy jsou
vhodné: Bartlettilv y?-test a aproximativni F-test. Oba testy byly odvozeny za
predpokladu, Ze x a y pochazeji z vicerozmérného normalniho rozdéleni. Velka
hodnota y? a velkd hodnota F jsou indikatorem, Ze ne viechny korelace mezi
proménymi v souboru jsou nulové. V datech s vice znaky mohou byt tyto testy
uziteénym prlvodcem k vybéru poctu statisticky vyznamnych kanonickych
korelaci. Vysledky testu vysSetfujeme proto, abychom urcili, ve kterém kroku Ize
zbyvaijici kanonické korelace povazovat za nulové.

1.2.2. Vysvetleni kanonickych promennych

Dalezitym vystupem jsou korelace mezi kanonickymi proménnymi a ptvodnimi
znaky, ze kterych byly kanonické proménné odvozeny. Tyto korelace vysvétluji
kanonické proménné, kdyz nékteré ze znaku at uz ze skupiny x, nebo ze skupiny
y jsou navzajem silné vnitiné korelované. Tyto korelace se nazyvaji zdtézZe
kanonickych proménnych nebo koeficienty kanonické struktury. Protoze
kanonické zatéze mohou byt vysvétlovany jako korelace mezi kazdym
plvodnim znakem a kanonickou proménnou, jsou uZitecné v pochopeni vztahu
mezi znaky a kanonickymi proménnymi. Je-li skupina znakt v jedné kanonické
proménné nekorelovand, kanonické zatéze jsou rovny standardizovanym
koeficientim kanonické proménné. Jsou-li nékteré ze znakl silné vnitiné
korelovany, pak zatéze a koeficienty jsou zcela rozlicné. To je pravé pripad
vysvétleni kanonickych zatézi, ktery je ponékud snazsi nez koeficient(
kanonické proménné. Predpokladejme napfiklad, Ze existuji dva znaky x, které
jsou vysoce kladné korelovany a Ze kazdy je pozitivné korelovan s kanonickou
proménnou. Pak je moiné, Ze jeden koeficient kanonické proménné bude
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kladny a jeden zaporny, zatimco kanonické zatéze jsou obé kladné, jak by se
dalo ocekavat.

(.2.3.  Analyza redundance

Primérnd hodnota ctvercd kanonickych zatéZzi pro prvni kanonickou
proménnou V; poskytuje podil rozptylu znakl, jez je vysvétlen prvni
kanonickou proménnou. Obdobné to plati i pro U; a znaky y. Nékdy je podil
rozptylu takto objasnéného maly, i kdyz jde o vysokou kanonickou korelaci. To
se mlzZe stat v dusledku jednoho ¢i dvou znakd, které maji hlavni vliv na
kanonickou proménnou. Témto vypoctim se tikd analyza redundance
(nadbytecnosti). Redundanéni index je mirou primérného podilu rozptylu ve
skupiné znak( y, ktery nebyl zahrnut do souboru V. Je analogicky ctverci
vicenasobné korelace ve vicenasobné linearni regresi. Je také moziné ziskat
podil rozptylu ve skupiné znakUl x, jez je objasnén vSemi proménnymi U.

(.2.4.  Grafické pomiuicky

Mezi uziteéné grafické diagnostiky patfi graf zdvislosti skdre kanonickych
proménnych U; na V,;. Stupen rozptyleni bodd po plose je dilezitym
ukazatelem. Graf je uzZite¢ny v odkryvani neobvyklych pfipadd ve vybérech, jako
jsou odlehlé body. Graf zavislosti U; na V; mlZe vést ve zdanlivé nelinedrni
roztylovy diagram nebo elipticky tvar typicky pro dvojrozmérné normalni
rozdéleni.
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8. DISKRIMINACNI ANALYZA (DA)

Hledanim struktury a vzajemnych vazeb v objektech se zabyvaji klasifikacni
metody vicerozmérné statistické analyzy. Klasifikacni metody jsou postupy,
pomoci kterych se jeden objekt zaradi do existujici tfidy (diskriminacni analyza
DA), nebo pomoci nichZ lze neusporddanou skupinu objektd usporadat do
nékolika vnitfné sourodych tfid ¢&i shlukh (analyza shluki CLU). Postup
klasifikace je zaloZzen na urcitych predpokladech o vlastnostech klasifikovanych
objektli, napfiklad, kdyz rozdéleni ndhodného vektoru charakterizujiciho
objekty je normalni, pak hovofime o parametrickych klasifikacnich metoddch.
Neni-li klasifikace zaloZzena na znalostech rozdéleni ndhodného vektoru,
mluvime o neparametrickych klasifikacnich metoddch. Vyznamnou roli pfi
hledani struktury a vazeb mezi objekty na zakladé jejich podobnosti tvori také
vicerozmérné skdalovani MDS.

Obecné patfi tyto ulohy do kategorie statistického uceni (statistical learning),
kdy se na zdkladé vystupl bud metrickych (kardindlni), nebo nemetrickych
(ordindlni, nomimalni) konstruuje predikce, kterd je zaloZena na skupiné znaku
(vstupni data). Pro vybrané vystupy a znaky jsou k dispozici tzv. trénovaci data,
kde je pro kazdy objekt urcen jak vystup (y), tak i hodnoty vSech znakd (x). Na
zakladé téchto dat se sestavuje predikéni model y = f(x), ktery umoznuje
predpovédét vystup pro novy objekt charakterizovany znaky x,. Je zfejmé, ze
takto definovana uloha statistického uceni souvisi velmi Uzce s regresni

L

analyzou. Protoze se na zakladé trénovacich dat ,uci“ predikéni model
predvidat y, oznacuje se tento postup jako uceni s ucitelem (supervised
learning). Pfi uceni bez ucitele (unsupervised learning) jsou k dispozici urcité
znaky pro objekty a nikoliv vystupy. Ulohou je pak pouze stanovit organizaci dat

(shluky). Zaklady statistického uéeni jsou popsany napfriklad v knize [13].

8.1. Zameéreni metody DA

Klasicka klasifikacni diskriminacni analyza, zavedena Ronaldem Fisherem v roce
1936, patfi mezi metody zkoumdni vztahu mezi skupinou p nezavislych znakd,
zvanych diskrimindtory (sloupct zdrojové matice), a jednou kvalitativni zavisle
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proménnou - vystupem. Vystupem je v nejjednodusSim pripadé binarni
proménna y, nabyvajici hodnotu 0 pro pfipad, Ze objekt je v prvni tridé,
respektive hodnotu 1 pro pripad, Ze objekt je ve druhé tfidé. O tridach je
zndmé, Ze jsou zietelné odlidené a kazdy objekt patii do jedné z nich. Ugelem
mUze byt také identifikace, které znaky pfispivaji do procesu klasifikace. Ve
vstupnich datech trénovaci skupiny jsou svymi hodnotami diskriminator( a
vystup( viechny objekty zafazené do tfid. Ucelem je nalézt predikéni model
umoznujici zaradit nové objekty do trid.

Redeni této ulohy vyuZitim logistické regrese je jednoduché. U konstrukce
modell v logistické regresi se omezime na standardni pravdépodobnostni
pristup vychazejici z predpokladu, ze ve vSech skupinach maji znaky stejné
rozdéleni (normalni), liSici se pouze nékterymi parametry. Symbol m; oznacuje
apriorni pravdépodobnost prislusnosti objektu do prvni skupiny a m, = 1 —
m; je pak pravdépodobnost pfislusnosti objektu do druhé skupiny. Pomoci
Bayesovy véty pak muUZeme obecné urlit aposteriorni pravdépodobnost
pFislusnosti k j-té skupiné (j = 1, 2)

fi()m;

P(G=]|x)=m )

j=1,2. (45)
Tento zdpis se da snadno rozsifit i pro pripad vice kategorii. Pokud je
P(G = jlx) znamé, je k dispozici rozhodovaci pravidlo, na jehoz zakladé
mlzeme klasifikovat novy objekt do té skupiny, kde je tato aposteriorni
pravdépodobnost vyssi. Je zfejmé, Ze existuje vidy pravdépodobnost chybné
klasifikace, nespravného zarazeni do trfid. Da se wukazat, Ze tato
pravdépodobnost je minimalizovana pro pripad, Ze jako rozhodovaci pravidlo
byla vybrana aposteriorni pravdépodobnost P(G = j | x). Z rovnice (7.6) je
zfejmé, Ze objekt zafadime do prvni skupiny, pokud m;f;(x) > m,f,(x),
protoZe soucet ve jmenovateli je pouze normalizacni konstantou. Pro zarazeni
objektu do prvni skupiny musi proto platit, ze

fi(x)
f2(x)

> 1, /1. (46)
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Je zfejmé, Ze konkrétni diskriminacni pravidla budou zaviset na tom, které
parametry obou rozdéleni se lisi. Jak bude ukdazano dale, vede nejjednodussi
pfipad, kdy se f;(x) a f,(x) lisi pouze stfednimi hodnotami, na tzv. linedrni
diskriminacni analyzu (LDA) a pfipad, kdy se rozdéleni lisi i kovariancnimi
maticemi, na kvadratickou diskriminacni analyzu (QDA).

8.2. Zarazovaci pravidla DA

Pfed formalnim odvozenim diskriminaénich pravidel na zakladé rovnice (7.6) si
ukaZme intuitivni postup. Pro zjednoduseni uvazujme, Ze ucelem je klasifikace
do jedné ze dvou tfid (A, B) a Ze klasifikace se provadi na zakladé jednoho znaku
X s normalnim rozdélenim. Ve tfidé A jde o rozdéleni N(u,, 02) a ve tfidé B jde
o rozdéleni N(ug,d3). Novy objekt necht ma hodnotu x. Je logické vybrat tu
tfidu, pro kterou je x blize ke stfedni hodnoté dané tfidy. MUzZeme tedy urcit
prahovy bod C = (uy + up)/2. Pro pfipady, kdy x < C se pak objekt zaradi
do tridy (A) a pro x = C do druhé tfidy (B). Tato pravdépodobnost je pro obé
kategorie stejna. Pokud by se toto pravidlo pouzilo i pro pfipad nestejnych
rozptyli obou rozdéleni, kdy naptiklad 07 < o3, dodlo by k situaci, Ze
pravdépodobnost nespravné klasifikace pro tfidu A by vysla vétsi, nez pro tfidu
B. Bude tedy tfeba penalizovat C s ohledem na nestejny rozptyl. Je zfejma
analogie s t-testem porovnani dvou stfednich hodnot pro nestejné rozptyly. Pro
pfipad dvou diskrimindtord (x; x,) je vyhodné zobrazovat v prostoru x; x,
elipsy konstantni hustoty (napriklad pro pravdépodobnost 0.95). Zalezi na tom,
zda jsou kovariancni matice C4 a Cg shodné Ci nikoliv.

Pro shodné kovarian¢ni matice a stejné apriorni pravdépodobnosti zarazeni do
kategorii (mr; = m,) bude délici ¢arou pro obé tfidy pfimka, uréend rovnici
a, x; + a, x, = C. Tato situace se oznacuje jako linedrni diskriminace (LDA).
Pro rQzné kovarianéni matice €, # Cgz bude délici ¢ara definovana
polynomem druhého stupné, coz je kvadraticka diskriminace (QDA). Pomoci
diskriminacni funkce se pfevede dvourozmérny problém zarazovani do tfid na
problém jednorozmérny, tj. vypolet Z; = a;xy; + ayx,; a porovnanis C.
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8.3. Linearni (LDA) a kvadraticka (QDA) diskriminacni funkce

PFfi formalnim odvozeni tvaru diskriminacnich funkci je mozné vyjit z rovnice
(45) pro aposteriorni pravdépodobnost pfislusnosti k j-té skupiné (j = 1,2) a
hledat jeji maximum. Podle typu hustot pravdépodobnosti pro znaky f;(x) a
f2(x) se tak lisi jednotlivé diskrimi-nacni metody v tom, jak jsou specifikovany
délici oblasti a jaky maji tvar:

e pro normalni rozdéleni, liSici se jen stfednimi hodnotami tfid, dostavame
linedrni diskriminacni analyzu (LDA),

e pro normalni rozdéleni, liSici se jak stfednimi hodnotami, tak i
kovarian€nimi maticemi tfid dostdvame kvadratickou diskriminacni
analyzu (QDA),

e pro pripad smési normalnich rozdéleni vychazeji nelinearni diskriminacni
funkce,

e pro pfipad neparametrickych hustot rozdéleni znaku ve tfidach obdrzime
flexibilni diskriminacni funkce,

e naivni Bayesiv pfistup spocivd v predstavé, Ze kaidd hustota
pravdépodobnosti ve tfidé je ziskana jako soucin margindlnich hustot
znak({l (znaky jsou zde povazovany za podminéné nezavislé).

Pro pripad vicerozmérného Gaussova rozdéleni v i-té tfidé ma odpovidajici
hustota pravdépodobnosti tvar

1 1 _
fi®) = Gy P (8 = BTCT (X — 1), (47)

kdem = 2 je pocet znaku [21].

1. Linedrni diskriminacéni funkce LDA

LDA vychazi z predpokladu, ze €; = C, = C. Pak pro dvé tfidy 1, 2 mame
logaritmus poméru aposteriornich pravdépodobnosti

PG=1%) _, (@) | . m) _
lnP(G:ZIx) =In (fz(x) +1n nz) o

= lnz—; —0.5(m — )"V (g — o) + xTCTH (g — ). (48)
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Vzhledem k proménné x = (x4,x,)T jde o linearni funkci, takie dé&lici funkci
bude pfimka. Tato délici funkce je mnoZinou bodul x, pro které plati P(G = 1 |
x) = P(G = 0] x). Pro pfipad vice znak( jsou délici ¢ary linearnimi useky
prochdzejicimi praseciky jednotlivych elips konstantni hustoty pro jednotlivé
tridy.

Pro pfipad, 7e C = o02E, tj. jednotlivé znaky jsou ortogonalni, pfechazeji elipsy
v kruznice. Délici ¢ary prochazeji stfredem spojnice mezi body stfednich hodnot
a jsou na tyto spojnice kolmé.

Z uvedené rovnice pro logaritmus podilu aposteriornich hustot mizeme snadno
urcit pravidlo pro zarazeni do prvni skupiny ve tvaru

a’x+b >0, (49)
kde

a’ = (u —py)'C, (50)
je vektor koeficient(i u linedrniho ¢lenu a absolutni ¢len je ve tvaru

b =-0.5a"(u, +u,) — an—;, (51)

Linearni diskrimina¢ni funkce je pak L(x) = a’x Rozdé&leni této funkce je
normalni a zavisi na Mahalanobisové vzdalenosti mezi stfednimi hodnotami v
obou skupinach

D1\24 = (U — Ilz)TC_l(Ih — Ua). (52)

Pro obé& skupiny pak plati, e E(L(x)) = D%/2aD(L(x)) = Dg. Délici
rovina (pfimka prom = 2) je pak uréena rovnici

Lix)+b=a"x+b=0. (53)

Znalost rozdéleni statistiky L(x) umozZiuje stanovit chybu nespravné klasifikace
w ze vztahu
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D2 D2
T 2 s 2
W =T ( LZ)M ) + 1,0 (—Djw ), (54)

kde ¢(x) je distribu¢ni funkce normovaného normalniho rozdéleni. Pro pfipad
neinforma-tivni apriorni pravdépodobnosti m; = m, = 0.5 vyjde jednoduchy
vztah w = @(—D,;/2). Chyba nesprdvné klasifikace do prvni tfidy je stejnd
jako chyba klasifikace do druhé tfidy. Pfi pouziti Mahalanobisovy vzdalenosti u
realnych dat se doporucuje pouzit korekci

n—-m-3 2 nm

(55)

n-2 nn,

Misto linearni diskriminacni funkce je mozné pouzit linedrni diskriminacni
kritérium, které nevyZzaduje stanoveni koeficientd a, b. Toto kritérium Lk;(x)
se pocitd pro kaZidou j-tou tfidu zvlast. Pfi klasifikaci objektl se pak objekt
zafazuje do |-té tfidy, pro kterou vyjde Lk;(x) = max {Lk;(x)}. Pro LDA m3

linedrni diskriminacni kritérium tvar
Lkij(x) = x"C~'p; — 0.5u C™'p; + Inr;. (56)

Ukazme si praktické pouziti LDA na pripadu dvou trid, tedy m = 2. Vychazi se
ze znamych vstupnich matic X; rozméru n; X m pro tfidu 1 a X, rozméru
n, X m pro tfidu 2. Jednotlivé objekty v matici X vSech dat se tedy zaradi do
tfid podle vystupu G. Standardnim postupem se pro jednotlivé tridy vycisli
vybérové prlimeéry a a spolecnd kovarianéni matice

_ (n1—1)§1+(np—-1)$,
Tl1+n2—2 )

S

(57)

Vhodnym zplsobem se urci apriorni pravdépodobnosti. Nejjednodussi je
predpoklad m; = m, = 0.5. Pokud je vybér informativni, tj. reprezentativni, a
byl pofizen jako celek a pak teprve rozdélen do skupin, je mozné pouzit
relativnich Cetnosti

ng np

ft, = . (58)

nq{+n, n{+n,

ﬁlz

53



Pokud Ize pfijmout predpoklad normality, urci se koeficienty Fisherovy linearni
diskriminacni funkce z odhad

da= (%, —%,)S . (59)

b =—05a"(% — %,) — ln% . (60)
1

Pfi zarfazovani novych objektd s hodnotami znakd x, se pak uvazuje pravidlo, Zze
do prvni skupiny je podle pouZitého pravidla objekt klasifikovan, pokud plati
a’x, + b=>0.v opacném pripadé je klasifikovan do druhé skupiny. Vyuzitim
Mahalanobisovy vzdalenosti Ize odhadnout i chybu klasifikace.

Koeficienty diskriminacni funkce jsou také nazyvany koeficienty kanonické
diskriminacni funkce, protoze jsou totozné s témi, které vycislime kanonickou
korelacni analyzou, kdyz budeme uvaiovat maximalné korelované linedrni
kombinace zavisle proménné jak ttid, tak i jejich diskriminator(.

Jiny soubor koeficientl je nazvan koeficienty Fisherovy linedrni diskriminacni
funkce neboli klasifikaCni koeficienty, které mohou byt uzity pfimo k zafazovani
novych dosud nezafazenych objektl do tfid Cili ke klasifikaci. Soubor takovych
koeficientl je vycislen pro kazdou tfidu a objekt je zafazen do té ttidy, pro
kterou dosahne nejvétsi hodnoty diskriminacniho skére. Jsou-li pouzity obé
kanonickeé diskriminacni funkce, jsou klasifikacni vysledky stejné.
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9. LOGISTICKA REGRESE (LR)

9.1. Zaméreni metody LR

Logisticka regrese byla navrzena v 60-tych letech [14] jako alternativni postup k
metodé nejmensich ¢tvercl pro pfipad, Ze vysvétlovand (zavisle) proménna je
binarni. V minulosti se tykala vétSina uloh aplikace logistické regrese oblasti
mediciny a epidemiologie. Vysvétlovand (zdvisle) proménnd predstavuje
pfitomnost nebo nepritomnost choroby. Prikladem mohou byt vypocty rizika
vzniku srdec¢ni choroby nebo rakoviny jako funkce osobnich a chovani se
tykajicich charakteristik (vék, vaha, krevni tlak, hladina cholesterolu a koureni).
Logistickd regrese mlze tfeba v jedné uUloze odhalit, které charakteristiky
mohou predikovat téhotenstvi mladistvych, kdy Ize predikci provést na zakladé
rozlicnych proménnych, jako je bodové hodnoceni mladistvého primérem
zndmek v zakladni Skole, nabozenstvim nebo velikosti rodiny. V pramyslu
mohou byt hodnoceny vyrobni jednotky bud’ jako uspésné, nebo neuspésné. K
tomu je sledovana rada charakteristik a vySetri se, které charakteristiky budou
ucinné predvidat komercni Uspéch. Logisticka regrese uUzce souvisi s
diskrimina¢ni analyzou a analyzou smési normalnich rozdéleni [15]. Je
alternativni metodou klasifikace, kdyz nejsou splnény predpoklady
vicerozmérného normalniho modelu. MzZe se aplikovat na libovolnou
kombinaci diskrétnich nebo spojitych proménnych. Vyzaduje vsak znalost obou,
jak zavisle proménné, tak i nezavisle proménnych u analyzovaného vybéru.
Vysledny model pak muze byt vyuZit k budoucimu klasifikovani, kdyz jsou
uzivateli dostupné pouze vysvétlujici, nezavisle proménné.

Logisticka regrese se liSi od linedrni regrese v tom, Ze predikuje
pravdépodobnost dané udalosti, kterd se bud’ stala, nebo nestala. Vypoctena
pravdépodobnost je tedy bud rovna 0, nebo 1. Aby se vytvorila tato vazebna
podminka, uziva logistickd regrese tzv. logitovou transformaci, ktera vede na
sigmoidalni vztah mezi zavisle proménnou y a vektorem nezavisle proménnych
x. Pfi velmi nizkych hodnotach nezavisle proménné se pravdé-podobnost
proménné y blizi k nule, zatimco pfi vysokych hodnotach nezavisle proménné
se blizi k jedné, obr. 8.1. Rozdil mezi logistickou a linedrni regresi spociva v tom,
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Ze logisticka regrese pouziva kategorickou vysvétlovanou, zdvisle proménnou
zatimco linedrni regrese uziva pouze spojitou vysvétlovanou, zavisle
proménnou. Centrdlni roli zde hraje logitova transformace, ktera vychazi z tzv.
poméru sanci ¢i nadéje. Dle typu vysvétlujici proménné se rozlisuiji:

a) Bindrni logistickd regrese, kterd se tyka binarni zdvisle proménné C¢i
znaku, nabyvajici pouze dvou mozinych hodnot, jako je napfriklad
pfitomnost a nepfitomnost, muZ a Zena. Vektor vysvétlujicich,
nezavislych proménnych ¢&i znakl mlZe obsahovat jednu ¢&i vice
proménnych ¢&i znakd, a to spojitych zvanych prediktory anebo
kategorickych zvanych faktory.

b) Ordindini logistickd regrese, kterd se tykd ordindini zavisle proménné ¢i
znaku, nabyvaijici tfi a vice moznych stavu pfirozeného charakteru, tfeba
stoupajici sily jako je silny nesouhlas, nesouhlas, souhlas, silny souhlas.
Vektor vysvétlujicich nezavisle proménnych ¢i znakl mize obsahovat jak
prediktory, tak i faktory.

c) Nomindlini logistickd regrese, ktera se tykd nominalni zavisle proménné,
znaku o vice neZz tfech udrovnich rlznych stavd, mezi kterymi je
definovana pouze odliSnost. Vektor vysvétlujicich nezavisle proménnych
mUzZe obsahovat jak prediktory, tak i faktory.

9.2. Logisticky regresni model

V logistické regresi potfebujeme védét, zda se udalost stala nebo nestala. Jde
proto o dichotomickou hodnotu zavisle proménné, ze které se odhaduje
pravdépodobnost, Ze se udalost stala ¢i nestala. Je-li predikovana
pravdépodobnost vétsi nez 0.50, pak se udalost stala, je-li mensi nez 0.50, pak
se nestala. Nazev logisticka regrese je odvozen od logitové transformace zavisle
proménné. Je-li tato transformace uZita, logisticka regrese a jeji koeficienty
nabyvaji ponékud jiného vyznamu nez v regresi metrické proménné. Postup,
vyCislujici logistické koeficienty, porovnava pravdépodobnost udalosti
odehrané Ly vadi pravdépodobnosti udalosti neodehrané Ly = 1 — Ly
vyuzitim  pravdépodobnostniho  pomeru  Ly/Ly, ve kterém je
pravdépodobnost L4y vyjadfena logistickou funkci

1
Loy = ee=z

(61)
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Pravdépodobnostni pomér, také nazyvany ,pomér vyhlidek, sanci“, Ize vyjadrit

vztahem
Ly _
= eXpag tagx; +axx, +rtapxy . (62)
(0)
kde odhadovane koeficienty ay,a,,a,,...,a, jsou miry zmény pomeéru

pravdépodobnosti, ktery je linearni funkci diskriminacni funkce o p plvodnich
nezavisle proménnych

Z=ag+a;x; +azx; ++ayx, . (63)

Po dosazeni, zlogaritmovani vyrazu (61) a Uprave vyjde

C—Z=In (ﬂ) (64)
7€)

V souladu s klasifikacnimi postupy (statistické uceni s ucitelem) je Ly =
PG=11x) a Lph=PG=11x)=1-PG=11x). Po
Upravach rovnice (61) vyjde

In (%) = by + byxy + byxs + -+ by, (65)
kde by = —C + ay, b; = a; pro i = 1,...,p. Je patrnd podobnost s

vicendsobnou linearni regresni funkci. Vycisleni poméru pravdépodobnosti je
béiné uZivand technika vysvétleni pravdépodobnosti. Ve sportu napfriklad
fekneme, Zze tym ma Sanci 3:1. Toto tvrzeni rika, Zze favorizovany tym ma

pravdépodobnost vitézstvi 3%=%=0.75. Plati tedy pravdépodobnostni
pomeér w075
Ly 1-0.75

Logisticky model Ize snadno rozsifit na pfipad K tfid, kde se predpoklada, ze
aposteriorni pravdépodobnost P(G = j | x) zafazeni do j-té kategorie
(vektor obsahujici nuly a jedni¢ku pouze u j-tého prvku) je podminéna
hodnotou x vektoru znak( (vysvétlujicich proménnych). Odpovidajici linearni
regresni model ma tvar
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P(G=1]x) _ T

lnP(G:le) = by + b1 x. (66)
P(G=2|x) _ T

lnP(G:le) = b,y + by x. (67)
P(G=K-1
RO - by_1,0 + bi_1x. (68)

P(G=K|x)

Tento model predstavuje tedy K — 1 logitovych transformaci s omezenim, Ze
soucet pravdépodobnosti Y.i-, P(G = i|x) = 1. Po zpétné transformaci pak
vychazi

exp(bjo+b]x)
1+Y K Yexp(bo+bl x)’

PG = jlx) = (69)

1
1+3 K Yexp(byo+bT x)

P(G =K|x) = (70)
V dalSim vykladu oznacdime pravdépodobnost P(G = K| x) = py(x, b), aby se
zvyraznilo, Ze jde 0 funkci regresnich parametr(
b = [byo,by,by0,by,...,bgx_10,bg_1]. Je zfejmé, Ze pro K = 2 pfechazi
tento model na standardni logisticky model pro binarni vysvétlovanou
proménnouy = G.

1. Odhady parametra

Pro odhad parametr(i logistickych modelll se standardné pouzZivda metoda
maximalni vérohodnosti. Pro obecny model se predpokladd multinomické
rozdéleni a pro standardni model se dvéma tfidami rozdéleni binomické.
Pfitomnost v prvni tfidé y = 1 je pro G = 1 a nepfitomnost v prvni tfidé y = 0
je pro G = 2 (pfitomnost ve druhé tfidé). Vychozi data jsou ve formé vektoru y
rozméru n X 1 a matice X rozméru n X m. Pro i-ty objekt ma y; hodnotu bud’
0, nebo 1 a x! je i-ty Fadek matice X. Oznaéme p(x,b) = p(x,b)al —
p(x,b) = p,(x,b). Pak za predpokladu binomického rozdéleni y lze zapsat
logaritmus vérohodnostni funkce ve tvaru
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LnL(b) = YL {y;Inp(x;,b) + (1 —y;)In1 —p(x;,b)} =
= X yib"x; —In(1 + exp b" x;)}, (71)
kde bT = {b,, b;} a pfedpoklada se, Ze prvni sloupec matice X obsahuje pouze

jednicky (absolutni €len). Pro maximalizaci In L(b) se vyuZiva toho, Ze prvni
derivace v maximu jsou rovny nule,

] = dlsz(b) = Xie1 % (¥ — p(x;, b)). (72)

Jde o soustavu m + 1 nelinedrnich rovnic vzhledem k b.
2. Interpretace regresnich koeficientu

Zakladni  predpoklad v  logistické regresi fika, Ze logaritmus
pravdépodobnostniho poméru In(Ly/Ley) je linearni funkci nezavisle
proménnych. Zadné predpoklady o rozdéleni nezavisle proménnych x zde
neexistuji. Hlavni vyhodou této metody je fakt, Ze x mohou byt jak diskrétni
(faktory) tak i spojité veliCiny (prediktory). Logisticky model je zapsan ve tvaru
(8.11) a nazyva se vicendsobny logisticky regresni model a koeficienty b; mohou
byt interpretovany jako regresni koeficienty. Jsou vyjadfeny v logaritmech,
takze bude nutné je pretransformovat zpét a pak bude jejich relativni vliv na
pravdépodobnosti mozné vysveétlit snadnéji. Pro logaritmus
pravdépodobnostniho poméru In(L)/L(gy) se uziva termin logit, popf. logit
transformace pravdépodobnosti. Vicenasobny logisticky regresni model lze
upravit pfi dosazeniza L;yy = (1 — L)) do ekvivalentniho tvaru

1
Oha 1+exp[—(bo+b1X1+baXz++bpxp)]

(73)

Kladné znameénko koeficientu b; zvySuje pravdépodobnost L¢;y a zaporné ji
snizuje. Je-li bi kladné, funkce exp je vétsi nez 1 a pravdépodobnostni pomér
(Lc1y/Ly) se bude zvySovat. ZvySeni se objevi, kdyZ predikovand
pravdépodobnost odehrané udalosti Ly se zvysi a predikovana
pravdépodobnost neodehrané udalosti L) se snizi. Proto ma model vyssi

predikovanou pravdépodobnost odehrané udalosti L(;y. Podobné, je-li b;
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zaporné, je funkce exp mensi nez 1 a pravdépodobnost se snizi. Pro koeficient
rovny nule vede funkce exp0O k hodnoté 1 Cili k zadné zméné
pravdépodobnosti.

Viimnéme si, Ze L(;y se méni od 0 do 1 a pravdépodobnostni pomeér Lqy/L o)
se méni od 0 do . Je-li Li1y= 0.5, je pomér L(;y/Lgy roven 1. Ve stupnici
pravdépodobnostniho poméru odpovidaji hodnoty od 0 do 1 hodnotam
pravdépodobnosti Ly od 0 do 0.5. Na druhé strané hodnoty
pravdépodobnosti L¢;y od 0.5 do 1 vedou k poméru L)/Ly od 1 do ee. Po
zlogaritmovani poméru Ly/L(oy bude tato asymetrie odstranéna, nebot pro
Ly =0jeInLyy /Ly =90, pro Ly =0.5jeInLyy /Ly =0, pro Ly = 1.0 je
InLgyy /Loy =-°°.

3. Test vyznamnosti regresnich koeficientu

Logisticka regrese umozZnuje ovéfit hypotézu, Ze regresni koeficient v
logistickém regresnim modelu se liSi od nuly. Nula zde =znadi, ze
pravdépodobnostni pomér Lqy/Loy se neméni a pravdépodobnost tim padem
neni ovlivnéna. Test vyznamnosti kazdého regresniho koeficientu je analogicky
jako u linearni regrese a mlZeme proto rovnéZz pouZit Studentliv t-test k
vySetieni statistické vyznamnosti jednotlivych regresnich koeficient(l. Pro velké
vybéry se uziva u logistické regrese Waldovo testacni kritérium Wy; =

(bi/s(bi))z, které vycisluje statistickou vyznamnost nulové hypotézy pro
jednotlivé odhady regresnich koeficient(i stejné jako ve vicenasobné regresi.
Waldova statistika W, ; ma x2-rozdéleni s 1 stupndm volnosti a pfedstavuje
Ctverec poméru odhadu regresniho koeficientu a jeho smérodatné odchylky.
Pro kategorizované proménné ma W, ; o 1 stupen volnosti méne, nez je pocet
kategorii. Waldova statistika W, ma jednu nezadouci vlastnost. Kdyz je
absolutni hodnota regresniho koeficientu b; velikd a odhad jeho smérodatné
odchylky s(b;) je také veliky, je vysledkem pfilis mald hodnota testacniho
kritéria W, ;, ktera vede k selhani zamitnuti nulové hypotézy, Ze regresni
koeficient je nulovy. Proto, je-li regresni koeficient veliky, by se nemélo uzivat
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Waldova kritéria. Misto toho se mél pouzit logisticky model s touto proménnou
a bez této proménné a vysetfit zménu rovnic v logitovém kritériu.

4. Parcialni korelace

Podobné jako v linearni regresi tak i v logistické regresi je obtizné urcit
prispévek jednotlivych proménnych. Pfispévek kazdé proménné zavisi na
ostatnich proménnych v logistickém modelu. Statistika, ktera se uziva k
vySetfeni parcidlni korelace mezi zdvisle proménnou a kazdou nezdvisle
proménnou se nazyva korelacni koeficient R;, jehoz hodnoty leZi v intervalu od
-1 do +1. Kladné hodnoty ukazuji, Ze kdyz roste hodnota R;, zvySuje se
pravdépodobnost objektu v ,udalosti Ly. Je-li R; zaporné, je tomu naopak.
Malé hodnoty R; ukazuji, Zze proménna ma maly vliv na model. Korelacni
koeficient R; se vycisli vztahem

R, =+ ’WL_de, (74)
—2In L

kde df znaci pocet stupnl volnosti a tykd se poctu odhadovanych parametrd.
Ve jmenovateli je zaporny dvojnasobek logaritmu pravdépodobnosti zakladniho
logistického modelu, ktery neobsahuje Zadné proménné kromé absolutniho
Clenu (Useku). Je-li Waldova statistika W, ; mensi nez 2df, je R; = 0.
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10. ANALYZA SHLUKU (CLU)

Analyza shlukd (Cluster analysis, CLU) patfi mezi metody, které se zabyvaji
vySetfovanim podobnosti vicerozmérnych objekti (tj. objektl, u nichz je
zméreno vétsi mnozstvi proménnych) a jejich klasifikaci do ttid Cili shluk. Hodi
se zejména tam, kde objekty projevuji prirozenou tendenci se seskupovat.
Navzdory starému pfislovi, Ze opaky se pfitahuji, v pfirodé se ukazuje, Ze plati
spiSe pravidlo, Zze podobné véci se sjednocuji. Nejenom ptaci podobného pefi
ale také ostatni ZivocCichové, ktefi sdileji podobné Ci stejné vlastnosti maji
tendenci se seskupovat, shlukovat. V biologii se proto uziva shlukova analyza ke
klasifikovani Zivocich a rostlin. Tato klasifikace se nazyvd numericka
taxonomie.

V mediciné analyza shlukd identifikuje nemoci a jejich stadia. | kdyzZz analyza
shlukd a diskriminacni analyza klasifikuji objekty do kategorii, diskriminacni
analyza vyZaduje znat predem pfrislusnost objektd do tfid, aby se odvodilo
klasifikaCni pravidlo. Kdyz chceme napfiklad rozlisSit mezi nékolika nemocemi,
musime predem znat diagndzy pacient(, jez nam poslouzi ke klasifikaci. Potom
na zakladé pfrislusnosti do jednotlivych trid odvozuje diskriminacni analyza
pravidlo k umisténi dosud nediagnostikovanych nezarazenych pacientll. V
analyze shlukl je neznama prislusnost do tfid vSech objekt(. Dokonce i pocet
trid Ci shlukd je neznamy.

Lze formulovat tfi hlavni cile analyzy shluk:

e popis systematiky, je tradiénim vyuzitim shlukové analyzy pro
prazkumové cile a taxonomii, coz je empiricka klasifikace objektd,

e zjednodusSeni dat, kdy analyza shluk(i poskytuje pfi hledani taxonomie
zjednoduseny pohled na objekty,

e jdentifikaci vztahu, kdy po nalezeni shluk( objekt(, a tim i struktury mezi
objekty, je snadnéjsi odhalit vztahy mezi objekty.

Cile shlukové analyzy nelze oddélit od hledani a volby vhodnych znak( k

charakterizovani shlukovanych objektl. Nalezené shluky vystihuji strukturu dat

pouze s ohledem na vybrané znaky. Volba znak(l musi byt provedena na

zakladé teoretickych, pojmovych a praktickych hledisek. Vlastni shlukova
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analyza neobsahuje techniku k rozliSeni vyznamnych a nevyznamnych znakad.
Provede pouze odliSeni shlukl. Nespravné zarazeni znakl vede k zahrnuti i
odlehlych objektl, které mohou mit rusivy vliv na vysledky analyzy. Mély by byt
vyuzity pouze takové znaky, které dostatecné rozlisuji mezi objekty.

1. Vliv odlehlych objekt

Pfi odhalovani struktury objektu je shlukova analyza velmi citlivd na pfitomnost
nevyznamnych znak(. Je ovSem citlivd také na pritomnost odlehlych objektd,
které se silné odlisuji ode vSech ostatnich objektld. Odlehlé objekty mohou
predstavovat bud skute¢né odchylené, patologické objekty, které nejsou
predstaviteli analyzované populace, nebo chybny vybér objektu z populace,
ktery zpUsobi nevhodné zastoupeni plvodni populace. V obou pfipadech
odchylené objekty zborti strukturu dat a zpUsobi, Ze nalezené shluky nebudou
odrazet skutecnou strukturu analyzované populace. Nejsnadnéjsim zplsobem
predbéziného odhaleni odlehlych objektl je profilovy diagram znakd. Je moziné
pouzit také dalsSi zplsoby zndzornéni vicerozmérnych dat, které umoznuji
indikaci vybocujicich objektl. Postupy prizkumové analyzy vicerozmérnych dat
se stavaji tézkopadné pfri velkém poctu objektl nebo znakl. Vybocujici objekty
je obvykle tfeba z dat odstranit, i kdyz si musime byti védomi, Ze jejich
odstranénim se mnohdy zborti aktualni struktura. Vypousténi objekt( by proto
mélo byt velmi uvazlivé.

2. Miry podobnosti

Myslenka podobnosti objektl je v analyze shlukd zadkladni. Podobnost mezi
objekty je uZita jako kritérium tvorby shluk( objektd. Nejdfive se stanovuji
znaky urcujici podobnost, které se dale kombinuji do podobnostnich mér.
Timto zplsobem pak muze byt objekt porovnan s jinym objektem. Analyza
shlukl vytvari shluky podobnych objektli. Meziobjektovd podobnost mize byt
mérena rozliénymi zplsoby, které se daji obycejné zaradit do jedné ze tfi
zakladnich skupin, a to miry korelace, miry vzdalenosti a miry asociace. Kazda z
nich predstavuje zvlastni pohled na podobnost, ktera je zavisla na objektech a
na typu dat. Korela¢ni a vzdalenostni miry jsou miry metrickych dat, zatimco

asociacni miry jsou urceny spiSe pro nemetricka data.
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e Korelaéni miry. Zakladni mirou podobnosti dvou objektt Ci znakl x; a x;,
vyjadrenych v kardinalni Skale mUze byt Pearsonuiv pdrovy korelacni koeficient
r. Objekty jsou si tim podobnégjsi, ¢im je jejich parovy korelaéni koeficient vétsi
Spearmaniv korelacni koeficient. Obycejné se vychdzi z transponované matice
dat X7, kdy sloupce predstavuji objekty a tadky pak znaky. Korelaéni
koeficienty mezi dvéma sloupci matice X7 predstavuji korelaci mezi dvoijici
objektll. Tomu odpovidd podobnost jejich profill v profilovém diagramu.
Vysoka korelace prozrazuje vysokou ,podobnost” a nizka korelace pak
,nhepodobnost” profilll. Korelaéni miry ptedstavuji podobnost odpovidajicich si
»vzor(“ posuzovanou pies vsechny znaky. Korela¢ni miry se vSak uzivaji ztidka,
protoZe v praktické analyze je kladen duraz vice na velikosti objektl neZ na tvar
jejich profilovych kfivek.

® Miry vzdalenosti. Predstavuji nejCastéji uzivané miry zalozené na prezentaci
objektll v prostoru, jehoz souradnice tvofi jednotlivé znaky. Pokud tyto miry
spliuji poZadavky symetrie d(x,y) = d(y,x) a trojuhelnikovou nerovnost
d(x,y) < d(x,z) +d(y,z), jde o tzv. metriky. Pfi porovnani na profilovém
diagramu je zfejmé, Ze vzdalenosti se zaméruji na velikost hodnot a vyhledani
krivek v profilovém diagramu, které jsou blizko sebe, i kdyz u jednotlivych
znak( velmi odliSného tvaru. Pouziti korelace vede na jiné shluky neZz pouziti
vzdalenostnich mér. Nejcastéjsi vzdalenostni mirou je eukleidovskd vzddlenost
zvana také geometrickd metrika, ktera predstavuje délku prepony pravouhlého
trojuhelnika a jeji vypocet je zaloZzen na Pythagoroveé vété. Plati, ze

deg(Xk, %) = \/25'11(xkj - xzj)2 (75)

predstavuje standardni typ vzdalenosti. Vedle eukleidovské vzdalenosti se uziva
také ctverec eukleidovské vzddlenosti, ktery tvori zaklad Wardovy metody
shlukovéni. Existuje nékolik daldich vzdalenostnich mér. Casto je uZivana
manhattanskd vzddlenost zvand také vzddlenost méstskych bloki nebo
Hammingova metrika, definovana vztahem

dy(xg, x;) = Z;'n=1|xkj — xi]. (76)
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Pfed uzZitim této vzdalenosti se musime ujistit, Ze znaky spolu nekoreluji. Kdyz
tato podminka neni splnéna, shluky jsou nespravné. Dalsi mirou je zobecnéna
Minkovského metrika, pro kterou plati

dy (X, x;) = Z\/Z}n:l |xkj — x151%, (77)

kde pro z = 1 jde o Hammingovu metriku a pro z = 2 o Eukleidovu. Cim je z
vétsi, tim vice je zdlrazfovan rozdil mezi vzdalenymi objekty. V nékterych
pfipadech se pouzivd také tétivovd vzddlenost (anglicky chord distance),
definovand vztahem

Aoy (X, x;) = |2(1 — m2j=;xki:lclj 5)- (78)

j=1Xkj Lj=1%1]

V pripadé tfech znakul je tétivova vzdalenost pfimou vzdalenosti dvou bod(l na
povrchu koule s jednotkovym polomérem a pocatkem v tézisti.

Problém vSech vzdalenostnich mér vznika pfi pouZiti nestandardizovanych dat,
které mohou zpusobit rozdily mezi shluky, a to odliSnosti jednotek méreni.
Shluky rlznych vzddlenostnich mér se budou liSit, nejvétsi rozptyleni mezi
shluky bude u ctverce eukleidovské vzdalenosti. Poradi podobnosti se
vyznamné zméni se zménou méritka nebo zménou jednotek jednoho ze znakd.
Skalovani znak ma veliky dopad na kone&né Feseni. Standardizace znakl by se
méla vidy vyuzit, pokud to je jenom mozné.

Vsechny dosud uvedené metriky neuvazuji zavislost mezi znaky. Zahrneme-li do
vztahu pro vzdalenost i vazby mezi znaky, vyjadrené kovarian¢ni matici C,
dostaneme statistickou miru, kterou nazyvame Mahalanobisova metrika

dya(Xp, %)) = /(X — x)TC 1 (x) — X)), (79)

Jde vlastné o vzddlenost bod( v prostoru, jehoZ osy nemusi byt ortogondlni.
Vysoce korelovany vybér znak(li mulze skryté prevazit cely soubor znaki
shlukovani.
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e Rozdily mezi Eukleidovou a Mahalanobisovou vzdalenosti u dvou znakd.
Ukazme rozdily mezi Eukleidovou a Mahalanobisovou vzdalenosti dvou znaki
X1 a X,. Vektor primérd je v tomto pfipadé X = (X;,X,) a pro kovarianéni
matici plati ze

2
g = < S3 rslsz>, (80)

rs;S,  S2

kde r je parovy korelacni koeficient a s; a s, jsou vybérové smérodatné
odchylky. Inverzi této matice dostaneme

1 ;( s2 —r5152>’ (81)

sis3(1-1) \ —rs; s, st

VvV Vev

dg(xj,x) = \/(xi1 —Xx1)% + (xi2 — %) (82)

VvV Vev

dMa(x]',x) = \/(xi — T)TS_l(xl- — f) =

N ~ —
— Xi1—X1 Xig—=X2 r(xj1—X1)
B \/( 51 ) + (Sz\/l—rz Slm) : (83)

Porovnanim téchto dvou vyrazu je ziejmé, Ze diky vzdjemné korelaci, vyjadrené

korela¢nim koeficientem 7, se do Mahalanobisovy vzdalenosti promitne jen
¢ast rozdilu x;, — X, , zmenSena o podil prvni proménné, ktery je umérny
korelaci. Je patrné, Ze pro nekorelovana data s jednotkovymi rozptyly bude
dg = dyg. Uvedme, Ze vztah dg(x,Xx) = konst definuje kruZnici, kdezto
vztah dy,(x,X) = konst definuje elipsu. Zobecnénd Mahalanobisova
vzdalenost vyjadruje vzdalenost mezi objekty podobné jako koeficient
determinace R? v regresni analyze.

Pti volbé vhodné miry vzdalenosti bychom méli brat do uvahy fakt, Ze rizné
miry vzddlenosti nebo zména méritka znaku vedou k riznym shlukim.
Doporucuje se proto uzivat nékolik mér a porovnat vysledky s teoretickymi
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nebo dosud znamymi tvary shlukd. KdyZ jsou znaky vzdjemné korelovany, jevi
se Mahalanobisova vzdalenost jako nejlepsi, protoZze zarazuje korelace do
vypoctu a vazi vsechny znaky stejné. (1

e Miry asociace. Miry asociace, resp. podobnosti (bindrni) se pouzivaji k
porovnani objektl, pokud jsou jejich znaky nemetrického charakteru (binarni
proménné). Uvedme priklad, kdy respondent odpovédél na fadu otazek
odpovédi ano nebo ne. Mira asociace pak vyjadfuje stupen souhlasu kazdého
paru respondentll. Nejjednodussi mirou asociace bude procento souhlasu, kdy
oba respondenti na danou otazku odpovédéli ano nebo ne. Rozsireni tohoto
jednoduchého ,souhlasného koeficientu“ je podstatou miry asociace k
vyhodnocovani vice kategorii nominalnich nebo ordinalnich znak(. Prehled
raznych typl koeficientli asociace lze nalézt v pracich [2] a [4]. Uvedeme
priklad, kdy budeme predpokladat, Zze sledujeme asociaci mezi dvéma objekty
O; a 0j. Mozné binarni odezvy typu 0-1 je pak mozné zapsat do tzv.

kontingencni tabulky.

Kontingencni tabulka

Objekt 0; 1
Objekt 0; 0 1 0
1 a b
0 c d

V této tabulce jsou shrnuty vSechny moiné kombinace poctu znak(l pro dva
objekty:

a udava pocet znakd, kde maji oba objekty O; a 0;hodnotu 1 a jde o tzv.

pozitivni shodu,

b predstavuje pocCet znakd, kde ma objekt O; hodnotu 1 a objekt
O;hodnotu 0.
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c vyjadfuje pocet znakd, kde ma objekt O;hodnotu 0 a objekt O;hodnotu
1.

d znaci pocet znak(, kde maji oba objekty O;a O;hodnotu 0 a jde o tzv.

negativni shodu.

Miry asociace pak vyjadruji relativni podily poc¢tu znakd s ohledem na to, zda
ma smysl uvazovat negativni shodu, nebo zda mda nulovd hodnota znaku u
porovnavanych objektd stejnou pric¢inu. Mezi zdkladni koeficienty podobnosti
patfi:

a) Sokaliiv—-Micheneriv koeficient asociace (Cili koeficient jednoduché shody)

a+d

Ssm = rprera (84
b) Russeliiv-Raolv koeficient asociace
d
SRR = ihrerd (85)

c) Jaccardiv koeficient, jenz se liSi od predeslého Russelova—Raova koeficientu
asociace jen tim, Ze ma v Citateli pocet shodnych znaku a,
d) Hamannav koeficient asociace

Sy = atb—c-d (86)

a+b+c+d’

a také Ize konstruovat nasledujici obdobu nazyvanou

e) korelacni koeficient

ad—bc

"B = J(@+b)(c+d)(a+c)(b+d)’ (87)
f) Rogersiiv a Tanimotuiv koeficient asociace, definovany vztahem
a+d
Srr T a+2b+2c+d’ (88)

g) Sérensentv koeficient asociace, ktery je definovan vztahem

68



S, = 2a (89)

o 2a+b+c

h) Specificky pripad pro binarni data predstavuji tzv. genetické vzddlenosti
pouzivané pfi studiu délkového polymorfismu fragmentl DNA, které ukdzeme
na prikladu 9.1.

V nékterych pfipadech se pracuje se smiSenymi daty, tj. jisté znaky jsou
nominalni nebo bindrni a jisté znaky jsou kardinalni.

i) Grower(v koeficient podobnosti je definovan vztahem

m i ikSii
SGij = M (90)

Yheq Wijk

kde i, j jsou indexy dvou objektl charakterizovanych znaky k = 1,...,m. Vaha
znaku w;j, muze nabyt hodnoty 1 nebo O podle toho, zda Ize srovnavat
hodnoty znaku k u objektll i a j a Sijk oznaCuje skére (hodnotu) pro k-ty znak.
Pro vSechny skaly méreni uvazujme jen pripady, kdy jsou hodnoty znaku x;; a
Xjk znamé. Pro nominalni data se provadi libovolné Cislovani zacCinajici od 1,
tedy w;j;, = 1. Pokud nejsou hodnoty néjakého znaku znamé, je automaticky
wijx = 0. Plati, ze

1. pro nomindalni znaky je S; ;. = 0 pro x;, # Xjx a Sjjr = 1 pro x = Xjy.

2. pro bindrni znaky je S;j =wi, =1 pro pfipad, Ze x; =xj =1,
resp. X; = Xj, = 0. Pokud je x; # Xji, je Sijx = 0 a wy, = 1. V pripadé, ze
Xik = Xj = 0 a negativni shoda nema smysl, je S;j, = w;j, = 0.

3. pro kardindlni znaky se pocita

el

= (91)

Sijk =

kde Ry, je rozpéti Cili rozdil mezi maximalni @ minimalni hodnotou znaku u vSech
objektl. Jde o manhattanskou metriku.
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Lze také definovat vzdalenost pro smiSenda data [16]. Na zakladé mér
podobnosti objektd se konstruuji miry podobnosti mezi objekty a tfidami a miry
podobnosti mezi tfidami.

3. Standardizace dat

Pfed vlastni shlukovou analyzou je treba resSit otazku, zda je treba data
standardizovat. Musi se respektovat fakt, Ze vétSina mér vzdalenosti je velmi
citivd na meéfitka (stupnice), vedouci k r@zné numerické velikosti znak.
Obecné plati pravidlo, Ze znaky s vétsi mirou promeénlivosti Cili vétsi
smérodatnou odchylkou maji vétsi vliv na miru podobnosti. Standardizace se
tyka jednak standardizace znakl a jednak standardizace objekt(.

- Standardizovdni znakd. Nejuzivanéjsi formou standardizace je normalizace
kazdého znaku do svého Z-skére, a to odeltenim priméru a délenim
smeérodatnou odchylkou. Tato standardizace je znama pod nazvem normovaci
Z-funkce. Tato transformace eliminuje rozdily v méritku, mnohdy i radové se
lisicich znakl. Vyhody standardizace znak jsou nasledujici:

a) Znaky lze v jednotném méfitku, kde je primérna hodnota 0 a smérodatna
odchylka 1, vzajemné porovnavat snadnéji. Kladné hodnoty jsou nad priimérem
a zaporné hodnoty jsou pod pridmérem,

b) Se zménou méfitka nedojde k rozdilu mezi standardizovanymi znaky. | kdyz
zménime napriklad u znaku cas jednotky z minut na sekundy, standardizované
hodnoty budou stale stejné.

Standardizace znak( eliminuje efekty rozdilli stupnic mezi rozlicnymi znaky,
efekty jednotek u jednoho a téhoz znaku. UzZivatel by vsak presto mél byt
opatrny pfi standardizaci a nemél by standardizovat pausalné. Existuje-li néjaky
,prirozeny” vztah, obsahujici Skalovani znakU, pak se standardizace nejevi jako
vhodna. Rozhodnuti zda standardizovat znaky musi byt zaloZzeno na néjakém
empirickém ¢i pojmovém divodu.

@ Standardizace objekt(i. Nabizi se otdzka, zda lze standardizovat jenom znaky
nebo také objekty? Kdyz chceme identifikovat shluky dle vzdalenosti, pak
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standardizace neni vhodna. Standardizace objektl nebo-li Ffadkova
standardizace mUzZe byt vSak efektni ve specidlnich pfipadech. V nékterych
pfipadech je vyhodné provadét také vhodnou transformaci dat vedouci k
odstranéni nekonstantnosti rozptylu, popf. zeSikmeni rozdéleni dat.

4. Zpusoby shlukovani

Shluk (cluster) je skupina objektl, jejichz vzdalenost (nepodobnost) je mensi
nez vzddlenost, resp. nepodobnost, kterou maji objekty do shluku nepatfici.
Podle zpUsobu shlukovani se postupy déli na hierarchické a nehierarchické
shlukovani. Hierarchické se déli dale na aglomeracni a divizni shlukovani.

e Hierarchické shlukovaci postupy. Jsou zaloZeny na hierarchickém usporadani
objektl a jejich shlukl. Graficky se hierarchicky usporddané shluky zobrazuji
formou vyvojového stromu nebo dendrogramu. U aglomeracniho shlukovani se
dva objekty, jejichz vzdalenost je nejmensi, spoji do prvniho shluku a vypocte se
nova matice vzdalenosti, v niz jsou vynechany objekty z prvniho shluku, a tento
shluk je pak zarazen jako objekt. Cely postup se opakuje tak dlouho, dokud
vSechny objekty netvofi jeden velky shluk, nebo dokud nezlstane urcity,
predem zadany pocet shlukl. Postup divizniho shlukovdni je obraceny. Vychazi
se z mnoziny vSech objektl jako jediného shluku a jeho postupnym délenim
ziskame systém shlukt, az skon¢ime ve stadiu jednotlivych objekt(. Vyhodou
hierarchickych metod je nepotiebnost informace o optimalnim poctu shlukd v
procesu shlukovani; tento pocet se urCuje az dodatecné. Pri shlukovani vznikaji
pouze dva zakladni problémy, prvnim je zplsob vyjadreni podobnosti mezi
objekty a druhym je volba vhodné shlukovaci procedury. Volba vhodné
shlukovaci procedury souvisi se zvolenym zpuisobem vyjadieni metriky. Mezi
metody metriky shlukovani patfi:

® Metoda nejblizsSiho souseda. Postup je postaven na minimalni vzdalenosti.

Naleznou se dva objekty oddélené nejkratsi vzdalenosti a umisti se do shluku.

Dalsi shluk je vytvoren pfidanim tretiho nejblizSiho objektu. Proces se opakuje,

aZz jsou vSechny objekty v jednom spolecném shluku. Vzdalenost mezi dvéma

shluky je definovana jako nejkratsi vzdalenost libovolného bodu ve shluku vici

libovolnému bodu ve shluku jiném. Dva shluky jsou propojeny v libovolném
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stadiu nejkratsi spojkou. Castou nevyhodou metody nejbliz§iho souseda je
retézovy efekt, kdy se spojuji shluky, jejichz dva objekty jsou sice nejblizsi, ale
vzhledem k vétsiné ostatnich objekt(i nejde o nejblizsi shluky.

e Metoda nejvzddlenéjsiho souseda. Jde o metodu podobnou pfedchozi kromé
toho, Ze kritérium je postaveno nikoliv na minimalni, ale na maximalni
vzdalenosti. Nejdelsi vzdalenost mezi objekty v kazdém shluku predstavuje
nejmensi kouli, ktera obklopuje vSechny objekty v obou shlucich. Metoda se
také nazyva metodou uplného propojeni, protoze vsechny objekty ve shluku
jsou propojeny kazdy s kazdym pfi maximalni vzdalenosti Cili minimalni
podobnosti. MzZeme fici, Ze podobnost uvnitf shluku je rovna prameéru shluku.
Obé miry vystihuji pouze jeden aspekt. NejkratSi vzdalenost postihuje pouze
jednoduchy par nejtésnéjSich objektli a nejvzdalenéjsi postihuje také jediny
par, ale par dvou extrémd.

® Metoda primérné vzddlenosti. Kritériem vzniku shluk( je prdmérnd
vzdalenost vSech objektli v jednom shluku ke vSem objektim ve druhém
shluku. Takové techniky nezavisi na extrémnich hodnotach, jako je tomu u
nejblizSiho souseda nebo u nejvzdalenéjsiho souseda, ale vznik shluku zavisi na
vSech objektech shluku a ne jenom na jediném paru dvou extrémnich objektu.

e Wardova metoda. Principem neni optimalizace vzdalenosti mezi shluky ale
minimalizace  heterogenity shlukl podle kritéria minima pfirustku
vhitroskupinového souctu c¢tvercd odchylek objektl od tézisté shluk(. V
kazdém kroku se pro vSechny dvojice odchylek spocita prirQistek souctu ctvercl
odchylek, vznikly jejich slou¢enim a pak se spoji ty shluky, kterym odpovida
minimalni hodnota tohoto pfirlstku. V ptipadé, Ze shluk tvoti k objektl, které
jsou charakterizovany m znaky, je k dispozici matice k X m s prvky x;; (hodnota
j-tého znaku pro k-ty objekt). Vnitroshlukova variabilita VSS je pak dana
vztahem

~\2
VSS = ¥ i (xi; — %), (92)
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kde X; =%Z§‘=1xi}-. Pfidavanim dalSich shluk( s k; objekty se zvétsi pocet
radkd vychozi matice na k + k; a VSS se pocita pro vétsi poCet objektl. Pokud

se zacinad od jednoprvkovych shlukl, bude vychozi VSS = 0. Tento postup ma
tendenci kombinovat shluky s malym poctem objekta.

vvev

vyjadienych eukleidovskou vzddlenosti nebo ctvercem eukleidovské
vzdalenosti. Tézisté shluku ma souradnice odpovidajici prdmérnym hodnotdm
objektd pro jednotlivé znaky. Po kaidém kroku shlukovani se pocitd nové
tézisté. Poloha tézisté shluku ponékud migruje tak, jak se pfipojuji nové objekty
a vznikaji veétsi shluky. Mohou se objevit také zmatecné shluky, kdyz vzdalenost
mezi tézisti jednoho paru je mensi nez vzdalenost mezi tézisti jiného paru,
utvoreného v predeslém kroku. Vyhodou této metody je mensi ovlivnéni
odlehlymi body, nez je tomu u ostatnich hierarchickych metod.

e Metoda medidnovd. Jde o jisté vylepSeni metody tézisté, nebot se snaii

VvV Vev

shlukdm.

10.1. Dendrogramy hierarchického shlukovani

Analyzou shluk( je mozné hodnotit jednak podobnost objektl, analyzovanou
pomoci dendrogramu objektl, a jednak podobnost znakl analyzovanou pomoci
dendrogramu znakad.

Dendrogram shluk( (vyvojovy strom) se konstruuje pouze v pfipadé, kdy
je k dispozici matice plvodnich znaka.

Dendrogram podobnosti objekti je standardni vystup hierarchickych
shlukovacich metod, ze kterého je patrna struktura objekt( ve shlucich.

Dendrogram podobnosti znakii odhaluje nejcastéji dvojice Ci trojice
(obecné m-tice) znaku, které jsou si velmi podobné a silné spolu koreluji. Znaky,
které jsou ve spolecném shluku, si jsou zna¢né podobné a jsou také vzajemné
nahraditelné. To ma znacny vyznam pfi planovani experimentu a respektovani
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uspornych ekonomickych kritérii. Nékteré vlastnosti ¢i znaky neni tfeba vibec
mérit, protoze jsou snadno nahraditelné jinymi a nepfispivaji do celku velkou
vypovidaci schopnosti.
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11. MAPOVANI OBJEKTU VICEROZMERNYM SKALOVANIM (MDS)

Vicerozmérné skalovani objektl (MultiDimensional Scaling, MDS) je technika
vytvofeni subjektivni mapy relativniho umisténi objektd v roviné
dvojrozmérného grafu, a to na zakladé vzdalenosti ¢i podobnosti mezi objekty,
tzv. matice proximity (blizkosti). Cilem MDS je detekovat zakladni souradnice,
které dovoluji objasnit pozorované podobnosti ¢i vzdalenosti mezi
vySetfovanymi objekty. Zatimco ve faktorové analyze jsou podobnosti mezi
objekty vyjadreny v korelaéni matici, v MDS lze vedle korelacni matice
analyzovat jakykoliv druh podobnostni ¢i vzdalenostni matice.

11.1. Zaméreni metody MDS

Vicerozmérné Skdlovani je zaloZzeno na vzdjemném porovndvani objektl. Proto
mapa objektll mizZe obsahovat jeden, dva, tfi a zfidka i vice rozmér( nazvanych
souradnic. Pfedstavme si matici vzdalenosti mezi mésty. MDS analyzou chceme
vytvorit novou matici poloh mést Cili mapu, kde polohu kazdého mésta budeme
vyjadfovat dvéma souradnicemi, sever-jih na y-nové ose a zapad-vychod na x-
ové ose. Prvnim ukolem bude urceni poctu vhodnych souradnic k vytvoreni
mapy meést, obvykle zvolime 2. Druhym ukolem bude prepocitat zadané
vzdalenosti mezi mésty na souradnice polohy kazdého mésta na mapé.
Podobné jako ve faktorové analyze byva zde i treti ukol otoceni souradnicovych
os tak, aby co nejlépe vystihoval polohy mést a aby se poloha dalace nejlépe
vysvetlit.

Kazdy objekt je popsan svymi dimenzemi zvanymi také znaky, a to znaky
subjektivnimi (znaky vnimané ¢lovékem) a znaky objektivnimi (znaky méfritelné
fyzikalné), viz Hair a kol., [11].

Zatimco subjektivni znaky jsou nemetrické, postavené na nazoru respondenta
(napriklad hezky, osklivy, laciny, drahy, kvalitni, nekvalitni), objektivni znaky
jsou metrické veliCiny pfristroji méritelné. Mezi objektivnimi a subjektivnimi
znaky objektu jsou urcité rozdily, jimiz jsou:
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a) Individudlni rozdily, kdy znaky chdpané clovékem nemusi byt v souhlasu s

objektivnimi znaky. Ocekava se, Ze objekty se budou lisit v subjektivnich
znacich, ale musi se pfipustit, Zze rozdily mohou byt i v objektivnich znacich.
Objekty se mohou liSit také v dulezZitosti prikladané kazdému jednotlivému
znaku.

b) Vzdjemna zavislost vyjadrujici, Ze objektivni a subjektivni znaky se mohou

ovliviiovat jeden s druhym za vzniku neocekavanych vysledk(, naptiklad jemny
napoj se mlze subjektivné jevit sladsi nez jiny, protoze mda ovocnou vini, i kdyz
objektivné oba obsahuji stejné mnozstvi cukru. Doporucuje se proto nejprve
pochopit subjektivni znaky, a pak je teprve davat do souvislosti s objektivnimi.
DalSim rozborem by se mélo urcit, které vlastnosti predvidaji polohu objektu v
subjektivnich i objektivnich znacich. Méli bychom byt opatrni pfi vysvétlovani
znak(. Tento proces se jevi spiSe uménim neZz védou, musime se totiz branit
ovlivnéni subjektivnim nazorem kvalitativniho, i kdyz objektivniho znaku.

UZite¢nost metody vicerozmérného skalovani MDS spocivd v tom, Ze mliZeme
analyzovat libovolnou matici vzdalenosti (tj. nepodobnosti) a podobnosti.
Podobnosti mohou vyjadfovat hodnoceni objektl ¢lovékem, procento souhlasu
mezi rozhodc¢imi, pocet selhani subjektu na podnét, atd.

11.2. Podstata metody MDS
Matice proximity Cili vstupni data mohou byt trojiho typu a mohou obsahovat:

e vzdalenosti mezi objekty d;; Cili nepodobnosti,

e podobnost mezi objekty S;;,
¢ hodnoty proménnych (sloupce) pro jednotlivé objekty (fadky) X;;.

Mohou byt také definovany maticemi D, §, X sestavenymi z téchto hodnot, jak

je béiné napriklad v softwarech SPSS [12] nebo NCSS2000 [8].

Vzddlenost (nepodobnost) d;; pfedstavuje vzdalenost mezi objekty, miZe byt
mérena primo, jako napfiklad vzdalenost dvou mést. Vicerozmérné skalovani
objektd uziva vzdalenost v datech pfimo a matice vzdalenosti mezi objekty D je
symetricka.
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Podobnost S;; vyjadfuje, jak blizko se nachazeji dva objekty. Vicerozmérne
Skalovani objektd MDS umoZiuje nacist miru podobnosti pro kazidy par
objekt(i. Matice podobnosti objektl S je opét symetrickd. Podobnost objektl
Ize konvertovat do vzdalenosti vzorcem

dij =\/Sii+5jj_25ijl (93)

kde d;; pfedstavuje vzdalenost i-tého a j-tého objektu a §;; jejich podobnost.

Hodnoty znaki x;; pfedstavujici proménné pro jednotlivé objekty pfedstavuji
spiSe standardni miry. Z nich se vypocte nejprve korelaéni matice objektd R a
potom matice eukleidovskych vzddalenosti ¢i matice Mahalanobisovych
vzdalenosti objektd D.

Vicerozmérné skalovani objektl neuZiva na rozdil od ostatnich vicerozmérnych
technik ndhodné proménné. Vytvari si svou ,nahodnou proménnou”, tj.
subjektivni soufadnici vhodnou k vzdjemnému porovnani objektl. Tyto
souradnice jsou odvozovany z celkovych mér podobnosti mezi objekty. Jde o
volbu zavisle proménné (Cili podobnost mezi objekty) a k ni pak prifazujeme
nezdvisle proménné (tj. subjektivni souradnice). Vicerozmérné skdlovani
objektd ma vyhodu v redukovani vlivu ¢lovéka tim, Ze nepoZaduje presné
vymezeni uzivanych proménnych pfi vzajemném porovnavani objektl, jako je
to vyZzadovano tifeba v analyze shlukl. Nevyhodou vsak je, Ze uZivatel si neni
jist, které proménné respondent k porovnani objektt vibec poutzil.

Technika vicerozmérného skalovani objektd vycisli metrické klasické reSeni
(CMDS) nebo nemetrické feSeni (NNMDS) a vychazi bud pfimo z
experimentalnich hodnot X, z korela¢ni matice R, nebo z matice podobnosti S
¢i matice vzdalenosti D. Pro n objektl existuje n(n — 1)/2 podobnosti, resp.
vzdalenosti mezi pary rozlicnych objektld. Tyto podobnosti objektd pak tvori
vstupni data. Kdyz podobnosti objektli nemohou byt kvantifikovany, jako
napriklad podobnost mezi barvami, uZijeme za vstupni data poradova disla
podobnosti objektd. Vzdalenost mezi dvéma objekty je eukleidovskd, pocitana
na zakladé Pythagorovy véty. | kdyZz vynasime vzdalenosti do dvojrozmérného
grafu roviny, mdZe byt d;; vycisleno na zakladé vétSiho poctu proménnych
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m = 2. S rlstem poctu objektl vSak roste i pocet soufadnic, takze pro tfi
objekty je to dvojrozmérna rovina, pro Ctyfi objekty pak trojrozmérny prostor
atd.

Predpokladejme dale, Ze podobnosti objektl S Ize vzestupné usporadat do fady

Si i =S

ij1 =

A A

(94)

mJm’
kde S;_;, znaci nejmensi podobnost ze vSsech m podobnosti. Index indikuje par
objektli nejméné si podobnych a obsahuje proto objekty o pofadovém Cisle 1.
Chceme nalézt g-rozmérnou sestavu n objekt( tak, Ze vzddlenosti mezi parem
objektd souhlasi s pofadovymi &isly uvedenych podobnosti. Rada pofadovych
Cisel objektU

d(q) S d(q) < d(q) < .o S d(Q)

i1,J1 i,j2 — Tligjz — imoJm’

(95)

popisuje sestupné rtazeni vzddlenosti parl objektld od nejvétsi vzdalenosti
objektd v pdru do nejmensi. KdyZz budeme pouzZivat tato poradova cisla, pak
vlastni vzdalenosti mezi objekty budou pro nds nedUlezité. Dale se zamérme na
dva parametry, a to na posouzeni kritéria maximdlni vérohodnosti a stanoveni
poctu souradnic.

Jak tésné proklddd model vicerozmérného Skalovani objektli MDS dand
experimentalni data lze posoudit testem tésnosti proloZzeni vyuzitim statistické
miry stress. Tato mira je zaloZzena na rozdilu mezi skutecnou vzdalenosti dvou
objektd d;; a modelem predikovanou Cili vypoctenou vzdalenosti dle vzorce

2
Yhei(dij=dijvyp)
2 )
Y1 df

stress = (96)
kde d;j,yp, je vypoCtend vzdalenost objektd, zaloZena na modelu MDS.
Vypoctena hodnota zavisi predevsim na poctu uzitych souradnic a metrickém Ci

nemetrickém algoritmu. Je-li hodnota stress blizka nule, jevi se prolozeni
vicerozmérnym Skalovanim objektl jako nejlepsi. Obecné plati pravidlo, ¢im
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mensi je hodnota stress, tim tésnéjsiho prolozeni mezi vypoctenymi a zadanymi
soufadnicemi objektd bylo dosazeno.

Pro g souradnic neni mozné nalézt sestavu bod(, jejichz parové vzdalenosti
jsou monoténné vztazeny k plvodnim podobnostem objektll. Kruskal [22]
proto navrhl miru dileZitosti stress(q), podle které je geometricky souhlas
modelu MDS s daty co nejlepsi. Mira stress je definovana vzorcem

m vmf 4@ _ @ \?
i<jXj (dij dij.vyp) (97)

@ !
274

stress(q) =

kde di(]‘?ﬂ),yp jsou vypoctend vzddlenostni porfadovd Cisla objektl, ktera jsou
vypoctena dle monotdnni funkce podobnosti objektli. Nejde tedy o vzddlenosti
objekt(, vyjadrené ve vzdalenostnich jednotkdach, ale o poradi. Cilem je nalézt
zobrazeni objektl tak, aby body v g soufadnicich byly objekty organizovany tak,
aby stress dosahl svého minima. Kruskal [22] navrhl uZivat miru duleZitosti
stress(q) dle nasledujiciho pravidla: je-li stress(q) na hodnoté 20 % je
tésnost prolozeni nedostatecna, je-li 10 % je dostatecna, je-li 5 % je dobra, je-li
2.5 % je vytecna a konecné je-li 0 % je proloZeni daty Uplné perfektni.

Druhou mirou shody objekt(, zavedenou Takanem [5] je prednostni kritérium
Sctress- Pro dany pocet souradnic g je tato mira dana vztahem

2
m 2 _g42
S 2L (a2-a20yp)
Stress — mz d4- ’
l<] ] l]

(98)

Hodnota prednostniho kritéria Sg;ress j€ definovana v intervalu 0 az 1. Hodnoty
mensi nez 0.1 se tykaji dobré prezentace objektli body nalezeného usporadani.

Dalezitym ukolem ve vicerozmérném Skalovani objektl je urcit pocet
potrebnych soufadnic v modelu MDS. Kazdd soufadnice predstavuje urcitou
latentni proménnou. Cilem vicerozmérného skalovani objektl je udrzet pocet
souradnic na co mozna nejmensi hodnoté. Obvykle volime k zobrazeni dvoj-
maximalné trojrozmérny prostor. Vychazi-li vysSi pocet souradnic, neni

technika vicerozmérného $kalovani objektl k analyze dotyénych dat vhodna.
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Pocet souradnic se voli na zakladé co nejmensi hodnoty kritéria stress. Kdyz se
objekty umisti v g soufadnicich, jejich vektory souradnic rozméru g X 1 mohou
byt povazovany za vicerozmérna pozorovani. K zobrazovacim ucellim je vhodné
prezentovat tento g-rozmérny rozptylovy graf v souradnicovém systému
hlavnich komponent.

Néktefi autofi si pomahaji Cattelovym indexovym grafem upati relativni

velikosti hodnot stress, ktera jsou vycCislovana pro rostouci pocet souradnic.
Postup a interpretace jsou pak stejné jako u grafu Upati vlastnich Cisel v metodé
hlavnich komponent PCA nebo faktorové analyzy FA. Miru stress zapiSeme jako
funkci poc¢tu g souradnic geometrického zobrazeni objekt(l. Pro kazdé g muze
byt ziskano usporadani vedouci k minimalni hodnoté stress. Jak se zvySuje g,
bude se stress zmenSovat, az dosahne pro g=n-—1 toleranci
experimentalnich chyb. Od g = 1 se vynasi indexovy graf upati stress = f(q).
Na krivce tohoto grafu se hleda zlom a tomuto zlomu odpovidajici hodnota
nejlepsiho poctu souradnic q.

o Klasicka metricka metoda MDS. Je ddna matice vzdalenosti objektt D, kterd
vystihuje mezi-objektové vzdalenosti objektd X v prostoru spiSe nizsiho
rozméru. Jednotlivé kroky klasické metody vicerozmérného skalovani objekt(
MDS jsou nasleduijici:

1.Z D se vypotte A = {—0.5d;}.

2.ZAsevypotte B ={a;; —a; —a;+ a}, kde a; je primér vsech a;; pfesj a

a_je celkovy prlimér.

3. Nalezne se m nejvétSich vlastnich cisel 4; > A, >...> 4,, matice B a
odpovidajici vlastni vektory L = Ly, Lzy,...,Lay), které jsou normovany,
takze L{i) L;y = A;. Pfedpokladame, Zze m je voleno tak, Ze vlastni hodnoty

jsou relativné velké a kladné.
4. Soutadnicemi objektu jsou fadky matice L.

Klasické reSeni odpovidd metodé nejmensich ¢tverch tim, Ze nejlepsi odhad L
minimalizuje sumu ctvercl vzdalenosti mezi skute¢nymi prvky matice D, tj. d;
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a jejich dle MDS modelu vypoctenymi hodnotami vzdalenosti d;; -
Pfedpokladejme, Ze hodnoty skutecnych vzdalenosti objektl d;; jsou zatiZzeny
nahodnou chybou ¢;; dle vzorce d;; = §;; + ¢;;, kde ¢;; pfedstavuje kombinaci
nahodnych chyb z méreni, distorze vzdalenosti, kdyz model MDS zcela
neodpovida konfiguraci navrienych m vzddlenosti. Model zavislosti mezi
vypoctenou vzdalenosti dvou objektl d;; ,,,, je definovan vztahem d;; = B, +
B16;j + &;j. Nalezenim nejlepSich odhadl b, pro B, a b; pro ; obdrzime
odhad vypoctené vzdalenosti d;j,, = by + b16;;. Optimalizacni procedura

vychazi z ucelové funkce
2 .
U= Z?<](dl] - dij,vyp) = min. (99)

Aby byla zajisténa Uplna invariantnost vici transformaci proménnych, dava se
prednost uziti modifikované ucelové funkci U,,,4 dle vztahu

n 2

_ Zikj(dij=dijwyp)

Unoa = n (100)

i<j “iu

Casto se uZiva jeji druhd odmocnina zvana stress = ,/U,,,4. Je vyhodné hledat

optimalni pocet souradnic dimenzi, ktery vezmeme k vycisleni vycislené

vzdalenosti d;j,y, pomoci minimalni hodnoty veliCiny stress. Plati zde

pravidlo, Ze pro stress mensi nez 0.05 je tésnost prolozeni jesté prijatelna a
pro stress mensi nez 0.01 je tésnost prolozZeni vyte¢na.

o Nemetricka MDS. V dosavadnim postupu se predpokladalo, Ze vzdalenosti
objektl jsou vycisleny metricky. Jsou vsak situace, kdy jedna hodnota nestaci k
vystizeni skutecnosti; napriklad pfi porovnavani barev na stupnici mlize byt
jedna barva zarivéjsi nez druha a tento fakt nikterak neovlivni polohu barvy na
stupnici. Vypoctené vzdalenosti objektll jsou vycislovany monotdénni regresi,
kdy skutecné vzddlenosti objektl jsou usporadany vzestupné do fady
poradovych cisel objekt(

di1,j1 < diz,jz <= diN,jN (101)
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kde N=n(n—1)/2 a jsou odhadovany tak, aby splnily podminku slabé
monotonnosti (WM)

dil,jl,vyp < diz,jz,vyp < =S diN,jN,vyp (102)
nebo podminku silné monotdnnosti (SM)
dil,jl,vyp < di2,j2,vyp << diN,jN,vyp (103)

Prvnim krokem k ziskani pocdtec¢nich odhadl predikovanych vzdalenosti
objektd d;j .y, byva vidy metricke vycisleni. Pak nasleduje nemetricky pfistup
monoténni regrese. Catteltv indexovy graf upati veli¢iny stress je uZiteCnou
pomulckou i u nemetrické metody. Hledd se jednak zlom na tomto grafu a
jednak se vysSetfuje, kdy velicina stress nabude hodnot mensich nez 0.05, resp.
0.01. Takovy pocet souradnic g, se pak jevi jako optimalni. Obdobné, jako
metrickd metoda CMDS, Usti i nemetrickd NNMDS ve vicerozmérnou sSkalovaci
mapu objektl, na které se sleduje roztfidéni vySetfovanych objektd.

Porovnejme nyni vicerozmérné Skdlovani objektl s ostatnimi technikami, coz je
zalozeno na pristupu k definovani struktury:

Faktorova analyza tfidi proménné, které definuji doty¢né rozmeéry v

plvodnim souboru proménnych. Proménné, které silné koreluji, jsou pak
zarazeny spolu.

Analyza shlukd objektd tridi objekty podle jejich profilu v souboru

proménnych, ve kterych jsou objekty v tésné blizkosti zafazovany spolu.

Vicerozmérné skalovani objektl se lisi od analyzy shlukd objekt ve dvou

klicovych bodech:

e Reseni mGze byt ziskano pro kazdy objekt.
e Neuzivda se proménnych ale soufadnic v diagramu subjektivni mapy
objektu.
Ve vicerozmérném Skalovani objektl je objekt jednotkou analyzy matice
proximit. Pfedstavme si, napfiklad v prlizkumu trhu, Ze mdme podle 10 kritérii
vzajemné posoudit Sest automobil(l. Kazdé auto budeme porovndvat s kazdym
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a bodovat vzajemnou podovnost tak, Ze 1 znaci auta si zcela podobn3, stejnd a
10 auta zcela nepodobn3, riznd. Bodova hodnota podobnosti paru bude tvofit
jeden prvek matice proximit podobnosti 6 aut. MDS mapa zobrazi rozptylovy
diagram, ktery zobrazi rozdily v autech pfi uvazovani desatera jejich vlastnosti.
Analyza poskytne vyhodnoceni vSech uvaZovanych objektl, takZe reSeni se
ziskd pro kazdy objekt, coz neni v analyze shluk(i nebo ve faktorové analyze.
Pozornost neni proto soustfedéna na samotné objekty, ale na to, jak
respondent chdpe objekty, jak je subjektivné hodnoti. Struktura je definovana v
subjektivnich soufadnicich pfi porovnani nazorld nékolika respondent(. Jsou-li
definovany subjektivni ndzory, mulie se provést relativni porovnani mezi
objekty.
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12. KORESPONDENCNIi ANALYZA (CA)

Analyza je grafickd metoda k zobrazeni skryté vnitfni zavislosti, asociace v
tabulce cetnosti [17] aZz [19]. Soustfedime se na dvojrozmérnou tabulku
cetnosti zvanou kontigencni tabulka, ktera obsahuje n fadkovych kategorii a m
sloupcovych kategorii. Diagram korespondenc¢ni analyzy - subjektivni mapa -
obsahuje proto dvé skupiny bodu: skupinu n bodd odpovidajicich fadkovych
kategorii a skupinu m bodUl odpovidajicich sloupcovych kategorii.

12.1. Zaméreni metody CA

Korespondencni analyza je kompozi¢ni technika, protoze subjektivni mapa je
zaloZena na asociaci mezi souborem objektll v fadcich a souborem popisnych
znakl ve sloupcich, zadanych ¢lovékem. Polohy bod( pak pfimo vyjadiuji
asociaci. | kdyz je podobna faktorové analyze, pfesahuje ji. Jeji pfimou aplikaci
je zobrazovani korespondence kategorii proménnych, znakd, které jsou méreny
v nominalni stupnici. Tato korespondence je zakladem vytvareni subjektivni

mapy.

Rddkové body, které jsou tésné u sebe, indikuji fadky, které maji podobné
profily v celém radku. Sloupcové body, které jsou blizko u sebe, indikuji sloupce
s podobnymi profily smérem dol( pres vSechny radky. Konec¢né raddkové body,
které jsou v tésné blizkosti ke sloupcovym bodlm, predstavuji kombinace,
které se objevi Castéji, nez by se ocekavalo u nezavislého modelu, ve kterém
radkové kategorie nejsou vztazeny ke sloupcovym.

BéZiny vystup z korespondencni analyzy obsahuje ,nejlepsi“ dvojrozmérné
zobrazeni dat, ve kterém jsou souradnice zobrazenych bod(, a ddle miru inercie
vyjadfujici mnozstvi informace zobrazené v kazidé dimenzi. Korespondencni
analyza prinasi radu vyhod:

Prvni_vyhodou je subjektivni mapa, ktera zobrazuje tabulku vicerozmérnych

kategorickych proménnych, jako jsou trfeba znaky vyrobkd ve vztahu k
vyrobclm. Pfistup umoznuje bud analyzovat existujici odezvy, nebo shromazdit
odezvy u nejméné omezeného typu méreni nominalni nebo kategorické
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urovné. Respondent potiebuje napfiklad u souboru objektl hodnotit ano a ne
pro celou fadu znak(l. Odpovédi jsou shromazdény v tabulce a analyzovany.
Ostatni vicerozmérné techniky jako faktorova analyza vyzaduji u kazdého
objektu numerickou hodnotu kazdého znaku.

Druhou vyhodou je zobrazeni vedle vztahu mezi radky a sloupci také vztahu

mezi kategoriemi bud fadkd, nebo sloupcu. Jsou-li napfiklad sloupci znaky v
tésné blizkosti, budou mit u vSech objektll vesmés podobné profily. Tento
zpusob tridéni znakd je velmi podobny faktorové analyze a metodé hlavnich
komponent.

Treti_vyhodou je poskytnuti spolecného obrazu radkovych a sloupcovych

kategorii ve stejném poctu dimenzi. Modifikace nékterych program( dovoluje
porovnani vnitinich bodd, ve kterém je relativni blizkost vztazena k wvyssi
asociaci mezi oddélenymi body {1, 2}.

U téchto srovnani je umoznéno soucasné vysSetreni radkovych a sloupcovych
kategorii. Analyza umozZni identifikovat tridy objektl(, charakterizovanych
znaku, které jsou v tésné blizkosti.

Vedle vyhod pfindsi korespondencni analyza také nevyhody a omezeni. Jde o
popisnou techniku, kterd se nehodi ke statistickému testovani hypotéz.
Korespondencni analyza se uplatni v ramci exploratorni analyzy dat. Tyka se
snizeni dimenze, i kdyz nema proceduru k uréeni vhodného poctu dimenzi.

12.2. Podstata metody CA

Korespondencni analyza vychazi z kontingencnich tabulek s n radky a m

sloupci. Ozna¢me U matici n Xm s prvky U;;, které odpovidaji prvkim

jr
kontingencni tabulky. Zavedme fadkové N;, a sloupcove N,; soucty a celkovy

soucet N vztahy

N;y =X, Uy, (104)
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Ny = 1]'1:1 Ui (105)

j»
Nr = Z?=1 N;, + Yiz1 Ny (106)

Déle Ize definovat marginalni relativni Cetnosti fadkd r; = N;, /N a relativni
cetnosti sloupcl ¢; = N,;/Nr. Pokud se zavede matice Cetnosti P s prvky
P;j = U;j/Nr, pak P =U/Ny a x?2- statistika pro test nulové hypotézy, 7e

neexistuje asociace mezi sloupci a radky, ma tvar

2
x> =Np X%, Y (pij —1ic) " /micy - (107)

Velitina t = y2/N; se oznaCuje jako Pearsonova stfedni kvadratickd
kontingence. Homogenita v kontingencni tabulce je charakterizovdana malou
hodnotou t a heterogenita velkou hodnotou t. Veli¢ina t se da vyjadfit ve tvaru

.. 2
t =17 Z}nﬂ[(pr—li]—cj) /¢, (108)

coz odpovida vazené eukleidovské vzdalenosti mezi vektorem relativnich
cetnosti a primérnym radkovym profilem.

Radkovy profil matice U je definovan jako vektor Pj = ®j1,---,Djm) pro
j=1,...,n s prvky p;; =U;;/N;+ a pramérny Fadkovy profil p’ =
(D1,---,Pm)T ma pak slozky pj = Ny;i/Nr. Jako miru toho, jak se radkoveé

profily li$i od primérnych Fadkovych profilli se pouZiva y?-vzdalenost

d?, = (p;—P) D;*(p;—P). (109)

kde D;,l je diagonalni matice s prvky 1/p, na diagonale. Pearsonova statistika

x? je pak ve tvaru
X = ?:1 Nj+dg]-- (110)

Oznaéme dale ¥ = PI a ¢ = PTI, kde I jsou vektory ze samych jedniéek, a
zavedme diagonalni matice D,. obsahujici na diagonale prvky vektoru r a D,
obsahujici na diagonadle prvky vektoru c¢. Matice J
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1
J=D,*(P—rc")D;"? (111)

ma prvky Umérné standardizovanym reziduim kontingenc¢ni tabulky U, t;j.
odmocniny €len(, ze kterych se tvofi statistika y2. Pomoci techniky SVD se
obecné obdélnikovd matice E rozkldda na tfi matice E = USVT, kde S je
matice singularnich Cisel a U a V jsou levé a pravé vlastni vektory. Slozky
radkovych profilt kontingenéni tabulky f; jsou pak radky matice

1

F =D, ?US. (112)

Slozky sloupcovych profild kontingen¢ni tabulky g; jsou pak radky matice

1
G =D_VS. (113)

Dvojice fadkovych a sloupcovych slozek f;, g; jsou prvky ortogonalniho
rozkladu rezidui (odchylek od modelu nezdvislosti sloupcl a radka, kde zavislost
se chape ve smyslu variace), které jsou usporadany sestupné podle duilezZitosti.
Tento rozklad se oznacuje jako korespondencni analyza. Je zfejmé, ze f; a g;
jsou nekorelované a maji nulové stredni hodnoty. Jsou vSak vzajemné spjaty
vazbami

1
G =D_*P"FS™1. (114)

1
F =D *PGS™1. (115)

Singularni vlastni Cisla, tj. diagonalni prvky matice S, se oznacuji jako hlavni
setrvacnosti. Pro zobrazeni obou profil( se vyuzivd dvojny graf (biplot) stejné
jako u hlavnich komponent. Hlavnim cilem je identifikovat zdroje heterogenity
v kontingencnich tabulkach. Korespondencni analyza umoziuje tedy rozklad
statistiky y? tak, aby bylo mozné posoudit struktury v matici N.
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