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Kapitola 1

Matematické modelovani

1.1 Uvod

V soucasnosti je nejrozsirenéjsi predstavou, ze vSe déni, t.j. nas zivot i jevy
kolem nas, které jsme schopni vnimat bud naSimi smysly anebo prostied-
nictvim riznych ptistroji, probiha ve 4-dimensionalnim poloprostoru, nebo,
jak se nékdy tika, v casoprostorovém kontinuu: 3 dimense jsou prostorové
a 1 dimense je Casova a vzhledem k tomu, Ze vSechny procesy probihaji od
“daného okamziku O” smérem do budoucnosti, ma tato ¢asova souradnice pfi
modelovani realnych jevi representaci poloptimkou, ktera ma pocatek v O
a pokracuje pouze ve sméru kladné poloosy tak, jak je obvyklé pfi zavadéni
kartézského soufadného systému. Popis jevi probihajicich v jakési ¢asti (ob-
lasti) 4-dimensionalnim poloprostoru je tedy nejpfrirozenéjsi popisovat pravé
v tomto vicedimenzionalnim poloprostoru a teprve poté, pripadnymi zjed-
nodusenimi, které jsou zéavislé na charakteru popisovaného jevu, prejit do
prostori nizsi dimenze a vyuzit vhodny aparét teorie obyc¢ejnych diferenciél-
nich rovnic ¢i jejich systémi. Ne vzdy je vSak toto mozné.

Matematické modelovani hraje velkou tlohu v popisu jevi, se kterymi se
setkdvame v aplikovanych védach a v riznych oblastech technickych a pri-
myslovych aplikaci.

Matematickym modelem méame na mysli soustavu rovnic anebo jinych
matematickych vztahii zachycujicich podstatné vlastnosti komplexnich pfi-
rozenych nebo uméle vytvorenych systému za tcelem jejich popisu, pripadné
predpovédi jejich chovani a Tizeni jejich casového vyvoje. V minulosti byla
tato oblast nazyvana rovnicemi matematické fyziky, avSak v soucasné dobé
uz zdaleka neni zizena pouze na fyziku a chemii, ale hluboce zasahuje i do
takovych oblasti, jako jsou finance, biologie, ekologie, medicina, sociologie,
atd.

V primyslovych oblastech (jako jsou napt. vesmirné nebo namoini projekty,
jaderné reaktory, problémy spalovani, vyroba a distribuce elektrické energie,
fizeni dopravy, atd.), se stalo matematické modelovani nésledované numeric-
kymi simulacemi a posléze experimentalnimi testy, obecnym pristupem zcela
nutnym pro rozvoj inovaci a v neposledni fadé motivovanym ekonomickymi
faktory.



Je zcela ziejmé, Ze bez soucasné vykonné vypocetni techniky by toto bylo
zcela nemozné.

Obecné je konstrukce matematickych modeli zalozena na dvou zakladnich
pristupech, kterymi jsou: obecné zakony a konstitutivni vztahy. My se sou-
stfedime vyhradné na aplikaci obecnych zakonii, které vychazeji z mechaniky
kontinua a které jsou representovany zakony zachovani ¢i rovnovahy, jako
napf. hmoty, energie, linearntho momentu, atd.

Konstitutivni vztahy jsou ptivodem experimentalni povahy a jsou silné za-
vislé na okolnostech jejich ziskani. Priklady mohou byt Fouriertiv zakon pro
vedeni tepla, Fickuv zakon pro difuzi substance v médiu anebo naptiklad i
rychlost auta, zavisla na hustoté aut jedoucich pred nim.

Vysledkem kombinace obou piistupii je obycejné parcialni diferencialni ro-
vnice (PDR) anebo jejich systém. Vzhledem k tomu, Ze je nutné jesté re-
spektovat prostredi, ve kterém modelovani provadime, musime k PDR jesté
zahrnout okrajové podminky, které popisuji chovani modelu na hranici ob-
lasti, ve které modelovany proces probiha, pripadné i ¢asové pocatecni pod-
minky, které representuji poc¢atecni stav, ze kterého se model zacal vyvijet v
piipadé, Ze jde o proces nestacionarni.

Zjevné historicky prvni dolozené pouziti PDR se objevilo v roce 1719 v préci
Nicolause Bernoulliho. Dalsi vyznamny piinos do teorie PDR pfinesl Sir Isaac
Newton v jeho praci The Method of Fluxions, ktera vysla v roce 1736. Po-
stupné nastava rozkvét oblasti spojené s teorii a aplikacemi PDR spojeny
se jmény jako Jean le Rond d“Alembert (1717-1783), Leonard Euler (1707-
1783), Pierre Simon de Laplace (1749-1827), Adrien-Marie Legendre (1752-
1833) Joseph Fourier (1768-1830), George Green (1793-1841), Michail Os-
trogradsky (1801-1861) a postupné celd plejada vyznamnych matematiki a
fyzikt az po dnesni dobu. Jak je z letopoc¢tii ziejmé, PDR maji za sebou uz
zhruba 300-lety bouflivy vyvoj a je zcela nemyslitelné na par strankach se,
byt jen bodové, dotknout vsech vysledki, které byly do dnesni doby ziskany
a ruznou formou publikovany.

Prvni kapitola mé za tkol neformalni formou uvést do problematiky PDR.
Ve druhé kapitole jsou shrnuty nejnutnéjsi matematické zaklady nutné k sou-
¢asné formulaci uloh spojenych s oblasti PDR, coz provedeme ve tfeti kapi-
tole. Ctvrta kapitola je vénovana tvodu do formulace zakladnich numerickych
metod pouzivanych pti feseni PDR a v zavérecné, paté, kapitole jsou uvedeny
nekteré, zcela konkrétni, priklady PDR.



1.2 Parcialni diferencialni rovnice (PDR)

Parcialni diferencidlni rovnice (PDR) je nasledujici vztah:

F(Z1, .y Ty Uy Uy e oy Uy s Uy Uyzgy -+ s Uiy s Uayzyargy - - -) = 0 (1.1)

kde neznamé u = u(xy,...,,) je funkce n proménnych a ug,, ..., Usz,, - - .
jsou jeji parcialni derivace. Nejvyssi rad derivace neznamé funkce u, ktery se
v rovnici vyskytuje, se nazyva fadd rovnice.

Systémem parcialnich diferencialnich rovnic je nésledujici vztah:

F(xy,...,Tp, 0, Uy, .o, Uy, Uiy, Ugyagy - -5 Ug o s Uy -+ -) = 0 (1.2)

kde nezndmou u je tentokrat vektor z R™ a F je také néjaky vektor z RF.
Obecné nevyzadujeme, aby m = k.

V piipadé, Ze viechny nezavisle proménné (zy,...,x,) representuji prosto-
rové proménné, mluvime o stacionarni rovnici, pokud jedna z nezavisle pro-
ménnych representuje ¢as, mluvime o nestacionarni — evolucni rovnici.
Ve vsSech dalsim, pokud to bude mozZzné, budeme uvadét definice
pouze pro jednodimensionalni pripad PDR je-li zobecnéni na sys-
témy PDR pouze formalnim ve smyslu chapani funkce jakozto vek-
torové. Pokud by v pripadé systémiit PDR bylo nutné definovat
vlastnosti ¢i vztahy odliSné od jednodimensionalnich PDR, bude
to explicitné provedeno.

1.2.1 Klasifikace PDR

Parcialni diferencialni rovnice miizeme klasifikovat na zakladé raznych krite-
rif.

Zakladnim klasifikacnim kriteriem je tvar funkce F'.

Rovnice (1.1) se nazyva linearni, jestlize funkce F' je linearni vzhledem k
neznamé funkci u a soucasné vSem jejim derivacim. V opac¢ném piipadé se
rovnice nazyva nelinearni.

V pripadé, Ze je PDR nelinearni, zajimé nas typ nelinearity:

e PDR se nazyva semilinearni, jestlize funkce F' je nelinearni pouze vzhle-
dem k wu, ale je linearni vzhledem ke vSem jejim derivacim;

e PDR se nazyva kvazilinearni, jestlize funkce F' je linedrni vzhledem k
derivacim nejvysstho radu funkce w;
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e PDR se nazyva obecna nelinearni, jestlize funkce F' je nelinearni vzhle-
dem k derivacim nejvyssiho radu funkce wu.

Poznamenejme, Ze rovnice (1.1), (1.2) jsou v tzv. implicitnim tvaru. Casto
lze separovat ¢leny s nejvyssimi derivacemi funkce u a prevést je na druhou
stranu rovnice - dostavame tak explicitni tvar PDR.

Uvedeme dalsi velice dulezitou klasifikaci PDR. Pro tento pfipad se omezime
na rovnice 2.¥adu v R? uvedené v explicitnim tvaru:

a(T1, T2)Us, 2y + 20(21, T2) sy 2y + (X1, T2) Uiy 2y = f Uiy Usy) + (21, T2)

(1.3)

a predpokladejme, Ze funkce a, b, ¢, f, g jsou hladké funkce (napt. C%(Q)) v

néjaké oblasti Q) C R?.

Poznamenejme, ze pokud je funkce g(x1, x9) identicky rovna nule, pak nazy-

vame rovnici 1.3 homogenni rovnici, v opa¢ném piipadé ji nazyvame rovnici

nehomogenni.

Vyraz na levé strané rovnice

a(x1, To) Uy, 4, + 20(T1, T2) Uy, 2y + (X1, T2)Usy 1,

se nazyva hlavni (principle) ¢ast rovnice (1.3) a urcuje typ rovnice dle
nasledujici klasifikace. Uvazujme nasledujici algebraickou rovnici

aX?+20XY +¢cY? =1,a>0

v roviné X,Y. 7 analytické geometrie vime, ze je-li b*> — ac > 0, je touto
rovnici definovana hyperbola, je-li b — ac = 0, pak je definovana parabola
a konecné je-li b* — ac < 0, jde o elipsu. PouZijeme tyto poznatky k definici
typu rovnice (1.3):

Definice 1 Typ rovnice (1.3) je definovdn ndsledujicim zpisobem

o je-li b* — ac > 0 pak je rovnice (1.3) hyperbolického typu - hyper-
bolicka

e je-li b* — ac = 0 pak je rovnice (1.3) parabolického typu - parabo-
licka

o je-li b — ac < 0 pak je rovnice (1.3) eliptického typu - elipticka

Pouze poznamenejme, ze v piipadé rovnic eliptického typu se typ rovnice
zobecnuje i pro pripad R", kde n > 2.

Pokud si uvédomime, Ze a, b, ¢ jsou obecné funkce, pak je ziejmé, Ze vyraz
b> — ac mize v riznych ¢astech prostoru ¢ ¢asoprostoru ménit znaménko.
Mluvime pak o rovnicich smiSeného typu.
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1.2.2 Hranice

V této ¢asti se budeme zabyvat vlastnostmi prostorové oblasti, na které je
PDR zkoumana - TeSena.

Zpocatku pripomenme nékteré zakladni pojmy:.

Oznacme B, (x) otevienou kouli v R” s polomérem r > 0 a stfedem x € R",
tj., B(x) ={y e R"; |x —y| <r}.

Bud X C R". Bod x € X je:

e vnitfnim bodem, jestlize existuje koule B,(x) C X

e bodem hranice jestlize kazdé koule B,.(x) obsahuje jak body X, tak i
body jejiho doplitku R™\ X. MnoZina bodu hranice X - kratce hranice
X se oznacuje 0X

e limitnim bodem X jestlize existuje posloupnost {xy}r>1 takova, Ze
Xk —7 X

Mnozina X je oteviena, jestlize kazdy jeji bod je bodem vnitfnim, uza-
vér mnoziny X je mnozina X = X UOX , mnozina X je uzaviend jestlize
X =X.

Mnozina je uzaviend tehdy a jen tehdy, jestlize obsahuje vSechny limitni
body.

Oblasti rozumime otevienou souvislou mnozinu, ne nutné jednoduse souvis-
lou (mize mit "diry").

Uvazujme oblast 2 C R™. Vzhledem k tomu, Ze potiebujeme velice ¢asto sle-
dovat chovani PDR na hranici oblasti, je nutno mit k dispozici pojem "tecny"
a "normaly" v bodech hranice oblasti. Vzhledem k tomu, Ze tyto pojmy jsou
vazany na existenci derivace v bodech hranice, zajima nas hladkost hranice.
Nejdiive zavedeme pojem tzv. C'-oblasti:

Definice 2 Rekneme, Ze je Cl-oblast, jestlize pro kaZdy bod x € 0N
existuje soutadny systém (Y1, o, ..., Yn—1,Yn) = (Y ,yn) § pocdtkem v bodé¢
x, ddle koule B(x) a funkce @ definovand v okoli N C R"~ mnoZiny y =0
takovd, Ze

/

peC'N), ¢(0)=0
a ddle
1.0ONBx) ={(y, v)ivn=0y), y €N},
2.QNBx) ={y v >ely), y €N}

Prvni podminka iik4, Ze hranice 0X2 je lokalné popsana grafem C'-funkce a
druha podminka pozaduje, aby se oblast €2 vyskytovala pouze na jedné strané
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hranice.

Tato definice tesi hladké hranice naptiklad typu kruznice, elipsy, povrchu
koule ¢ elipsoidu. Nicméné jsme zatim nevytesili nejcastéjsi pripad, jakym
je obdélnik nebo kvadr, protoze zjevné pro definici te¢ny nebo teéné roviny
(a tim i normaly nebo normalové roviny) vadi neexistence derivace v rozich
obdélniku ¢i na hranéch a rozich kvadru. Proto je tfeba pojem hladkosti
oblasti oslabit. To nam v budoucnosti umozni provést tzv. triangularizaci,
az budeme numericky aproximovat oblast.

7 toho diivodu zavedeme pojem tzv. Lipschitzovské oblasti:

Definice 3 éekneme, Ze oblast ) je Lipschitzovskd, jestlize jeji hranice je
lokdIné popsdna Lipschitzovskou funkci. Funkce u : Q — R™ je Lipschitzov-
skd, jestlize existuje konstanta L > 0 (konstanta Lipschitzovskosti) takovd,
ze

u(x) —u(y)] < Lix —y]|
pro kazZdé x, y € Q .

Zhruba Teceno, funkce je Lipschitzovska, jestlize prirustky jejich hodnot jsou
ve vSech smérech omezené.

Ve skutecnosti jsou Lipschitzovské funkce diferencovatelné s vyjimkou zane-
dbatelného poctu bodu. Plati véta, ze Lebesgueova mira bodt, ve kterych je
Lipschitzovska funkce nediferencovalend, je nulova.

1.2.3 Okrajové a pocatecni podminky

V této casti budeme definovat zakladni, nejcastéji se vyskytujici, poc¢atecné-
okrajové podminky.

Ve stacionarnim piipadé maji smysl okrajové podminky. Okrajové podminky
jsou neodmyslitelnou soucasti modelovani a bez nich postrada popis fyzikalni
reality smysl. Okrajové podminky popisuji chovani modelu na hranici oblasti,
ve které popisovany proces probiha. Uvedeme nésledujici 3 nejcastéji pouzi-
vaneé.

Budiz 2 C R” Lipschitzovska oblast. Necht jeji hranice je sloZena ze 4 Casti
0r=T1UTlyUI'sUN, kde I'; je otefena v 9€2 pro i = 1,2, 3 a mnozina N
ma nulovou (n — 1)-rozmérnou Lebesgueovu miru. Budtez také dany funkce

fZQ—)Rl gZFQUF3—>R1 A = (ai7j)ZjZIZQ—>Rnxn,
b:Q >R y: Ty >R 0:75 — R

Pak:



e Dirichletova okrajova podminka , neboli hlavni okrajova pod-
minka. Ta mé tvar

u(x) = ug(x) na Iy

e Neumannova okrajovid podminka, neboli prirozena okrajova
podminka. Ta ma tvar

ou(x)
oc

=g(x) na Ty

e Newtonova (Robinova, radia¢ni) okrajovd podminka, neboli
smisena okrajova podminka. Ta ma tvar

ou(r)
= r
Ep + ou(z) = g(x) na Ts,
kde 8¢ = Vu - ¢, kde ¢ = (c1,¢o,+++ ,¢,) = c(z) je takzvana konorméla
definovana vztahem ¢; = a; jv;, kde v = (v1,- -+ , 1) je vnéjsi normala k 02

v bodé x € 0.

Jsou-li funkce ug(x), g(x) nenulové, mluvime o nehomogennich okrajo-
vych podminkach, v opac¢ném piipadé mluvime o homogennich okrajo-
vych podminkach.

V nékterych pripadech mizeme uvazovat i tzv. periodické okrajové pod-
minky vzhledem k oblasti, které maji v pifpads, ze Q = [a,b] C R! tvar
u(a) = u(b), uz(a)= u.(b).

Dirichletovy okrajové podminky se objevuji naptiklad v tlohach typu nalézt
stacionarni teplotni rozdéleni uvnitt oblasti €2 je=li dana teplota na hra-
nici 0€), nebo v ptipadé, hledame-li rozdéleni elektrického potencidlu uvnitt
oblasti, zname-li potencial na hranici a v mnoha dalsich tlohach napriklad
stavebni mechaniky, mechaniky proudéni tekutin, atd.

Neumannovy okrajové podminky v podstaté popisuji predepsany "tok"hledané
veli¢iny skrze hranici (naptiklad tepelny ¢i hmotnostni).

Newtonovy okrajové podminky vznikaji naptiklad v pripadé, kdy zkouméame
pohyb struny jejiz jeden konec je upevnén k pruziné nebo gumovému pasu
(spliiujicimu Hookuv zakon) zpisobujici snahu uvést strunu do rovnovazné
polohy.

V tomto okamziku je vSak nutno poznamenat, Zze ne vidy spojeni PDR a
Neumannovych okrajovych podminek dava fyzikadlni smysl a pri-
slusna okrajova tuloha je reSitelna.

Jako priklad uvedme nésledujici ulohu: necht PDR mé tvar Au = f v
oblast 2 a okrajova podminka je % = ¢ na hranici 0€2. Pokud nynf trochu
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predbéhneme vyklad a pouzijeme-li disledek 1.6 pro v = 1, dostavame:

/AudX: d,udo. :>/fda:= ¢ do
) o9 ) o9

coz je nutna konzisten¢ni podminka, ktera musi byt splnéna, aby méla tloha
viibec Teseni.

Pocateéni podminky predepisuji u evolu¢nich tloh pocatecni stav, ktery se
méa v prubéhu evoluce PDR vyvijet. Pocatec¢ni stav je popsan podminkou
u(z,0) = g(x) v oblasti € anebo na nékteré z ¢asti jeji hranice I';. Po¢atecni
podminka obyc¢ejné vyjadiuje pocatecni profil hledané veli¢iny, jako je napii-
klad teplota, koncentrace, impuls, atd. I v tomto pripadé musi byt pocatecni
podminka konzistentni s podminkou okrajovou, pokud jde o zadani podmi-
nek na ¢asti hranice.

Zvlastnim pripadem jsou neomezené oblasti. Je-li oblast neomezena, meélo
by z fyziky vyplynout, jaké podminky mé feSeni spliiovat v nekoneénu. Jed-
nim z moznych pozadavki je, aby platilo: [, u*(z) dx = 1, coz v podtaté
znamena, ze v jde k nule v nekonecnu. Dalsim z praktickych prikladi je stu-
dium rozptylu akustickych anebo elektromagnetickych vin.

Zéveérem jesté zminme tzv. skokové okrajové podminky vyskytujici se v
tlohach, kdy se oblast €2 sklada z vice podoblasti €2 = Q;UQsU- - - ULy, které
maji ruzné fyzikalni vlastnosti. Jako priklad muze slouzit tepelné vodivost v
materialu s oblastmi s rozdilnymi koeficienty tepelné vodivosti, nebo tatéaz
situace v pripadeé elektrické vodivosti: vodi¢ versus izolant.

1.2.4 Integrace per partes

V této ¢asti pouze pripomeneme, jakym zpiisobem je zobecnéna integrace per
partes, znama pii vypoctu jednorozmérnych integrali, pro pripad mnoharoz-
mérové integrace. Je to zcela prirozeny pozadavek, uvazime-li, ze pracujeme
s PDR. Diikazy nasledujicich vét neprovedeme, protoze je ¢tenar miize nalézt
v kazdé seridzni ucebnici vektorové analyzy.

Zpocatku uvedme pouze neformélné a pro navozeni souvislosti vysledek,
znamy Ctenérovi, v pifpadé R'. Necht —oco < a < b < +o0o a dale necht
funkce f(z), g(z) € Cla,b]. Pak

[ 10" ar = 150)90) - s@ote) - [ L2 gy

a

Budiz Q C R" Cl-oblasti (ale plné postaci piedpoklad, Ze oblast je Lipschit-
zovskd). Bud dale F = (Fy, Fy, ..., F,) : Q — R" vektorové pole takoveé, ze
F e CY(D).

10



V dalsim budeme pouze formulovat fadu vét, které které jsou v ruzné litera-
tufe spojeny se jmény matematiki Gauss, Green, Ostrogradskij.

Véta 1 Véta o divergenci. Plati

/divF dX:/ F.-v do (1.4)
Q )

kde divF = 29:1 0y, Fj, v je jednotkovy vektor vndjsi normaly ke 0€) a do je
"povrchova"mira na 02, ktera je v lokalnich souradnicich vyjadirena vyrazem

do = /14 |[Ve(y)ldy .

Aplikujeme-li 1.4 na vF s tim, Ze v € C*(Q) a pouzitim znamé identity

div(vF) = v divF + Vv - F,
dostavame nasledujici vétu:

Véta 2 Integrace per partes. Plati

/UdideX:/vF-V da—/VU-Fdx (1.5)
Q G 0

Ctenar muze porovnat zjevnou podobnost s jednodimensionalnim pripadem.
Zvolime-li nynf specidlné F = Vu, kde u € C?*(Q) (N CHQ) a uvédomime-li
si, ze divVu = Au a Vu - v = d,u, dostavame

Véta 3 1. Greenova identita. Plati

/vAu dx:/ vo,udo — /VU-VU dx (1.6)
0 o9 0

Zvolime-li specialné v = 1, zfejmé dostaneme

/Au dX:/ o, udo.
Q o0

Pokud je i funkce v € C%(Q) (N C*(Q), pak jednoduchymi tpravami dosta-
vame:

Véta 4 2. Greenova identita. Plati

/Q(UAU — ulAv) dx = /m(v@yu — udyv)do (1.7)

Tyto véty ¢i vztahy maji sviij vyznam pii odvozovani matematickych modelt
z fyzikalnich zakont, pii odvozovani numerickych metod a, jak dale uvidime,
i pfi formulaci matematickych zakladia PDR.
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1.2.5 Korektni tlohy

Oby¢ejné jsou pii konstruovani matematického modelu relevantni pouze né-
které obecné zakony mechaniky kontinua, pricemz ostatni zakony jsou nahra-
zeny konstitutivnimi vztahy anebo vhodné zjednodusené na zakladé konkrét-
niho pripadu. Obecné je nutna dalsi informace takova, ktera zaruci existenci
jednoznacného Teseni. Tato informace je obecné dodana ve formé pocatec-
nich nebo okrajovych podminek. Naptiklad typické okrajové podminky
predepisuji hodnotu feseni nebo jejich normalovych derivaci, piipadné kom-
binaci obojich. Cilem je zadat vhodné podminky na data tak, aby méla tloha
nasledujici vlastnosti:

a) existuje nejméné jedno feseni
b) existuje maximalné jedno reseni
c) TeSeni zavisi spojité na datech.

Pokud tloha spliuje predchozi podminky, rikame, Ze tiloha je korektni
nebo korektné definovana.

Posledni podminka zhruba fiké, Ze korespondence data — reSeni je spojita,
anebo jesté jinak: mala chyba v datech implikuje malou chybu v reSeni.
Tato velice diilezita vlastnost se da vyjadrit jako lokalni stabilita FeSeni
v zavislosti na datech. Tato vlastnost ma velky vyznam pii numerickém
feSeni problému, kdy chyba aproximace by neméla zpiisobit velkou chybu
reSeni - neplati-li stabilita, mohou byt vysledky numerického feseni zcela ne-
pouzitelné.

Poznamenejme, ze pojem "blizkosti"dat a TeSeni je silné zavisly na pouzité
metrice, kterd odmétruje vzdalenosti. Mize se stat, ze pfi pouziti jedné met-
riky je tloha korektni, ale pii pouziti jiné metriky je tatédz tloha nekorektni.
To plati, pokud vysetifujeme tilohu v nekoneéné-dimensionalnich prostorech.
Pokud je problém vysSetfovam v eukleidovskych prostorech konecné dimense
pak, je-li iloha korektni v jedné metrice, pak je korektni ve vSech metrikach,
protoze v kone¢né-dimensionalnich prostorech jsou vsSechny metriky ekviva-
lentni.

Existuji vyjimky, kdy tloha je uz ze své podstaty nekorektni. Jedna se o
tzv. inverzni ulohy. Prikladem mohou byt tulohy z oblasti geofyziky nebo
nékteré ulohy teorie rizeni.

1.2.6 Typické alohy pro PDR

Tuto ¢ast rozdélime na dvé podcasti. V prvni podéasti uvedeme zcela obecné
fyzikalni zakony modelovani pro zcela obecnou veli¢inu a ve druhé podcasti
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budeme tyto zakony aplikovat na zcela konkrétni fyzikalni veli¢iny, abychom
ilustrovali pouzitelnost obecného modelovani na odvozeni zcela konkrétnich
PDR, které modeluji zcela specifické jevy.

Obecné fyzikalni zakony.

Budiz o = (21,29, 73) € Q; C R?, kde ; je oblast v okamziku ¢ (oblast se
muze v ¢ase ménit), t € (0,7") casovy interval, ve kterém budeme provadét
modelovani (nevylucujeme piipad T' = +00). Déle jesté oznacme V = {(x, t)|
x € Ot € (0,T)} € R* oblast kde je definovana néjaka funkce f =
f(z,t), x = (x1,79,23), tjecas, cili def(f) =) a predpokladejme, ze
je V oteviena.

Ve tyzikalné-technickych oblastech se v zésadé pouzivaji nasledujici dva po-
pisy jevi:
1. Lagrangetiv popis
Lagrangetiv popis vychazi z pohybu kazdé individualni castice. Trajek-
torie Castice jepopsana rovnici

r=@(X,t), v;=¢(X,t), i=1,2,3

a X representuje tzv. referen¢ni bod a obvykle se jako referencéni bod
X bere bod, ve kterém se Castice naléza v Case tg, ¢ili X = @(X, ).
Soutadnice X = (X1, Xs, X3) se nazyvaji Lagrangeovy soufadnice.
Lagrangeliv popis se pouziva, uvazujeme-li napi. pohyb c¢asti média,
ktera je v kazdém case t tvorena identickymi ¢asticemi, které vyplnuji v
¢ase t néjakou oblast @ C R3.

Rychlost a zrychleni ¢éstice dané refenénim bodem X jsou definované
(za predpokladu existence derivaci)

. _ Oy 0y _
u(X,t) = E(X’ t) = E(X’ to;t)
. 0 g

2. Eulertiv popis
Sledovani trajektorie kazdé individualni ¢astice je nékdy nevyhodné, na-
kladné na pfipadnou numerickou analyzu a nékdy dokonce zcela ne-
vhodné pro popis modelu. Euleruv popis vychéazi z popisu rychlosti v(x, t)
¢astice meédia, kterd prochazi bodem x v ¢ase t . Soutadnice x = (1, T2, x3)
se nazyvaji Eulerovymi souradnicemi. Je-li x = (X, ¢)miizeme psat:

vz, t) = (X, 1) = %—f(x, ).

13



Piedpokladame-li, ze v € C1(V)3, je pak zrychleni ¢astice prochéazejici v
case t bodem x dano takto

3

ov ov

ale,t) = 5 (z,1) + ; vi(z, t)a—%(x, £,
neboli
0
a= 8_: + (v- V).
Posledni vyraz se oznacuje symbolem %, neboli obecné

D 0
E—E—F’U'V

a nazyva se materialni (totalni) derivace — lokalni derivace 2 +

ot
konvektivni derivace v - V.

Budiz F' = F(z,t) : V — R je Eulerova representace néjaké veliciny a
uvazujme systém ¢astic vypliujici omezenou oblast O C €); v ¢ase t. Celkové
mnozstvi veli¢iny dané funkei F', ktera je obsazena v objemu O(t) v ¢ase
t je rovno integralu

F(t) = / F(x,t)dx .
o)
Piiklad. Bud F(z,t) = p(x,t) hustota. Pak
m(O(). ) = [ pla.t)is
o)
je hmotnost veli¢iny v objemu O(t).

Plati tato dilezita véta, umoznujici odvozeni dilezitych fyzikalnich zakonii:

Véta 5 Véta o transportu.

Necht ty € (0,T), O(ty) je omezend oblast a necht O(ty) C . Budiz
¢ funkce, definujici casovou zménu oblasti O(ty), kterd je spojité diferen-
covatelnd a kterd zobrazuje vzdjemné jednoznacné oblast O(ty) na O(t) na
néjakém intervalu (t1,t2). Necht F = F(x,t) md spojité a omezené derivace
proniho Fddu na mnoziné {(z,t)| t € (t1,t2),x € O(t)}. Pak ¥V t € (t1,t2)
existuje konecnd derivace

i/ F(;U,t)dx:/ {a—F(sc,t)eriv(Fv)(sc,t) dr .
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Véta o transportu je znama z klasické analyzy jakozto véta o derivaci inte-
gralu. Aplikaci Greenovy véty dostavame

F
i/ F(x,t)dx = / a—(:c,t)dx —|—/ (Fv)(z,t) - v(t)do
at Jow - Jow Ot - Joow

g

Vv Vv
okamzita zména rychlost zmény F tok veli¢iny hranici

Nyni jiz mame k dispozici aparat, ktery nam umozni odvozeni zakladnich
fyzikalnich zédkonu v integralnim i diferencialnim tvaru.

Zakon zachovani hmoty.
Necht p € CY(V,v € C1(V)?. Hmotnost m objemu veliciny O(t) nezavisi na
Case t

dm(O(t),t) d

coz je integralni tvar. Diferencialni tvar dostaneme pouzitim véty o trans-

portu:
d dp .
— pa:,tda::/ {—erwpvldxzo,

kde v je rychlost veli¢iny F', pro kazdou otevienou oblast O(t). Odtud plyne,
ze 5
a—? + div(pv) =0,

coz je diferencialni tvar zakona zachovani hmoty nazyvany rovnice konti-
nuity.

Zakon zachovani hybnosti.
Necht p € C1(V,v € C*(V)3. Celkova hybnost objemu O(t) je dana

H(O();1) = /O AT

Okamzita zmeéna (¢asova derivace) celkové hybnosti objemu veliciny tvore-
ného v kazdém casovém okamziku tymiz Casticemi a vyplhujicitho v case ¢
objem O(t) je rovna sile F(O(t) pusobici na O(t) . Zakon zachovani hyb-
nosti ma tedy tvar
dH(O(t); 1)
dt

Aplikaci véty o transportu dostavame

= F(O(t):1), t € (t1,t3) .

/(’) [%(pvi(:c,t)) + div(pv;v)(z,t) |de = F;(O;t)
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kde i = 1,2,3 pro libovolné ¢ € (0,7") a pro libovolny kontrolni objem
O C V;. Vektor F(O;t) oznacuje silu pusobici na objem O(t) v ¢ase t.

K tomu, abychom dostali diferencialni tvar, potfebujeme vyjadrit vektor
F(O;t) v integralnim tvaru. Separatné vySetiime objemové sily a plosné sily.

oy .

e Objemova sila (nazyvana vnéjsi silou, nebot je vétsinou generovana vnéj-
Simi vlivy) F,(O;t) pisobi v ¢ase t na Castice obsazené v kontrolnim
objemu O C O C €, jako jsou napiiklad gravitace, elektromagnetické
nebo elektrostaticka sila, je vyjadfena svou hustotou (vztazenou na jed-
notku hmotnosti) f € C*(V)3:

Fo(O;t) = /O(pf)(.r,t)dx .

Prikladem je napf. gravitacni sila £ = (0,0, —g), kde ¢ je gravitaéni
konstanta. Gravitac¢ni sila je potencidlni, tj. existuje jeji potencial U &€
Ct(V), tj. f = VU U = —gux3. Potencialni sily jsou téZ nazyvany
konzervativni.

e Plosné sily (nékdy nazyvané silami vnitinimi, protoze jsou dusledkem
vnitini interakce mezi objemy) Fs(O;t), predstavuji pusobeni veliciny
vné oblasti O(t) v ¢ase t na kontrolni objem O(t) a je vyjadiena vek-
torem napéti T(z,t,v)

Fo(O:t) = /3(9 T(x,t,v(z))do

kde v(x) je jednotkova vnéjsi normala k 0O v bodé z. Predpokladame, ze
T € C(V x S1)?, kde S; je povrch jednotkové koule s centrem v pocatku.
Prikladem je tlakova sila T(x,t,v) = —p(x,t)v - to jest hustota tlakové
sily, a pak je

Fi(O;t) = /(wp(a:,t)u(x)da ’

kde p je tlak. Vektor —p(z,t)v(z), vyjadiujici hustotu tlakové sily, je
ortogonalni k p(x,t)v(x) v kazdém bodé z € 0O a jeho tetna slozka k
00O je nulova.

Zvolime-li nyni norméaly rovnobézné se souradnicovymi osami, pak dostaneme
Tji — T%(.Q?,t, 6]) y L] = 17273 ’

kde e; = (1,0,0)T,e5 = (0,1,0)T,e3 = (0,0,1)T. Prvky Ti(x,t), i, =
1,2, 3 se nazyvaji prvky tenzoru napéti. Prvky 7;;, ¢ = 1,2, 3 se nazyvaji
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normalova napéti a prvky 7;;, 4,7 = 1,2,3,7 # j se nazyvaji te€ni na-
péti.

Aplikace obecnych fyzikadlnich zakoni.

Aplikaci obecnych fyzikalnich zakonti budeme ilustrovat na prikladech z ob-
lasti proudéni obecnych tekutin.

Pohybové rovnice obecnych tekutin.

Predpokladejme, ze p,v;,7i; € C'(V a fi € C(V) , i,j = 1,2,3. Zakon
zachovani hybnosti lze pak zapsat takto:

/(9 la(f)vi)(‘?teriv(Pviv)] (z,t)dxr = /(pfz) x,t) d:c+/ Zyj 2)7ii(z, t)d

pro kazdé t € (0,7T) a pro libovolny kontrolni objem O C €.
Aplikaci Greenovy véty dostavame pohybové rovnice obecné tekutiny v dife-
rencialnim konzervativnim tvaru

3
d(pv;)0t + div(pv;v) = pfi + Z g;ﬂ i=1,2,3.
j=1 "

Tato rovnice spolecné s rovnici kontinuity a prislusnymi okrajovymi pod-
minkami, tvoif zaklad modelovani pohybu tekutin (vody, plynu). Casto je
jesté nutné zahrnout dalsi rovnice jako jsou naptiklad rovnice prenosu tepla,
hmotné substance, radiace, atd.

Rovnice energie.
Vykon sily F plisobici na ¢astici v bodé x a case t je

W(x,t) = F(z,t)-v(z,t) .

Uvazujeme ¢ast veli¢iny representované kontrolnim objemem O(t). Pak mi-
zeme formulovat zakon zachovani energie:

Zakon zachovani energie.

Okamzita zména (Casova derivace) celkové energie objemu veli¢iny tvoreného
v kazdém ¢asovém okamziku tymiz ¢asticemi a vypliujictho objem O(t) v
¢ase t je rovna souc¢tu vykonu objemovych a povrchovych sil a mnozstvi
tepla dodaného systému.

17



Ozna¢me £(O(t)) celkovou energii objemu veliciny O(t) a budiz Q(O(t))
mnozstvi tepla predané objemu O(t) v ¢ase t. Vnégjsi sily jsou vyjadieny
hustotou f objemovych sil a vnitini sily jsou vyjadieny tenzorem napéti T.
Nasledné dostavame zakon zachovani energie ve tvaru

d
Eé’(@(t)) = /(’)(t) p(m,t)f(:r:,t)-v(a:,t)der/ao(t)T(x,t,V(:J:))-V(a:,t)dUJrQ(O(t)) :

ZapiSme jeste:

E = e+ﬁ

Q(O(1)) = /@ ol i~ / Al t) - v(z, t)do

o0(t)
kde E je celkova energie, e je specifickd vnitini energie (tj. na jednotku hmot-
nosti), [v|?/2 je hustota kinetické energie, ¢ je hustota tepelnych zdroji (na
jednotku hmotnosti) a q je tepelny tok. Pro vyjadieni q pouzijeme Fouriertv
zékon (zde vidime zapojeni konstitutivnich vztahit do modelovani)

q=—-kV0O,

kde k je koeficient tepelné vodivosti a 6 je absolutni teplota.
Dosazenim téchto vztaht do vyse uvedeného zakonu zachovani energie do-
stavame:

3
i/ E(z,t)dx :/ p(x,t)f(x,t)-v(x,t)dx+/ Z Ti(x, t)ni(z)vi(z, t)do+
dt O(t) O(t) 90(t)

1,7=1

o[ ot tate e = [ atet)-v@o

Predpokladejme hladkost funkef p, u, v;, 75, ¢; € CY(V), a fi,q € C(V), i=
1,2, 3. Aplikujeme-li nyni vétu o transportu a Greenovy véty, dostavame rov-
nici energie v konzervativnim tvaru

E
%_t + div(Ev) = pf - v+ div(Tv) + pq — divq .

Zévérem jesté uvedme zakon zachovani momentu hybnosti alespon v
integralnim tvaru.
Predpokladejme zase, Ze p,v;, 75 € C'(V), a fi € C(V), i=1,2,3. Opét
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uvazujme né&jaky kontrolni objem O(t).

Zakon zachovani momentu hybnosti je pak formulovan takto:
Okamzitd zména momentu hybnosti objemu veli¢iny O(t) v libovolném ¢asu
t je rovna sou¢tu moment objemovych a povrchovych sil, které ptisobi na
tento objem:

d z X (pv)(z,t)dx = /

— T X (pf(:z:,t))dx—l—/ X T(x,t,v(x))do,
dt Jow) o(t)

a0(t)

a X b je zndmy operator rotace:

CLng — Clgbg
aXxXb= a3b1 — Cleg
a1b2 — agbl

Déa se dokazat nasledujici dilezity vysledek:

Véta 6 Zdkon zachovdni momentu hybnosti plati tehdy a jen tehdy, je-li
tenzor napéeti T symetricky.
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Kapitola 2

Matematické zaklady teorie PDR

Priblizné do konce 19. stoleti byla oblast PDR témér vyluéné doménou fyziky
(avsak nikoliv pouze fyzikii). Vyzkum PDR byl zcela vyluéné soustiedén na
jednotlivé typy PDR, které se objevovaly v souvislosti s popisem rtznych fy-
zikdlnich jevi a tomu odpovidaly i definice problému a metody jejich TeSeni.
Navic, nékteré ulohy (naptiklad z elektrostatiky ¢i proudéni tekutin) tvrdo-
sijné odolavaly jejich TeSeni. Zacalo byt ziejmé, Ze bude potieba tuto roztiis-
ténost pristupu k PDR sjednotit — unifikovat. Tato snaha dala vzniku abs-
traktni teorie, ktera umoznila zaradit celé tfidy PDR do jednotné struktury
nejenom z pohledu teoretického, ale hlavné z pohledu numerickych metod,
které se dnes pouzivaji k vypoctu pribliznych reSeni. Tyto abstraktni metody
jsou vysledkem synergie analytickych a geometrickych metod a jsou nazvany
funkcionalni analyza, patiici k zékladnim kamentim soucasné matematiky.
V této casti uvedeme zékladni definice a vysledky funkcionalni analyzy, bez
kterych se soucasné teorie PDR, byt i na trovni zékladniho inZenyrského
vzdélani, nemiize obejit.

2.1 Funkcionalni analyza

Zakladem funcionélni analyzy jsou exaktni definice prostort ruznych struktur
(funkce, posloupnosti funkci nebo ¢isel, atd.) a jejich vlastnosti. Vzhledem k
tomu, ze funkcionalni analyza je v soucasné dobé jiz zcela samostatnou a i
nadale se rozvijejici oblasti matematiky, je zhola nemozné na tomto misté
dat jeji zcela vycerpavajici popis. Uvedeme pouze zékladni definice a, bez
diikaz, zakladni vysledky nutné k pochopeni dalsich kapitol.

2.1.1 Banachovy prostory

Zékladnimi pojmy jsou "velikosti"nebo "vzdélenosti". Proto zavadime pojem
norma a vzdalenost.

Bud X linearni prostor nad télesem realnych ¢isel R nebo komplexnich ¢isel
C. Norma v X je realné funkce

X =5 R

takova, ze pro kazdy skalar A a pro kazdy z,y € X plati nasledujici vlastnosti:



e |[z]| > 0; ||z|| =0 tehdy a jen tehdy, kdyz =0 — nezapornost
e || Az| = |A|||z|| — homogenita
o [z +vy| <|z|]| +|ly]| - trojuhelnikova nerovnost.

Normovany prostor je linearni prostor X s normou || . ||, coz nékdy ozna-
¢ujeme jako dvojici (X, ]| ||). S normou je spojena vzdalenost mezi dvéma
vektory x,y € X

d(z,y) = [z =yl
¢imz se stava prostor X metrickym prostorem. To umoznuje definovat

pojem konvergence v X. Rikéme, 7e posloupnost {x,} C X konverguje
kxv X, x, - xv X, jestlize:

d(xpm,x) = ||zm — || =0 pro m — +o0.

Zavedeme pojem Cauchyovské posloupnosti. fikdme, ze posloupnost {z,} C
X je Cauchyovska, plati-li:

d(Tm, k) = ||Tm — k]| = 0 pro m,k — 4o0.

Plati, ze je-li X,,, konvergentni, pak je X,, Cauchyovska.

Definice 4 Normovany prostor, ve kterém je kazdd Cauchyovskad posloup-
nost konvergentni, se nazyjvd aplny.

Definice 5 Uping normovany linedrni prostor se nazjvd Banachtv pro-
stor.

Pojem konvergence nebo limity lze rozsitit na funkce a jejich prostory.

Jako priklad uvedme prostory spojitych funkci. Budiz X = C'(A) mnozina
realnych ¢i komplexnich funkei na A, kde A je kompaktni podmnozina R" s
normou

IF e = max|f].
Posloupnost f,, konverguje k F' v C(A), jestlize:
mgx]fm—f\ — 0,

coz znamena stejnomérnou konvergenci. Protoze stejnomérna limita spojité
funkce je spojitou funkef, tvoii dvojice (C'(A),|| [/¢(a)) Banachiv prostor.
Zvolime-li nyn{ v prostoru C'(A) nasledujici normu:

1/2
1l = ( / |f|2> |
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tzv. L?(A) — normou, netvori dvojice (C(A), || ||z2(4)) Banachiv prostor.
Protiptikladem muze slouzit volba A = [—1,1] C R a posloupnost f,, = 0
prot <0, fu=mtpro0 <t <1/m, (m>1), fr,=1prot > 1/m,
kdy posloupnost f,, je sice Cauchyovska vzhledem k L?*(A)-normé, nicméné
posloupnost f,, bodové konverguje v L?(—1,1) k tzv. Heavisideové funkei,
které je nespojita v 0 a tudiz nepatii do prostoru C'(—1,1).

Pravé uvedeny piiklad ukazuje dilezitost volby pocatec¢niho prostoru
funkci a k nému prislusné normy jiz v pocatecni fazi definice problému
pro PDR. Pokud totiz budeme aproximovat reSeni posloupnosti funkci, muze
se stat, ze limitni FeSeni "vypadne"z puvodniho prostoru, ¢ili problém v takto
definovaném prostoru viibec nema feSeni.

Uvedeme priklady prostorti a norem, které vytvareji Banachovy prostory.

e Necht OF(A) kde 0 < k € N je mnozina spojité diferencovatelnych funkei

na A do fadu k véetné. Bud 0 < m € N, pak vektor a = (aq,- -+, ap)

nazveme multi-indexem délky m || = a3 +--- + o, = m a polozme

DY = 2L ... 9% Zavedeme-li normu v C*(A) nasledovnym zpiisobem
8x1 a-Tn

k
£ lleray = £ ey + DD fllew.
la=1
tvorf dvojice (C*(A), || |lcx(a)) Banachiv prostor k-krét spojité diferen-
covatelnych funkci na A C R".

e Bud Q oteviena mnozina v R" a budiz p > 1 realné cislo. Bud LP(f2)
mnozina funkei f takovych, ze | f|P je Lebesgueovsky integrovatelna v 2.
Budeme povazovat dvé funkce f a g za totozné, jestlize se sobé rovnaji
skoro vsude v Q (Lebesgueova mira mnoziny bodi, kde se obé funkce ne-
rovnaji je nulové). Jestlize nyni definujeme normu funkce f nasledujicim

zpusobem
1/p
o = ([ 1)
Q0

tvori dvojice (LP(€2), || ||zp)) Banachiv prostor.

e Bud L*(f)) mnoZina podstatné omezenych funkci v Q, t.j. takovych,
ze existuje konstanta M takovd, ze |f(z)] < M skoro vSude v . Infi-
mum vzech takovych ¢isel M se nazyva esencialni(podstatné) supremum
funkce f a oznac¢ime ho:

1f 1l (€2) = esssgplf\-

Pak dvojice (L*(€2), || ||z~(q)) je Banachovym prostorem.
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2.1.2 Hilbertovy prostory

V této casti zavedeme prostory, které maji klicovy vyznam pro definici, ana-
I¥zu a numerické vypocty v oblasti PDR. Drive, nez podédme jejich definici,
zavedeme nékteré pojmy.

Definice 6 Budiz X (obecné nekonecéné-dimensiondlni) linedrni prostor nad
R. Pak skalarni soucin (inner product) v X je funkce

(bo): XXX =R
s nasledugicimi tremi vliastnostmi. Pro kaZdé x,y,z, € X a skaldary \,u € R
je
1. (x,x) >0 a (x,z) =0 tehdy a jen tehdy, kdyz x =0  (nezdpornost)
2. (z,y) = (y,x)  (symetrie)
3. (pr + Ny, z) = p(z, 2) + My, 2)  (bilinearita)

Linedrnd prostor s takto definovanym skaldrnim soucinem nazyjvdme prostor
se skalarnim soucinem.
Funkci (s,.) nazgvdme symetrickou bilinearni formou na X.

Skalarni soucin indukuje normu:

ol = Vo) 2.1)
Plati nésledujici dulezita véta:
Véta 7 Necht z,y € X. Pak
1. Schwarzova nerovnost:

(@, y)| < [l ]l lyll- (2.2)

a navic, rovnost plati tehdy a jen tehdy, jesthize x a y jsou linedrné

zZavislé.
2. Zakon rovnobézniku:

lz +yl* + |l = ylI* = 2|l + 2yll.

Definice 7 Necht H je prostor se skaldrnim soucinem. éekneme, ze H je
Hilberttiv prostor, jestliZe je tuplny vzhledem k normé 2.1, kterd je indu-
kovana skaldrnim soucinem.

Jinymi slovy a trochu nepfesné, Hilbertiv prostor je Banachiv prostor se
skalarnim sou¢inem, ktery produkuje normu.
Uvedeme piiklady Hilbertovych prostorti:
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1. R" je Hilbertiuv prostor vzhledem k obyc¢ejnému skalarnimu soucinu
n
($7y)Rn = X'y = ijyﬁ X = (xla" ’ an)a y = (yla"' 7yn)
j=1

Indukovana norma je:

n
x| =vx-x = Zx?
j=1

dem ke skalarnimu soucinu

(u, ) 2() :/uv.
0

HUHL?(Q) = /uQ.
V Q

Pokud si predstavime, ze u predstavuje rychlost ¢i jeji gradient, kvadrat
normy ma ziejmy vyznam energie systému.

Indukovana norma je

Dalsi vyznamné priklady Hilbertovych prostorti uvidime v ¢asti o Sobolevo-
vych prostorech.

2.1.3 Projekce a separabilita

Hilbertovy prostory jsou idealnim prostiedkem pro reseni problémi v nekonec¢né-
dimensionalnich prostorech jakymiz jsou PDR. Skrze skalédrni soucin a indu-
kovanou normu sjednocuji analytickou a geometrickou strukturu. Jak vime

z teorie kone¢né-dimensionalnich prostort, jsou dva vektory x a y ortogo-
nalni jestlize (x,y) = 0 a zapisujeme x_Ly.

V obecném Hilbertové prostoru plati nasledujici dilezita véta:

Véta 8 Véta o projekci.
Budiz V' uzavieny podprostor Hilbetova prostoru H. Pak pro kazdé r € H
existuje jednoznacny prvek Pyx € V takovy, ze

| Py — ] = inf flo ]|
Navic plati:
1. Pyx = z tehdy a jen tehdy, kdyz x € V.
2. Necht Qvx = x — Pyx. Pak Qyx € V* a
lz[* = | Pya||* + |Qva|
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Veliciny Pyx a Qyx se nazyvaji ortogonalni projekce prvku x na V' a na
V4.V disledku tvrzeni 1. a 2. véty o projekci mizeme fici, ze Hilbertiv
prostor H je direktni soucet podprostori V a V4t H =V HV*

Definice 8 Hilbertiv prostor H se nazjvd separabilni, jestliZe existuje spo-
cetna a husta podmnozina v H. Ortonormalni base v separabilnim Hilbertove
prostoru H je posloupnost {wy}r>1 C H takovd, Ze (wy,w;) = 0 k,j >
Lo al|lwgl]| =1 k>1 akazdy pruek x € H lze vyjadrit ve tvaru:

0

r = Z(x,wk)wk

k=1

Tuto Tadu nazijvame zobecnénou Fourierovou fadou a ¢isla ¢, = (x, wy)
jsou Fourierovy koeficienty vzhledem k basi {wy}.

Plati véta:
Veéta 9 Kazdy separabilni Hilbertiv prostor md ortonormdlni basi.

Uvedme jeden priklad:
Prostor L*(Q2), kde 2 € R", je separabilni. Specidlné mnoZina funkef

1  cosx sinz cos2x sin2x cosmT Sinmx
tvorf ortonormaln{ basi prostoru L?(0, 27).
Separabilni Hilbertovy prostory spole¢né s vétou o projekci nam
umoznuji vytvaret efektivné numerické metody reseni PDR.
V aplikacich vznikaji ortogonalni base prirozené pii feseni okrajovych tloh
pro PDR, nejcastéji pii pouziti metody separace proménnych. Tato metoda
bude ilustrovana v posledni kapitole vénované nékterym prikladim.

2.1.4 Kompaktnost a slabd konvergence

Topologicky pojem kompaktnosti je jednim z centralnich pojmu matematiky:.
Kompaktnost lze definovat mnoha riznymi, ale vzajemné ekvivalentnimi,
zpusoby. Za vSechny uvedme alespon dva:

Definice 9 ndsledujici dvé definice jsou ekvivalentni:

e PodmnozZina M C X linedrniho normovaného prostoru X se nazijvd
kompaktni, jestlize z libovolné posloupnosti {u, }5, prvki mnoziny M
lze vybrat podposloupnost {un, }32,, kterd konverguje k néjakému proku
ug € M, tj.

lim ||u,, — ugl|lx =0 neboli u,, — uy vX
k—00 '
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e Podmnozina M C X linedrniho normovaného prostoru X se nazjvd
kompaktni, jestlize z libovolného otevieného pokryti mnoZiny M: \J,~, U, D
M lze vybrat koneéné podpokryti: Ufy:l Un, O M.

Pojem kompaktnosti hraje vyznamnou roli v teorii PDR a v numerickych
metodach feseni PDR, kdy nés zajima, kdy aproximace feseni PDR konver-

guji k jejimu Teseni a zda vysledna limita je skuteéné prvkem prostoru, ve
kterém teseni hledame.

Je dramaticky rozdil mezi tim, jestli je mnozina M kone¢né-dimensionalni,
nebo nekonec¢né-dimensionalni.

V pripadé kone¢né-dimensionalnich prostori plati nasledujici véta:

Véta 10 Necht podmnozina M C R* je omezend a uzaviend. Pak je M
kompakitni.

V nekonecné-dimensionalnich prostorech je situace komplikovanéjsi, nebot
tam jsou kompaktni mnoziny "malé"- neobsahuji zadny vnitini bod. Abychom
mohli zkoumat konvergenci i v nekonecné-dimensionalnich prostorech, postu-
pujeme nasledovné:

Definice 10 Mnozina se nazjvd pre-kompaktni, jestliZe jeji uzaver je kom-
paktng.

Definice 11 Podmnozina E normovaného prostoru X je sekven¢né pre-
kompaktni (resp. kompaktni), jestlize pro kaZdou posloupnost {z} C E
ezistuje podposloupnost {xy }, kterd je konvergentni v X (resp. v E).

Pak plati véta:

Véta 11 Necht X je mormovany prostor a necht E C X. Pak E je pre-
kompaktni (kompaktni), tehdy a jen tehdy, kdyz je sekvencéné pre-kompaktni
(resp. kompaktni).

Poznamenejme, Ze zjistovani toho, zda je podmnozina Hilbertova prostoru
kompaktni, je zpravidla velice tézka tloha. Nésledujici véta dava dulezité
kriterium kompaktnosti v prostoru L?:

Véta 12 Budiz Q C R" omezend oblast a budiz S C L*(Q). Pokud plati:
i. S je omezend: existuje konstanta K takovd, Ze ||ul|r2) < K, Yu € S,

ii. emistugi kladné konstanty o, L takové, Ze rozsirime-lt u nulou vné oblasti
Q a plati-li(ekvi-spojitost v normé):

|lu(- +h) —u(-)||2(2) < Lh|Y, YVheR", ues,
pak je S pre-kompaktni.
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Jak vidime, v normovanych prostorech je kompaktnost ekvivalentni se sek-
ven¢ni kompaktnosti.

V Hilbertovych prostorech mizeme zavést mnohem flexibilnéjsi pojem kon-
vergence, ktery je idedlné prizplisoben variac¢ni formulaci okrajovych tloh pro
PDR, jak uvidime v dalsim.

Pro tento tcel zavedeme nékolik novych definic.

Definice 12 Necht Hy, Hs jsou dva Hilbertovy prostory. Linedrnim ope-
ratorem z H, do Hy nazveme zobrazeni L - Hy — Hy takové, ZeVa, 5 € R
aVx,y € Hy plati L(ax + By) = aL(z) + BL(y).

Linedrni operdtor L : Hy — Hy se nazijvd omezeny, jestliZe existuje takovd
konstanta C, Ze |Lz||g, < C||lx||g, Yz € Hy. Symbolem L(Hy, Hs) ozna-
¢ime mnozinu vSech linearnich omezenych operatort z H; do Hs a
zavedeme v ni normu

HLHE(H1,H2): sSup HL:CHHQ
2]y =1

Pak plati tato

Véta 13 Mnozina L(Hy, Hy) spolecné s normou || L £, p,) tvori iplng pro-
stor a tudiZ Banachiv.

Zavedeme dalsi definice:

Definice 13 Zvolime-li Hy = R, nazijvame linedrni operdtor L : H — R

funkcionalem.

MnoZina vsech omezenyjch linedrnich funkciondli na Hilbertove prostoru H

se nazyvd dualnim prostorem k H a oznacuje se H* (namisto L(Hy,R)).

Pro hodnotu funkciondlu L € H v "bodé"u budeme pouZivat znaceni (L, u)
51, %

a pro hodnotu dudlniho (adjungovaného) funkciondlu L € H* v "bodé"u
budeme pouzivat znaceni (L,u*), .

Pak plati tato velice diilezita veta:

Véta 14 Rieszova véta o representaci.
Budiz H Hilbertiv prostor. Pro kazZdy L € H* existuje jeding uy € H tak,
ze

1. Lx = (ug, ) pro kazdé x € H,

2L = Nlucll

Tudiz, Rieszova véta umoznuje ztotoznit Hilbertiv prostor se svym
dualem

Nyni jsme jiz pripraveni definovat pojem slabé konvergence. Budiz H Hil-
berttv prostor se skalarnim soucinem (-,-) a normou || - ||. Je-li FF € H*,
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vime, ze (F,z). — (F,z), kdyz ||z — x| — 0. AvSak muze se stat, ze
(F,x1)« — (F,z), pro kazdy F' € H* prestoze ||xx — x|| - 0. Pak fikdme,
ze xp konverguje k x slabé. Presnéji:

Definice 14  Posloupnost {X} C H konverguje slabé k x € H «a
zapisujeme x, — x, ("polovieni sipka"), jestlize

(F,xp) — (Fx), YF € H".
Nyn{ jiz muzeme formulovat dilezitou vétu:

Veéta 15 KaZda omezend posloupnost v Hilbertove prostoru H obsahuje pod-
posloupnost, kterd je slabe konvergentni k prvku x € H.

Tato véta ma klicovy vyznam jak v oblasti analyzy existence feSeni PDR,
tak i v numerickych aplikacich.

2.1.5 Abstraktni variacni tloha

Ve varia¢nich formulacich okrajovych tloh pro PDR (viz dalsi kapitola) hraji
vyznamnou roli bilinearni formy.

Definice 15 Necht Vi, Vs jsou dva linedrni prostory. Bilinearni forma ve
Vi x Vi ge funkce a : Vi X Vo — R, kterd md ndsledujici vlastnosti:

i Pro kazdé y € Vs je funkce x — a(x,y) linedrni ve V;.
ii Pro kazdé x € Vy je funkce x — a(x,y) linedrni ve V5.
Je-li Vi = V4 jednoduse rikame, Ze a je bilinearni forma ve V.

Typickym piikladem bilinearni formy v Hilbertové prostoru je jeho skalarni
soucln.
Dalsim piikladem miZe slouzit takovéito bilinearn{ forma v prostoru C*(Q):

a(u,v) :/AuAvdX.
0

Nyni nadefinujeme, co myslime abstraktni variacni tilohou:

Definice 16 Bud' V' Hilbertiv prostor, ddle budiz a bilinedrni forma na V' a
bud F € V*.
Abstraktni varia¢ni tloha je ndsledujici iloha:

Nalézt u € V takové, ze a(u,v) = (F,v), Yv e V. AVU
Nyni jiz mtuzeme formulovat vysledek zédkladntho vyznamu:
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Véta 16 Lax — Milgram. DBudiZV redlny Hilbertiv prostor se skaldrnim
souc¢inem (-,-) a normou || - ||. Necht a = a(u,v) je bilinedrni forma na V.
Jestlize:

i) forma a je spojita, tj. ezistuje konstanta M takovd, Ze
|a(u, v)] < M[ull|lvf|,  Vu,v, eV
ii) forma a je V-koercivni, tj. existuje konstanta o > 0 tak, Ze:

a(v,v) > ao|jv||?, Vv eV, (2.3)

pak existuje jednoznacné reSeniw € V' abstraktni variacni ulohy. Navic plati
ndsledujivi odhad stability:

1
Il <~ F]
«

v (2.4)

Poznamka 1 Koercivitu 2.3 lze povaZovat za abstrakini verzi energie. Je zd-
kladni nerovnosti, kterou je treba dokdzat, chceme-li pouzit Lax—Milgramouvu
vetu.

Poznamka 2 Zdvérecnd nerovnost 2.4 se nazyvd odhadem stability z nadsle-
dugjictho duvodu: aplikujeme-li 57 na uqy — uo, dostdvame:

1
|ur — us|| < aHFl — Iy

V*

coZ meznamend nic jiného, neZ zduvislost reseni na datech, cili miru korekt-
nosti ulohy. Cim je konstanta koercivity o vétsi, tim je "stabilnéjsi"resend.
Jako ilustraci pouziti Lax-Milgramovy véty je nasledujici specialni pripad:
Je-li bilinearni forma symetricka, tj. a(u,v) = a(v,u) VYu,v € V, je
abstraktni variacni tloha AVU ekvivalentni tiloze minimalizace: budeme-li
uvazovat kvadraticky funkcionél

1
EWw) = §a(v,v) —(F,v). ,

pak plati véta:

Veéta 17  Necht a je symetrickd. Paku je resenim AVU tehdy a jen tehdy,
jestlize w mimimizuje E, tj.

E(@) = minyey E(v) .

Polozime-li nyni ¢(¢) = E(T+ev), € € R, lehce dostavame ¢ (0) = a(w, v) —
(F,v),. Vidime, ze linearni funkcional v — a(@,v) — (F,v), predstavuje

derivaci E v bodé uw podél sméru v a zapisujeme to

/

E (u)v = a(u,v) — (F,v)..
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s v . v . / .. ’ o “ .
Ve variacnim poctu se variace ' nazyva prvni variace a oznacuje se 0 F.
Je-1i a symetrickd forma, pak varia¢ni rovnice

/

E (u)v =a(u,v) — (F,v), =0, YveV

se nazyva Eulerovou rovnici pro funkcional E.

2.2 Teorie distribuci

V této ¢asti zavedeme nékteré definice a tvrzeni teorie distribuci tak, abychom
exaktné popsali takové objekty, jako je napiiklad "Diracova delta funkce
(DDF)"a ukézali nékteré jejich vlastnosti.

Historie Dirakovy funkce sahé az cca do roku 1926, kdy se DDF poprvé obje-
vila v Dirakové praci o kvantové mechanice a byla chapéna jako spojita ana-
logie diskrétnitho Kroneckerova ¢;; a Dirac chapal jim zavedenou DDF spiSe
jako "zapis". Ackoliv se zpocatku zdalo pouzivani této "funkce"bizardnim,
stale Castéji byla tato posléze vyuzivana zvlasté fyziky ke zjednoduSeni mo-
delovaciho procesu a k vytvareni jakéhosi idealniho popisu takovych jevi,
jako je bodovy naboj, bodové zatizeni, bodova koncentrace, atd. Neodiivod-
néné matematické operace vsak nakonec vedli matematiky k prehodnoceni
dosud uzivanych postupt a vysledkem byla nejdiive prace Sergeje Soboleva o
zobecnénych funkeich (1935), ale zvlasté pak dvoudilna prace Laurenta Sch-
wartze (1950) o distribucich, kde byly polozeny exaktni zaklady celé teorie
distribuci.

My zde uvedeme pouze ¢ast zakladu této teorie, které budou nutné k pocho-
peni zejména definice Sobolevovych prostort v dalsi ¢asti. Navic, bude-li to
nutné, budou postupné v dalsich kapitolach uvedeny nékteré dalsi poznatky
teorie distribuci.

Budiz ) neprazdna oblast v R". V této ¢asti pouzijeme v literature o te-
orii distribuci zavedeny symbol D pro znamy prostor C§°(£2) nekonecné-
krat diferencovatelnych funkei s kompaktnim nosicem ( nosi¢ supp u =
{z € Qu(z) # 0}). Tento prostor funkeci budeme nazyvat testovacim pro-
storem a funkce v ném obsazené testovacimi funkcemi.

Necht {¢,}>2; € D(Q2). Budeme psat ¢, — 0 v D(Q), jestlize existuje
kompaktni mnozina K C 2 tak, ze

(i) supp ¢, C K VneN
(ii) lim, o0 D%, = 0 v Q pro libovolny multiindex a.

Definice 17 Zobrazeni T : D(2) — R se nazgvd distribuce, jestlize plati
ndsledugjici dvé podminky:
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(a) T(ap + pip) = aT(p) + BT() Vo, B €R, ¢, € D(Q)
(b) lim,, oo T(pn) = 0 pro kaZdou posloupnost {pn}o2, C D(Q) takovou, Ze
©n — 0 v D(Q).

Mnozina vsech distribuci se bude znacit D (€2).

Oznaceni (t, ¢)budeme také pouzivat pro hodnotu T'(¢) distribuce T' v ¢ €
D(Q).

Priklady:

1. Necht f € L10(€2) lokdlné integrovatelnych funkei v € a definujme
zobrazeni T

Ty(0) = [ f@)plado, o D)
Pak T} € D'(). Zekvivalentnénim Ty a f dostaneme
(9= [ Fa)pw)is, o€ D)

2. Bud zy € €. definujme zobrazeni 9,, vztahem

0z (0) = ¢(20), ¥ € D(Q).

Ziejmé je 0,, € D' (). Distribuce d,, je znama Diracova funkce, acko-
liv to zadna funkce neni!!! Pro zajimavost uvedme jesté nejcastéji pou-
zivanou aproximaci DDF v nule, ktera se ¢asto pouziva pfi numerickych
vypoctech a ktera ma i nazornou pravdépodobnostni interpretaci, pro-
toze aproximacni funkce jsou radou Gaussovych kiivek:

1 22
exp «& pro a—0 .
7

da(z) =

a

Tuto ¢ast zakoncéime derivacemi distribuci.

Definice 18 Deriwvace gf distribuce T’ je definovdna ndsledujicim zpisobem

SQ@ = —T(SZ), v € D(Q).

Podobné definujeme DT, 1.

ol
ozx{" -+ 0z}

vztahem
DT(p) = (=1)"'T(D"p)
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Derivace distribuci jsou vzdy definovany !!!

Kazda distribuce ma v D'(Q) derivace libovolného fadu !!!
Poznamenejme, viz piiklad 1, Ze je-li funkce f € L;;,.(2), pak exis-
tuji jeji derivace libovolného radu ve smyslu distribuci.

Pro kazdou distribuci T € D'(Q) plati, Zze derivovat miizeme v libo-
volném poradi !!!

Priklad.
Necht u(z) = H(x) je Heavisideova funkce. Budiz dale ¢ € D(R). Z definice
mame

<H/7 90> - _<H7(pl> :
Jelikoz zjevné je H € Ly jo.(R), dostavame

H, o) = / H(r)y (x)da = / " G (@)de = —p(0)

Z, toho plyne
(1, 0) = ¢(0) = (0o, ¥)

neboli H' = 8. Slovy: distribu¢ni derivace Heavisideovy funkce je
Diracova distribuce.

2.3 Fourierova transformace

V této casti pouze kratce pfipomeneme pojem Fourierovy transformace s tim,
ze prostor transformovanych funkci rozsitime o distribuce. Takto pojaté roz-
siteni bude v dalsich castech potieba pii definici necelociselnych derivaci,
které budou potrebné v kapitole o stopach funkeci.

Zatnémez s tim, ze pokud je obecné ¢ € D(R") a nerovna se identicky nule,
pak jeji Fourierova transformace

PO = [ e ™ i

nemuze byt prvkem D(R™) (to plyne z toho, Ze ¢ je analyticka v celém C a
tudiz, ma-li mit kompaktni nosic, ¢ili byt nulova vné néjakého kompaktniho
intervalu, pak uz musi byt nulova vSude a tim paddem musi byt nulova i
testovaci funkee ). To vSak znamené, Ze prostor testovacich funkci je tizky a
je potieba tento prostor rozsirit. Navic, jelikoz jde o Fourierovu transformaci,
je zvykem uvazovat funkce a distribuce v komplexnim oboru.

Definice 19 Oznacme symbolem S(R™) prostor funkci v € C*(R™), které
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rychle ubyvaji v nekonec¢nu, {j. takovijch, Ze

Do) =of[x ™). Ixl =

pro vSechna m € N a kaZdy multi-index o .

Jako priklad uvedme, Ze funkce v(x) = exp ™’ patif do S(R™) zatimco
funkee v(x) = exp~ " sin (exp*!) tam nepatii.
Nyni zavedeme na prostoru S(R") pojem konvergence:

Definice 20 Necht {v;} € S(R") a necht v € S(R"). Rekneme, Ze
v — v v S(R")

jestlize pro kaZdou dvojgict multi-indexi o, 3 je
x? D%, — x? D

rovnomeéerne v R™.

Fourierova transformace bude definovana pro ty distribuce v D'(R™), které
jsou spojité vzhledem k pravé definované konvergenci:

Definice 21 éz”kcime, zeT € D/(R”) je temperovana distribuce, jestliZe
<T, Uk> — 0

pro kazdou posloupnost {vp} C D(R™) pro kterou plati vy — 0 v S(R").
MnoZina viech temperovanyjch distribuct je oznacena S (R™).

Dosud jsou temperované distribuce definovany pouze na D(R™). Prostor
D(R™) je vsak husty v S(R™) a to sta¢i k tomu, abychom je mohli pova-
zovatza definované i na celém S(R").

Temperované distribuce jsou spojitymi funkcionaly na S(R").
Uvedeme priklady temperovanych distribuci:

e kazdy polynom

e kazda distribuce s kompaktnim nosicem
e kazda periodické distribuce

o kazda funkce u € LP(R"), 1 <p <0
e aviak funkce e” ¢ S'(R")

Definice 22 Necht T € S'(R"). Fourierovou transformaci T = F|[T] je
temperovand distribuce definovand takto:

(T, v) = (T,7), Yve SR,
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kde plati znamé transformacni formule:

a(€) = Flul(€) = / e u(x)dx |

n

1
(2"

u(§) =

pro u,u € L'(R").

| exaie= 7).

Piiklad: Lehce se zjisti (¢tenaf muZe ovérit), ze pro § € S (R™) a pro
soufadnici x; plati

5=1, 1=2n)"0, T;=1i(2n)"0:d .

Protoze L?(R") C S'(R"), je Fourierova transformace definovana pro viechny
funkce z L*(R"). Plati:

Véta 18 Plati, ze u € L*(R") prdve kdyz u € L*(R"). Navic, jsou-li u,v €
L2(R™), plati ndsledujici Parsevalova rovnost:

/nai:(zw)n/nu-@.

@12y = (27)" [l 7o) -

V pripadé temperovanych disttribuci se lehce dokazi nasledujici vztahy:

F(D) = (i€)*Fu YueS, Vo

Specidlné

DPF(u) = F((—ix)’u) YueS, VB,

které hraji dilezitou roli pti konstrukei prostori s necelo¢iselnou derivaci.

2.4 Sobolevovy prostory

Tato a nasledujici kapitoly tvoii jadro modelovani, teorie a aplikaci pro
pocatecné-okrajové tlohy pro PDR. Poznatky v nich obsazené totiz popisuji
prostiedi, ve kterém jsme se rozhodli modelovani zkoumaného jevu provést a
posléze analyzovat. Zaklad tvoii tzv. Sobolevovy prostory. Diivodem zavedeni

Sobolevovych prostori byla teorie okrajovych tuloh pro PDR. Uvazujeme-li
jednoduchou PDR, napriklad

—Au(z) = f(x), € Q
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s okrajovou podminkou
u(z) =0 pro xz € 09 ,

kde €2 je néjaka neprazdna oteviené oblast v R", pak se obyc¢ejné predpoklada,
7e f € C(Q) aue C*Q). Je-li u takové Tegeni (nazyvané klasickym), pak
vynasobime-li rovnici funkef ¢ € C§°(Q2) a integrujeme-li poté rovnici pies
), pak za pouziti Greenovy véty dostavame nasledujici integralni identitu:

 du(r) dp(x)
/sz_: or; Oz dx—/gf(fﬁ)@(x)dx

platici pro kazdé ¢ € C§°(€2). Budeme-li tedy tlohu ze samého pocatku
formulovat prostfednictvim této integralni identity, staci, abychom pfedpo-

kladali, Ze v ma integrovatelné pouze prvni derivace a takovéto TeSeni wu
nazyvame slabym fesenim. Prostory, ve kterych se takovato reseni modeluji
a vysetiuji, se nazyvaji Sobolevovymi prostory. Zpocatku byly tyto prostory
Sobolevem definovany analyticky prostfednictvym pravé ilustrovanych in-
tegralnich identit, ale ¢asem byly objeveny zékonitosti "vytvareni"riznych
Sobolevovych prostorii a byla vytvorena zcela abstraktni teorie, jak obecné
Sobolevovy prostory vytvaret az, de facto, do trovné "kucharky". Nyni uve-
deme tuto abstraktni teorii a posléze ji budeme ilustrovat na konstrukeci zcela
konkrétnich Sobolevovych prostort.

2.4.1 Abstraktni konstrukce

Budeme se zabyvat prevazné Sobolevovymi prostory zalozenymi na L2(2).
Budeme formulovat abstraktni vétu, ktera je velice flexibilnim prostifedkem
pro generovani Sobolevovych prostorti. Zakladnimi ingrediencemi v nasi "ku-
charce"jsou nasledujici polozky:

e prostor distribuci D'(; R"), specialné v piipadé n = 1 prostor D' ()

e dva Hilbertovy prostory H a Z s tim, ze Z — D'(Q;R") pro néjaké
n > 1 (kompaktni vnoreni), ¢ili

vy — v v Z implikuje v, — v v D (R

e linearni spojity operator L : H — D' (Q;R"™), jako je naptiklad gradient
¢i divergence.

Pak plati:
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Véta 19  Definugyme
W ={veH|LveZ}

(u,v)w = (u,v)g + (Lu, Lv)z . (2.5)

Pak W je Hilbertiv prostor se skaldrnim soucinem 2.5. Vnoreni prostoru W
do prostoru H je spojité a zuZent operdtoru L na W je spojité z W do Z.

Dtukaz  Vzhledem k tomu, Ze prostory H, Z jsou Hilbertovy, je trivialné
2.5 také skalarnim soucinem s indukovanou normou

lulliy = llullz + 1 LullZ -

Tudiz je W prostor se skalarnim souc¢inem. K tomu, Ze je to Hilbertav pro-
stor, musime jesté dokazat, Ze to je uplny prostor, ¢ili, ze kazda Cauchyovska
posloupnost je v ném konvergentni. Budiz {v } néjaka Cauchyovska posloup-
nost ve W. Musime ukazat, ze existuje v € H tak, ze

v, —wv v H Lv,— Lv v Z.

Posloupnosti {v} a {Lvi} jsou Cauchyovskymi posloupnostmi v H a v Z.
Tudiz existuji v € H a z € Z tak, ze

v, —v v H Lv,—z0v Z.
Spojitost operatoru L a druhé ingredience déavaji, ze
Luy — Lv v D(GRY) a Lu, — 2z v D(Q;R").
Protoze limita v prostoru D'(€; R") je jednoznacna, je pak
Lv=z.

Tudiz Lvp — Lv v prostoru Z a tedy prostor W je Hilbertovym prostorem.
Spojitost vnoreni W C H plyne z toho, ze

[ullz < flullw
zatimco spojitost zazent Ly : W — Z plyne z
[Lullz < flullw

¢imz je dikaz dokoncen. u

Poznamka. Norma indukovana skalarnim sou¢inem 2.5 je

leallw = y/llully + 1 Zul

a nazyva se grafovad norma L.
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2.4.2 Priklady Sobolevovych prostorii
V této ¢asti budeme ilustrovat pouziti véty 19 pro konstrukci nékterych So-
bolevovych prostori a ukdzeme nékteré jejich zakladni vlastnosti.
Prostor H'(2).
Bud © € R". Polozme ve vété 19:

H=1%Q) Z=L*QR") < D(QR")
a L: H — D (QR") definovany jako

L=V

kde je gradient uvazovan ve smyslu distribuci. Pak W je Soboleviv pro-

stor funkei z L2(Q), jejichZ prvaf derivace ve smyslu distribuci jsou funkce v
L*(2). Tento prostor oznacujeme H'(Q), ale také H>?(Q), W12(Q). Tedy:

HY(Q) = {v € L*(Q)|Vv € L*(:;R™)} .

V mnoha aplikacich Dirichlettiv integréal

/ v
0O

representuje energii. Funkce z H*(§2) jsou tedy spojovany s konfiguracemi,
které maji kone¢nou energii.

7 véty 19 a z toho, Ze prostor L*(2) je separabilni vyplyva:

Véta 20  HY(Q) je separabilni Hilbertiv prostor, kterij je spojité vnoren do
L*(Q)). Operdtor gradientu NV je spojitym operdtorem z H*(Q) do L*(£2; R™).

Skalarni soucin v H(Q) je

(u, v) i) :/uvder/Vu-Vvdx
0 0

HUH%{l(Q) :/u2dx+/ |VU|2dX .
Q Q

Prostory H™(2), m > 1.
Nyni rozsifime definici Sobolevovych prostort i na vyssi derivace. Bud N
pocet multi-indexit & = (o, -+ ,an) takovych, ze |a] = > o < m.

Zvolme ve vété 19

a norma je

H=L*Q), Z=IL%R") CD QR ,
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a operator L : L?(Q) — D'(Q; R") definovany
L?) = {Do‘v}|a|§m .

Potom W je Soboleviiv prostor funkei z L?(), jejichZ derivace (ve smyslu
distribuci) aZ do fadu m véetné jsou funkce z L?(€2). Pro tento prostor pou-
Zivame oznaceni H™(Q), (ale i H™?(Q) & W™2(Q)). Tedy

H™(Q) = {v e L*(Q)|D € L*(Q), VYa: |af <m} .
7 véty 19 a separability L?(Q) vyplyva

Véta 21 H™(Q2) je separabilni Hilbertiv prostor, ktery je spojité vnoten do
L*(Q)). Operdtory D*, |a| < m, jsou spojité z H™(Q) do L*(Q).

Skalarni soucin v H™ je definovan jako
(UaU)Hm(Q) = (U,U)mg = Z /DauDo‘vdX
jaj<m ¢

a norma je

72712:/|Dau\2dx.
’ Q

Je-li u € H™(Q), pak kazda derivace u fadu k je prvkem H™ *(Q); obecné,
je-li |a] = k < m, pak

ullZm () = llul

D € H™ ()
a H™(Q) — H"*(Q), k> 1.

Prostory H"(R"), m > 1.
V pripadé, ze 2 = R™ mizeme prostor H™(R") definovat vyuzitim poznatku
z Casti o Fourierové transformaci:

H"(R") = {ulue S, (1+[¢)"*a e L*(R")}
S normou
el ey = (1 (1 4 [€17)™ 0| 2y -

Prostor H}(Q) .
Bud 2 € R". Zavedeme velice dulezity podprostor prostoru H ().

Definice 23 Symbolem Hy () oznacime uzdvér prostoru distribuct D(2) v
prostoru H(Q).

Tedy u € H () tehdy a jen tehdy, kdy# existuje posloupnost {¢r} C D(Q)
takova, Ze or — u v HY(Q), tj. ||ox — ullo — 0 a zaroven ||V, — Vul|g — 0
pro k — oo. Vzhledem k tomu, Ze testovaci funkce v D(€2) maji nulovou
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hodnotu na hranici 9€2, maji nulovou stopu, dédi tuto vlastnost i funkce
z H} (). Tedy prvky prostoru v € Hj () jsou funkce z H'(Q), které¢ maji
nulovou stopu na 9. Ziejmé je H}(Q) Hilbertovym podprostorem pro-
storu H1(9).

Skalarni soucin je v prostoru H}(Q2) definovan jako

(u,v); = (Vu, Vo)
a norma
Jully = [Vullo

Tak, jak tomu bylo v pfipadé prostoru H™(£2), tak i v tomto ptipadé lze de-
finici zobecnit na prostory H("(€2) pro piipad derivaci az do fadu m véetné.
Dilezita vlastnost platici v H1(2), ktera je zvlasts dilezita p¥i feseni okra-
jovych tloh, je formulovana v nasledujici véte:

Véta 22  Poincarého nerovnost.
Budiz Q C R"™ omezend oblast. Pak existuje kladnd konstanta Cp (Poin-
carého konstanta) takovd, Ze pro kazdé v € Hg(SY) plati

lullo < Cp[[Vullo - (2.6)

Prostor H'/2(R"1) .
Uvazujme body v R" ve tvaru x = (x', x,,). Definujme funkci g(x’) = u(x’, 0).

Definice 24 Rikime, e g € H'Y?(R"1), g je z prostoru stop, jestlize

ol = [ (PGP < oc

Jde o aplikaci Fourierovy analyzy pro konstrukci prostorti s necelociselnou
derivaci.

Prostor H1(Q) jakozto dualni k prostoru H}(Q) .
Pti aplikaci Lax-Milgramovy véty 16 na okrajové tlohy hraje vyznamnou roli
dualni prostor k prostoru H}(f2).

Definice 25 Oznacme symbolem H~Y(Q) dudlni prostor k prostoru HE(Q)
a zavedme v ném normu

1F||-1 = sup{|Fv| [v € Hy(Q), [lv]l <1} .

Jelikoz je D(2) (z definice) husty a spojité vnoreny do Hi (), je prostor
H~1(Q) prostorem distribuci, coZ znamené, 7e

1. je-li F'e HY(Q), je jejf ztZeni na D(Q) distribuci,
2.je-li F,G € HY(Q) a Fo = Gy pro kazdé ¢ € D, pak F = G.
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Tudiz H~1() je v jedno-jednoznac¢né korespondenci s n&jakym podprosto-
rem prostoru D' (£2), takZze mizeme psat

HYQ) cD(Q) .

Nasledujici diilezita véta odpovida na otazku, jak vypadaji distribuce, které
patif do prostoru H(Q):

Véta 23 H1(Q) je mnoZina distribuct tvaru
F = fo+ divf |
kde fo € L*(Q2) a £ = (f1, -+, fn) € L*(;R"). Navic
[El-r < (U4 Ce){llfollo + lIEllo}

kde Cp je Poincarého konstanta.

2.5 Stopy funkci

Jak jsme v predchozi casti vidéli, jsou Sobolevovy prostory adekvatné pfi-
zpiisobeny k Fesenf okrajovych tloh. NapiSeme-li f € L?(Q), uvazujeme, de
facto, o jediné funkci f : @ — R, kterd je kvadraticky integrovatelna v
Lebesgueové smyslu. Cheeme-li zkoumat strukturu L?(Q) jakozto Hilbertova
prostoru, musime védét, kdy jsou si dvé funkce rovny skoro viude v Q2. Kazdy
prvek L?(Q) je ve skutecnosti celou tifdou ekvivalence a funkce f je jejim
representantem. Jakozto disledek tohoto pojeti vidime, Ze neméa absolutné
zadny smysl pocitat hodnotu f v jednotlivych bodech, protoze bod ma Le-
besgueovu miru nula. To samé plati i pro "funkce"z prostoru H'(§2), protoze
HY(Q) C L3(Q2). Na druhé strané fesime-li okrajové tlohy, je ziejmé, Ze po-
trebujeme pocitat feSeni v kazdém bodé v Q!

Jak vidime, je velice dulezita otazka funkcénich hodnot funkce na hranici
oblasti. Stopou mame na mysli ztiZeni funkce f na hranici €. V Di-
richletové a v Neumannové tloze prifazujeme pravé stopu reseni anebo jeho
normélové derivace na 0S2, coz je vsak mnozina miry nula. M4 to viibec vy-
znam, je-li feSeni v € HY(Q)? A co dokonce délat v pifpadé numerického
feseni, kdy dokonce musime pocitat hodnoty feseni v bodech?

Moznost aproximovat kazdy prvek v € H'(Q) hladkymi funkcemi na € kli-
¢ové pro pojem zuzeni u na I' = 0€). Takovéto zizZeni se nazyva stopa u
na I" a je prvkem prostoru L*(T).

Je-li @ = R%, je I' = 9R” = R"™! a prostor L*(T") je korektné defino-
van. Pokud je viak Q obecné Lipschitzovska oblast, definuje se L*(T") loka-
lizaci. K tomu se vyuziva klasicky postup pres tzv. rozklad jednotky. Pres-
néji, By, -, By je oteviené pokryti I' koulemi se stfedy v bodech T', tj.
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I' C Uévzl B;. Déle, je-li g : I' = R, mame g = Zévzl V;g, kde 1y, -+ YN
je rozklad jednotky pro I' pfislusné pokryti Bi,---, By. Jen pro uplnost:
rozklad jednotky ptislusné pokryti By, --- , By je systém funkci ¢, --- 9N
s nasledujicimi vlastnostmi:

e prokazdé j=1,--- ,Njey; € Ci°(B;) a0 <; <1,
e pro kazdé x € T je Zjvzl P,(x) = 1.

Protoze nyni je I' N B; je grafem Lipschitzovy funkece y, = ¢;(y') na I'N B,
méa smysl uvazovat "plosny element"

do = \/1+ |Vy,|2dy .

Definice 26 Rikdime, ze g € L*(T), jestlize

N
o2y =3 / bilgl*do < oo
"1 /B

L*(T") je Hilberttiv prostor vzhledem ke skaldrnimu soucinu

(g7 h)L?(r) = Z wjghda .

Plati nasledujici véta:

Véta 24 Véta o stopach
Budiz € bud R’} nebo omezend Lipschitzovskd oblast. Pak existuje linedrni
operdtor (operdtor stopy) o : HY(Q) — L*(T) takovy, Ze

1. Tou = wjr je-li u € D(S),
2. HT()U,HL2(F) < c(,n)||ull12 -

Definice 27 Funkce Tou, nekdy téz znacend ur, se nazjvd stopa funkce u
na [

Nésledujici véta representuje integraci per partes pro funkce z H(2) a je
disledkem véty o stopach 24:

Véta 25 Budiz Q bud R nebo omezend Lipschitzovskd oblast. Bud u €
HY(Q), v € HY(Q;R™). Potom je

/Vu-vdx:—/udivvdx+/(70u) (tov) - v do
0 0

r

v

kde v je jednotkovy vektor vnéjsi normdly ke I' a tov = (Tou1, - -+ , ToUp).
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Vétu o stopach lze analogicky formulovat i pro pripad prostora H™((2). Zave-
rem jesté uvedem zajimavou vétu, kterd charakterizuje stopy funkci z H 1(]1%:{:

Véta 26 Necht u € HY(R"). Pak Imrg = HY*(R"™Y), kde Im znamend
obraz operdtoru Tg.

Tato véta je zaroven ilustraci prostoru s necelo¢iselnou derivaci zminéného v
¢asti o Fourierové transformaci a definovaného c ¢asti s priklady Sobolevovych
prostoru.

2.6 Prostory zahrnujici cas

Prirozenym prostiedim pro tilohy nestacionarni - evoluéni jsou prostory, které
zahrnuji casovou promeénnou. Obvykle separujeme casovou proménnou od
proménné prostorové, protoze pozadavky na oba typy proménnych jsou casto
velice odlisné. Budeme-li uvazovat funkci u = u(x, t) a budeme predpokladat,
zet € [0,T] aze pro vSechna t anebo alespon pro skoro vSechna (s.v.) ¢ funkce
u(-,t) patif do Hilbertova prostoru V' (napi. L*(Q) nebo H(2)).

Pak mtzeme uvazovat funkci u jakozto funkei realné proménné ¢ s hodnotami

ve V:
u: [0, 7] >V .

Budeme zkracovat zapis w(t), 4(f) namisto w(x,t), u(x,t). Vzhledem k
tomu, ze nas zajimaji evolu¢ni tlohy, tedy tulohy, ve kterych se vyskytuje
casova derivace TeSeni, musime zavést pojem integrace - integralu funkce
u(t), u(t). Tradicné se vychazi z pojmu méritelnosti a poté se definuje inte-
gral.

Nejdiive zavedeme mnozinu funkei s : [0,7] — V takovych, které nabyvaji
pouze kone¢ného poc¢tu hodnot. Takovéto funkce nazveme jednoduché a
jsou to funkce tvaru

s(t) = ZXEJ' (Hu; 0<t<T (2.7)

kde uy, -+ ,uny € V a FEp,---, Ey jsou Lebesgueovsky méritelné vzajemneé
disjunktni podmnoziny [0, T'] a funkce x g, (t) je charakteristicka funkce mno-
ziny Ej.

Rekneme, ze f:]0,T] — V je méfitelnd, existuje-li posloupnost jednodu-
chych funkei s, : [0, 7] — V takovych, Ze pro k — oo je

Isk(t) — f(t)|ly — 0, sw. v [0,T] .
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Integral je definovan nejdiive pro jednoduché funkce. Je-li s dano vyrazem

2.7, definujme
N

/O s(tydl =Y " |Ejlu; .

j=1
Muzeme pak definovat:

Definice 28 Rekneme, Ze funkce f : [0,T] — V je integrabilni na [0,T],
jestlize existuje posloupnost sy, : [0,T] — V jednoduchijch funkci tak, Ze

T
/ |si(t) — f()|lydt = 0 pro k— 400 .
0

Je-li f integrabilni na [0,T], definujeme integrdl funkce f ndsledujicim zpi-
sobem:

T T
/ f(t)dt = lim sp(t)dtpro k — +oo .
0 k—+o00 J

Jednoduse lze zjistit, ze posloupnost {si(t) je Cauchyovska, takze v definici
uvedend limita je dobfe definovana a nezavisi na vybéru {si(t).
Plati nasledujici véta:

Véta 27 Bochnerova véta.
Meritelnd funkce f :[0,T] — V je integrabilni na [0,T) tehdy a jen tehdy,
jestlize redlnd funkce t — || f(t)||v je integrabilni na [0,T]. Navic plati

[ o

<u/0 f(t)dt)V:/OT(u,f(t))vdt, Yuev

T
d
= / 1F(0) vt

Sobolevovy prostory zahrnujici cas
Nyni mtzeme zavést nasledujici dva prostory:

Prostor C'([0,T]; V). Mnozina spojitych funkei w : [0,7] — V opatiena
normou

lull 10,73y = mazo<i<r|u(@)|lv
takze C([0,T]; V) je Banachiiv prostor.
Prostor LP([0,7T]; V). Mnozina méfitelnych funkci w : [0,7] — V' takovych,
ze
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e je-li 1 < p < oo, pak

T 1/p
Hulmmwz( / Hu(tmdt) <o

e je-li p = o0, pak

HUHLOO(O,T;V) = ess sup ||u(t)||y < oo .
0<t<T

Obé zavedené normy délaji z prostoru LP([0,T]; V) Banachtv prostor pro
1 <p< oo
Je-li p = 2 je norma indukovana skaldrnim souc¢inem

(u, /U)LQ(O’T;V) = /O (u(t), U(t))vdt

¢imz se stava prostor L2(0,T; V') prostorem Hilbertovym.

Pripomenime (¢ast vénované distribucim), ze u € Ly, .(0,T; V) je derivaci ve
smyslu distribuci, jestlize

T T
| e, ovde = - [ e, vvat voe v,
0 0
Nyni mizeme zavést nésledujici prostory:

e Oznacime W1P(0,T;V) Soboleviiv prostor funkei u € LP(0,T;V), je-
jichz slabéa derivace
we LP(0,T;V) .

S normami

T T 1/p
il = ([ O+ [ lala) 1< <o

[ullwroe.rivy = sup fu(®)ly + sup [[a(@)]y p= oo
0<t<T 0<t<T

jsou vSechny prostory Banachovy.

o Je-li p = 2, piSeme obvykle H(0,T;V) namisto W1H2(0,T;V). Je to
Hilberttuv prostor se skalarnim souc¢inem

(o)) = [ A 0O + (0. o) bt

Zavérem uvedeme zakladni tvrzeni, jehoz analogie z klasické analyzy je velice
dobfe znama:
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Véta 28 Budiz u € L*(0,T;V) a také v € L*(0,T;V*). Pak:
a)ueC(0,T);H) a

OrgtaSXT |lu(®)||g < C{HUHL2(O,T;V) + H?lHLQ(O,T;V*)} :

b) Je-li téz v € L*(0,T;V) a také v € L*(0,T;V*), pak plati ndsledugict
integracni formule:

/ {(a(r), v(r))« + (ulr), o(r)) pdr = (u(t), v(t))m — (u(s), v(s))u

pro kazdé s, t € [0,T].
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Kapitola 3

Matematicka formulace Glohy

V této casti se budeme vénovat matematické formulaci tloh pro PDR. Jak
se obecné 1ika, spravné nadefinované tloha je jejim poloviénim feSenim. Jak
jiz vime, matematické modelovani je nejcastéji zalozeno na zakonech zacho-
vani hybnosti, energie, momentu, atd., které maji v pfipadé dvou a vice
prostorovych dimensi, integralni povahu. Zaroven "integralni"formulace pro-
blému neklade tak vysoké naroky na hladkost-regularitu reseni, jak je tomu
v piipadé, Zze zustdvame u formulace ve formé PDR a co vice, znac¢né cast
problémii by neméla v pripadé diferencialni formulace ani zadné feseni. Jako
priklad uvedme situaci, kdy oblast, na které reSeni hledame, je rozdélena do
dvou ¢asti a na kazdé z téchto ¢asti mé nékterd z velicin vystupujicich v
PDR rozdilnou (tfeba konstantni) hodnotu (hustotu, vodivost, atd.) - jde o
jiz diive zminované skokové okrajové podminky. Intuitivné jiz nyni citime,
ze 1 TeSeni uvnitt jednotlivych oblasti mize mit sice napiiklad pozadovany
pocet spojitych derivaci, nicméné na hranici mezi obéma podoblastmi muze
byt maximalné spojité s tim, Ze uz prvni derivace vykazuji na této hranici
skok a jakozto dusledek postrada reSeni na celé oblasti pozadovany stupen
hladkosti.

Jak jsme v8ak vidéli v ¢asti vénované Sobolevovym prostorim, muzeme se v
tomto pripadé spolehlivé opfit o integralni formulaci a v pripadé hodnot na
¢astech hranice o pojem stopy.

V dalsich ¢astech popiseme, jakym zptsobem definovat modelovany problém
tak, abychom néjaké feseni nasli a uvedeme podminky, za kterych se reSeni
plynouci ze slabsi integralni formulace muze stat fesenim klasickym spliuji-
cim bodové odpovidajici PDR. Toto provedeme pro kazdy typ PDR sepa-
ratné.

3.1 Variacni formulace pro eliptické PDR

Poissonova rovnice Au = f je nejjednodussi rovnici eliptického typu. Tento
typ rovnice hraje dilezitou roli v modelovini fady fenoment stacionérniho
typu, typicky v tlohéch transportu jednoho média v médiu jiném jako v pii-
padé modeli diftize a reakce a popisuji ustaleny - stacionarni stav, kdy uz



proces nezavisi na ¢asu. Dale se tento typ rovnic vyskytuje napiiklad v teo-
rii elektrostatickych a elektromagnetickych potenciali nebo hledame-li napr.
resonancni stavy elastického média pri popisu kmitt prostfednictvim hyper-

bolickych PDR.
Definujme nyni ptfesné, co minime eliptickou rovnici dimense n.

Budiz Q@ € R" oblast, A(x) = (a;;(2)) ¢tvercova matice fadu n, (by(x), -, by(x)),
(c1(x),- -+ ,cn(x)) vektorova pole v R™, a dale ag = ag(x), f = f(x) jsou
realné funkce. Rovnice tvaru

_Zﬁxi(az’j(x)uxj)—i—Z@xi( —|—ch Vg, + ao(x)u = f(x) (3.1)

ij=1
nebo

_ Z Qi (X) U,z —|—Zb X)Uy, + ap(X)u = f(x) (3.2)

i,j=1
se nazyvaji eliptickymi v (2, jestlize A je kladna v (2, tj. plati nasledujici
podminky elipticity:

n

D ai(x)6E >0, x € QVEERE#0 .

i.j=1

Rikame, ze 3.1 je v divergen¢nim tvaru, protoze se da prepsat ve tvaru:

—div(A(x)Vu) + div(b(x)u) + ¢(x) - Vu + ag(x)u = X ) 3.3
- Ezf() )+ div( ()t)" t() u O(k) Jj(w)l (3.3)
1Tuse ranspor rearxkce vne)st Sy

Obvykle prvni ¢len modeluje diftzi v heterogennim nebo anisotropnim médiu,
je-li zadan konstitutivni zakon pro tok q, kterym muze byt napr. Fouriertv
nebo Fickiiv zakon:

q=—-AVu .

neznama funkce u muze representovat napr. teplotu nebo koncentraci média.
Tudiz ¢len —div(AVu) je spojen s termélni nebo molekularni difusi. Matice
A se nazyva matici diftize, pricemz zavislost A na x predstavuje anisotropni
difizi.

Druky vyraz div(bu) v transportnim ¢lenu modeluje konvekci nebo pienos
(transport) a odpovida tokové funkei

q=bu .

Vektor b mé rozmér rychlosti. Prikladem mitze byt situace, kdy kouf vy-
chéazi z tovarniho kominu a je pfenasen vétrem. V tomto pripadé je b rychlost
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vétru. Je-li divb = 0, pak div(bu) = b - Vu a dostavame tentyz tvar, jako
ma tfeti ¢len ¢ - Vu.

Clen agu modeluje reakci. Je-li u koncentrace substance, pak ay predstavuje
rychlost ibytku ag > 0 nebo ristu ay < 0.

Konec¢né, f predstavuje vnéjsi sily rozprostiené v oblasti €2, jako naptiklad
tepelny tok na jednotku hmoty dodévany z externiho zdroje.

Nyni ukdzeme princip analyzy daného problému pro jednotlivé typy okrajo-
vych podminek. Pro tento tcel zjednodusime problém na nasledujici rovnici:
bud € C R" omezené oblast a budiz

—aAu+ayX)u=f v Q . (3.4)

kde v > 0 je konstanta.
Dirichletova tloha

Nejdrive vySetiime homogenni Dirichletovy okrajové podminky
u=0 na 00 . (3.5)

Abychom docilili slabé formulace, predpokladejme nejdiive, Zze ag, [ jsou
hladké a 7e u € C°(Q2) N C%(Q) je klasické feSeni. Jako prostor testovacich
funkef vyberme CZ(€2) spojitych prvnich derivaci s kompaktnim suportem v
Q, funkci, které jsou nulové v okoli 0f2.

Budiz v € C}(2) a nasobme touto funkei rovnici 3.4 a poté ji zintegrujme
pres celé (2. Dostaneme

/{—aAu+aou—f}vdx: 0.
0

Integraci per partes, viz 1.5, a uzitim okrajovych podminek 3.5 dostaneme

/{aVu - Vv + aqpuv pdx = / fudx, Yve Cy(Q) . (3.6)
0 0

Vidime, ze rovnice 3.4 a 3.6 jsou ekvivalentni, ¢ili v pripadé klasického
reSeni jsou obé tyto formulace ekvivalentni. Navic, rovnice 3.6 obsahuje
pouze prvni derivace feseni a testovacich funkci. Rozsitime-li tedy prostor
testovacich funkef na prostor H{(£2), tj. na uzévér prostoru Cj(£2) v norms
|ull1 = [|Vullp, mizeme definovat pojem slabé formulace tlohy:

Definice 29 Slabym Fesenim wlohy 3.4, 3.5 je takovd funkce u € H}(S2),
kterd splnuje:

/{aVu - Vv + apuv}dx = / fudx, Yv e Hy(Q) . (3.7)
0 0
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Zavedeme-li bilinearni formu
B(u,v) = /{aVu - Vv + aguv }dx
Q

a linearni funkcional

LU:/fUdX ,
)

pak rovnice 3.7 odpovida abstraktni varia¢ni uloze
B(u,v) = Lv, Yv € H)(Q) .
Korektnost tulohy je diisledkem Lax-Milgramovy véty:

Véta 29 Predpokiddejme, Ze f € L*(Q) a Ze 0 < ag(x) < v skoro vSude v
Q. Pak dloha 3.7 md jednoznacéné veseni u € HY(Q). Navic

Cp
IVullo = —=[1fllo

kde C'p je Poincarého konstanta.

Dikaz  Ditkaz je jednoduchou aplikaci Poincarého nerovnosti 2.6 a Sch-
warzovy nerovnosti 2.2 a poté aplikaci Lax-Milgramovy véty. u

Poznamka. Predpokladejme, Ze ag = 0 a Ze u representuje rovnovaznou
pozici pruzné membrany. Pak B(u,v) representuje praci vykonanou vniti-
nimi elastickymi silami v duasledku virtualnich podunuti v. Na pravé strané
Lv vyjadruje praci vykonanou vnéjsimi silami. Slabéa formulace 3.7 tvrdi, ze
tyto dveé prace jsou v rovnovaze, coz je verze principu vitualni prace.

V disledku symetrie formy B(u,v) TeSeni w minimalizuje v prostoru
H;(Q) Dirichlettv funkcional

E(u) = /Qoz\Vu|2dx — /qudx

\ 7
-~ N—  —

internt elastickd energie unéjst potencidlni energie

coz representuje totalni potencialni energii. Rovnice 3.7 representuje Eu-
lerovu rovnici pro E.

Poznamka. Nehomogenni okrajové podminky. Predpokladejme, ze
okrajové Dirichletovy podminky jsou tvaru u = g na 0€2. Je-li 2 Lipschitzova
oblast a g € HY?(99Q), pak g je stopou na 9€ n&jaké (ne nutné jednoznacéneé)
funkce g € H(Q), ktera se nazyva rozsiveni g na ). Polozime-li w = u — ¢
zredukujeme tlohu na tlohu s homogennimi okrajovymi podminkami. Nyn{
je w € H} () a je Fesenim rovnice

/{an - Vv + aqpwvldx = / Fodx ,Yv € Hy(Q)
0 0
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kde F' = f —aV§—agg € L*(Q). Lax-Milgramova véta nam davé existenci,
jednoznacnost a odhad stability

C ~
[Vwllo < ?P{Hf o+ (@ + ao)[gll1.2} (38)

pro libovolné rozsifeni g stopy g. Protoze plati ||ull12 < [|w|l12 + |[g]l12 a

pripomeneme-li definici

PIP—— {!|§\|1,2 GeH(Q), Gon = g} |

pak vezmeme-li supremum vzhledem k funkcim g, z 3.8 vyplyva

|

L < Claon, Q){||f“0+|\g||H1/2(aQ)} .

Dirichletovu tlohu jsme zdmérné analyzovali pomérné podrobné, abychom
ukézali zakladni techniky, jak ke slabé formulaci okrajovych tloh pro elip-
tické PDR pristupovat.

V dalsi ¢éasti probereme uz pouze bodové obdobné tlohy pro Neumannovu a
Newtonovu okrajovou podminku.

Neumannova okrajova podminka.

Bud € C R" omezena, Lipschitzovska oblast. Budeme vySetifovat nasledujici
tlohu:

(3.9)

—aAu+ayX)u=f v
ou =g na 0f)

Slaba formulace této tlohy ma tvar: Nalézt u € HY(Q) tak, aby

/{oNu - VU + aguv pdx = / fodx + oz/ gudo ,\Yv € H'(Q) .
0 Q o0

S odkazem na vétu o stopach 24 a Lax-Milgramovu vétu 16 lehce dokazeme
nasledujici vétu, kterd ndm zajisti, ze tiloha je korektné definovana:

Véta 30 Budiz Q C R™ omezend Lipschitzovskd oblast, f € L*(Q), g €
L*(09) a 0 < ¢y < ag(x) < o skoro vsude v Q.
Pak qiloha 3.9 md jednoznacné veseni u € HY(Q). Navic plati:

1
min{a, ¢}

ulli2 <

{Hf\lo+ éangnp@m} -
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Newtonova okrajova podminka.

Newtonova tuloha ma tvar:

—aAu+aqxX)u=f v (3.10)
o,u+ hu=g na o)
Jestlize prepiSeme J,u = —hu + g nadf?, dostavame nasledujici varia¢ni

formulaci:
Nalézt u € HY(Q) tak, Ze

/{aVu-Vv—l—aouv}dx—i—oz/ huvda:/fvdx+a/ gdo Yv € H' () .
Q ) Q )

I v tomto pripadé plati véta o korektnosti:

Véta 31 Necht$, f, g, ag jsou jako ve véteé 30 a 0 < h(x) < hg skoro vSude
na ON. Pak tloha 3.11 md jednoznacné slabé Feseni u € HY(Y). Navic plati:

1
min{a, ¢y}

ulli2 <

{HfHO +€O‘H9HL2(6Q)} :

SmiSena Direchletova-Neumannova okrajova podminka.

Zavérem uvedeme jesté piipad smiSenych okrajovych podminek, ktery se v
praxi velice casto vyskytuje.

Budiz I'p nepréazdna, relativné oteviena podmnozina hranice 9€2. Oznac¢me
Iy = 0Q\I'p a uvazujme alohu:

—aAu+aqxX)u=f v
u=0 nalp (3.11)
Ou=g¢g naly

Spravna funkcionalni definice je Hjp (), tj. mnoZina funkei z H'(Q) s nu-
lovou stopou na I'p. Vezmeme normu

lullg,, @ = [Vulo -

Z integrace per partes plyne
—/ ad,u vdo + /{aVu - Vv + apuv}dx = / dx , Yve CHQ) .
Ty ) Q

Neumannova podminka na I'y davéa nésledujici variac¢ni formulaci
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Urcit u € H&FD(Q) tak, ze Vv € H&’FD(Q) plati

/aVu-Vvdx+/uvdx:/fvdx+oz/ gu do .
) Q Q Ty

Pak plati véta:

Véta 32 Bud 2 C R"™ omezend Lipschitzovskd oblast. Predpokladejme, Ze
feL?Q), ge L*(Ty) a0 < ag(x) < 7 skoro vsude v Q. Pak smisend
tloha ma jediné Teseni u € H&PD. Navic plati:

1 —
IVullo < ~[lfllo + Cllgllzzry) -

3.2 Slaba formulace pro evolucni rovnice

V této casti se budeme zabyvat slabou formulaci pro tlohy, které zahrnuji
¢as. Oblasti, na které budeme tlohy vysetrovat, bude ¢aso-prostorovy valec
Qr =0 x(0,7), kde 2 C R™ je omezena oblast a T' > 0. Hranici je mnoZina
S = 0f) X [O,T]

3.2.1 Slaba formulace pro parabolické PDR
Predstavitelem parabolickych rovnic je néasledujici obecné rovnice
u — div(AVu —bu) +c-Vu+au = f |

kde A = A(x,t) je ¢tvercova matice fadu n, spliujici podminku parabolicity
Ax,t)E- € > 0 VY(x,t) € Qp, £ # 0, dale b = b(x,%), ¢ = c(x,t) jsou
vektory v R, a kone¢né ag = ag(x,t), f = f(x,t) jsou reélné funkce.

Tak, jako v ptipadé eliptickych tloh, i zde nas bude zajimat slaba formulace
tlohy v pripadé riznych typu okrajovych podminek a stejné jako v pripadé
eliptickych tiloh se omezime pouze na zjednodusenou tlohu:
Cauchy-Dirichletova tloha.

w—alAu=f v Qr
u(x,0) = g(x) naf2 (3.12)
u(o,t) =0 mna Sy

kde o > 0.
Stejné jako v pripadé eliptickych tloh vynasobime rovnici hladkou funkei
v = v(x), kterd nabyvéa nulovych hodnot na hranici 2 a budeme integrovat
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pres €. Dostaneme

/Q (%, )o(x)dx — o /Q Au(x, o(x)dx = /Q F(x, )o(x)dx .

Integraci per partes druhého ¢lenu dostaneme

/Qut(x,t)v(x)deroz/QVu(X,t)Vv(x)dX:/Qf(x,t)v(x)dx.

Zatim vSe vypada stejné, jako tomu bylo v pripadé eliptickych tloh. Musime
vSak néjakym zptsobem zahrnout pocateéni podminky a zvolit adekvatni
funkcionalni prostory, ve kterych budeme slabé feseni formulovat.

Protoze mame co do ¢inéni s prostory, které zahrnuji cas, pfipomenme né-
ktera fakta z prislusné casti kapitoly o matematickych zédkladech PDR. Uva-
zujme funkei u = u(x, t) jakozto funkei ¢asu t s hodnotami v néjakém vhod-
ném Hilbertové prostoru V:

u: [0, 7] = V.

Jesté prijmnéme konvenci, ze budeme psat u(t) namisto u(x,t), déle % na-
misto u; a konecné f(¢) namisto f(x,t). S touto konvenci miazeme posledni
rovnici prepsat do tvaru:

/Qu(t)vdx—%cv/QVu(t)VvdX:/Qf(t)vdx.

Homogenni Dirichletovy podminky w(t) = 0 na 092 pro t € [0,T] nabizeji,
7e prirozenym prostorem pro u(t) je V. = H}(Q) pro skoro viechna t €
0, T]. Jako obvykle v H}(Q) pouZijeme skaldrni soucin (w,v); = (Vw, Vo),
s odpovidajici normou || - ||;. Tudiz muze byt druhy clen zapsén ve tvaru
(Vu(t), Vu)p. Podivame-li se na prvni integral, tak by se zdélo, Ze bychom
mohli zvolit u(t) € L*(€2). Tato volba by vSak nekorespondovala s vybérem
u(t) € V.= H}(Q), protoze je Au(t) € H1(Q2). JelikoZ je

u(t) = alAu(t) + f(t) (3.13)

bude piirozenou volbou pro #(t) také prostor H~1(€2). Nasledné, prvni inte-
gral je tfeba interpretovat jako

(a(t), v)s
kde (-,-), znamen4 dualitu mezi prostorem H1(Q) a prostorem H}(12).
Podstatny predpoklad na f je f € L*(Q7), jinak f € L*(0,T; L*(Q)). V sou-
ladu s rovnici 3.13 pozadujeme, aby u € L*(0,T; H}(Q)) aw € L*(0,T; H1()).
Nyni s pouZitim véty 28 vidime, ze u € C([0, T]; L*(Q)), takZe pocatecni pod-
minka u(0) = g ma dobry smysl zvolime-li g € L*(Q).
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Ptredchozi vyklad motivuje k néasledujici definici. Uvazujme Hilbertovu trojici
(V,H,V*), kde v = H}(Q), H = L*(Q), V* = H1(Q). Pfipomenime
platnost Poincarého nerovnosti ve V:

[vllo < Cpllv]l1,
a necht a(w,v) = a(Vw, Vv)y. Pak mame:

Definice 30 Funkce v € L*(0,T;V) se nazjvd slabym tesenim 1ilohy
3.12, jestlize u € L*(0,T;V) a

1. pro kazdé v € V,
(@(t), v}« + afu(t),v) = (f(t),v)o
pro skoro viechna t € [0,T].
2. u(0) = g.
Poznamka. Je-li slabé fegeni u hladkeé, tj. u € C*'(Qr), pak u je klasic-

kym TeSenim.

Tak, jako v pripadé eliptickych tloh, i zde plati existen¢ni véta:

Véta 33 Bud f € L*(0,T; L*(Q)) a g € L*(Q). Pak u je jednoznacné resent
ulohy 3.12. Navic

T 202
Hu(t)H%+04/0 lu(t)lidt < Hgl\o+— IIf( gt

pro kazdé t € [0,T], a

T T
/O la(t)[2dt < 20g|2 +4C2 / 17 ()2t |

kde C'p je Poincarého konstanta.

Diikaz této véty je postaven na Galerkinové aproximacni metodé, ktera je
vhodné i pro numerické feseni.

3.2.2 Slaba formulace pro hyperbolické PDR

Sifeni vinéni v nehomogennim a anisotropnim médiu vede na hyperbolické
rovnice druhého radu vzhledem k casové derivaci. Uvedme jeji obecny tvar:

uy = div(A(x,t)Vu) + b(x,t) - Vu + c(x, t)u = f(x,t)
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s tim, Ze a(x,t)€ - & > 0 & # 0 pro skoro viechna (x,t) € Qr.

Prestoze z fenomenologického hlediska se hyperbolické rovnice podstatné lisi
od parabolickych, pfesto je mozné dat slabou formulaci feSeni hyperbolické
tlohy podobnou jako u tuloh parabolickych.

Teorie hyperbolickych rovnic je mnohem komplikovanéjsi nez teorie eliptic-
kych ¢i parabolickych rovnic a proto se omezime pouze na Cauchy-Dirichletovu
tlohu.

Cauchy-Dirichletova tloha.

uy — Au=f v Qr
u(x,0) = g(x) ,us(x,0) = g*(x) naQ (3.14)
u(o,t) =0 na Sy .

Analogickd analyza, jako v pripadé parabolickych tloh, nas privede k nasle-
dujici slabé formulaci:

Definice 31 Budiz f € L*(0,T:V*) a g € V, g € H. Uloha nalezeni
slabého feSeni znamend nalézt takové u € L*(0,T;V), Ze

we L*0,T; H), it € L*(0,T;V*)
a tak, Ze
1. pro vSechna v € V' a pro skoro vSechna t € [0, T,
((t), v)s + (Vu(t), Vo) = (f(t),v)o ,
2. u(0) = g, u(0) = g*.
Poznamka. Je-li slabé feseni u hladké, tj. u € C?(Qr), pak u je klasickym

resenim.

Existencni véta, kterd zarucuje jednoznacnost a korektnost, ma nasledujici
tvar:

Véta 34 Budiz f € L*(0,T;H), g €V, g* € H. Paku € L*(0,T;V) a
tim pdadem i v L*(0,T;V) je jednoznacné vesent ulohy 3.14. Navic
lull 7o o vy F N F oo 0.5y F il 20 77y < C{HfH%%O,T;H)—'_HQH%"'_Hng%}

kde C' = C(c,T).

Diikaz této véty je opét zalozen na Galerkinové aproximacni metodé, ktera
je vhodna i pro numerické reseni.
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3.3 Typy reseni

Typy Teseni budeme ilustrovat na nasledujici tloze:
predpokladejme, Ze je dana oblast 2 C R", konstanta o > 0 a dvé realné
funkce ag, f: € — R. Ulohou je nalézt funkei u, ktera spliuje rovnici

—aAu+agu = f v

a jednu z obvyklych okrajovych podminek na 0f2.

3.3.1 Reseni klasické

Klasickym feSenim jsou dvakrat spojité diferencovatelné funkce. Diferenci-
alni rovnice i okrajové podminky jsou splnény v obvyklém bodovém smyslu.
Jinymi slovy: u € C°(Q2) N C*(Q).

3.3.2 Reseni silné

Silné Fedeni je prvkem Sobolevova prostoru H2(Q). TudiZ, silné feSeni ma
druhé derivace, které jsou prvky L?(2) ve smyslu distribuci.

3.3.3 Reseni ve smyslu distribuci

Reseni ve smyslu distribuci patii do prostoru L}OC(Q) a rovnice je splnéna ve
smyslu distribuci:

/{—cvuAgp + ag(x)upldx = / feodx , Yo € D) .
Q 0

Okrajové podminky jsou splnény ve velice slabém smyslu.

3.3.4 Reseni slabé nebo variacni

Slabé nebo variacni feseni patii do prostoru H'(€2). Uloha je v podstaté re-
formulace abstraktni varia¢ni tlohy z ¢asti 2.1.5.

Poznamky.

e Ziejmé musi vSechny vyse uvedené typy reseni spliiovat tzv. princip ko-
herence, ktery rika nasledujici: jestlize jsou v8echna data (oblast, okra-
jové podminky, koecicienty, sily, atd.) a i feSeni v prostoru C*, viechny
vySe uvedené typy reseni musi byt ekvivalentni. Tudiz vSechny
neklasické typy reseni jsou zobecnénim reseni klasického.
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e V souvislosti s numerickym Tfesenim, kdy je tfeba kontrolovat chybu nu-
merické metody, je potfeba stanovit optimalni rad regularity neklasic-
kych TeSeni. Ptresnéji, budiz u neklasické feseni Poissonovy tlohy. Pak
vyvstava otazka: jak ovlivni regularita dat ag, f a oblasti €2 regularitu
feSeni? Ziskat vycerpéavajici odpovéd na tuto otdzku je znacné narocné
a potrebuje velice hluboké teoretické vysledky:.
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Kapitola 4

Numerické metody

Pocatec¢né-okrajové tlohy pro PDR predstavuji poméné komplikovany mate-
maticky objekt, jehoz formulace je pouze zacatkem cesty k dosazeni konkrét-
nich vysledki. Jak je znamo, uz v pripadé obycejnych diferencialnich rovnic
muze byt proces dosazeni konkrétnich vysledki velice komplikovany.

Po prvni fazi formulace tlohy musi nastoupit faze druhé, teoreticka, kdy je
treba zjistit, za jakych podminek néjaké reseni existuje, zda je tloha korektné
definovana, zda je vysledek jednoznacny, atd. Tato faze byla naznacena v
predchozi casti vénované matematické formulaci tlohy:.

Nyni je na fadé ¢ast tfeti, vénovana ziskani konkrétnich vysledki. Tato ¢ast
se zpravidla déli na dvé skupiny: analytické metody a numerické me-
tody. Pristup k feSeni prostiednictvim analytickych metod vyzaduje dalsi,
hlubsi, matematickou analyzu a je pouzitelny vétsinou v pripadé geometricky
jednoduchych oblasti (tsecka, obdélnik, kruh, elipsa, hranol, koule, elipsoid,
atd.), kterézto se vétsinou vymykaji rameci konkrétnich praktickych tdloh a
navic jsou témér vyhradné pouzitelné pouze na linearni tulohy. Vzhledem k
soucasnym trendim aplikace numerickych metod budeme tento pristup pouze
ilustrovat na prikladu v dalsi kapitole.

V této kapitole se vyhradné soustfedime na dvé, v soucasné dobé nejpou-
zivanéjsi, numerické metody, které maji tu vyhodu, ze jsou dovedeny az do
praktickych numerickych algoritmii zhusta volné stazitelnych z webu a oka-
mzité pouzitelnych (pripadné lze z webu stahnout i zdrojovy kod a poté ho
prelozit) na lokadlnim pocitaci. Samoziejmné existuji i profesionalni software-
ové "baliky", které umoznuji tlohu definovat v pfijemném grafické prostredi
pocinaje zadanim geometrické oblasti pres modelové rovnice, numerické pa-
rametry pouzité numerické metody az po profesionalni grafické zobrazeni vy-
sledkii a naslednou analyzu vysledki dle charakteru tlohy. Nékteré vysledky
pro konkrétni ulohy s pouzitim software Matlab budou uvedeny v nésledujici
kapitole.

4.1 Metoda siti

Metoda siti patii k nejstarsim numerickym metodam vibec. Vychézi z celkové
diskretizace tulohy a predpoklada, ze maji vyznam bodové hodnoty feseni. To,



a priori, predpoklada, ze Teseni tlohy je dostatecné hladké - mé dostatecny
pocet spojitych derivaci. Klasickym pripadem je tloha, u které je znamo,
ze existuje klasické reSeni. Rovnéz, vzhledem k podstaté této metody, je
relativné pfimocare aplikovatelna v pripadé oblasti s jednodussi geometrii.
Ptistoupime nyni k formulaci této metody.

4.1.1 Formulace

Zéklani myslenkou metody siti je aproximace derivaci vhodnou diferenci,
tudiz redukce diferencialni rovnice na systém algebraickych rovnic. Existuje
spousta zpusobi, jak aproximaci realizovat. Predpoklddejme, Ze f je realnéa
funkce na R a budiz x € Rah > 0. Pak pro aproximaci f () mame napiiklad
tyto tfi popularni diferencéni nahrady, které jsou vysledkem Taylorova rozvoje

funkce f:
e
fa)=fa=h) (4.1)
f(z+h)—f(z—h)
2N :

Nahrady se postupné nazyvaji dopredna, zpétna a centralni. Predpokladame-
li, ze f ma druhé derivace, pak Ffad chyby u dopfedné a zpétné nahrady je
radu O(h) a predpokladame-li, Ze existuji tfeti derivace, pak fad chyby u
centralnf nahrady je O(h?). Vidime, Ze jeli funkce f dostatecnd hladka, je
centralni diference presnéjsi.

Druhé derivace funkce f se obycejné aproximuji centralni diferenci 2. radu

f//(x) - flx+h)— 2];(256) + f(x — h)

Ma-li funkce f ctvrté derivace, je aproximacni chyba fadu O(h?).

Metodu siti budeme pro jednoduchost analyzovat na nésledujici tloze (pro
vicerozmérné tlohy probiha analyza obdobné avsak celkovy formalni zapis je
komplikovanéjsi):

U= vug, + f(x,t) v [0,7] x[0,T]
uw(0,t) =u(m,t) =0 0<t<T (4.2)
u(z,0) = up(x) .

Diferencialni rovnice muze representovat napi. vedeni tepla. Predpokladame,
ze v > 0 je konstantni a f, ug jsou zadané funkce. Rovnice 4.2 tedy represen-
tuje parabolickou rovnici.

Abychom mohli aplikovat metodu siti, potfebujeme zadat tzv. uzlové body.
Budtez N, a N; dvé kladné prirozena ¢isla. Definujme dale dvé ¢isla h, =
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/Ny, hy = T/N; a definujme délici body

x]:jhx7 v jzoala"'aNz
{%me,m:QL~nM‘ (43)

Cisla h,, hy nazyvame krokem diskretizace a body (z;,t,) nazyvame sito-
vymi body. Zajima nas priblizny vypocet feseni v sitovych bodech. Ozna¢me
symbolem v} pfibliznou hodnotu feseni uj' = wu(z;,t,) spocitanou z dife-
rencnich nahrad Oznacme jesté fi" = f(xj,t,) ar = vhy/h2. Nyni uvedeme
tii tzv. sitova schémata podle toho, jakou diferencéni nahradu pro vypocet
derivaci pouzijeme.

1. Explicitni metoda
Casova derivace je nahrazena doprednou nahradou, druhé prostorova derivace
je nahrazena centralni nahradou druhého radu. Pak dostavame:

4 m+1 m
J

v =) vt =20 ol

o = R

! 1<j<N,—1,0<m<N, -1, (4.4)
U(T)n:(UKflm:O? OSmSNt

L of = (i) 0<j <N

Tato diferen¢ni rovnice se d& prepsat do tvaru

ot = (L= 2r) v + (0 + 0T )+ e, 1<j<N,—1,0<m< Ny —1.

(4.5)
Vidime, ze je-li feSeni v ¢asovém kroku ¢t = t,, spo¢teno, mizeme explicitné
spocitat feseni v casovém kroku ¢ = t,, 1. Tudiz, dopredné schéma je expli-
citni metoda.

2. Implicitni metoda
Casova derivace je nahrazena zpétnou nahradou, druha prostorova derivace
je nahrazena centralni nahradou druhého radu. Pak dostavame:

(! v =207 o

J ht] =y J+1 h2 j—1 _|_fm
) 1<j<N -1, 0<m<N -1, "
vy = vy, =0, 0<m< N
\ U;') — UO(ZEj), 0 S] < N,.

Tato diferen¢ni rovnice se da prepsat do tvaru

(1 +2r)vf" — (v + o) 1)—vm1+ht , 1<j<N,—1,1<m<N;.
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Vidime, zZe je-li feSeni v ¢asovém kroku ¢t = ¢,, 1 spoc¢teno, musime k ziskani
feSeni v ¢asovém kroku ¢t = t,, Tesit tridiagonalni systém tadu N, — 1. Tudiz,
dopfedné schéma je implicitni metoda.

3. Crank-Nicolsonova metoda
Casova derivace je nahrazena centralni nahradou v bodé (z,,,t;_1/2) centralni
formuli

w(xj, ty) — (), tm-1)
hy '
Druha prostorova derivace je nahrazena centralni nahradou druhého radu

(25, tpp1/2) R

U(Tjy1, tm—1/2) — 2u(Tj, t_1/2) + u(zj 1, tp_1)2)
uwx(xjptm—l/Q) ~ J m—1/ Jh2m / J m—1/ ’
t

a poté jesté aproximujme hodnoty v polovi¢nich casech prumeérem:

u(xjatm—1/2) ~ (U(xmtm) + U(l'jatm—l))/Q ;

atd. Jakozto vysledek dostaneme tzv. Crank-Nicolsonovo schéma:

r v;ﬁ—hv;”*l _ V(Uﬁ1—2v;”+v§”_1)+(;f§1’11—2U771+v§51) qopmele
t 2h;
! 1<j<N,—1,0<m<N,
vy = vy, =0, v=m = N
[ o = uoliy), P=a=

Zde je fm 12— = f(xj,tm_1/2), kterézto se nékdy nahrazuje stiedni hodnotou
i+ £ 1)/2. Tato diferenéni rovnice se da prepsat do tvaru

(14 5oy — 50y + o) = (1= 5o~ + 5o + o) + hef] 77

(4.9)
Vidime, ze Crank-Nicolsonova metoda je taktéz implicitni metodou a v kaz-
dém c¢asovém kroku je treba fesit tridiagonalni systém radu N, — 1.

4.1.2 Analyza alohy
Pro jednoduchost uvazujme homogenni tlohu 4.2:

U= Vg v [0, 7] x [0,T]
wO,8) =u(m,t) =0 0<t<T (4.10)
u(,0) = up(z) .
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Nejdrive zavedeme, tak, jak jsme tomu délali jiz drive, abstraktni formulaci.
Bud V Banachiv prostor, Vy € V' husty podprostor V. Budiz L : V; €V —
V' linearni operator. Operator L je vétsSinou neomezeny a jednim z reprezen-
tantt je diferencialni operator. Pro jednoduchost uvazujme homogenni tilohu
4.2:

dt

{du—(t):Lu(t), v 0<t<T
u(z,0) = up(x) .

(4.11)

Tato tloha taktéz representuje pocatecéné-okrajovou tlohu s homogennimi
okrajovymi podminkami, pokud jsou tyto zahrnuty v definici prostoru V' a
operatoru L. Nasledujici definice dédva vyznam pojmu feseni tlohy 4.11.

Definice 32 Funkce u : [0,T] — V je feSenim pocatecni tlohy 4.11,
jestlize pro kazdé t € [0,T] je u(t) € Vg,

lim
At—0

1
St A1)~ (1)) Lu(t)H =0,

a u(0) = up.

V definici je limita myslena jako limita zprava, je-li t = 0 a jako limita zleva,
je-lit="T.

Definice 33 Pocdtecni tloha 4.11 je korektné definovana, jestliZe pro
kazdé uy € Vi ezistuje jediné reseni u = u(t) a toto feSeni zdvisi spojité
na pocdatecni podmince: ezistuje konstanta cy takovd, Ze jsou-li u(t) a w(t)
dvé Teseni pro pocdatecni podminky wuy, uy € Vo, pak

sup ||u(t) —u(t)|ly < colluo — wol|v -
0<t<T

Predpokladejme od tohoto okamziku, Ze nase tloha je korektné definované.
Oznacime Teseni jako

u(t) = S(t)ug, ugeVy.
Z linearity operatoru L plyne linearita operatoru S(t). Operator S(t) ma

zjevné nazorny vyznam generatoru trajektorie z dané poc¢ateéni podminky.

Nyni zavedeme abstraktni metodu siti, ktera je definovana jednoparametric-
kou mnozinou stejnomérné omezenych linedrnich operatoru

C(A) : V =V, 0 < At < Aty ,
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kde Aty je zafixované ¢islo. Mnozina {C(At)}o<ar<at, se nazyva stejno-
meérné omezena, jestlize existuje takova konstanta c, ze

[C(A)]] < ¢ VAt € (0, At .
Priblizné reseni je pak definovano takto:
uar(mAt) = C(At) " ug, m=1,2,---
Zavedeme dilezitou vlastnost teorie diferencnich metod:

Definice 34 Konzistence.

Diferencni metoda se nazyvd konzistentni, jestliZe existuje husty podprostor
V. prostoru V' tak, Ze pro vSechna ug € V. a jim odpovidajici reseni u tulohy
4.11 mame

lim

A—0 || At

i(C’(At)u(t) —u(t + At))H = 0 stejnomérné v [0,T7] .

V pripadé dopredné nahrady definujme operator C'(At) predpisem
C(At)v(z) = (1 = 2r)v(z) + r(v(z + Azx) + v(z — Ax)) ,
kde Az = /vAt/r. Identifikujeme At s hy a Az s h,. Potom je C(At) :

V' — V linearnim operatorem a plati, ze
IC(At)v|ly < (|1 =2r|+2r)||v|ly YvoeV .

Odtud plyne
|IC(A)]| < |1—2r|4+2r, (4.12)

a tudiz mnozina {C'(At)} je stejnomérné omezené. Diferencni metoda je
uat(tm) = C(AY)uaruat(tym—1) = C(AL) " uy .

Aplikaci Taylorova rozvoje lze dokazat, ze dopredné schéma je konzistentni.

Pro zpétnou nahradu dostavame
(142r)uas (z, t+A) —r(upr(z— Az, t+A) +ups(z+Ax, t+AL)) = uas(z, t)

kde Az = y/vAt/r. Stejné jako v predchozim pripadé, dostavame, ze mno-
zina {C(At) }o<at<at, je stejnomérné omezend a zpétna nahrada je konzis-
tentni.

Vratime se zpét k obecnému piipadu a zavedeme jesté dvé dulezité definice
z teorie diferen¢nich nahrad:
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Definice 35 Konvergence.
Diferencni metoda je konvergentni, jestlize pro kazdé fizni t € [0,T] a
kazdé ug € V- -mdme

lim ||<C(Atz)ml — S(t)lboH =0

Ati—ﬂ)
kde {m;} je posloupnost prirozenijch cisel a {At;} je posloupnost casovijch
kroki tak, Ze lim;_,.o m;At; = t.
Definice 36 Stabilita .
Diferencni metoda je stabilni, jestlize operdtory
{C(AD)™|0 < At < Aty, mAt < T}
jsou stejnomeérneé omezené, tj. existuje konstanta My > 0 tak, Ze
HC(At)mHV_>V S M() Vm : mAt S T7 VAt S Ato .
Nyni jiz mtuzeme formulovat centralni vysledek této ¢asti:

Véta 35 Laxova véta o ekvivalenci.
Predpoklddeyme, Ze pocdtecni wloha 4.11 je korektni. Pro konzistentni dife-
rencni metodu plati, Ze pojem stability je ekvivalentni s pojmem konvergence.

Diisledkem Laxovy véty je néasledujici véta o fadu konvergence:

Véta 36 Rad konvergence.

Necht jsou splnény predpoklady Lazovy véty. Je-li u Teseni s pocdtecni pod-

minkou ug € V', pro které plati

C(At)u(t) — u(t + At)
At

sup
0<t<T

pak plati odhad chyby
IC(At) ug —u()]| < c(At)*,

H S C(At)k VAt € (07At()] )

kde m je prirozené cislo takové, Ze plati mAt =t.
Aplikujme nyni vysledky na doptedné a zpétné nahrady.
V pripadé dopfedné metody predpokladejme r < 1/2. Pak z 4.12 plyne, ze
|C(AL)]| <1 a tedy
|can™| <1, m=12---

Tudiz, za podminky r < 1/2 je dopfedna metoda stabilni. Protoze je schéma
konzistentni, je i konvergentni:

li ' ZAZ - Yy = 3
A ffuar( midt) —ul- )]y =0
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jakmile limas, 0 m;At; = t.
Tudiz, za podminky r < 1/2 je dopfedné schéma stabilni a konvergentni -
mluvime o podminéné stabilité a podminéné konvergenci.

V piipadé zpétné nahrady je pro kazdé r ||C(At)|| < 1. Pak je
jcan™ <1,  vm .

Tudiz zpétné schéma je nepodminéné stabilni a tedy i nepodminéné
konvergentni.

Zavér.

1. Metoda siti byla ilustrovana na tloze s jednou prostorovou dimenzi. Pii-
pad vice-dimensionélni lze vySetiévat zcela obdobné s tim, Ze se nadefinuji
diferen¢ni nahrady parcidlnich prostorovych derivaci obdobné s vyuzitim Ta-
ylorova rozvoje pro funkce vice proménnych.

2. A priori predpokladame, Ze oblast, na které tlohu vySetfujeme, je
tvorena obdélniky ve dvou-dimensionalnim prostoru nebo kvadrem ve tii-
dimensionalnim prostoru, pfipadné se dana oblast na tyto oblasti d& regu-
larni transformaci prevést. V opacném piipadé je nutné hodnoty feseni na
hranici oblasti vhodné aproximovat. Tato teorie a praktické vysledky jdou
vSak jiz mimo ramec tohoto ivodniho kurzu.

3. Zcela stranou ziistaly numerické metody feSeni systému lineédrnich rov-
nic, které vznikaji v pripadé implicitnich schémat. V soucasné dobé existuji
stovky volné pouzitelnych a sofistikovanych vypocetnich balikii pro oblast
linearni algebry, které je mozno s tspéchem pouzivat pro feseni pocatecneé-
okrajovych tloh pro PDR.

4.2 Metoda konecnych prvki (FEM)

Metoda konec¢nych prvki je bezesporu nejpopularnéjsi numerickou metodou
vyuzivanou v inzenyrské praxi, ktera se v soucasné dobé pouziva pri feseni
eliptickych okrajovych tloh. Potfeba fesit komplexni problémy elasticity a
strukturalni problémy v civilnim a leteckém inzenyrstvi vyustily hlavné v
préaci Richarda Couranta (1942), kde byla poprvé uvedena myslenka rozdéleni
spojité oblasti na mnozinu diskrétnich podoblasti. Courant rozdélil oblast na
kone¢né trojuhelnikové podoblasti, aby mohl vytesit eliptické PDR 2. fadu,
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které byly dusledkem modelovani torze valce. Az zhruba do prelomu Sedesa-
tych a sedmdesatych let 20. stoleti se metoda pouzivala na zakladé heuristic-
kych tvah. Zlom nastal v roce 1968, kdy Prof. Milos Zlamal, ktery ptisobil
na VUT v Brné, publikoval v ¢asopise Numerische Mathematik ¢lanek "On
the finite element method", ktery je mozné pokladat za skutecény zrod FEM.
Postupné v dalsich letech Zlamal publikoval sérii velice hlubokych c¢lanki
(47) se zaméfenim na podstatu FEM - vliv geometrie diskrétnich podoblasti
na existenci a konvergenci diskrétni tlohy. Do dnesni doby zustava v této
oblasti mnoho dosud nefesenych problémi.

V soucasné dobé se stala FEM jednou z hlavnich a nepostradatelnych vy-
bav inzenyru vSech oblasti v podobé sofistikovanych software-ovych baliki, z
nichz za vSechny jmenujme alespon Matlab, NASTRAN, Fluent, FlexPDE,
Diftpack, COMSOL Multiphysics, pokud jde o komeré¢ni software, ale lze s
tuspéchem pouzivat i free software jako napfiklad Elmer FEM solver, Free-
Fem-++4, OOFEM, OpenFOAM, Z8&8.

V dalsich castech budeme formulovat metodu kone¢nych prvkia a uvedeme
nékteré jeji zakladni vlastnosti.

4.2.1 Formulace

Pavodné (Courant) FEM vychazela z Ritzovy metody, ale zahy byla jako
zaklad prijata mnohem obecnéjsi Galerkinova metoda, kterd se ve special-
nim piipadé pozitivné definitnich operatorti shoduje s metodou Ritzovou.
Vzhledem k tomu, ze Galerkinova metoda lezi v zakladech FEM, kréatce ji
pripomeneme.

Galerkinova metoda.

Galerkinova metoda vytvari obecné prostfedi pro aproximaci linearnich ope-
ratori ve kterém je FEM pouze specialnim pripadem.

Budiz V' Hilbertiv prostor, a(-,-) : V' x V — R budiz bilinearni forma a
L € V'. Uvazujme nasledujici tlohu

weV, alu,v)=L(v) YveV. (4.13)
Predpokladejme, ze a(-,-) je omezena
la(u,v)| < M|ul|ly ||v]]ly Yu,v eV, (4.14)
a V-elipticka
la(v,v)| > cllull} YweV. (4.15)

Potom, v disledku Lax-Milgramovy véty mé variacni tloha 4.13 jednoznacné
reseni.
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V 1uplné obecnosti nelze nalézt exaktni feseni tulohy 4.13, protoze prostor
V' je nekone¢né-dimensionalni. Ptirozenou cestou, jak tuto tlohu resit, je
konstruovat ptiblizna feseni v konec¢né-dimensionalnim prostoru, ¢ili resit
konecné-dimensionéalni analogii ulohy 4.13. Tedy, budiz Vy € V néjaky N-
dimensionélni podprostor. Projektujme tlohu 4.13 na Vy:

uy € Vv, a(un,v)=L(v) YveVy. (4.16)

Predpoklad omezenosti bilinearni formy a(-,-), jeji V-elipticity a toho, ze
L € V' umoziuje aplikaci Lax-Milgramovy véty a disledkem je, Ze aloha
4.16 méa jednoznacné reseni uy.

Ulohu 4.16 mtizeme vyjadiit ve tvaru linearniho systému. Budiz {¢;}Y, base
konec¢né-dimensionalniho prostoru V. Pak muzeme psat

N
uy = &o;
=1

a vyjadreme kazdé v € Viy v basi ¢;. Vysledkem je, ze tloha 4.16 je ekviva-
lentni nasledujicimu linearnimu systému

A =b, (4.17)

kde € = (&) € RY je neznamy vektor, A = (a(¢j,¢;)) € RV*N je tazv.
matice tuhosti a b = (£(¢;)) € RY je tzv. vektor zatiZeni. Jak tedy
vidime, Teseni tlohy 4.16 lze nalézt feSenim soustavy linearnich rovnic.
Priblizné reSeni uy se obecné lisi od pfesného feseni u. Abychom zvétsili
presnost, je logické hledat priblizné reseni ve vétsim prostoru Vy. Uvazujme
proto posloupnost podprostort Vy, € Vy, € -+ £ V a spocitejme odpovi-
dajici aproximace uy, € Vy,, ¢ =1,2,3,---. Tento pravé popsany postup
se nazyva Galerkinova metoda.

Dilezitym vysledkem pro pouziti Galerkinovy metody je nasledujici véta:

Véta 37 Cea-ova nerovnost

Predpokladejme, Ze V' je Hilbertiv prostor, Vy S V' je podprostor, a(-,-) je
omezend a V -eliptickd bilinedrni forma na V., a £ € V'. Necht uw € V je
resenim ulohy 4.13 a uy € Vy je Galerkinovskd aprorimave definovand v
4.16. Pak existuje konstanta c takovd, Ze

lu —un|ly < ¢ inf |Ju—2o|y .
veVy
Metoda kone¢nych prvki.
Predpokladejme, Ze plati stejné znaceni, jaké bylo zavedeno v ¢asti vénované

Galerkinové metodé.
Definice metody konec¢nych prvka je az prekvapivé jednoducha: jestlize
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podprostor Vy je tvoren po ¢astech polynomialnimi funkcemi pri-
razenych diskretizaci dané oblasti, stane se Galerkinova metoda
metodou konec¢nych prvki.

O co je definice FEM jednodussi, o to vice je komplikovanéjsi analyza jed-
notlivych ingredienci, ze kterych se definice sklada.

Jesté ve strucnosti uvedeme nékteré postrehy.

Vidéli jsme, Ze Galerkinova metoda pro linedrni okrajové tlohy vede na
tlohu Teseni soustavy linearnich rovnic. Je znamo, ze diilezitou roli pfi reseni
soustavy linearnich rovnic hraji prvky matice A. Diilezitou roli ma pod-
minénost matice, charakterizovand ¢islem podminénosti cond(A) =
|A7Y| ||A]l. Je-li toto ¢islo malé, nazyva se matice A dobie podminéna,
je-li toto cislo velké je matice A Spatné podminéna a z praktického hle-
diska je ¢asto nemozné nalézt v tomto pripadé feseni.

Dalsim z hledisek je hustota prvkiu v matici A. Matice A se nazyva ridka,
je-li vétsina jejich prvka nulova, v opaéném pripadé se nazyva husta. Rid-
kost matice tuhosti ma dveé vyhody: prvky matice tuhosti vznikaji integraci
basovych funkci na oblasti a na hranici coz je ¢asto ¢asové naroéna numericka
operace. Dalsi vyhodou ridké matice je fakt, ze lze v pocitaci uchovavat pouze
nenulové prvky a soustavu linearnich rovnic poté resit mnohem efektivnéji
itera¢nimi metodami. Galerkinova metoda obyc¢ejné produkuje hustou matici
tuhosti. Abychom dostali fidkou matici, musime velice peclivé zvolit konecné-
dimensionalni aproximacni prostory a basové funkce na nich: nosié (support)
béazovych funkeci by mél byt co nejmensi a dale pocet bazovych funkei jejichz
nosice se protinaji s vnitikem nosice libovolné jiné bazové funkce by mél byt
také co nejmensi. Tato kritéria spliiuji po ¢astech hladké funkce, nékdy na-
zyvané splajny (splines).

Konvergenci FEM miuzeme docilit bud zmengovanim prvkii déleni oblasti (a
tim padem zvySovanim jejich poctu a tim i dimense matice tuhosti), tj. zjem-
novanim sité, nebo zvySovanim stupné polynomt v, po ¢astech polynomialni,
tuhosti) anebo obojim zpisobem. Efektivni volba mezi témito tfemi moz-
nostmi zavisi na apriorni znalosti regularity presného feseni u tlohy. Zhruba
feCeno: v ¢asti oblasti, kde je TeSeni dostatecné hladké jsou mnohem efek-
tivnéjsi polynomy vyssiho raddu na velkych podoblastech, zatimco v ¢astech,
kde mé presné Teseni singularity, je vyhodnéjsi volit polynomy nizstho radu
a lokalné zvolit mensi podoblasti - zjemnit sit.

7, divodu v literature zavedenych konvenci oznac¢ime prostor Vy jako V;. Pak
miizeme tlohu FEM prepsat takto:

up € Vi, a(uh,vh) = E(Uh) Yo, € V), . (4.18)
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Oznacime-li jesté I projekci prostoru V' na podprostor V},, dostava Cea-ova
nerovnost tvar
[w —uplly < cllu—Tlully .

Nyni nadefinujeme, co minime koneé¢nym prvkem:

Definice 37 Konecnym prvkem se nazyjvd bud prvek diskretizace dané
oblasti anebo nékdy trojice (prvek diskretizace dané oblasti, uzlové body na
tomto pruku, interpolacni polynom s dangmi interpolacnimi body).

4.2.2 Analyza diskretizované ulohy

Analyzu diskretizované ulohy provedeme, stejné jako jsme to délali v pripadé
metody siti, na vzorovém prikladu.
Na polygonalni oblasti 2 C R? uvazujme okrajovou tlohu

—div(p(x,y) grad v) + q(z,y) v = f(z,y), v (4.19)
ou .
cu+pg =g na 0 .

Predpokladejme, 7ze jsou splnény predpoklady Lax-Milgramovy véty v pri-
pade, ze V = H(Q) a tedy funkce u je jedinym slabym Fegenim tlohy 4.19.
V nasem piipadé tedy mame

a(u,v) = /Q(p grad u - grad v 4+ quv)dx + /89 ouvd(0S?)

F(v) = / fodx +/ gud(09)) .
) 99
Slabé teseni tlohy 4.19 je dano nésledujici rovnosti:
a(u,v) = F(v) Yo e H(Q). (4.20)

Priblizné reseni ulohy 4.20 v prostoru V}, je takova funkce u; € Vj, spliujici
rovnost

alup,vp) = F(v,) Yo € HY(Q). (4.21)
pro kazdou funkci vy, € V.
Zvolme triangulaci oblasti  C R?. Oblast aproximujme sjednocenim koneé-
ného poctu trojuhelnikia. Mnozinu
771 - {T17T27' o 7TS}

trojuhelniki 7T, budeme nazyvat pripustnou triangulaci oblasti €2, jsou-li
splnény nasledujici podminky:

(i) Q= U, T, (Q se predpoklads polygonalni),
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(ii) Jsou-li Ty, T, dva rizné trojuhelniky triangulace Ty, pak jejich vnitiky
maji prazdny prinik,

(iii) Prokazdé s = 1,2,--- | S je kazda strana Ty bud ¢asti hranice 0€2, nebo
stranou jiného trojuhelnika z 7.

Konstrukce vhodné pripustné triangulace dané oblasti {2 neni trivialni ope-
race. 7Z teoretickych vysledkil plyne, Ze je potieba dodrzovat nasledujici pra-
vidla:

1. nepouzivat trjihelniky s velmi malymi nebo velmi velkymi vnitinimi thly

2. v téch castech oblasti €2, kde se naptiklad v disledku singularity feseni
ocekavaji velké zmény v chovani feSeni dané tilohy pripadné jeho derivaci,
zvolit jemnéjsi triangulaci (vétsi pocet mensich trojihelniki).

Kromé vrcholi trojihelnikt T se v také pri konstrukei diskrétni tlohy pouzi-
Mnoziné v8ech takovychto bodi rikame uzly triangulace. Uzly lezici na OS2
nazyvame hrani¢nimi uzly. V uzlech triangulace zadavame hodnoty koefici-
ent rovnice ¢ okrajovych podminek a hodnoty pravych stran. Soucasné v
nich hledame hodnoty ptiblizného reseni pripadné hodnoty derivaci pribliz-
ného reseni. Vsem témto hodnotam se rika uzlové parametry.

Jako priklad zvolme za prostor Vj, prostor po c¢astech linearnich bazovych
funkei:

Po c¢astech linearni bazové funkce

Za uzly triangulace volime vrcholy trojuhelnik. Vrcholy trojuhelniku T
oznacme M7, M3, M3, Cislovani vrcholt provadime vzdy v kladném smyslu,
tj. proti sméru hodinovych ruc¢icek. Kazdy vrchol (uzel) ma tedy lokalni in-
dex, vazany na cislo trojihelniku a soucasné globalni index, ktery urcuje
misto v poradi vSech vrcholt, uzlt.

Necht M, je uzel triangulace ( n je globalni index).

Po c¢astech linearni bazova funkce v, = v,(z,y) piislusna uzlu M, je
definovana takto:

1. nad kazdym trojihelnikem 7T, jehoz jeden z vrcholi je M, je linedrnim
polynomem tvaru
N¥(z,y) = a® + b’z + ’y

2. splhuje interpola¢ni podminky

v (M) =1, v,(My)=0 ;Ym#n,
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3. je nenulova pouze na téch trojihelnicich, jejichz spole¢nym vrcholem je
uzel M,,. Tyto trojihelniky tvori nosic¢ - support funkce v, .

Takto definované bazové funkce vy, v, -+ ,uny ( N je pocet uzla triangulace)
jsou spojité na  a tvoii linearné nezavisly systém funkei. Linearni prostor
viech linedrnich kombinaci sestrojenych bézovych funkei oznac¢me V;!. Di-
mense tohoto prostoru je rovna poctu uzli triangulace. Plati V;! € H'(Q),
tj. v, € HY(Q), n = 1,2,---,N, protoze derivace bazovych funkef exis-
tuji skoro vsude a jsou na vnitiku kazdého trojihelniku konstantni. Funkce
z prostoru V;! se nazyvaji linearni splajny (splines). Libovolna funkce
vy, = vp(z,y) € Vil je spojita a lze ji vyjadrit ve tvaru linearni kombinace
bazovych funkef

N
vp(z,y) = Zanvn(x,y) , a, €R .
n=1

V piipadé R? plati nésledujici dilezita véta o aproximaci:

Véta 38 Véta o aproximaci.

Necht Ty, je pripustnd triangulace omezené (polygondlni) oblasti 2, ddle Ty €
Tn a Vi! je linedrni prostor linedrnich splajnii. Potom pro kaZdou funkci
v € C?*(Q) existuje jedind funkce vy, € Vi} uréend hodnotami v(M,) v uzlech
triangulace takovd, Ze plati

(a) B
v —wp| < Myh* v Q,

(b)
6Msh

|D1U - Dlvh\ S
sin(a)

uonatr T |

kde My = maxo{|ves|, [vayl, [vyyl}, h = maxs(diam T5) a « je minimum
velikosti ihli viech trojuhelniki. Symbol D' znaci bud v, nebo v,.

Trojahelnikové prvky vyssich stupni

Kvadratickd bazova funkce na trojuhelniku 7
pA(z,y) = a1 + asx + azy + asx® + aszy + agy’

bude na kazdém trojuhelniku jednoznac¢né urcena Sesti uzlovymi parametry.
Za uzly volime vrcholy a stfedy stran trojuhelniku a uzlovymi parametry
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pak jsou funkéni hodnoty v téchto uzlech triangulace (v jednom uzlu zvolime
hodnotu 1 ve zbyvajicich uzlech hodnoty nulové).

Kubicka bazovéa funkce na trojihelniku 75
p’(z,y) = a1 +asx+azy+ as x>+ asry + agy’ + a7z’ + agriy + agry® + a0y’

bude na kazdém trojihelniku jednoznacné urcéena deseti uzlovymi parame-

Vvt

Vvt

derivaci ve vrcholech.

Vratme se nyni k tloze 4.21 a za prostor kone¢nych prvki zvolme prostor Vhl
pocastech linedrnich bazovych prvkia. Funkei uy 1ze tedy vyjadrit ve tvaru
linearni kombinace po ¢astech lineadrnich bazovych funkei:

S
Up = E Unvna
n=1

kde U,, = up(M,,) = u(M,) jsou hledané uzlové parametry. Dostaneme pak
systém linearnich rovnic
A, U, =Fy,
kde
Uy, =01, U, Us]", Fy=[F1, B, Fo]',

Fn - F(Un) - /Qf(xay)vn(xay>dxdy+/aﬂg($7y)vn($ay)drv n = 1727 U

a Ay, je symetrickd pozitivné definitni matice (matice tuhosti) s prvky

Ang = (U, V) = /[p(x, y) grad v, (z,y) - grad vg(z, y)+
Q

+q(ﬂf, y)“ﬂ(xa y)’l)k(.CU, y)]dfdy—i—/ 0'(51% y)’ljn(ﬂf, y)vk@:? y)dF y T, k= 17 27 T

o0

Jak uz jsme zminili difve, vznikly systém linearnich rovnic lze efektivné reseit
itera¢nimi metodami.

V pripadé, ze jde o parabolickou nebo hyperbolickou rovnici, je nutno pro-
vést diskretizaci i v ¢asové oblasti zcela stenym zptisobem, jako to jiz bylo
ukdzédno v metodé siti. V pripadé¢, ze bychom diskretizaci v ¢asové oblasti
neudélali, budou zjevné parabolické a hyperbolické PDR prevedeny na sou-
stavu oby¢ejnych diferencialnich rovnic, coz je jeden z prakticky pouzivanych
postupt v oblasti optimalniho fizeni systému modelovanych PDR.
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Kapitola 5

Priklady nekterych konkrétnich modeli a
jejich reseni

V této ¢asti uvedeme konkrétni priklady popsané pocateéné-okrajovymi tlo-
hami pro PDR.

5.1 Analytické metody

Analytické metody budeme ilustrovat na metodé separaci proménnych (Fou-
rierova metoda). Bud dana nasledujici homogenni skalarni vilnova rovnice

Resen{ provedeme tak, Ze nejdfive separujeme Casovou proménnou. Polozme
O(x,t) = U(x)T(t)

Po substituci do ptivodni rovnice a trivialnich ipravach dostaneme nasledujici
rovnost

/!

AU T
U aT
a vidime, Ze leva strana nezavisi na t a prava strana zase na x. Ma-li byt rov-
nost splnéna, musi byt rovna konstanté. Oznac¢me tuto libovolnou konstantu
jako —k2. Pak se rovnost rozpadne na dvé rovnice:

AU+ kU =0
T + AT =0
Uvazujeme-li druhou rovnici, vime z teorie obyc¢ejnych diferencialnich rovnic,
ze jeji obecné TfeSeni ma tvar
T(t) = are’™ + age~ickt
Kde aq, as jsou libovolné konstanty.

Jelikoz se Casova zavislost neméni se souradnym systémem, miizeme se sou-
stfedit na prvni, Laplaceovu, rovnici. Také vidime, ze je-li k& = 0, ¢asova



zavislost vymizi a dostavame ¢istou Laplaceovu rovnici.
Nyni se budeme zabyvat prvni rovnici. Hledejme feSeni ve tvaru

Ulx,y,2) = X(2)Y (y)Z(2)

dosad'me ho do prvni rovnice a po jednoduchych tpravach dostaneme systém
oby¢ejnych diferencidlnich rovnic

2
X
%4‘]432)((%)20
2
gy + kY (y) =0
2
22 k2Z(z) =0

s tim, 7e k2 + /{:5 + k? = 0. Tyto konstanty musi byt zvoleny pro konkrétni
aplikaci. Napiiklad mtizeme piedpokladat, ze k2 > 0 | k’Z > (0 a pak musi
byt k2 = — (k2 + k;) :
Pak obecné feseni pro X(z),Y (y) je

X(x) = a1e™ + aye ="

Y (y) = a1e™ + age™ "
Protoze je k2 = —(k2 + k), 0, je obecné TeSeni Z(z) tvaru
)

Z(z

= ageltl* 1 ggeFl |

kde konstanty aq,--- ,ag musi byt urceny tak abychom dostali konkrétni
reseni.
Uvazujme nyni konkrétné dvoudimensionalni pifpad, kdy k2 = —k; = —k2.

Geometrie a okrajové podminky jsou definovany nésledujicim zptusobem: na
hranici x € [0, a] je definovan potencial V{, na hranici x = 0 y > 0 a na
hranici = a y > 0 predpokladejme potencial nulovy stejné tak jako v
nekonec¢nu. Obecné TeSeni stacionarni tlohy je

Ulx,y) = (a1 sin (kz) 4 ag cos (kx))(b1e™ + bye ™) .

Dosazenim okrajovych podminek v x = 0 a v x = a dostavame as = 0 a
ay sin (ka) = 0. Odtud plyne ka = mm = k = % kde m je celé &islo rizné
od nuly, protoze nula by vedla na linearni feSeni , které nevyhovuje okrajové
podmince v nekonecnu. Stejné tak neni potieba uvazovat zaporné hodnoty
m, protoze dochazi pouze ke zméné znaménka feSeni. 7Z okrajové podminky
pro y = 400 plyne b; = 0. Zapisme nyni obecné feseni jako superpozici prave
ziskanych TeSeni

- mi
= g C,e” «?Ysin (—x) .
a
m=1
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Dosadime-li nyni podminku pro y = 0, dostavame podminku pro Fourie-
riv rozklad predepsaného potencialu V. Po delsich formalnich tvahéch a
vypoctech dostaneme hledané koeficienty

A4V,
Cp=—2 m=1,3,5,-

mi

Substituujeme-li nyni tyto vysledky do obecného feseni, dostaneme obecné
feSeni uvnitt uvazované oblasti ve tvaru

Vg = 1 me
U(x,y) = il Z —e o Y sin (myg) .
T =135 @

Jak vidime, je analytické feSeni mozné pouze v jednoduchych piipadech a i
pak je zdlouhavé.

5.2 Ulohy mechaniky proudéni kapalin

V této ¢asti ukazeme vysledky proudéni viskozni kapaliny kolem valce v R2.
Uloha je popsana nasledujicimi rovnicemi:

v, 0v, op B
p(vx% + Uy8_y> Fr vAv, =0

v, vy Op
p(v + vy y>+ y vAv, =0

0, ov Ovy ov

A T A = T Y :0
p-i—p[v pe —i—vyay + v O +Uy8y

Hustota média (voda) je p = 1000 kg/m?, kinematicka viskozita je v =
1 m?/s, na sténé je okrajova podminka (v, v,) = (0,0), a je zadan tlakovy
rozdil 10 Pa. Vysledky simulace provedené metodou kone¢nych prvki jsou:
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Obrézek 5.1: Vysleky simulace. Zajimavy je zvétseny obraz recirkula¢ni zony
v Uplavové ¢asti valce.

76



5.3 Ulohy z oblasti elektrostatiky a elektrodynamiky

Metoda kone¢nych prvki byla aplikovana na simulaci generického magne-
tronu ve 3D. Oblast je slozena ze 4 ¢asti: vnitini dutina vyplnéné vzduchem,
vnéjsi magnet, vnitini magnet a vnéjsi okolni vzduch. Rovnice popisujici pro-
ces maji tvar

div(VA, /1w + N;) =0

div(VAy /i + Ny) =0
kde Ay, Ay jsou hledané slozky magnetického potencidlu A, se predpoklada
nulové. Permeabilita u = 1.0 se predpoklada permeabilitou vzduchu, perme-
abilita vnéjsi vrstvy je rovna 1000, permanentni sila magnetu 10000. Vektor
magnetické indukce je B = rot(A,, Ay,0), a konetné N, = (0,M,,0) N, =
(=M., 0,0), kde magnetizace je zadané. Vysledky simulace:
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5.4 Nekteré praktické aplikace metody konecnych prvki

Design karosérie automobilu

Nasledujici obrazky jsou vysledkem simulace obtékani vzduchu okolo auto-
mobilu. Vysledky byly pouzity pro vypocet koeficientu odporu automobilu
pri dané apravé designu karosérie.

Simulace obtékani vzduchu kolem lokomotivy a v meziprostoru
mezi lokomotivou a prvnim vagonem

Simulace byla provadéna z duvodu studia aerodynamickych vlastnosti loko-

motivy a obtékani prostoru mezi lokomotivou a prvnim vagonem. Vysledky
byly porovnavany s modelem realné obtékaném v aerodynamickém tunelu.
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Obrazek 5.2: Vysleky simulace. Pocet kone¢nych prvki byl cca 250 000.
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