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Kapitola 1

Zakladni pojmy

V této kapitole budou shrnuty zakladni pojmy potiebné pro vyklad v dalsich
castech prednasky.
Budeme predpokladat, ze systém je dan rovnici

T = f(x), z(0) = x, (1.1)

kde x € R", f: R" — R" je funkce, o niz budeme v celém textu predpokla-
dat, Ze ma potiebny pocet derivaci.

Definice 1.1 Plati-li pro néjaké y € R" rovnost f(y) = 0, pak bod y na-
zveme rovnovdznym bodem systému ([(I1).

nelinearni systém miize mit rovnovaznych bodu nékolik, i tfeba nekonec¢no.

Definice 1.2 Predpoklidejme, Ze systém (1.1) md rovnovadzny bod y. Tento
rovnovdzny bod je Ljapunovsky stabilni, jestlize ke kaZdému € > 0 existuje
d > 0 takové, Ze pro vSechnat > 0 a vSechny pocdtecni podminky x(0) takové,
Ze |x(0) —y| < 9, plati nerovnost

[2(t) —yl <e.

Definice 1.3 Predpokldidejme, Ze systém (I.1) md rovnovdzny bod y. Tento
rovnovazny bod je asymptoticky stabilni, jestliZe je Ljapunouvsky stabilni a
existuje 6 > 0 takové, Ze pro vSechny pocdtecni podminky z(0) takové, Ze
|z(0) — y| < 6, plati

li t) =uy.

Jim w0 =
Ljapunovska stabilita znamena, Ze zacneme-li s poc¢atecni podminkou blizko
rovnovazného bodu, pak v blizkosti tohoto bodu ztustaneme. Asymptoticka
stabilita znamena, Ze se k rovnovaznému bodu stav asymptoticky blizi.

Definice 1.4 Mnozina M C R" je invatriantni vzhledem k systému (11),
jestlize pro kazdé feseni s pocdatecni podminkou x(0) € M plati, Ze x(t) € M.



Invariantni mnozina je takova mnozina, ze kdyz se do ni stav systému do-

stane, pak z ni nevyjde.
Pozn. nékdy se definuje invariantnost "dopredu"a "dozadu"(s obracdenym

smérem ¢asu).
Priklady:

e Cely prostor a prazdnéd mnozina jsou invariantni.
e Kazdy rovnovazny bod y definuje invariantni mnozinu {y}.
e Sjednoceni a prinik invariantnich mnozin je invariantni.

e Kazda trajektorie je invariantni mnozina.



Kapitola 2

Stabilita

Stabilita je zakladnim pojmem v teorii fizeni. Pozadavek stability je zédklad-
nim kritériem, které musi ridici systém spliiovat. Je velmi mélo prikladu, kde
neni nutné brat ohled na stabilitu.

Ptiklad 2.1 (z predndsek prof. Kucery):

Je znama drdha letadla. Cilem je najit Tizeni strely, kterd letadlo zasdhne.
Zde se requluje v omezeném case. Otdzka, jak by vypadaly trajektorie letadla
a strely po okamzZiku stretu, je bezpredmétnd. Dilezité je, Ze se obe trajektorie
dostanou v jednom okamZziku do dostatecné blizkosti.

2.1 Stabilita pomoci linearizace a Ljapunovova funkce

Predpokladejme, ze systém
T = f(x), € R"

ma rovnovazny bod zg. Tedy f(zy) = 0. Pro zjisténi stability utvorime Ja-
cobiho matici D f(zy) definovanou jako
_0fi

(D f(xo)lij = o, (o).

Véta 2.2 Md-li matice D f(xg)

e vsechna vlastni ¢isla se zapornou redlnou c¢asti, je systém v rovnovdzném
bodé xq stabilni,

e aspon jedno vlastni cislo s kladnou redlnou cdsti, je systém v rovnovdz-
ném bodé xqy nestabilni,

e aspon jedno vlastni c¢islo s nulovou redlnou cdsti a Zadné s kladnou re-
dlnou cdsti, nelze o stabilité rovnovdzného bodu xq podle tohoto kritéria
rozhodnout.

Nelze-li o stabilité systému rozhodnout podle predchoziho kritéria, pouziti
Ljapunovovy funkce mutze pomoci.



Véta 2.3 FExistuje-li spojite diferencovatelnd funkce V' definovand na okoli
U bodu x takovd, Ze

e V(x) > 0 pro vsechna x € U — {zy},
[} V(:)j()) = 0,
° VV(x)f(:L‘) <0,

je rovnovdzny bod xy Ljapunovsky stabilni. Je-li v poslednim bodé nerovnost
ostra pro vSechna x € U — {xq}, je systém asymptoticky stabilni v néjakém
okoli bodu xy.

Dikaz je klicem k nésledujici kapitole, kterd pojednava o tom, jak toto okoli
nalézt, a je uveden tam.

Pripomenme, Ze linearizace je de facto nahrazenim celého systému jeho ¢leny
nultého a prvniho fadu, misto & = f(z) pouzivame £ = f(€ 4 xg). Je-li v
prvnim piipadé poc¢ateéni podminka x(0) a v druhém £(0) = x(0)—x¢, budou
se oba systémy chovat podobné (bude-li z(0) dostatecné blizko rovnovazného
bodu zy).

Véta 2.4 Ma-li systém v rovnovazném bodé xqy Jacobiho matict majici vsechna
vlastni cisla se zapornymi redlnyma cdstmi, existuje na okoli tohoto bodu Lja-
punovova funkce.

Pro zjisténi stability je tato véta nepouzitelna, protoze stabilita se v ni pred-
pokladéa. Naopak, pro tlohu nalezeni tohoto okoli - budeme Tesit v nasledujici
kapitole - je to zakladni véta.

Diikaz: viz nasledujici kapitola.

Priiklad 2.5 Systém

. 3 : 3
X1 =Ty — T, T2 = —T1 — Xy

ma stabilni rovnovdzny bod (0,0). Linearizace md sice vlastni cisla j, —7,
tedy toto kritérium o stabilité nerozhodne, ale funkce

V(xy,z9) = x% + :1:%

je Ljapunovovou funkci pro tento systém v rovnovdzném bode (0,0): proni
dve podminky jsou splnény, posledni je
YV (z1,29). (2 — 23, =21 — 23) = 2(21200 — 1125 — Toxy — 22(—23))
= —2(z] + 7).
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Naopak, systém
- 3 3
T1=T2+ Xy, Ta = —T1 + T4
ma sice stejnd vlastni cisla, ale je mestabilni. To se dokdZe prevodem do

poldrnich souradnic
xr =rcost, y=rsint,
kde rovnice popisugici vzddlenost od pocdtku r je rostouci. Lze totiZ ukdzat,

fe 7 > sint + cos't, coZ je pro vsechna t kladné.

Na obrazcich ¢. a 2.3 vidime vyvoj stavii pro oba systémy, na obr. a
2.4l pak fazovy prostor. Je vidét, ze chovani systému se znacné lisi, a to i pres
stejnou linearizaci v rovnovazném bodé.

Poznamka 2.6 KdyZ funkce neni Ljapunovovou funkci, nelze o stabilite vici
vibec nic! Véta o stabilité pomoci Ljapunovovy funkce je implikace, nikoli
ekvivalence.

Priiklad 2.7 Systém je ddan rovnicemi

.’I'Jl = —ZC? + 5131(23‘1 + 5132)2
I"Q = —T1 — T2 + .%'i) — .%'1(.%'1 + $2)2

Zkusme jako Ljapunovovu funkci v okoli pocdatku (to je zkoumany rovnovdznij
bod) vzit tyto funkce:

.
Vi= 50+ 03)
.
Vo = —(2% + (21 + 73)*
.

V pronim pripadé je
Vi = (=23 + x1 (21 + 22)?) + 2o(—21 — 29 + 3 — 21 (21 + 32)?)

Jak lze ovérit vypoctem, v kazZdém okoli pocdatku jsou body, kde je hodnota
Vl(xl, x9) kladnd. Proto tato funkce neni Ljapunovovou funkci. Na obr.
jsou zndzornény hodnoty funkce Vl(xl, T3) pro 9 = —%.

Pomoct funkce Vo dostaneme

Vy = (221 + 2o, 71 +x2).(—x§+x1($1+x2)2, —7 —x2+xi}’—x1(a:1+a:2)2) =

7
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Obrézek 2.2: Fazovy prostor
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Obrézek 2.4: Fazovy prostor
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Obrazek 2.5: Funkce V;

—x% + x%(xl + x2)2 — (x1 + x2)2 = —9:‘11 — (x1 + x2)2(1 — :z:%)

Vidime, Ze pokud je |x1| < 1, pak je Vi < 0. Tato mnoZina je okolim rov-
novazného bodu, tedy funkce Vs je Ljapunovovou funkci. Systém je tedy na
nejakém okoli rovnovdzného bodu stabilni. Pozor, toto okoli nemusi nutné
byt totoiné s mnoZinou |x1| < 1! Pomoci této véty jsme zjistili, Ze takové
okoli existuje, ale jaké konkrétné je, to nevime. Zjistovani takového okoli je
vénovdna ndsledujici kapitola.

Vezmeéme konecné funkci Vz. Podobnym postupem dostaneme

Vi = (:E1-|—(x1—|—x2)3, (331—|—x2)3).(—x:f+x1(x1—|—a:2)2, —xl—xz—l—x:{)—a}l(xl—l—xg)z) =

—x} 4 2 (2 + 29)% — (21 + 29) "

Pouzitim nerovnost:
2 b2
lab| < 42
- 2 2

muzZeme odhadnout prostredni clen jako

4 4
x 1+ x
x%(xl + x2)2 < —21 + —( L 5 2)

coZ po dosazeni do vztahu pro Vs dd



Tato funkce je zapornd na celém euklidovském prostoru mimo pocdatku. Na-
vic je funkce V3 radidlné neomezend, coz (viz piednaska prof. Celikovského )
implikuge, Ze systém je globdalné stabilni. To znamend, Ze z kaZdé pocdtecnt
podminky stav konverguje do rovnovdziného bodu (kterym je pocdtek).

2.2 Region of Attraction

Pro praktické tucely je informace, 7ze existuje okoli rovnovazného bodu, ve kte-
rém je systém asymptoticky stabilni (v8echny trajektorie zacinajici v tomto
bodu konverguji do tohoto rovnovazného bodu), naprosto nedostacujici. Je
proto potieba néjakym zptisobem toto okoli najit. To se obecné nepodaii, pro-
toze jeho struktura miize byt velmi slozité, ale je mozné alespon najit néjaky
odhad - tj. okoli takové, ze v8echny trajektorie konverguji do rovnovazného
bodu v tomto okoli. MizZe se ovSsem stat, ze do tohoto bodu konverguji i
trajektorie zac¢inajici jinde. Jedna se tedy opét o postacujici, nikoliv nutnou
podminku.

Predpokladejme, Ze systém
i = f(z) 2.1)

mé stabilni rovnovazny bod z.

Definice 2.8 Necht xq je asymptoticky stabilni rovnovdznyg bod systému (21]).
Region of attraction je kazdé okoli Uy, bodu xy takové, Ze kazdé Tesent x(t)
rovnice (2.1)) takové, Ze x(0) € Uy, asymptoticky konverquje k xy.

Popsana metoda poskytuje den takovy "region of attraction", ale nenf zaru-
¢eno, ze je maximéalni. Znamena to, Ze sice z kazdé pocatecni podminky v
tomto okoli Feseni konverguje do rovnovazného bodu z(, ale mimo néj mohou
takové pocatecni podminky existovat také. Jak velké toto okoli dostaneme,
zalezi také na kvalité odhadi, které se v pribéhu vypoctu délaji. Zjisténi
maximalni oblasti je prakticky nemozné, misto nerovnic by bylo tieba fesit
rovnice a to se obvykle jinak nez numericky neda.

Myslenka postupu je nasledujici: Vime, Ze v okoli asymptoticky stabilniho
bodu existuje Ljapunovova funkce V' takova, ze V(x(t)) < 0. Ozna¢me

M = {z|V(z) <0} U {z}.

Toto ovSem neni hledané okoli - sice mozné (ne nutné), ze trajektorie zaci-
najici v mnoziné M sice "na zacatku"sméruje "k bodu"zg, protoze tam V
klesé, ale po néjaké dobé se muze trajektorie dostat z mnoziny M a hodnota
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V' miize rust. Nicméné, vezméme si v mnoziné M néjakou omezenou invari-
antni podmnozinu Q, Q@ C M takovou,ze o € Q. Kazdé feseni z(t) takove,
ze x(0) € Q zustava v Q, tj. také v M pro v8echna t > 0. Z definice M vy-
plyva, ze podél této trajektorie hodnota V' (z(t)) klesa. Nemuze poklesnout
pod 0 (z definice V'), ale nemuze se zastavit v jiném bodé, nez z;. To se ukéze
sporem: kdyby trajektorie nekonvergovala k z(, tak to znamena, ze existuje
d > 0 takové, Zze pro kazdé t > 0

dist(z(t), zg) > d

(trajektorie se k x( priblizuje nejvice na vzdalenost d). Protoze €) je omezena,
je i €2 omezena a proto je

min{z € Q|dist(x, ) > d} < —¢

pro né&jaké kladné e. Pak ale V(z(t)) < e a V(z(t)) < et. Prot — oo ale z
posledniho vyrazu vyplyva, ze V (x(t)) — —oo, coz odporuje definici funkce
V. Proto z(t) konverguje k x.

7, predchoziho vyplyva:

Véta 2.9 Je-li x¢ asymptoticky stabilni rovnovadzny bod, kde linearizace md
vSechna vlastni cisla se zdpornou redlnou cdsti, M definovdno viyse a ) je
omezend invariantni podmnozina obsahujici xy takovd, Ze jeji uzdver leZi v
M. Pak € je region of attraction.

Dikaz této véty je uveden vyse a je také navodem, jak tuto oblast hledat.
Je-li linearizace systému asymptoticky stabilni (ma-li v8echna vlastni ¢isla
se zapornou realnou ¢asti), je toto hledani jednodussi, protoze Ljapunovova
funkce je jiz snadno k dispozici:

Podle predchoziho se tento systém dé napsat jako

T = Az + ¢(x),

kde A m4 vsechna vlastn{ ¢isla se zapornou redlnou ¢asti a o = O(|x]?) v
okoli x(. Pak také ke kazdé symetrické pozitivné definitni matici () existuje
pozitivné definitni matice P takova, ze ATP + PA = —@Q. Oznacme & =
r — xg. Pro vyraz £ P¢ plati
d . .
€T P = €TPE + €T Pé =
EN(ATP + PA)E + 2p(x0 + €)' PAz + p(x0 + &) Pp(ao + &) =

&' Qx4 2p(x0 + €)' PAz + (0 + &) Pp(zg + §) <

12



~Gminl€|* + 2p(20 + §)" PAz + (20 + €)" Po(wo + £).
V néjakém dostateéné malém okoli z existuje konstanta & > 0 takova, ze
(o + &) < Kl
Pak ale existuji C7 > 0,y > 0 tak, ze

(o + &) PE| < CLIEP, Jo(mo + &) Po(zo + &) < Col¢]™.

Proto
d

7 TPE < — €12 (qmin — C1l€] — Cal€P).

Pro dostateéné mala & je vyraz na pravé strané zaporny.

Priklad 2.10 Systém

Si?l = —T2 — ZL’?
. 3 4
Ty = —Xy+ X1y

Vezmeéme funkci

1

Deriwvace této funkce podél trajektorie je
V(1 @2) = —a — x3(1 — z129).

MnozZinu M v tomto pripade miZeme najit presné, lze ji vyjadrit jako
1
M = {(I’l,xg) | To < x—, X1 # O}
1

Nyni hledame mnoZinu 2 C M takovou, Ze existuje ¢ > 0 takové, Ze () =
{(z1,22) | 3(z3 + 23) < ¢}. Vidime, Ze takovou konstantou je kazdé c €
(0,4/2).

Mizeme tedy shrnout: kaZdd trajektorie, kterd zacind v pocdtecni podmince
(21(0), 29(0)) takové, Ze x1(0)% + x29(0)? < 2, konverguje do rovnovdiného
bodu (0,0).

O trajektoriich zacinajicich mimo body spliiugict tuto podminku (i kdyby za-
¢inaly v oblasti M ) nelze nic vici. Tyto trajektorie mohou do rovnovdzného

VNV s

funkei V a V.

Na obrdzku (2.4 je vidét fazovy portrét systému. Je zrejmé, Ze existuji tra-
jektorie, které do pocdatku nekonverguji. Obrdzek [2Z77 ukazuje okoli pocdtku,
cervend cdra je hranice oblasti M a zelend kruzZnice je hranice mazximdini
oblasti ), kterd je téz odhadem "region of attraction”.
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Obrézek 2.6: Fazovy portrét

Jak jiz bylo uvedeno, je nalezeni Ljapunovovy funkce klicova zalezitost. Pro
zjisténi této muzeme také s vyhodou pouzit teorii LQ fizeni. Reseni P Ricca-
tiho rovnice je zakladem pro nalezeni Ljapunovovy funkce, stejné jako v po-
stupu popsaném nize. Funkce V (x) = 2T Pz pak bude Ljapunovovou funkef,
kterou vyuzijeme pro nalezeni odhadu oblasti asymptotické stability.
Derivace Ljapunovovy funkce podél trajektorii je
V =il Pz + 2T Pi.
Pro jednoduchost zavedme funkei &(x) vztahem
flx,u— Kz)=(A— BK)x+£(z) = Acx + &(x),
tedy & obsahuje ¢leny vyssiho fadu v popisu uzaviené smycky. Pak
V = (2T AT + ()T Px + 2T P(A.z + £(2))

= 2T (ATP 4+ PA)x + () Px + 27 PE(x) + £(2)T PE().

Z, Ljapunovovy rovnice plyne, ze
eT(ATP + PA)x + £(2)T Pr = —2' Qu.

Dalsi dva cleny se odhadnou pomoci nasledujici nerovnice:

Lemma 2.11 Je-li P symetrickd pozitivné semidefinitni matice, pak pro kaz-
dou dvojici vektori a,b a kaZdé 6 > 0 plati
1

530 Pb.

la” Pb| + |b" Pa| << 6%a” Pa +

14
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Obrazek 2.7: Fazovy portrét - zvétseni okoli pocatku

Dukaz:

1 1 1
0 < (6a £ gb)TP((Sa + Sb) = 0%a’ Pa & a” Pb £ b" Pa + 5

Miizeme tedy psat

b! Pb.

V = —2'Qx + %" Pr + %ﬁ(x)TPf(x)-

Jelikoz je matice @) podle predpokladu pozitivné definitni (doposud by sta-
¢ilo, aby byla pozitivné semidefinitni, coz je také obvykly predpoklad v li-
teratuie), existuje & > 0 takové, ze %Q — 8P je pozitivné definitni matice,

tedy —27Qx + 6%2” Pz < —%xTQx. Zvolime-li §% = H;j;XAA(%}%)a pak

min A(3Q)

max A(P)

Pomoci této volby proménné o pak dostaneme

xT(%Q 8P > min)\(%Q)|x|2 - max \(P)[z] > 0.

V < 2" Qu + (@) Pe(a),

coz lze jesté odhadnout jako

- 1 1
V< —§£UTQSL‘ + 52 max AP)|E(z) % (2.2)
Posledni ¢len obsahuje ¢leny rfadu vyssiho, nez 2. Proto je v néjakém okoli
rovnovazného bodu cely vyraz na pravé strané nerovnice mensi nez 0.
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Postup analyzy regula¢niho obvodu si ukédZzeme na piikladu. Na nésleduji-
cim ptikladu se ilustruje postup pii analyze regula¢niho obvodu za pouziti
riznych odhad.

Piiklad 2.12 Ukolem je navrhnout stabilizujict fizend pro letadlo s kolmaym
startem PVTOL (planar vertical take-off, viz prednaska prof. Celikovského)
POPSANE TOVNICEM]

Ty = Xy

Ty = —UpSINT5+ UsE COS Ts
.fg = X4

Ty = ULCOSTs+ usesinxs — 1
j}5 = g

Tg = U

kde ¢ je kladnd konstanta, v nasem prikladu budeme pouZivat rovnost € =
0.01. Rovnovdzny bod je (0,0,0,0,0,0)T

Rizeni v rovnovazném bodé je (@y, @) = (1,0). Definujeme proto odchylky
”[Ll(t) == ul(t) - 1,’L~L2(t) == U2<t)
Linearizace systému je popsana maticemi

01000 0 00
(ooooalo (0\
0001 0 0 00
A=1oo0o0000|" B2 0o
0000 0 1 10
00000 0) \o0 1)

Volme matici stabilizujici stavové zpétné vazby

K 00117321 0 O
130 0 9 3

Linearizace uzaviené smycky ma vlastni ¢isla —1.410242.51767, —0.0998 +
0.33195, —0.8660 + 0.55 a ¢isla k nim komplexné sdruzené. Celd uzaviena
smycka je tedy stabilni v néjakém okoli rovnovazného bodu. Nyni muzeme
zjistit Ljapunovovu funkeci nalezenim feseni P Ljapunovovy rovnice AT P +
PA. = —Q pro libovolnou symetrickou pozitivné definitni matici (), pricemz
A, = A — BK je matice uzaviené smycky linearizovaného systému. Resen{
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této rovnice je

/ 4.0725 5.6450 0 0. 2.0157 0.4435\
5.6450 27.9271 0 0 9.8053 2.7932
p_ 0 0 1.4434 0.5000 0 0
0 0 0.5000 0.5773 0 0 ’
2.0157 9.8053 0 0 5.2828 1.0470
\0.44352.7932 0 0 1.0470 0.4877

jeji miniméalni vlastni ¢islo je Ay = 0.198 a maximalni A, = 33.2, matice
je samoziejmeé pozitivné definitni.
Uzaviena smycka celého systému je
( ”
—(1 — x5 — 1.7321xy) sinxs + e(—x1 — 2x9 — 95 — 316) COS X5
Ly

v (1 —x3 — 1.7321xy) cos w5 + e(—x1 — 229 — 95 — 3x6) sinzs — 1
g
K —T1 — 2%2 — 9565 — 3336 /
To lze prepsat do tvaru
T = Az
( 0 )
—(1 — x5 — 1.7321z4) (sinws — x5) + e(—21 — 209 — 925 — 36)(cos w5 — 1)
0
* (1 — x5 — 1.7321z4)(cos x5 — 1) + e(—x1 — 229 — 925 — 36) (SiN 5 — T5)
0
\ 0 /

kde posledni vyraz definuje funkci &(z).

QIIIEZI;XA;\?_P)) = 0.0151, pak, s vyuzitim toho, Ze max A\(P) =

33.12 dostaneme rovnici (2.2) ve tvaru

Zvolime-li §2 =

33.12

- 1
V< ——|x? 2,
< — Sl + 2]
Pri odhadu ¢lent vyssiho tadu vyuzijeme toho, ze pro ¢ > 0 plati
t3 t

t—g—sint<0, cost —1< 3
Navic vidime, Ze plati (s pouzitim (a + 0)? < 2a® + 2b?)
2
()2 < 2((1 oy — 1.7321ay) (sin s — :1:5))
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2 2
+2¢ <(—x1—2x2—9x5—3x6)(cos 335—1)) +2 ((1—x3—1.7321a:4)(cos a;5—1)>

2
+2¢2 ((—xl — 2x9 — 95 — 3wg) (sin s — 5135)> =
2(1 — w3 — 1.732124)((sin x5 — x5)* + (cos x5 — 1)?)

+262(—x1 — 229 — 975 — 326)*((cos x5 — 1)* + (sinzy — 15)?) <

6 4
x x
2((1 g — 1732120 + €2(—x1 — 2a9 — 975 — 33:6)2) (5 + )
Pro strucnost predstavime pouze velmi hruby odhad: predpoklddejme, Ze
absolutni hodnoty vSech proménnych x4, ..., zg jsou omezeny hodnotou k €

(0,0.21). Pak z predchoziho odhadu plyne (s pouzitim toho, Ze za e byla
zvolena hodnota 0.01), ze

2|
€(2) ] < 2((1 +2.7321k)* + 0.0225k2)(3— - Z):cg*.

Jelikoz k < 0.21 podle predpokladu, mtizeme dosadit misto k& hodnotu 0.21
do viech vyrazii. Také pouzijeme (1 + 2.7321k)* < (1 + 3k)? < 16

£(2)|* < 0.56515.

Tim jsme dostali, ze

33.12
0.0151

: 1
V< —é\xP + 0.5651x3 =

1 1
—5\37\2 + 1239525 < —5\95\2 + 12395|z|* =

1
—§|:c|2(1 — 24790|x]%).

Protoze v/24790 < 158, dostaneme, Ze pro |z| < ﬁ eV <0, tedy M =
{z | 2] < 35}
Nyni hleddme co nejvétsi ¢ > 0 takove, 7e Q. = {z | 27Pz < ¢} C M.
Zmovu, plati, ze

2" Pr < max A(P)|z|%.

2L« 1 hudex € Q. Tedy ¢ = 1.9%104.

Bude-li tedy x splhovat, ze 55

max \(P)
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2.3 Regulator maximalizujici Region of attraction

Jen spiSe pro zajimavost uvedeme, ze existuji postupy, jak nalézt regulétor,
s nimz bude systém stabilizovany v co nejvétsim okoli rovnovazného bodu.
Zde nastinime nejjednodussi postup uvedeny v [3]. Ten je vhodny pro poly-
nomialni systémy (tj. systémy, jejichz dynamika je popsané rovnicemi tvaru

d T

E(azl, ey Tp)

kde p; jsou polynomy. Tento postup lze pak zobecnit i na dalsi systémy.

= (p1(x1, ..., xn)y ey pal(T1, -, 1)),

Navrh takového reguldtoru vyuziva teorii polynomi, které lze vyjadrit jako
soucet kvadrati jinych polynomu (sum-of-squares polynomials).

Definice 2.13 Polynom p(x1,...,x,) je s.o.s. polynom, jestlize existuje N
polynomii py,...,pN takovych, Ze p = p? + -+ + pi. s.0.8.polynom p je
definitni, jestlize p(x) = 0 implikuje x = 0.

Vyhoda pouzivani téchto polynomu pfi vysetfovani stability je jasna: je-li na
né¢jakém okoli rovnovazného bodu mozné nalézt funkci, ktera ma tvar defi-
nitniho s.o.s. polynomu a jeji derivace podél trajektorii je jiny s.o.s. polynom
vynasobeny —1, pak tato funkce je Ljapunovovou funkei v tomto rovnovaz-
ném bodé. Lze Tici, ze teorie téchto polynomi je zobecnénim kvadratickych
funkei uzivanych jako Ljapunovovy funkce u linearnich systémii.

Obrovskou vyhodou teorie s.o.s. polynomu je to, ze tulohy, v nichz tyto po-
lynomy vystupuji, se obcas daji prevést na problémy konvexni optimalizace,
spediélné na linearni maticové nerovnosti (LMI). Pro tyto tlohy je jiz zpra-
cované rozsahla teorie a existuje velké mnozstvi spolehlivych a efektivnich
programu na jejich reSeni.

Je-1i polynom p s.o.s. polynomem, pak existuje pozitivné definitni matice P
a matice L(«) zavisla linearné na parametru «, tak, ze

px) = 2 (P + L(a))z!?,

kde 2%} je vektor monomit (jednoclennych polynomt s koeficientem rovnym
jedné, tj. vektor

2 2 .3 o
Tlyeo o sy TNy X1, L1y L2y 0o o y Tn—1Tny Lpyy L1y oo o5 Ly

Tato tloha vede na tzv. Generalized eigenvalue problem. Pro bliZsi seznameni
je nutné rochu hlubsi studium linearnich maticovych nerovnosti a teorie s.o.s.
polynomii.
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Zde pouze uvedeme, Ze se jedna o nalezeni hodnoty U € [Upnin, Unaz| tak,
aby zpétna vazba u = Up(x) stabilizovala Fizeny systém tak, ze RA je co
nejvetsi. Jedna se tedy o znacéné zjednoduseni tlohy maximalizace RA.
Tento problém se prevede na tlohu nalezeni polynomu v, s.0.s. polynomu s
a skalara ¢ > 0, U € [Upnin, Unaz| tak, aby vyraz

t=—0+ (c—v(x))s(z))

byl s.o0.s. polynom. Pfitom se maximalizuje hodnota c.
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Kapitola 3

Invariantni varieta

3.1 Zakladni pojmy

Pojem invariantni variety (varieta = angl. manifold, ném. Mannigfaltigkeit)

fv 2

je jeden z nejdiilezitéjsich pojmi v teorii nelinearnich rovnic. Zcela obecna
definice je pomérné slozita, pro nase ucely postaci toto:
Definice 3.1 Je-li f : D C R" — R™ funkce, pak graf této funkce
G = {(z, f(x))|zr € D} C R™™
se nazyjvd n-dimensionalni varietou v R,

Obecnéji je varieta vSe, co lze zapsat lokalné jako graf funkce. Tedy napf. i
sféra.
Varieta je

e spojita, je-li grafem spojité funkce,

e hladka (C1), je-li grafem spojité diferencovatelné funkee,

o (™ je-li grafem nekonecné diferencovatelné funkce,

e atd.

Definice 3.2 Je-li ddn dynamicky systém
z = f(z),

pak je varieta M invariantni, jestliZe je to zdroven invariantni mnozina vzhle-
dem k tomuto systému.

Budou nas zajimat variety, na kterych ma systém v jistém smyslu "specialni"
chovani.
Jestlize je systém asymptoticky stabilni nebo ma vSechna vlastni ¢isla s klad-

nou realnou c¢asti, je fazovy portrét jednoduchy. Zajimavéjsi situace je, kdyz
ma systém néktera vlastni ¢isla se zapornou a jina s kladnou realnou ¢ésti.

Priklad 3.3

rT=—x, Y=1.



Je vidét, ze systém je nestabilni. Podivejme se ale na trajektorie vychazejici z
pocatecnich podminek (zp, 0). Takova Feseni maji tvar z(t) = 2(0)e™" a tedy
konverguji k bodu (0, 0). D4 se tedy Fici, ze ackoli je tento systém nestabilni,
lze nalézt takovou mnozinu pocatec¢nich podminek takovych, ze feSeni, ktera
z nich vychézi, konverguji do rovnovazného bodu.

U linearnich systémi je situace velmi jednoduchéa. Jedinym rovnovaznym
bodem je pocatek. Informaci o konvergenci a divergenci nesou vlastni ¢isla a
vlastni vektory. Predpokladejme, Ze systém

T = Ax

mé vlastni ¢isla aq, . . ., oy se zapornou realnou ¢asti a vlastni ¢isla 81, ..., ;s
kladnou redlnou ¢asti a nema vlastni ¢isla s nulovou realnou éasti. (Takovému
systému se 11ka hyperbolicky systém.) Prislusi-li k vlastnimu ¢islu oy Fetézec
zobecnénych vlastnich vektori vy;, ..., Unm,i, pak prostor

Vitap = span(vy;, i =1,...,k, j=1,...,my)

je pravé mnozinou poc¢ate¢nich podminek takovych, ze feSeni z nich vychaze-
jici konverguje do pocatku. Reseni vychazejici z jinych pocate¢nich podminek
diverguji. Pritom konvergence a divergence je exponencialni.

Definice 3.4 Prostor Vg se nazijvd stabilni podprostor.

Tento prostor je zaroven stabilni varietou.
Podobné lze definovat mnoziny, "kde je systém stabilni"i pro nelinearni sys-
témy. Kvili pritomnosti ¢lenti vyssiho radu to uz ale nebudou prostory, ale
dokazeme, 7ze existuje néjaké okoli rovnovazného bodu, kde existuji tyto mno-
ziny.
Predpokladame, ze mame systém

T = Az + X(x,y, 2) (3.1)

= By+Y(z,y,2)

2 = Cz+Z(z,y,2)
takovy, ze matice A mé vSechna vlastni ¢isla se zdpornou realnou ¢asti, matice
B mé vlastni ¢isla s nulovou realnou c¢asti a vSechna vlastni ¢isla matice
C maji kladnou realnou c¢ast. Funkce X,Y, Z jsou spojité diferencovatelné,

jejich hodnota a hodnota jejich derivaci v poc¢atku je nula. Obsahuji tedy
pouze ¢leny vyssiho radu, nez 1. To je pro tuto teorii velmi dilezité. Dale

22



pfedpokladejme, ze x € R", y € R™ a z € R", matice A, B a C' maji
odpovidajici rozméry a totéz plati i pro funkce X, Y, Z.

Definici stabilni, centralni atd. variety zavedeme stejnym zpusobem, jako
v [8]. Zde ¢tenal nalezne dikaz existence a dalsi vlastnosti téchto objekti.
Navic je tento problém fesen jesté v obecnéjsim tvaru, nez je uvedeno v tomto
textu.

Véta 3.5 Pro systém (31) existuje 6 > 0 a spojité diferencovatelné funkce
u, v, w takové, Ze jejich hodnota v pocdtku t© hodnota jejich derivaci je nula a
ndsledujici variety jsou invariantng vici systému (31]):

o MT ={(z,y,2) | |2] <0, y =v"(2), 2 =w'(x)},
o M*={(z,y,2) | lyl <0, x =u(y), z = w(y)},
o M~ ={(x,y,2) | |2| <0, z=u(2),y=v (2)},
o M*" ={(z,y,2) | |(z,y)] <6, ;2 =w(x,y)},

o M* ={(z,y,2) | [(y,2)] <6, .z =u"(y,2)}.

Diikaz véty se nalezne v [8]. Je pomérné technicky naroc¢ny, i kdyz zakladni
myslenka - definice jistého zobrazeni a dukaz, Ze hledané funkce u™, v™ jsou
jeho pevnymi body, je jednoduché.

Definice 3.6 Invariantni variety definované predchozi vétou se nazyvaji:
o M™: stabilni varieta (stable manifold) ,
o M*: centrdlni varieta (center manifold),
o M~ : nestabilni varieta (unstable manifold),
o M™*: centrdlné stabilni varieta (center-stable manifold),
o M~*: centrdlné nestabilni varieta (center-unstable manifold),

Poznamka 3.7 Povsimnéte si, Ze zde neexistuje "stabilné nestabilni vari-
eta”

M+,

Poznamka 3.8 Centrdlni a centrdlne stabilni a centrdlné nestabilni varieta
nemusi biyjt urcena jednoznacné, viz [8]. V tomtéz clanku se nalezne také
rozbor diferencovatelnosti funkci u* atd.

Prostor Vi je invariantni mnozina. Proto je pojem stabilni variety zobec-
nénim pojmu stabilni podprostor.
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Poznamka 3.9 Chybi-li v systému (31) napt. cist y, pak samoziejmé va-
riety M*, M a M~* neexistuji, ale M a M~ existuji a maji vlastnosti
popsané zde.

Poznamka 3.10 (Chovdni na dostatecné malém okoli pocdtku.) Predpokld-
dejme, Ze stabilni varieta pro (3.1)) existuje a |xo| < 6.Na stabilni varieté
stav systému konverguje k rovnovdznému bodu.

Predpokladejme také, Ze minimalni absolutni hodnota realné ¢asti vlastnich
¢isel matice A je p. (Tedy e #* je nejpomaleji konvergujici exponenciala, ktera
je soucasti feSenf rovnice & = AE.)

Vezméme pocateéni podminku

(0, v" (o), w™ (20))

lezici o¢ividné na M™*. Pak i (z(t),y(t), 2(t)) = (z(t), v (x(t)), w (x(t))) €
M. Na druhou stranu, prvni diferencialni rovnice systému (B.1)) ma tvar

o(t) = Ax(t) + X (z(t), v (z(t)), wr (z(t)).

Zakladni myslenka nasledujiciho postupu je takovato: kdyby v predchozi rov-
nici neexistovala nelineérni ¢ast, pak by feseni z(¢) konvergovalo k nule aspon
tak, jako Clzole ™™, kde C' > 0 je néjaka konstanta. Nelinearni ¢leny vnasi
jistou perturbaci, ale diky vlastnostem funkei v, w™ a X jsou tyto pertur-
bace malé - jsou fadu O(|z(t)|*). Jedna se o tzv. zanikajici perturbaci. Proto
bude Teseni nelinearni rovnice konvergovat k nule také. Rychlost konvergence
nebude e ale konvergence bude také exponencialni. Lze ukizat, Ze pro
kazdé i/ € (0, u) existuje C' > 0 tak, ze |2(t)] < C|zole .

Toto Teseni se da zapsat ve tvaru integralni rovnice

x(t) = ety — /tOQ A X (z(s), vT (z(s)), wh(x(s))).

Vidime tedy, Ze M™ je mnozina pocatecnich podminek takovych, Ze feseni
(x,y, z) vychazejici z nich konverguje exponencialné k nule. Stejné tak do-
kazeme, ze M** jsou takové pocatecni podminky, z kterych feSeni diverguje
maximalné polynomialni rychlosti (kvili centralni ¢asti). Mnoziny M~ a M*~
se ziskaji tak, Ze se obrati smér ¢asu (transformaci ¢’ = —t). Pak stabilni, resp.
centralné stabilni varieta takto transformovaného systému je nestabilni, resp.
centralné nestabilni varieta ptivodniho systému. Nakonec M* = M*t N M*~.
Tato vlastnost stabilni variety byla vyuZzita pro alternativni definici v [5]:

M =
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{(20,9(0), 2(0)) [ (z(£),y(t), 2(t)) e BI) a x(0) = xo,y(o0) = 0, z(c0) = 0}.
Existence takovych Teseni je ukdzana v citované knize. Diikaz se také provadi
pomoci Banachovy véty o pevném bodé. Tato definice je zakladem pro definici
itera¢niho postupu pro numerické reSeni, které ukazeme v dalsim textu.

Pro vyvoj systému na stabilni varieté plati

d d

y(t) = o™ (2(t) = —y(t) = 0™ (z(1)) (34)
Z (34) dostaneme
By +Y(z,v"(z),w (x)) = ({?—;(:c)(Ax + X (z,v"(z),w" (2))). (3.5)

Totéz plati pro funkei z(t). Obdobné vztahy lze odvodit i v pripadé stabilni,
centralné stabilni atd. variety.

3.2 Numerické reseni rovnice popisujici stabilni a cen-
tralni varietu

Parcialni diferencialni rovnice popisujici stabilni a centralni varietu nemaji
obecné Teseni, které lze analyticky nalézt. Proto je nutné nalézt postupy,
které toto reSeni aproximuji.

3.2.1 Aproximace pomoci Taylorova rozvoje

Nejjednodussi metodou jsou rozvoje do Taylorovych rad. Principem je vyjadre-
ni vSech funkci v zadéani i hledané funkce jako polynomii. Mame-li aproximo-
vat TeSeni tlohy

t = Az + X(x,2)

i = Cz+Z(z,2)

budeme hledat funkce zx, £ = 1,...,n, jako polynom v proménnych z;,
t=1,...,n,. V pripadé centralné stabilni variety v tloze

& = Av+ X(z,y,2)

y = By+Y(z,y,2)

2 = Cz+Z(z,y,2)

budeme hledat funkce z; jako polynom v proménnych x;,y;, naopak, pri
vypoctu centralni variety budeme hledat funkce x;, 2z jako polynomy v pro-
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meénnych y;. Stabiln{ varieta je popséna funkei z vyhovujici rovnici

%(Aaz + X(z,2)) =Cz+ Z(x, 2),

tento vztah musi byt pfi aproximaci funkeci splnén az do zvoleného radu.
Dosazenim a porovnanim koeficientti Taylorova rozvoje dostaneme vysledek.
Postup se nejlépe ukaze na prikladu:

Piiklad 3.11 Ulohou je najit stabilni varietu k systému

r = —x+x2+z2

= z—a*+2°
pomoci Taylorova rozvoje do stupné .

Vzhledem k tomu, Ze stabilni varieta neobsahuje konstantni ani linearni ¢leny;,
miizeme jeji rozvoj zapsat jako polynom

Z = ax® + bz’ + cat + da°.
Tento polynom musi vyhovovat rovnici

%(—x +a* + 2%) — (7 — 2”4+ 2°) = ps(2),

kde pg je polynom neobsahujici ¢leny stupné 0 az 5 véetné. VysSe uvedena
rovnice je rovnici popisujici stabilni varietu s presnosti danou polynomem pg.
Do této rovnice dosadime vyraz pro z, provedeme derivovani a porovhame
koeficienty u ¢lenu do fadu 5. Dostaneme soustavu rovnic:

3a = 1
4b—2a = 0
a*—3b+5c = 0
—2a® + 2ab — 4c+6d = 0
tato soustava ma reSeni
P S PR A . L
3’ 6’ 90’ 810
Proto
Lo, 13 1 4 37 5

Na obrazku B jsou znazornény grafy aproximaci funkce z(z) od fadu 2 do
radu 5. Dalsi obrazek, 3.2 ukazuje chybu, které se dopoustime zanedbanim

26



¢lent vyssiho fadu, obrazek ukazuje, jak tato chyba vypada v okoli po-
¢atku. Porovnanim obou obrazki je vidét, Ze aproximujeme-li pfesné reseni
polynomem vyssiho radu, je chyba v jistém okoli poc¢atku mensi, nez v pri-
padé pouziti aproximace nizsiho radu, ale na druhou stranu, vné tohoto okoli
tato chyba prudce nartsta.

Je vidét, ze odhad chyby je u této metody velmi slozity, témér nemozny. To
je také jednou z nejvétsich slabin této metody. Dalsim problémem je velmi
narocny vypocet, ktery se da nesnadno automatizovat.

3.2.2 Pouziti metody konecnych prvkii

Dalsi metodou je pouziti metody kone¢nych prvki (Finite Element Method,
FEM). To je numerickd metoda FeSeni parcialnich diferencialnich rovnic, ktera
byla tspésné aplikovana na feseni mnoha problémii v inzenyrské praxi, jako
jsou tulohy z mechaniky, proudéni tekutin, termomechaniky atd. Zakladni
myslenkou je nahrazeni hledané funkce spojitou po ¢astech polynomialni (li-
nearni, kvadratickou,...) funkei. Za tim ucelem se definuje sit bodu uvnit¥
oblasti, kde se hled4 Teseni, tzv. mesh. Ozna¢me tyto body x1,...,zy. Dale
se definuji tzv. bazové funkce 1, ..., oy tak, ze tyto funkce jsou spojité po
¢astech polynomialni (linearni, kvadratické,...) a ¢;(z;) = d;;. U takovych
funkei je mozné snadno nalézt jejich parcialni derivace. Déle je vyhodné,
ze matice, jejimiz prvky jsou skalarni souciny (¢;, ;) (definované ve vhod-
nych prostorech funkei) je fidka - ma méalo nenulovych prvka a tyto prvky
jsou umistény tak, ze je mozné tuto strukturu vyuzit ke snizeni pamétové
narocnosti algoritmu. Aproximaci feSeni parcialni diferencialni rovnice pak
hledame jako linedrni kombinaci funkei ¢;. Nezndmou je tedy vektor koefici-
entl této linedrni kombinace.

Pro feSeni centralni nebo stabilni variety je velkym problémem piitomnost
soucinu funkce zavisejici na feSeni rovnice 2z a jeho derivaci: %X (z,2). To
zpusobuje problémy s volbou prostoru funkei, ze kterého jsou voleny bazové
funkece.

Neni-li tento soucin pfitomen, tj. nezavisi-li funkce X na z, tedy je-li rovnice
ve tvaru

0z
a—(Ax + X(z)) =Cz+ Z(x, 2),
x
tento problém nenastava. Presto ovSem je konvergence této metody nezaru-
¢end. Jde o to, Ze teorie metody kone¢nych prvki je velmi dobte vypracovanéa
pro problémy vedouci na rovnice druhého radu, coz je drtiva vétsina tloh in-

zenyrské praxe. U téchto problémi, které vedou na eliptické nebo parabolické
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Obrazek 3.1: Aproximace stabilni variety polynomem stupné d
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Obrazek 3.2: Chyba aproximace stabilni variety polynomem stupné d
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rovnice 2. fadu, se snadno definuje tzv. V-elipticita, coz je klicovd podminka
pro existenci feseni, jak presného, tak i jeho numerické aproximace. Rovnice
popisujici centralni a stabilni varietu se této teorii ponékud vymykaji.
Existenci feSeni se po teoretické strance zabyva ¢lanek [12]. Vysledek je for-
mulovan parcialni diferencialni rovnici, ktera je soucasti systému tzv. pro
rovnici regulatoru, ktera je popsana na konci tohoto textu.

Tato metoda byla pouzita pro vypocet trajektorii systému popisujictho rist
fas v bioreaktoru (zafizeni pouzivané pro kultivaci fas a jinych organismi v
roztocich). Zde roli centralni ¢asti sehréalo osvétleni (mélo sinusovy charak-
ter), buzeny systém byl stabilni. Jednalo se o model tas, tzv. photosynthetic
factory. Tento model ma t¥i stavy, jejichz soucet je jedna (jedné se o pravdé-
podobnost toho, ze systém je v inhibovaném, aktivnim nebo odpocivajicim
stavu, vice viz [10]).

Systém je popséan rovnici

(ii) :p4<—p2(1+p53 —Z#im(» (Z) 50
e (0 ) ()

kde p; jsou parametry. V citovaném c¢lanku se fesi problém identifikace para-
metru py. Tento problém se Tesi nasledovné: pro zvolenou hodnotu tohoto
parametru se spocitd odezva na osvétleni se sinusovou dynamikou (zde se
vyuziva vypocet centralni variety podle popsaného postupu), ta se porovna
se zmérenymi vysledky. Podle toho se upravi hodnota parametru ps a cely
postup se opakuje, dokud se nenalezne dostate¢né dobra shoda. Toto bylo uz
probrano drive na jiné prednésce, proto tuto zalezitost nebudeme opakovat.
Na obréazku B.4] je pribéh stavu xy v zavislosti na sinusovém buzeni. Tato
metoda je vyhodné v tom, Ze chyba je rovnomérné rozprostiena po celé ob-
lasti, kde se Tesi rovnice popisujici stabilni (centrélni,...) varietu. Nevyhodou
je nutnost pouziti specializovaného software pro vypocet metody konec¢nych
prvki a také absence teoretického zakladu pro aplikaci této metody na tento
konkrétni problém.

3.2.3 lteracni vypocet

Stabilni varietu je také mozné ziskat nasledujicim postupem zalozenym na
definici stabilni variety v [5]. Uvédomime si, Ze ve stabilni varieté lezi pravé
ty trajektorie nestabilni ¢asti, které konverguji do nuly pro ¢ — 4+o00. Mame-
li pocatecni podminku stabilni ¢asti xy a k ni prisluSenici feSeni lezici na
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stabilni varieté z(t) (dané vztahem z(¢) = v(x(t)), kde v je hledané funkce
popisujici stabilni varietu), pak pro tato reseni plati
T = Az + X(x,z2), (0) = x (3.7)
2 = Cz+ Z(x,2), z2(c0) = 0. (3.8)
Tyto rovnice ovsem nelze vyuzit k pfimému vypoctu stabilni variety, protoze

obé funkce vystupuji v obou rovnicich. Je ale mozné definovat pro kazdé x
posloupnosti funkei

xm(t) =
A =0
g = Al g x (o) 2 F(0) =
A = ozl S M (00) = 0.

Lze ukazat, Ze pro dostateéné malé pocateéni podminky x( tyto iterace kon-
verguji. Limitou je pravé dvojice funkei spliujici (B.7). Timto postupem je
mozné tedy definovat funkci v : R"™ — R" vztahem

v(xg) = 2(0).
Tento postup lze rozsitit i pro systémy s centralni ¢asti. Zde se ovsem vysky-
tuje problém v podobé koncové podminky pro centralni ¢ast, nicméné Ize ho
obejit. Vice viz [13].
Vyhodou je, Ze tento algoritmus je mozné snadno implementovat. Je sice
nutné resit soustavu diferencialnich rovnic v kazdé iteraci, nicméné, tato sou-
stava je linearni v proménnych (z**+1, 2+1))  Koncova podminka pro z*+1]
se aproximuje hodnotou v dostateéné velkém ¢ase. také rovnost (3.7) nebude
po konecném poctu iteraci presné splnéna. Iterace je nutné provadét pro vice
pocatecnich podminek x, aby byl pokryt prostor, ve kterém se budou vysky-
tovat trajektorie, jejichz hodnoty budou potfeba. Je samoziejmé, Ze ¢im vice
téchto pocatecnich podminek bude potfeba pokryt, tim delsi doba vypoctu
bude. Funkce v se pak aproximuje interpolaci vypocitanych hodnot funkce z,
pfi¢emz neni nutné se omezovat pouze na hodnoty z(0), protoZe na stabilni
varieté lezi i hodnoty z(t). Dokonce lze vyuzit i ¢asii t < 0, zde je ovSem
potfebnéa znacnéa opatrnost [14].

Priklad 3.12 Znovu se podiveyme na priklad, ktery byl popsdn v souvislosti
s aproximaci pomoci Taylorova rozvoje.

Na obr. je vysledek algoritmu pro rizny pocet iteraci: 2, 3, 5, 20, kte-
rym odpovidaji barvy: tmavé modra, zelena, ¢ervené, svétle modra. Navic je
¢arkovanou carou vyznacen vysledek ziskany Taylorovym rozvojem.

30



Ve skutecnosti je tfeba tyto vysledky jesté interpolovat.
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Kapitola 4

Pouziti variet ke konstrukci pozorovatele

4.1 Teoreticky Gvod

Pozorovatel stavu je dynamicky systém, ktery umoziuje na zakladé znalosti
vystupu pozorovaného systému rekonstruovat jeho stavy. U linedrnich sys-
témi je tento problém vyfTeSen - jedna se o Luenbergeruv pozorovatel, po-
moci optimalizace se pro stochastické systémy da dosdhnout formulace ve
tvaru Kalmanova filtru.

lozené na linearizaci - v nejjednodussim pripadé navrhnout pozorovatel pro
linearizaci systému, o néco slozitéjsi je pouziti "Extended Kalman filter".
Podobnou metodou je i "High-gain observer", kde je pritomnost nelinearit
kompenzovana vysokym zesilenim pozorovatele. To ma ovSem za nasledek
velkou citlivost na Sumy. Jinou cestou je vyuziti principu exaktni lineari-
zace pro konstrukci pozorovatele - zde je nevyhodou mnozstvi omezujicich
predpokladli na pozorovany systém.

Jednoduchy princip konstrukee pozorovatele byl navrzen v [7]. Tento postup
zde popiSeme.

Ulohou je navrhnout pozorovatele pro systém

za predpokladu, Ze linearizace tohoto systému je pozorovatelna.
Definice 4.1 Méjme systém
w = G(w,y),

a difeomorfismus (spojité diferencovatelnou bijekci) T takovou, Ze T(0) = 0 a
pokud w(0) = T'(x(0)), pakw(t) = T(x(t)) pro vsechnat > 0 (pro dostatecné
malé pocatecni podminky).

Pak je systém (4.1) pozorovatel stavu systému (4.1). Funkci G je treba na-
vrhnout. Je to pomerne velké mnozZstvi volnych parametri. V prazi se tato
funkce vétsinou voli predem a dopocita se k nim zobrazeni T .



Pro nase ucely bude systém (4.1) linearni:

W = Aw + by.
Pritom budeme predpokladat, ze viechna vlastni ¢isla matice A maji realnou
¢ast mensi, nez je minimum realnych ¢asti vlastnich ¢isel matice A = D f(0)

(tj. linearizace systému (4.1]). Vektor b je jednim z parametri, které se voli.
Je-li w = T'(z), pak plati, ze

. d ol (x). JT(x)
pr— —T pr— pr—
T (z) or ox f()
Na druhou stranu ovsem plati také, ze
W = Aw + bh(z).

Rovnice variety je v tomto pripadé
JT(x)

ox
Za predpokladu, ze pro pozorovany systém plati, Zze pocatek nelezi v konvex-
nim obalu vlastnich ¢isel matice Df(0) (tj. 0 nelze vyjadrit jako konvexni
kombinaci vlastnich ¢isel matice D f(0); jesté jednoduseji: linearizace pozo-
rovaného systému maé vlastni ¢isla bud jen s kladnou, nebo jen se zapornou

f(z) = AT (z) + bh(x).

realnou ¢asti), ma rovnice (AI]) feSeni.

Povsimnéte si, ze rovnice (A1) neni ve tvaru, ktery by jednoduse umoznil
aplikovat algoritmus pro nalezeni variety popsany v predchozi kapitole. Je to
proto, ze jednak vlastni ¢isla jak matice D f(0), tak i A mohou byt zaporna, a
také proto, ze vyraz bh(x) obsahuje ¢len prvniho fadu (jinak by byla porusena
podminka pozorovatelnosti). To lze obejit vhodnou transformaci souradnic.
Na druhou stranu, clanek [7] obsahuje odvozeni podminek, za nichz tato
rovnice ma feSeni, které lze aproximovat pomoci Taylorova rozvoje. Zobrazeni
T je invertovatelné, pozorovatel se pomoci zkonstruuje jako

7@+ (@) by~ hia),

T

-1
Oznacime-li L(z) = (a—T(:fc)> b, pak ma pozorovatel tvar

&= f(&) + L(@)(y — h(#)).
Véta 4.2 Za uvedenyjch predpokladi plati, Ze
lim |z(t) — z(t)] = 0.

t——+00
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Diikaz viz [7].
Poznamka 4.3 Je-li systém (4.1)) linedrni, tj.

= Ax, y= Hzx,
pak md rovnice ({4.1) tvar

TA= AT +bH.
Matice T' je regularni. Pozorovatel pak ma tvar

T =Az+ T 'b(y — Hz).
Vynasobime-li rovnici (£3]) matici 771 zleva, dostaneme
A—T'%H =T AT.

Pozorovatel mé tedy stejnou strukturu vlastnich ¢isel jako matice A

Pokud budeme u nelinearniho systému pocitat rovnici (d.I]) a budeme potie-
bovat odstranit ¢leny prvniho fadu obsazené ve vyrazu bh(x), pak matice T
definovana rovnici (4.3)) je potfebna pro tuto transformaci. Ta totiz je

()= 1) (),

kde I je jednotkova matice vhodnych rozméri.

4.2 Priklad

Piiklad 4.4 Priklad je prevzaty z [7]: Ukolem je navrhnout pozorovatel k
systému,

.Cbl = —XT9 (41)
ij = X1T2 + T+ X2 (42)
y = x — x5+ 2] + 27179 (4.3)

Vlastni ¢isla linearizace systému jsou nestabilni, proto je splnén predpoklad

- (0 1
=(45),

obé jeji vlastni ¢isla maji zdpornou realnou ¢ast. Déle zvolime b = (0, 1)7.

pro existenci pozorovatele.
Matici A zvolime jako
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Rovnice (4.1]) pak ma tvar

OT, OT;

5_561(_:62) + a—x;(fmxg +r14+x9) = Ty (4.4)

oT: oT:

a—;(—l'g) -+ 8—;($1$2 +x + 5152) = _Tl - TZ + 1 — l’% + I’% + 2561(5425>
1 2

Reseni rovnic aproximujeme polynomem. Dosazeni polynomt v proménnych
X1, T9 a porovnanim koeficientii dostaneme

T = x1+ 29, (46)

Ty = x1+ x129.

Jakobian tohoto zobrazeni je

ar (1 1
(9.’1;_ 1+.T2 1

coz je v okoli poc¢atku regularni matice. Inverze tedy opravdu existuje, zesilen{

L:(g_blb:xl—;—l(_ll)‘

Pozorovatel pak je

pozorovatele je

~ AQ A2 ~ ~
— )
Yy— T+ 15 — a9 129 (4.8)

1 = —T2 — - A
ZE‘1—£L‘2—1
- y—i’l—Fi’%—Zfi‘%—Q@lfg

T9 = .C%l.ﬁ%Q‘i‘li‘l"‘i‘Q"l_

S A (4.9)

T — 9 — 1
Na obrazku 1] jsou znazornény pribéhy stavii systému (z1,x2 - modra a
zelend barva), pozorovatele navrzeného vyse popsanym zpusobem (21, &9 -
Cervend a svétle modra barva) a linearniho pozorovatele definovaného po-
moc{ matice T, kterd je feSenim rovnice ([L3) (Zyin.1, Tiin2 - flalova a zluta
barva). Vidime, Ze nelinearni pozorovatel rekonstruuje stavy relativné presné,
zatimco linearni pozorovatel dava témér nepouzitelné vystupy.
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Kapitola 5

Optimalni rizeni nelinearnich systémii

5.1 Uvod

Zde ukadzeme aplikaci stabilni variety na feseni problému optimélniho fizeni.
teorie optiméalniho fizeni byla jiz probrana na prednasce diive, proto se zde

vvvvvv

Priiklad 5.1 L@ rizeni. Toto je zdkladni iloha Tizent linedrnich systémai. Je
to také zdklad pro pochopeni optimdilniho Tizent nelinedrnich systémai.
UvazZugme systém

it = Ax + Bu
a kritérium B

J = 5/ (7 Qx + u' Ru)dt

0
se symetrickymi maticemi @), R, kde matice () je navic pozitivné semaidefi-
nitni a matice R je pozitioné definitni. Diferencidlni rovnice je de facto v
kazZdém case t vazbou. Proto pro kazZdé t definujeme Lagrangeiv multiplikd-
tor p(t). Této funkci se Tikd adjungovany stav nebo také kostav. Pomoct nich

lze zapsat optimalizacni ulohu jako

min/ Hy(z,u,p)dt,
0
kde 1
Hy(x,u,p) = §(xTQa: +u’ Ru) + p' (Az + Bu).
Optimdlni Tizeni minimalizuje hamailtonidn, tedy
0H,
— =0
ou
coZ implikuje
Uopt = —R_IBTp

Dosazenim do Hy dostaneme

1 1
H(x,p) = Ho(w, =R™'B'p,p) = 52" Qv + p’ Av — Sp" BR™'B'p.



Vijvog stavii a kostavi je ddn rovnicems

)
T
. OH
P= "o

coZ znamend
i = Ax— BR'BTp
p = —A'p—Qu
Predpokldadejme, Ze existuje funkce p(t) = P(x(t)). Toto znamend, Ze existuje
gista varieta popisujici kostav jako funkci stavu. Pak
= I w(t)e = 2 (a(t)) (Ax — BRBT)

Tim dostavame rovnost

oP

~ATP(z) — Qx = a—(x)(Ax — BR'BTP(2)).
x

AZ doposud jsme mikde nevyuzili toho, Ze systém je linedrni a kritérium kva-
dratické. Tento pTedpoklad se uplatni af ted, kdy vyuZijeme faktu, Ze takovd
funkce P ezistuje a je linedrni v x, tedy P(zx) = Px pro néjakou matici P.
Pak lze predchozi rovnost psdt ve tvaru

—A"Pr — Qv = P(Az — BR™'B' Px)

coZ plati pro kazZdé x. Z toho plyne Riccatiho rovnice, jejimz reSenim je matice
P.

Cely tento vypocet je mozné provést i s nelinearnimi systémy a s nekvadra-
tickym kritériem. Jedinym predpokladem je dostatecnéa hladkost funkci, aby
existovaly derivace.

Pokud ovSem nebude kritérium kvadratické nebo systém nebude linearni
(staci existence omezeni na stavy nebo na fizeni), nebude mozné vyjadrit
kostav jako linearni funkci stavi. Nicméné, varieta, pomoci niz se vyjadri
kostav jako funkce stavu, existovat bude. V tomto pripadé ale bude nutné ji
aproximovat numericky:.

5.2 Optimalni rizeni nelinearnich systémii

Odvozeni je tedy obdobné, jako v linearnim piipadé. Zde uvedeme pouze
nastin, podrobnosti lze nalézt v literatute, napt. [2] nebo prednaska prof.
Celikovského v tomto kurzu.
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Systém bude nelinearni, ale pro jednoduchost uvazujme, Ze systém je afinni
v Tizeni. Tedy

&= f(x) + g(z)u
Kritérium, které se budeme snazit minimalizovat, bude nyni

o0
J = %/ T Qx + vl Ru + q(x) + r(u)dt
0

kde @, R jsou matice, které splhuji stejné pozadavky, jako v linedrnim pii-
padé a ¢, r jsou nezaporné funkce radu vyssiho, nez 2. Jejich vyuziti je napr.
penalizace nezadoucich stavi a podobné.

Rovnice dynamiky systému je vazba, a to pro kazdé t jedna. Proto definu-
jeme Lagrangeovy multiplikatory p. Kritérium i se zohlednénim vazebnich
podminek pak je

L= /OOO %(azTQsc +u' Ru) + q(x) 4+ r(u) + p' (=2 + f(2) + g(x)u)dt.

Nejprve upravime vyraz fooo p’'& pomoci integrace per partes a dostaneme
(s jistou matematickou nekorektnosti, korektni vypocet by se musel délat na
koneéném intervalu a pak provést limitni prechod):

L= [7 3" Qx + v Ru) + q(z) 4+ r(u) + p" (f(z) + g(z)u)
+p’adt — p(oo)"z(00) + p"(0)2(0).

V tomto vyrazu je nezavislou proménnou rizeni u, ale funkce x zavisi na u. Po-
¢atecni podminka x(0) je ovSem na u nezavisla. Koncovou podminku zvolime
takto p(oo) = 0. Toto je podminka transverzality v nejjednodussim tvaru.
Pokud by byly na koncovy stav predepsany dalsi podminky (predepsané hod-
Pro derivaci L podle fizeni u ve sméru v (to se ob¢as oznacuje du a nazyva
se variace) plati:

oL oo 9137 Qu+q(x) oy d3u” Ru+r(u)
8_u[v] T fO Oz ouV + ou

2] 0 .
+pT (2 + 282 + pTg(x)o + pT S,
Derivaci TeSeni diferencidlni rovnice x podle Tizeni u je vSeobecné velmi ob-

tizné najit. Hledejme proto funkci p tak, aby vSechny soucet ¢lenti nasobicich
tyto derivace byl roven nule:

0527 Qu + q(x) ~ ;,0f(x)  Og()
ox +p( ox + ox
41
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Po malé tpraveé je tato rovnice

. Ofm)" | og(x)"
- Ox + Ox utQrt or

Tedy, pomoci tohoto vzorce se derivace L ve sméru v zjednodusi na

oL > or(u) 1
—| = Ru+ ——=+ x))dt.
Sl = [ ) ()
Derivace musi byt rovna nule v kazdém sméru. Da se ukazat, ze v tom piripadé
musi byt nulovy integrand, tedy

or(u)

_— T pr—
Ru + 90 +g(x)'p=0

z ¢ehoz dostaneme optimalni fizeni w,y.. Pokud neni piftomna funkce r,
muzeme toto optimalni rizeni zapsat ve tvaru

dq(x)

Uopt = —Rflg(az)Tp.

V dalsim textu budeme predpokladat, ze » = 0. Nebude ale ¢init problém
teorii popsanou v néasledujicim textu rozsitit i na piipad, kdy r # 0. To
proto, ze budeme pracovat s linearizaci tohoto problému. Optimalni rizen{
proto bude

Ugpt = —R g(x) p 4+,
kde v’ je perturbace, ktera je mala v okoli poc¢atku. Proto se néasledujici text
prilis nezmeéni.
Optimalni fizeni dosadme do rovnice pro derivaci p a derivaci x:

b= J@ = g@R @) (5.1)
—p = 3J;(;) p—pg(x)R‘la‘g—(;) p+Q$+6%—(;). (5.2)

Poznamka 5.2 Obé tyto rovnice dostaneme, definujeme-li

Hy(x,u,p) = 5(27Qx + u” Ru) + q(x) + p" (f (z) + g(2)u),
H(xap) = H()(ZC, uopt;p)

a konecné
OH
OH
—p = - 4
p 5 (5.4)
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Pro vypocet stabilni variety hraji zvlastni roli linearni ¢leny v proménnych
x a p. V rovnicich (5.1) proto oddélime tyto ¢leny od ¢leni vyssiho fadu.
Abychom to mohli udélat, zavedeme matice A, B a spojité diferencovatelné
funkce ¢, 1), které jsou nulové v pocatku a maji tam i nulové derivace, pomoci

f(@) = Az +p(z), g(x) = B+ ¥(x).

Pomoci téchto matic lze rovnice (5.]) pfepsat do tvaru
d(xz\ _ ( A —-B'R'B A O(x,p)
dt\p) \-Q A" p V(z,p)

kde funkce ® a ¥ obsahuji ¢leny vyssiho fadu.

Stale ovsem nejsme pripraveni pro aplikaci numerického algoritmu z pred-
chozi kapitoly. K tomu je nutné provést transformaci souradnic, ktera prevede
matici popisujici linearni ¢leny do diagonélniho tvaru.

Lemma 5.3 Splnuje-li matice P Riccatiho rovnici
ATP+ PA—PBTR'BP+Q =0
a matice S rovnici

(A= BR'B"P)S + S(A— BR'B"P)' = BR'B,

I S
T_<P PS+1>

pak, pomoci matice

dostaneme
1 A —BTR'B T A— BRBTP 0
—Q —AT a 0 —(A— BR_lBTP)T

Diikaz se provede pifimym vypoc¢tem. Diky predpokladiim na fizeny systém
mé Riccatiho rovnice feseni.
Touto transformaci muzeme definovat nové souradnice 2, p’ vztahem

7(3)=():

a nové funkce ®'(2',p'), W'(2’, p') tak, ze systém (5.1)) ma v téchto souradni-

cich tvar
{(7)-
at\ o )~
A—BR'BTP 0 ' o' (2!, p')
( 0 (A~ BR'BTP)" ) o) T v )
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Matice A — BR™'BT P je stabilni, protoze to je zarovei matice uzaviené
smycky linearizace fizeného systému za pouziti LQ Tfizeni s kritériem danym
maticemi @, R. Z toho vyplyvé, Ze matice —(4 — BR™!BT P)T m4 viechna
vlastni ¢isla s redlnou ¢asti vétsi, nez nula. S témito soufadnicemi muzeme
pouzit numericky algoritmus pro vypocet stabilni variety. Vysledkem je N-
tice dvojic (2, p)),. .., (z%y,Py). Ty lze pomoci matice T" transformovat na
(x1,p1),-. ., (xN,pn). S pomoci tohoto lze funkci p = w(z) aproximovat
napf. polynomem v z.

Priklad 5.4 Systém je dan rovnicemi

—0.877w1 + w3 — 2223 — 0.0887123 — 0.01923 + 0.472% + 3.84623
T = X3
—4.2082; — 0.396x3 — 0.47,1% — 3.564x3

—0.215
+ 0 U
—20.967

Popis systému viz [15]. Jednd se o popis letadla, konkrétné o stabilizaci le-
tadla pri velkém uhlu ndbehu.

Pro optimalni fizeni byly definovany vahové matice
Q=025 R=1

kde I je jednotkova matice.

Na obrazku [B.1] je vysledek, ktery lze porovnat s fizenim pomoci LQ regu-
latoru. Ten je na obr. B2l Pritom byla pouZzita pomérné hrubé diskretizace
prostoru (x,p). I pfesto vidime, Ze vysledky fizeni nelinedrnim regulatorem
jsou lepsi.
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Time Response for x and u (NONLINEAR ), - : state x, —— :input u

0.5 T

0.4

0.3

0.2

0 5 10 15
t
Obréazek 5.1: Optimalni fizeni - nelinearni
Time Response for x and u (LINEAR ), — : state x, —— : inputu
0.5 T T

Obrézek 5.2: Oprimalni fizeni - linearni
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Kapitola 6

Regulace vystupu

6.1 Teorie

6.1.1 Systémy se spojitym casem

V této casti popiseme problém regulace vystupu (Output regulation) a jeho
reSeni.

Méjme systém

T = f(z,u), y=h(z), 2(0) =z (6.1)
a déle jiny, autonomni systém (tzv. exogenni systém, exosystém)
w = s(w), w(0) = wy (6.2)

Cilem je navrhnout fizeni tak, aby se vystup systému asymptoticky blizil
"vystupu"exosystému g(w). Pfitom by fizeny systém mél byt stabilni, pokud
neni pritomen externi signal. Zde f: R" x R —- R", h: R" - R, s : R™ —
R™ q:R™— R.

Prikladem muze byt Fizeni systému tak, aby sledoval predepsanou trajektorii.
Exosystém mitize byt také generatorem poruch.

V linearnim piipadé byl tento problém vyfesen. Pokud f(x,u) = Ax + Bu,
h(z) = Cx, s(w) = Sw a q(w) = Quw, pak sledovani trajektorie Qu je
zajisténo, pokud se v kazdém bodé shoduje vystup systému s vystupem exo-
systému a derivace stavu rizeného systému je shodna s derivaci exosystému:

Qw = Czx, Ax 4+ Bu = Sw.

Predpokladejme, ze se takova x a u daji vyjadrit jako funkce stavii exosys-
tému: x = Ilw a v = Yw. Z toho vyplyvaji rovnice

Qw = Cllw, Allw + BYXw = S1I
pro kazdé w. Tedy musi platit
Q = CI1I, All + BY. = S1I. (6.3)

Této relaci se tiké rovnice regulatoru. Cilem je najit matice IT a ¥. Mnozina
{(w, w, Xw)} je varieta, na niz je nulova chyba sledovéani. Proto se nazyva



zero-error manifold. Pozn.: nékdy se tak nazyva pouze varieta {(w, ITw)}. To
také obcas budeme pouzivat.
Reseni rovnice regulatoru popisuje tato véta:

Véta 6.1 Ma-li matice S vlastni c¢isla s redlnou ¢dsti rovnou nule a matice
A nemd Zddné vlastni cislo s redlnou cdsti rovnou nule, pak md problém
requlace vystupu resent.

Podminky véty se zdaji byt velmi omezujici, ale neni tomu tak. Pokud by
matice S méla vSechna vlastni ¢isla se zapornou realnou casti, pak problém
regulace vystupu je vlastné problém stabilizace. Ma-li jen néktera vlastni
¢isla se zapornou redlnou c¢asti, pak lze tuto ¢ast jistym zplisobem zanedbat:
provést transformaci souradnic v exosystému, oddélit stabilni podprostor a
nasledné definovat "redukovany'"exosystém jen na dopliku tohoto podpro-
storu.

Rovnice regulatoru a zero-error manifold maji klicovy vyznam i v nelinearni
teorii. Hledaji se zde funkce m(w), o(w). Prvni ze soustavy rovnic regulatoru
se odvodi ze vztahu q(w) = h(m(w)). Podminka rovnosti se odvodi takto:

d B d _ on(w) . o om(w)
Sr(w(t) = f(r(w), o(w)), Lrlw(®) = = = T g(w),

Regulator se pak sklada ze dvou ¢éasti: jednak z primé vazby tvorené ¢lenem
o(w), ktery zajistuje sledovani pozadované trajektorie, a pak ze ¢lenu

K (x(t) = m(w(t))

ktery ma zabezpecit, ze stav systému se blizi k "zero-error manifold". Tato
matice musi spliovat podminku, ze

A—- BK

je stabilni matice a A, B pochézi z linearizace rizeného systému.
Charakteristickym rysem je, Ze pii fizeni neni nutna znalost pocatecni pod-
minky exosystému. Shrneme:

Uloha regulace vystupu je fesitelna, jestlize exosystém je Poissonovsky sta-
bilni (je Ljapunovsky stabilni a zaroven, jestlize FeSeni existuje pro vSechna
t € R a zaroven, jestlize feseni prochazi v ¢ase t bodem x(t), pak pro kazdé
okoli U bodu z(t) existuji t' > ¢,t" < —t tak, ze z(t'),z(t") € U) a systém
nema vlastni ¢isla s realnou ¢asti rovnou nule. Pak je fizeni dano vztahem

u(t) = K(z(t) — m(w(t))) + o(w(t)),
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kde 7, o spliuji rovnice

87(;520)8(10) = f(r(w),o(w)), q(w) = h(r(w)).

Pro tizeni je potfebné znalost stavi fizeného systému, tak i exosystému.
Tomuto se tik4 full-information output regulation.

Otéazkou je, zda je rovnice regulatoru resitelnd a jak zjistit feSeni této rov-
nice. Toto je netriviadlni problém, rovnice regulétoru je parcialni diferencialni
rovnice prviniho radu, navic v ponékud nestandardnim tvaru. Nicméné, plati
tento vysledek:

V praxi ovSsem nemizeme ¢ekat, ze by byly k dispozici hodnoty vSech stavii
systému 1 exosystému. Proto je nutné tyto stavy v néjakém pozorovateli re-

konstruovat. V nejobecnéjsim piipadé je k dispozici pouze hodnota chyby
sledovani. Takto formulovanému problému se fik4 error-feedback regulation
problem. Jeho fesitelnosti se zabyva tato véta: ([6], Theorem 3.16)

Véta 6.2 Rovnice requldtoru je Tesitelnd prave tehdy, kdyz jsou splnény tyto

predpoklady:

e Pocdtek je Ljapunovsky stabilnim rovnovdaznym bodem exosystému a v
okoli pocatku je exosystém poissonouvsky stabilni

e Duvojice

of af
(%(0,0,0), a—u(o,o,()))

je Tiditelnd

e Duojice

oh 0 of of
((a—h(O), =2(0)), ( ax(Obo,O) awé_g)’(gso) )

je detekovatelnad.

6.1.2 Diskrétni regulace vystupu

Obdobnym zptisobem, jako se fesi problém regulace vystupu pro systémy se
spojitym case, se Tesi i problém regulace vystupu pro diskrétni systémy:

2t +1) = flz(t),u(t), y(t) = hz(t)) (6.4)
a exosystém
w(t+1) = s(w(t), yy(t) = q(w(t)) (6.5)



I zde se formuluje rovnice regulatoru. Pro ni v tomto piipadé musi platit,
ze vystup systému je roven vystupu exosystému a prvni diference stavu exo-
systému musi byt v jisté relaci s prvni diferenci stavu Fizeného systému.
Vyjadiime-li stav systému z(t) jako funkci stavii exosystému: z(t) = mw(w(t)),
plati

q(w(t)) = h(m(w(t))), /m(w(t +1)) = f(x(w(t),o(w(t)))) = m(s(w(t)).
(6.6)
To je rovnice reguldtoru pro systémy s diskrétnim ¢asem. Toto je tzv. fun-
kcionalni rovnice. Neutralni stabilita systému je definovana obdobné, jako ve
spojitém pripadé, jen roli imaginarni osy prebira jednotkova kruznice.

I zde je podminkou, ze v piipadé, Ze exosystém negeneruje zadny signal, je
systém stabilizovany. Poissonovska stabilita je definovana stejné a znovu je
podminkou existence Teseni.

Veéta 6.3 Je-li exosystém poissonovsky stabilni, par

of of

%(0,0,0),%(0,0,0)
je stabilizovatelny. Pak md diskrétni rovnice regquldtoru (6.0) FeSend. Uloha
requlace viystupu pro tento systém je Tesitelnd, jsou-li k dispozici hodnoty
vsech stavi jak systému, tak i exosystému.
Definujeme-li méreny vystup h,, (x(t), v(t) (nejprirozenéjsi volba je hy,(x,v) =
h(z) — q(w)), miuzeme navic dokazat

Véta 6.4 Plati-li predpoklady vety (G.3) a navic je pdr

<[8hm . 81(0,0,0) 2L(0,0,0) ]>

o (00005 O00L L2 8 o)

md resent 1 uloha requlace vystupu s dynamickym mérenim.

6.2 Numerické metody pro vypocet reseni rovnice re-
gulatoru

Rovnice regulatoru je algebraicko-diferencialni rovnice. Jeji feseni proto neni
piimocaré, ale nutné je kombinaci vice postupi.
6.2.1 Metoda rozvoje do Taylorovych rad

Prvni metodou je opét rozklad do Taylorovych tad. Tato metoda je popsana
v [6] spolecné s podminkami existence feseni. Ty zde nebudeme opakovat pro
jejich komplikovanost.
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Tato metoda je nejjednodussi, co se potfebného matematického aparatu tyce.
V literature je popsana hlavné pro pfipad feSeni problému se spojitym ca-
sem, ale v pripadé, Ze se jednd o regulaci vystupu diskrétniho systému, je
mozné fesit rovnici (6.3]) priblizné pomoci rozvoje do Taylorovy rady stej-
nym postupem. V obou pfipadech pro algebraickou podminku plati, ze je-li
tato podminka aproximovana ¢leny do k-tého tadu, pak je feSeni také urcené
az do k-tého radu.

Velkou vyhodou je moznost zjednoduseni, které prinasi exaktni linearizace
systému. Algebraickou podminku miuzeme derivovat tolikrat, az se objevi na
praveé strané rizeni:

g(w) = h(z)
dq _ 0Oh Oh
9y w)sw) = O (w) flrw.) + ) (w)s(w)
dm | dm
Smd(w) = —h(z,w,u)
Pro zjednoduSeni ozna¢me y; = h(x,w,u), yo = %h(m,w,u), e Yme1 =

m—1

%h(m, w,u). Pak z predchoziho predpokladu a z predpokladu, Ze systém
je exaktné linearizovatelny plyne, ze
yi = Yi+1, ym,1 = F(yh S 7ym*17x7u)7

kde funkce F' zavisi jen na jistych n — m + 1 proménnych x. Oznac¢me tuto
mnozinu jako z. Tyto proménné popisuji tzv. nulovou dynamiku. Ostatni
proménné x se daji vyjadrit pomoci proménnych ;.

OF
5-(0,0,0) # 0.

Pomoci definice y; a derivace algebraické podminky dostaneme, Ze

di
yi = Jra(w).

Zbyvé tedy najit vztah mezi z a w. K tomu je nutné vyresit zbylé rovnice v
rovnici regulatoru.

Piiklad 6.5 Inverzni kyvadlo ([0, str. 68) je popsdno rovnicemi

&= f(z)+ g(z)u,
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kde

L2
m(mlﬂfi sin x3 — by — mg cos w3 sin x3)
fla) = ; 5

N S i _ 2 g5
iR ((M + m)gsinxsg + bxy cos x3 — mlx]sin x3 cos r3)

0
__
M+msin® 23

g(z) = 0 :

1
(M +msin® x3)

kde x1 je poloha voziku a x4 je jeho rychlost, x3 je vychylka kyvadla a x4 je
odpovidajici whlovd rychlost. M, resp. m je hmotnost voziku, resp. kyvadla,
[ je délka kyvadla a b je koeficient trend.

Ulohou je nalézt Fizent, pro které je x1(t) = sinwt.

Exosystém je tedy generator sinusovky:

w:(_ow (E))>w7 q(w) = wy.

Rizeny systém ma relativni fad 2. Rovnice regulatoru je

1
WWr—— —WW1=—— = T
28’(1)1 18102 2
(97T2 87'(2 1
WWy—— — WW——— = Ty ...,T4) + - U
2811)1 1311)2 fa(m 1 M + msin® 7y
oW 871'3 oW 671'3
_ _ —_— T
2(‘3w1 1821)2 4
87r4 a7T4 1
WWy——— — W1 = Ty ...,T4) + - U.
* Hw, 0w, falm ) [(M + msin® m3)

Pokud je chyba sledovani rovna nule, plati, ze
m = W1, Mo = U)l = Wwsy.

Pak je prvni rovnice splnéna. Rizeni uré¢ime z druhé rovnice

’lbl = —w2w1 =

]. ( l 2 . . ) 1
mlxysinxs — by — mgcosxrzsine + u
. 4 3 2 3 3 .
M—I—mSIHQ.I'g M—I—msm2x3

Po dosazeni za x; a x9 dostaneme

—w2w1

ol



1
N M + msin® 7y

1
o U
M + msin® 73

9 . w2 .
(mlm;sinmg — b— — mg cos Ty sinmw3) +
w

Z toho lze vypocitat u jako funkci u = o(wy,ws, w3, m4). Funkce 73 a my
potifebujeme najit. K tomu vyuzijeme zbylé dvé rovnice z rovnice regulatoru,
za T a Ty rovnou dosadime: m; = wy a My = wwsy. TTeti rovnice je jasna,
c¢tvrta rovnice je

67'('4 (97'('4 1

W—— — WWy—— = w1, WWo, T3, T4 ) + - o
Ow, ? Dy falwr, wws, w5, ) [(M + msin® m3)

Po dosazeni za ¢ a delsim vypoctu zjistime, Ze se rovnice regulatoru redukuje
na tvar

w (371'3 oW 871'3 -
15— — 25 — T4
811}2 8101
omy w? g .
—wwlw = Twl COS T3 + 7 Sin 7s.
2

Reseni téchto rovnic hledame ve tvaru

2 2

T3 = QoW1 + apg1W2 + A20W1 + a11wiw2 + ap2Wq
3 2 2 3
+aspwi + agrwiws + ajpwiw; + apzws

2 2

s = biowi + bprws + bzgwl + byywiwy + bogw2

2 2
+bsow; + bywiwy + biywiws + bozws

Oznacime-li

w g
=T P=T
je feSenim
!
aip = m
0y — a?yw?(3a + Bay)
(84 w?) (8 + 9w?)
A ay(B + 7w?)(3a + Bayo)
6(8 + w?)(B + 9w?)
bor = wag
b2 = wai
bor = (3az — 2a12)w
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6.2.2 Metoda konecnych prvkil s vyuzitim optimali-
zace

Dalsi metoda je zalozena na itera¢nim postupu. Nejprve se zvoli jedna hod-
nota fizeni (funkce o) a ta se pouzije k vypoctu feseni diferencialni rovnice
pomoci metody konecnych prvki. Poté se zjisti chyba, ktera vznika v alge-
braické rovnici. Tato chyba se dale pouZije pro rozhodovéani, jak zménit funkci
o, aby se chyba v dalsi iteraci zmensovala.

Pro implementaci této metody je nutno vytesit nékolik dil¢ich problémi. Pre-
devsim, rovnice nemohou byt feSeny na celém realném prostoru, je nutné se
omezit na néjakou omezenou oblast, ktera ovsem musi obsahovat nejen pocé-
tek, ale 1 vSechny trajektorie systému, které se pozdéji budou pouzivat. Tuto
oblast oznac¢me (). Tim ovSem vznika dalsi problém: parcialni diferencialni
rovnice fesené na omezenych oblastech nutné vyzaduji okrajové podminky,
které zde nejsou diky faktu, ze ptivodné byla rovnice formulovana na celém
euklidovském prostoru. Dale, kombinace optimalizace a metody konecnych
prvki s sebou prinasi nutnost vhodné parametrizace funkce o, coz je vlastné
proménné, pres kterou se optimalizuje kritérium, jimz je chyba resSent:

7= | hr(w) = gw) P

Metoda kone¢nych prvkia je zalozena na myslence aproximace hledanych
funkei spojitymi po ¢astech polynomialnimi funkcemi. Pouzit tuto parametri-
zaci ovsem neni vhodné kvili zna¢nému poc¢tu navrhovych parametri - hod-
not v uzlech diskretizace. Lepsi je parametrizovat tuto funkci pomoci nékolika
malo parametri, napt. ve formé polynomu nebo spline.

S vyhodou lze pouzit i faktu, ze k chybovému funkcionalu lze najit jeho
derivaci a tim pouzit gradientnich metod. k tomu je nutné moci zménit poradi
derivaci podle parametru a integralu v chybovém funkcionélu, pfip. provést
derivaci podle parametru v diferencialni rovnici. Toto neni samoziejmé, ale
za predpokladu "rozumného"rustu chovani funkei lze tuto operaci provést.

Je-li volené funkce o zéavisla na N navrhovych parametrech pq,...,py, pak
na téchto parametrech zavisi i feSeni diferencialni rovnice: o(w, py, ..., pyn),
m(w,p1,...,pN). Oznacme jako D;m derivaci funkce m(w,p1,...,pn) podle

parametru p;. Pro tuto derivaci plati

aﬂ-(wapla SR 7pN)S(w)

ow
= %(ﬂ(w))ﬂ(w,pl, ...,DN) + %(W(w))d(w,pl, ..., PN)-
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Toto je linearni rovnice, nicméné stejného charakteru, jako ptivodni rovnice:
parcialni diferencialni rovnice prvniho radu. Pro derivaci funkcionalu pak
plati

D;J = /Q(h(w(w,pl, . ,pN))—q(w))%(ﬂ(w,pl, ooy DN))Dim(w, p1,y .. PN)-

Velkym problémem je volba oblasti €2, a to pfedevsim s ohledem na okrajoveé
podminky. Tuto oblast neni vhodné vybirat libovolné, ale s ohledem na exo-
systém. Konkrétné, existuje-li k exosystému Ljapunovova funkce V' (pak tedy
VV(w).s(w) = 0, coz vyplyva z predpokladu neutalni stability exosystému),
pak je vhodnéa volba

Q={we R |V(w) <c}

pro néjakeé kladné c. je jasné, Ze se zvétsujicim se ¢ se bude oblast 2 zvétsovat.
V kazdém bodé v hranice této oblasti plati, Ze normélovy vektor k ni v bodé
v: n(v) je kolmy k derivaci stavu exosystému:

n(v).s(v) = 0.

V takovém bodé nepredepisuje okrajova podminka. Protoze tato podminka
je splnéna na celé hranici, okrajové podminky nejsou potieba.

ware pro reSeni kone¢nych prvki obvykle neumoznuje feSeni funkcionélnich
rovnic. Je to dano tim, Ze tyto rovnice jsou daleko méné ¢asté a proto se na
tyto problémy autori software nezaméruji. Z tohoto divodu zde byla pouzita
metoda konecnych diferenci.

Pokud neni algebraickd podminka splnéna presné, pak nasledujici véta dava
odhad chyby feseni.

Véta 6.6 Predpoklddejme, Ze existuje ohranicend oblast €y € 0 a redlnd
¢isla ey > g9 > 0 takovd, Ze pro kazdé € € [ege| ewistuji dostatecné hladkd
zobrazeni o.(w), m.(t), w € Q takovd, Ze

J(c-(w)) = /Q (h(m-(w)) — q(w))*dwy ... dw, = ¢, (6.7)

kde T yarepsiton(W) je odpovidajict Tesent ¢dasti PDE s o.(w),0.(0) = 0. Pak
existuji kladné konstanty C, B, R takové, Ze pro vSechny e € [g, 1],
kde chyba e(t) = Ce P! + Re.

Poznamka 6.7 Je zrejmé, Ze véta ddva za ¢ = 0. Navic pro vétu
neni dulezité, je-li € > 0 disledkem nevyhnutelné numerické nepresnosti
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vypocetniho algoritmu pro jinak dobre Tesitelnyy ORP nebo je chyba zpisobena
Spatnou volbou funkce o.

Algoritmus 6.8 Na zdkladé predchozich vet byl navrZen ndsledujici algo-
ritmus pro ulohu requlace vystupu. Za prvé, definujeme f vztahem f(:z:) =
f(z) + g(x)Kz, kde staticky stav Zpétnd vazba u = Kz stabilizuje linedrni
aprorimact s w = 0. Poté uvazZujme rovnice

o (w)
dy

ww) = fr(w) + g(w(w))ew) + Plx(w)w, (6.8
0 = hix(w)) - qw). (6.9)

Je ziejmé, Ze (m(w),o(w)) je feSent problému requlace vystupu tehdy a jen
tehdy, pokud (m(w), o(w)— K (w)) je fesent (G8[63). pro Fesent (68 -16.9)
je pouzit ndsledujici postup:

1. Zwolte proni iteraci funkce ¢o(w).

2. Predpoklddejme, Ze je k dispozici Fizeni v i-té iteraci ¢;(w). Pomoci FE-
MLABu se tesi rovnice (6.8) s ¢(w) = & (w) Tim ziskame m;(w). Ddle
se vypocitd hodnota cenového funkciondlu (G7) pro m;(w).

3. Pokud hodnota cenového funkciondlu neni dostatecné mald, vypocitd se
gradient funkciondlu (G ), na jeho zdkladé se spocitd dalsi iterace ¢;1(w),
a pokracuje se krokem 2, jinak Ctina = C;.

Podle véty (6.4 pak plati |e(t)| < Ce P + Re.

Vystup z numerické metody, ktera najde aproximaci feseni RE, je v nume-
rické podobé. Proto je nezbytné provést dalsi zpracovani téchto vysledki.
Softwarovy balik FEMLAB nabizi moznost pouziti nékterych vestavénych
postupt. Vysledky lze také prevést na look-up tabulky, které jsou vhodné
pro interpolaci. VSimnéte si také, ze v kazdém kroku algoritmu, se PDE tesi
numericky metodou FEM, coz je zdrojem dalsi malé numerické chyby.

Tento postup aplikujeme na systém "inverzni kyvadlo na voziku s pridavnym
vozikem" | ktery je popsan v [4], a ktery byl pozdéji pouzity v [9]. Systém se
sklada ze dvou voziki, které jsou pruzné spojeny. Obracené kyvadlo je umis-
téno na prvnim voziku, vstup je sila F' pusobi tento vozik. Tento systém mé
Sest stavlt = (21, 29, 3, 24, T5, 76). odpovidajicich fyzikilnim veli¢inam:
poloha a rychlost na prvni vozik, polohy a thlova rychlost kyvadla, poloha a
rychlost druhého voziku. Vystup systému je y = x1, jeden vstup je oznacen
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jako u. Tim je systém ve standardnim tvaru s

L2
miz? sin x3—bramg cos x3 sin 23+ K (v5—x1)
M+M (sin x3)?
f= T4
(M +m)gsin x3+4cos x3[bro—mlx? sin z3)— K (v5—x1)
L(M+m(sinxs)?)

(21 — w5)

L6

a h = z1, p(x) = 0. Fyzikdlni jsou prevzaty z z [9] : hmotnost voziku
M = 1.378 | koeficient tfeni b = 12,98, délka kyvadla [ = 0,352, hmotnost
kyvadla M = 0.051, tuhost pruziny K = 10 a gravita¢ni konstanta G = 9, 81.
Cilem je sledovat trajektorii reference(t) generovanou exosystémem w; =
wy, Wo = —wy, reference = ws.

Linearni aproximace systému kolem rovnovazného bodu (0, 0,0, 0, 0,0)7 byla
asymptoticky stabilizovana zpétnou vazbou se zesilenim

K = (—97,2, 72,0065, —172, 027, —31, 252, 13, 0584, —50, 58).

Tim se ziskala néasledujici asymptoticky stabilni linedrni aproximace systému
Lr(t) = f(z(t)—g(z(t) Kz (t)+g(z(t))d. Zde & = u— Kx je na novy fidici
vstup. Zbyva urcit jeho ¢ast u. se zajistuje sledovani pozadovany odkaz. K
tomu nam ziskat rovnici pro posledni systém, tj. V(wy, ws) inR?

(w om(w) oy (w) omg(w) w 87r6(w))T

ow, Owy 77 ow, Ows
= [(r(w)) — g(m(w))(Kn(w) — @), w1 = m(w),
kde m(w) = (m(w),...,m6(w))’, m1(0) = 0,..., m6(0) = 0. K vyfesenf to-
hoto systému rovnic jsme vyuzili toho, Ze funkce sinus, mé absolutni hodnotu
mensi nez jedna, a proto stacilo najit pouze 7(w) pro ||w|| < 1. Byla vybrana
oblast O, = {w € R?| ||w|| < 2}. Okrajové podminky se zde nemusf zadavat.
Odpovidajici cenovy funkcional byl vybran jako

J = / (w1 — 7r1(w))2dw1dw2. (611)
{weR?; wi+w3<1}

(6.10)

Hodnoty pfimé vazby funkce iteraci ¢;(w) byly stanoveny na vrcholech ¢tver-
cové mrizky s hranou 0, 5. Jeji hodnoty v jinych bodech jsou vypocteny po-
moci interpolace prvniho radu. To jsou jediné navrhové parametry:.

Hodnoty funkéni (617]) v zavislosti na poctu iteraci jsou uvedeny na obr. [6.11

Vystup m; fizeného systému a pozadované reference jsou znazornény na obr.
. PIné c¢ara predstavuje systém, zatimco Carkovana vystup exosystému.
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Iteration

6.2.3 Iteracni algoritmus s vyuzitim symbolickych vy-
poctu

Dalsi metoda je popsana v [16]. Zde se funkce 7 a o hledaji symbolicky jako
po ¢astech polynomialni funkce pomoci iteraci odpovidajicich metodé feseni
rovnice stabilni variety. Jde o to, ze pokud jsou v zadani polynomiélni funkce,
pak lze vSechny integraly vycislit symbolicky. To je zifejmé, jelikoz se jedné
o integralni vyrazy typu

p(x(t))e” sinbt, p(z(t))e™ cos bt,

kde p je polynom, ktery je urc¢en zadanim tlohy,  je feseni hledané ve stejném
tvaru, jako tento vyraz a a,b jsou realna cisla.

Uloha se redukuje na problém nalezeni Feseni soustavy algebraickych rovnic.
Pro vypocet feSeni je tfeba pouzit specializovany software.

Nevyhodou je znac¢ny narust slozitosti vypocti s kazdou iteraci. Tim se brzy
narazi na omezeni dané pouzitou vypocetni technikou.

6.3 Optimalni regulace vystupu

K problému regulace vystupu lze také pouzit optimaliza¢ni postup, jaky byl
predstaven v predchozich kapitolach. Tento postup stru¢né nastinime.
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Predpokladejme, Zze pro matice B a C plati, ze

CB # 0. (6.12)
Definujme chybu sledovani

e = h(z) = q(w)

Definujme cenovy funkcional vztahem

- [ e + lé(0) P

Tento funkcional se pouzije pro sestaveni hamiltonianu. K tomu je potireba

zavést dva Lagrangeovy multiplikatory (kostavy, adjungované stavy) p, a pu.
Hamiltonian pak je

Hy = / efe+éle + pl(f(x) + g(x)u) + pus(w) =
0
Oh(z) Jq(w)
() — qw)) (h(x) — a(w)) + (2 () + gla)u) — “2 ()T
oh(x dq(w

(P 1) 4 glan) — P ) 1 () + o)) + pus(o).
Nasledujicim krokem je urcenf optimalntho fizeni, které se vyjadii jako funkce
stavii a adjungovanych stavi. Zakladni podminkou je nulovost derivaci ha-
miltonianu.

20— (S (f(@) + gla)u) -

dq(w)

0— ol s(w)) g(@) = plg(a)
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Optiméalni fizeni je tedy
Oh(z) dq(w) T T Oh(x)
o = () (5 s(w) g(0) + g ) — T2 ().
7 piedchozich vztahti je vidét nezbytnost vyrazu |é(t)|? v cenovém funkcio-
nalu. Tim je totiz, spolu s podminkou (G.12]) zajisténo, ze v derivaci funkci-
onalu Hy se objevi funkce wu.
Optimalni fizeni u,, se dosadi do vyrazu pro Hy. Tim dostaneme hamiltonidn
H ., ktery je dan jako funkce stavi a adjungovanych stavii, ale uz ne rizeni.
g9(z)g" (x)
H =pl(f(z) — ==L —~2p )—

S @O () + Q) + pus) + 5((Co = Qui?

Rovnice pro stavy a kostavy jsou dany vztahy

_ OH
T o,
f(a) - égmm(y%)px) —(Cf (@) + Qs(w))).
- OH
w = Dp s(w)
. OH
Pz = —% =
of 0 1 1

9(2)(Cf(x) + Qs(w)))) — (Cz — Qu)C"
—g—i - —g—;pw +(Cz — Qu)Q"

Nyni si v8imneme linearizované struktury predchozich rovnic:

Duw =

X X
d w w
- — 2> Pw 6.13
. | e ) (619
Puw DPw

kde funkce & obsahuje ¢leny vyssiho fadu nez 1 a matice H je rovna

H TT H TWw H TpT 0

0  Hyw 0 0
H, pTXT H, pTW H, pPTPT 0
H, pwzx H, pUwwW 0 H, pwpw

H:
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kde

1 1
Hy = A= ==BCA, Hy, = ==BQS
1 0s
Hzx:_B BT7 wa:_ )
v (CB)? u ")
Hpmx = _OTca prw = CTQ
1
Hpppe = —(A — @BOA)T, Hppr = C1Q

Hypu = =Q" Q. Hyupw = 5-(0).
Pritom poc¢éatecni podminky jsou
z(0) = zg, w(0) = wy, py(cc) =0.

Vidime, Ze rovnice nejsou ve tvaru, ktery by umoznoval piimo aplikovat ite-
racni metodu pro jejich feSeni. K tomu definujeme transformaci, ktera je
zkonstruovana pomoci nasledujictho lemmatu.

Lemma 6.9 Predpoklddejme, Ze linedrni rovnice requldtoru md tesent 11,3
a matice X . .
M, = 0 S 0

—CTC 0 —(A—ZBCA)

je diagonalizovatelnd. Pak totéZ plati i o matici H.

Definujme
I, 11 0
T'=1 0 1, 0
0 0 I,

kde symboly I, resp. I, znamenaji jednotkové matice fadu n resp. p. Pak
pomoci CAIl + OBY. = QS dostaneme T-'HT = M; Nyni je nutné uvést
matici M7 diagonalniho tvaru. K tomu se pouzije transformace obdobné té,
ktera byla definovana v predchozi kapitole.

Necht P je fesenim Riccatiho rovnice

ATP+ PA—-PBTR'BP - Q,, =0

a matice V je Fesenim Ljapunovovy rovnice VA.+AIV = B(BTCTCB) ' BT.

Definujeme-li matici
I %
U= ( P PV 41 ) ’
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muzeme matici M; transformovat do blokové diagonélniho tvaru

-1 A—B(CB)"'CA —-B(B'C'CB)'BT g (A 0
-cTC —(A—-B(CB)tcAT Lo AT )

Tedy, hledané linearni transformace je

x I 0 V 0 I 000 x
wo| _op 0 I 0 0 0700 w'
pe | PO PV+I O 0001 .|’
DPuw 0 0 0 I 0010 P,
Lze ukazat, ze tyto transformace jsou symplektické.
Poznamka 6.10 Linedrni optimalni Tizent je
u = —(B'c'CB) {B"P(x —Tlw) + B'CT"CAx  (6.14)
+BTCTQSw} (6.15)
= —(BTCTCB) ' B P(x — w) (6.16)
—(CB) 'CAz + (CB) 'CAllw + Sw (6.17)
= —{(CB)'CA+ (B*CTCB) 'BTP}(x — w) +(Balg)

coZ je v souladu s tvarem, ve kterém je resSent tulohy requlace vystupu: u =
K(z — Tw) + YXw se stabilizujict matici K.

, . T T _
V novych souradnicich [z'7, w'T, p."  pl, |7 =T} 1[33T, wh, p.T, pu

T se sys-
tém dé zapsat jako

i’ = A — R, + Ni(2/,w, ) (6.19)
w = Sw' + No(w') (6.20)
P = C'TC.I —AT —i—Ng(x w', pl) (6.21)

a po dal§f transformaci [z, "T,p’I’T,p{’UT] 1[$/T /ijx , Do ] ;
i" = A"+ Ni(a" ", pl)) (6.23)
W’ = Sw” + Ny(w") (6.24)
Py = —ALp)+ Ns(a", w", pl) (6.25)
Py = =SSP+ Na(a",w", pll, ply). (6.26)

Tento systém ma tu neprijemnou vlastnost, ze obsahuje dvé centralni casti:
jednu, ktera de facto popisuje exosystém a druha adjungovany stav ke stavu
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exosystému. Ptitom by bylo nutné centralni varietu vyjadrit jako

Pw = 7Tw($, w)

coz obecné neni mozné a iterac¢ni algoritmus by nekonvergoval. Nicméné z
rovnic je vidét, ze kostav p, neovliviiuje jiné funkce a tedy ho neni nutné
pocitat.

Nyni je mozné spocitat centralné stabilni varietu p, = (2", w") resp. cent-
ralni varietu 2", p!! = m,(w”). Pomoci zpétnych transformaci ji 1ze zapsat jako
p = (2, w) aniz by bylo nutné piimo zapisovat funkci 7). Tato funkce se
nakonec vyuZije pro sestaveni optimalniho fizenf u,,. Podle véty o centralni
varieté v okoli bodu w” = 0 existuji funkce 71, Ty 2" = 71 (w'), pll = T (w')
a centralné stabilni varieta p, = ws(z”, w").

V soutadnicich [z'7, w7, p;T, pQUT]T je centralni varieta

= mw) =m(w)+ Vi(w)
p. = mw) = Pm(w) + (PV + I (w'),
pricemz v puvodnich soufadnicich potom

r =n(w) =Hw+m(w)=w+ 7 (w) + Vi (w), (6.29)

Véta o centralni varieté zarucuje, ze vysledek je feSenim problému regulace
vystupu.
on
55 W) = f(r(w)) +g(m(w))o(w),  hir(w)) = q(w). (6.31)
Véta 6.11 Resent nelinedrni rovnice requlace vyjstupu je
m(w) = w4+ m(w), (6.32)
o(w) = —(Lyh(n(w), )™ {(Lgh(n(w), w))™ g(m(w))" ms(w)(6.33)
+Lih(m(w),w) + Lsh(m(w),w)} . (6.34)
Poznamka 6.12 Pokud je tuloha linedrni, m(w) = lw a o(w) = Zw a
o(w) = —B(B'CTCB) Y BT'CTC Al + BY'CTQS)w (6.35)
= —(CB) 'CAIlw — (CB) 'QSw (6.36)

= —(CB)'CAIlw + (CB) (CAI + CBX)w = X(6.37)
Na druhou stranu p) = m3(2”, w") se zapiSe v ptvodnich soutfadnicich
—P(x —w) + p, = m3(VP + I)(x — Hw) — Vp,, w).
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Véta o implicitni funkci zarucuje, ze se toto da prepsat jako
Pz = pa(z,w)
okolo (x,w) = (0,0).
Véta 6.13 Optimdlni Tizent je ddano vztahem
Uopt = —(Lgh) ™ {(Lgh) " g(z) pu(z,w) + Lh(z,w) + Lih(z,w)},
kde p.(x,w) definuje centrdlné stabilni varietu okolo pocdtku.

Poznamka 6.14 7 vety widime, Ze staci spocitat centrdlné stabilni va-
rietu, ale neni nutné pocitat reseni nelinedrni rovnice requldtoru.

Vigpocet funkce p,(x,w) vypadd ve skutecnosti takto: PouZitim algoritmu na
(6.3), dostaneme parametrizovand Feseni

2'(t) = 2"(t,x0), 2"(0) = (6.38)
w'(t) = w(t,wy), w'(0)=wy (6.39)
Pi(t) = pylt, o, wo), (6.40)

kde parametry xoy a wy jsou dostatecné malé, aby byla garantovand konver-
gence algoritmu. V puvodnich souradnicich je visledek takovijto:

x(t) = 2"(t)+ Vpl(t) + W(P2"(t) + (PV + D)pl(t))  (6.41)
w(t) = w'(t) (6.42)
po(t) = P2"(t)+ (PV + I)pl(¢) (6.43)

Diky vete o implicitni funkci lze p, na centrdlné stabilni varieté vyjadrit
pomoci proménnych x, w.

Priklad 6.15 Systém je ddn vztahy
j}'l o 1 05 I
(@)‘(3 1.6) (x2>+
3 n 1 "
223 + 23 1

w = 0.

s exosystémem

Cilem je dosdhnout x1 = w.
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Definujeme proto cenovy funkcional jako

+00
J= —/ (21 — w)? + (&),
2 Jo

Matice H je potom

( o 0 0 -1 -1 0 \
2 11 0 -1 -1 0
0O 0 0 O 0 0
H= -1 0 1 0 =2 0
0O 0 0 —-110

\1 0 -1 0 0 0/

Pri pouziti postupu, ktery je popsan vyse, dostaneme rovnice stavi a kostavi

ve tvaru ' ;
T T T
(2 (n) (ata)
w w 0
mo| H P * —327p2

P2 P2 —3x5p

\ bu ) \ po / K 0 )
Vysledky simulaci jsou na obrézcich and 6.4 Zde byly pocatecni pod-
minky zvoleny jako z1(0) = —0.05, 22(0) = 0 a w(0) = 0.2, coz je hodnota,
kterou méa dosahnout stav x;.

Obr. ukazuje stav systému a exosystému. Stav x; je znézornén plnou
¢arou, stav xy ¢arkovanou carou a stav exosystému w teckované. Na obr.
miizeme vidét optiméalni fizeni.

Pro porovnani jsou na obr. vyobrazeny pribéhy stavi systému pri fizeni
LQ regulatorem. Ten byl navrzen se stejnym cenovym funkcionédlem, byly
pouzity stejné poc¢atecni podminky jako pii simulaci znédzornéné na obr. [6.3]
Vyznam car je stejny, jako na obr. [6.3. Vidime, Ze regula¢ni odchylka je
mnohem vétsi, coz je zplisobeno vlivem nelinearit, které nebyly brany v tvahu
pii konstrukei LQ regulatoru.
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Obrézek 6.5: Stavy LQ regulatoru
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