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Kapitola 1

Teorie diferenciálních forem a n ěkteré základní
výsledky

V této kapitole zavedeme některé základní pojmy, které budou užitečné v ná-
sledující kapitole. Zvláště jde o pojemdiferenciální forma, její vlastnosti a ňe-
které základní operace s diferenciálními formami. Dále budou uvedeny některé
pojmy z oblasti diferenciální geometrie a Riemannovy geometrie.

1.1 Stru čný úvod do teorie diferenciálních forem

Co je diferenciální forma? Jednoduše: je to integrant. Jinými slovy - je to ta
"věc", kterou je možno integrovat přes ňejakou, neǰcasťeji komplikovanou, ob-
last. Uved’me p̌ríklad: uvažujme následující integrál

∫ 1

0
x2dx .

Tento výraz znamená, že integrujemex2 přes interval [0, 1]. V tomto p̌rípaďe je
x2dx diferenciální forma. Nyní již p̌rejdeme k formálním definicím.
Necht’ R jsou reálná̌císlaa, b, c, . . . a necht’L je n−dimensionální vektorový
prostor nadR s prvkyα, β, γ, . . .. Pro každép = 0, 1, 2, . . . budeme konstruovat
nový vektorový prostor

p
∧

L

nadR, který se nazýváprostor p-vektorů naL. Zǎcneme s tím, že
0
∧

L = R ,

1
∧

L = L .

Nyní ukážeme konstrukci prostoru
∧2
L. Tento prostor se skládá ze všech součtů

tvaru
∑

ai(αi ∧ βi)

s následujícími vlastnostmi (a pouze s těmito) :

(a1α1 + a2α2) ∧ β = a1(α1 ∧ β) + a2(α2 ∧ β)

α ∧ (b1β1 + b2β2) = b1(α ∧ β1) + b2(α ∧ β2)

α ∧ α = 0

α ∧ β = −β ∧ α .
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Prvky α, β, . . . jsou vektory vL a a, b, . . . jsou reálná̌císla. Symbolα ∧ β se
nazývávnější součin (exterior product, wedge product)vektorůα a β. Jsou-li
vektoryα aβ závislé, t.j.β = cα, pakα ∧ β = α ∧ (cα) = c(α ∧ α) = c . 0 = 0.
Jinak jeα ∧ β , 0.
Obdobným způsobem můžeme můžeme pokračovat v konstrukci prostoru

∧p
L

pro 2≤ p ≤ n. Tento prostor je prostorem prvků
∑

a(α1 ∧ . . . ∧ αp)

které spľnují následující

• (aα + bβ) ∧ α2 ∧ . . . ∧ αp = a(α ∧ α2 ∧ . . . ∧ αp) + b(β ∧ α2 ∧ . . . ∧ αp) a
totéž platí když kterékolivαi je nahrazeno lineární kombinací.

• α1 ∧ · · · ∧ αp = 0, je-li pro ňejakou dvojici indexůi , j αi = α j.

• α1 ∧ · · · ∧ αp = 0 změní znaménko, jestliže kterékoliv dvěαi prohodíme.

Nyní můžeme rozšířit na p̌rípad soǔcinuprostoru p-vektorůaprostoru q-vektorů
nazývanýmvnějším násobením (exterior product)a oznǎceným (op̌et) symbo-
lem∧. Násobímep−vektorµ q−vektoremν a dostáváme (p+ q)−vektorµ ∧ ν
(který je ze zjevných důvodů 0, je-lip+ q > n):

∧ :
(

p
∧

L

)�(
q
∧

L

)

−→

p+q
∧

L

definovaný takto:

(α1 ∧ · · · ∧ αp) ∧ (β1 ∧ · · · ∧ βq) = α1 ∧ · · · ∧ αp ∧ β1 ∧ · · · ∧ βq .

Základní vlastnosti vňejšího soǔcinu jsou:

• λ ∧ µ je distributivní,

• λ ∧ (µ ∧ ν) = (λ ∧ µ) ∧ ν, asociativní zákon,

• µ ∧ λ = (−1)pqλ ∧ µ.

Zavedeme prostory svnitřním součinem (inner product). Budiž dán prostor
L. Symbolem (α, β) oznǎcíme vnǐrní soǔcin. Je to reálná funkce naL × L s
následujícími vlastnostmi:

• je lineární v každé prom̌enné

• je symetrický (α, β) = (β, α),

• je nedegenerovaný: zafixujeme-liα a je-li (α, β) = 0 pro všechnaβ, pak je
α = 0.
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Vidíme, že jde o známý skalární součin. Zobecníme vnitřní soǔcin na prostor
p−vektorů∧p

L tak, že definujeme

(λ, µ) = det(αi, β j)

proλ = α1 ∧ · · · ∧ αp , µ = β1 ∧ · · · βp.
Bud’iž M ⊂ Rn hladká orientovaná varieta. Bud’P ∈ M bod vRn. Těcný prostor
TPM v boďe P je vektorový prostor s basí

eµ = ∂µ = ∂/∂x
µ .

Tečný vektorv může být representovaný n-ticívµ, t.j.

v = vµeµ .

Ko-tečný prostorT∗PM v boďe P je vektorový prostor lineárních zobrazení

α : TPM → R

s basí
ωµ = dxµ .

Položme
Lp

P = T∗P(M) ⊗ · · · ⊗ T∗P(M) ,

kde⊗ je oby̌cejný tenzorový soǔcin. Výrazy
n
∑

1

aidxi , ai const.

se nazývají diferenciální 1-forma. Tyto formy tvoří n−dimensionální lineární
prostorL = LP. p− f ormyv boďe P jsou prvky prostoru

p
∧

L =

p
∧

LP

to jest výrazy
∑

aHdxh1 . . .dxhp , aH const.

Budiž U otev̌rená oblast vRn. p−formu naU dostaneme tak, že najdeme v
každém boďeP ∈ U p−formu v tomto boďe spojitým způsobem. Tudížp−forma
má reprezentaci

ω =
∑

aH(x1, . . . , xn)dxH ,

kde funkceaH(x) jsou spojité funkce naU, diferencovatelné libovolňe krát.
Je-liω nějakáp−forma aη nějakáq−forma naU, pakω ∧ η je (p+ q)− forma
naU:

ω =
∑

aHdxH , η =
∑

bKdxK ,
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pak
ω ∧ η =

∑

aHbKdxHdxK

takže koeficienty formyω ∧ η jsou op̌et hladké funkce.
Nap̌ríklad 1-forma

ω = Pdx+ Qdy+ Rdz

může být ztotožňena s oby̌cejným vektorovým polem (P,Q,R) ∈ R3 a nap̌ríklad
2-forma

α = Ady∧ dz+ Bdz∧ dx+Cdx∧ dy

může být ztotožňena s vektorovým polem v polárních souřadnicích vR3.
Oznǎcme symbolem

Fp(U)

množinu (soubor, totality) všechp−form na U. Speciálňe F0(U) je množina
všech hladkých funkcí naU. Zavedeme operaciD, která p̌revádí každoup−formu
ω na (p+ 1)−formudω. V R3 (viz předchozí p̌ríklady) máme:
pro 0-formu f

d f =
∂ f
∂x

dx+
∂ f
∂y

dy+
∂ f
∂z

dz .

Pro 1-formuω máme

dω = (
∂R
∂y
−
∂Q
∂z

)dy∧ dz+ (
∂P
∂z
−
∂R
∂x

)dz∧ dx+ (
∂Q
∂x
−
∂P
∂y

)dx∧ dy ,

a koněcně pro 2-formuα dostáváme

dα = (
∂A
∂x
+
∂B
∂y
+
∂C
∂z

)dx∧ dy∧ dz .

Tudíž, operátord zahrnuje oby̌cejný gradient, rotaci a divergenci. Operátord se
nazývávnější derivací (exterior derivative).
Formálňe můžeme formulovat následující větu:

Věta 1 Existuje a je jednoznačný operátor

d : Fp(U)→ Fp+1(U)

tak, že

(i) d(ω + η) = dω + dη

(ii) d(λ ∧ µ) = dλ ∧ µ + (−1)(degλ)λ ∧ dµ

(iii) pro každéω je d(dω) = 0, (Poincarého lemma)

(iv) pro každou funkci f je

d f =
∑ ∂ f
∂xi

dxi
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Důkaz prováďet nebudeme, pečlivý čtená̌r si tuto v̌etu dokáže sám.
P̌ričiníme malou poznámku ke třetímu bodu - Poincarého lemmatu: vlastnost
(iii) není nic jiného, než rovnost smíšených druhých parciálních derivací. To
je zdroj v̌etšiny podmínek integrability u parciálních diferenciálních rovnic a
diferenciální geometrie.
Poznamenejme, že Poincarého lemma má, například, tento důsledek:

rot(grad f) = 0

div(rot v) = 0 .

Poznámka 1Je-li dána forma

ω = Adydz+ Bdzdx+Cdxdy

je úlohou nalézt formu
α = Pdx+ Qdy+ Rdz

tak, aby
dα = ω .

Úloha vede na úlohu nalezení tří neznámých funkcí P,Q,R tří proměnných x, y, z
tak, že systém

∂R
∂y
−
∂Q
∂z
= A

∂P
∂z
−
∂R
∂x
= B

∂Q
∂x
−
∂P
∂y
= C

tří parciálních diferenciálních rovnic je řešitený za podmínky

∂A
∂x
+
∂B
∂y
+
∂C
∂z
= 0 .

Poznamenejme, že tento systém je řešitelný v kvadraturách v explicitním tvaru.
Obecně, teorie vnějších diferenciálních forem předkládá mnoho typů systémů
parciálních diferenciálních rovnic, které jsou redukovatelné na systémy obyˇcej-
ných diferenciálních rovnic a tyto jsou často řešitelné v kvadraturách.

1.2 Isometrie, Killingovo vektorové pole

P̌redpokládejme, žeV je vektorové pole na ňejaké otev̌rené množiňe. To je
ekvivalentní zadání autonomního systému obyčejných diferenciálních rovnic:
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v soǔradném systému (xa), a = 1, · · · , n jsou soǔradnice, pak vektorové pole
mán složek

V1 = V1(x1, · · · , xn)

V2 = V2(x1, · · · , xn)

· · · · · ·

Vn = Vn(x1, · · · , xn)

Odpovídající pǒcátěcní úloha je

dx
u
= V , x(0) = x0 . (1.1)

To znamená, že křivka x(u) je řešením pǒcátěcní úlohy tehdy a jen tehdy, když
x(0) = x0 a

dx(u)
du
= V(x(u)) .

Za p̌redpokladu, žeV je spojiťe diferencovatelné vU, jde o klasický výsledek
o jednoznǎcnéřešitelnosti pǒcátěcní úlohy pro každéx0 ∈ U. Množina všech
řešení je úplňe popsána funkcíΦ : R × U, která se nazývátokem(flow) poleV,
které má následující vlastnosti:

1. ǩrivka řešeníx(u) splňující pǒcátěcní podmínkux(0) = X je dánax(u) =
Φ(u,X). Křivka řešení se také nazýváintegrální křivkou (integral curve)
poleV.

2. Pro každé zafixovanéu je funkceΦu : U → U zadaná závislostíX →
Φ(u,X) diferencovatelnou bijekcí s diferencovatelným inverzním sobraze-
nímΦ−u.

3. Φ0 = IU ,Φu ◦ Φs = Φu+s. P̌resňeji Φ(s,Φ(u,X)) = Φ(u + s,X). Množina
{Φu|u ∈ R} se nazývájednoparametrickou grupou difeomorfismů, protože
funkceu→ Φu je homomorfismusR do grupy difeomorfismůU.

4. ∂Φ(u,X)/∂u = V(Φ(u,X)). To znamená, že integrální křivky jsou řešeními
obyčejné diferenciální rovnice 1.1

Definujme Riemannovu varietu: (pojem "hladký, hladká"znamená, že daný ob-
jekt má spojité alespǒn 1. derivace)

Definice 1Riemannova varieta(M, g) je reálná hladká varieta M, p∈ M je
libovolný bod, která je vybavena vnitřním součinem gp na každém tečném pro-
storu TpM, který se mění hladce při změně bodu p v tom smyslu, že jsou/li V a
W vektorová pole na M, pak p gp(V(p),W(p)) je hladká funkce. Soubor gp

vniřních součinů se nazýváRiemannova metrika (tensor).
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Budiž (M, g) Riemannova varieta a předpokládejme, žef : M → M je hladká
funkce. Necht’V ∈ TpM a p̌redpokládejme, žeγ(u) je integrální ǩrivka V(p).
To jestγ(0) = p a γ̇(0) = V. Pak f (γ(u)) je křivka v f (p) a její drivace definuje
vektor v T f (p)M, který oznǎcíme D f (p)V. V lokálních soǔradnicích je funkce
f dána jako n-ticef a(x). D fp je lineární transformace (Einsteinovo sumační
pravidlo):

(D fpV)a =
∂ f a

∂xb
Vb .

Definice 2Je-li f : M → M difeomorfismus s vlastností, že pro všechna p∈ M
a pro všechna V,W ∈ TpM platí

g(D fpV,D fpW) = g(V,W) ,

pak se f nazýváisometrieRiemannovy variety(M, g).

Všimněme si, že na levé straně je metrika vf (p) a na pravé straňe jde o metriku
v p. V obecném p̌rípaďe Riemannovy variety je jedinou isometrií identické zob-
razení. Existence isometrie je ekvivalentní existenci symetrie. Nyní za vedeme
definiciKillingova vektorového pole:

Definice 3Jestliže V je vektorové pole jehož tokΦ je jednoparametrická grupa
isometrií, pak se V nazýváKillingovo vektorové pole nebo Killingův vektor.

Killingovo vektorové pole zachovává metriku. Killingova pole jsou infinitesi-
málními generátory symetrií. Toky generované Killingovými poli jsou spojité
isometrie na varietě M. Zjednodušeňe: toky generují symetrie v tom smyslu,
že pohybem každého bodu na nějakém objektu na stejnou vzdálenost ve směru
Killingova vektorového pole zachová vzdálenosti na objektu. Lze dokázat ná-
sledující v̌etu, která vyjaďruje nutné a postǎcující podmínky, aby vektorové pole
V bylo Killingovo vektorové polem:

Věta 2 Vektorové pole V je Killingovo vektorové pole tehdy a pouze tehdy, když
LVg = 0, kde LVg = [V, g] je Liova derivace g vzhledem k vektorovému poli V.

Uvedeme p̌ríklad Killingova vektorového pole:

Příklad 1 Ve 3-dimensionálním Eukleidovském prostoruR3(x, y, z) existuje 6
lineárně nezávislých Killingových polí nad reálnými čísly:

X1 =
∂

∂x
, X2 =

∂

∂y
, X3 =

∂

∂z

X4 = −y
∂

∂z
+ z
∂

∂y
, X5 = −z

∂

∂x
+ x
∂

∂z
, X6 = −x

∂

∂y
+ y
∂

∂x
Grupy transformací generovaných vektorovými poli X1,X2,X3 jsou grupy translací
ve směrech os Ox,Oy,Oz a grupy transformací generované vektorovýmí poli

9



X4,X5,X6 jsou rotace kolem os Ox,Oy,Oz.
Pole X4,X5,X6 jsou zároveň Killingovými vektorovými poli na kouli S2.

1.3 Hodge-ho *-operátor

Necht’L má vniťrní soǔcin (α, β).Definujme naL orientaci a zafixujme jí. De-
finujme operaci∗, kterou nazývámeHodge-ho *-operátor. Je to lineární trans-
formace z

∧p
L na

∧n−p
L

∗ :
p
∧

L→

n−p
∧

L .

Zafixujmeλ v
∧p
L. Zobrazení

µ→ λ ∧ µ

je lineární transformace
∧n−p

L do 1-dimensionálního prostoru
∧n
L. Jelikož

orientace prostoruL definuje ortonormální basiσ na
∧n
L, můžeme psát

λ ∧ µ = fλ(µ)σ

kde fλ je lineární funkcionál na
∧n−p

L. Existuje jednoznǎcný (n − p)−vektor,
který oznǎcíme∗λ, abychom zdůraznili jeho závislost naλ, tak, že

λ ∧ µ = (∗λ, µ)σ .

Tato rovnice definuje∗ zobrazení, které je evidentně lineární z
∧p
L do

∧n−p
L.

Abychom spǒcítali ∗λ pro generátory
∧p
L, je, vzhledem k lineariťe, spǒcítat

∗λ, kde λ = σ1 ∧ . . . ∧ σp, kdeσ1, . . . , σp je ortonormální base. Necht’K
probíhá množinuq = n− p indexů. Pak

λ ∧ σK = (∗λ, σK)σ .

Levá strana je nulová, pokud neníK = {p+ 1, p+ 2, . . . , n}, tudíž

∗λ = cσp+1 ∧ . . . ∧ σn

a konstantac se uřcí, pokud jeK = {p+ 1, p+ 2, . . . , n}¨, takto

σ = λ ∧ σK = c(σK, σK)σ ,

c = (σK, σK) = ±1 ,

∗λ = (σK, σK)σK .

Uvažujeme-li množiny indexůH = {1, . . . , p}, aK = {p+ 1, . . . , n}, máme

∗σH = (σK, σK)σK .

Uvedeme p̌ríklad
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Příklad 2 Mějme 4-prostor se souřadnicemi normalizovanými tak,že

dx1, dx2, dx3, dt

je ortonormální base taková, že(dxi, dxi) = 1 , (dt, dt) = −1. Pak

∗1 = dx1dx2dx3dt

∗(dxidt) = dxjdxk

kde(i, j, k) je cyklické uspořádání,

∗(dxjdxk) = −dxidt

∗(dx1dx2dx3dt) = 1 .
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Kapitola 2

Jednotné odvození Maxwellových rovnic a
Navier-Stokesových rovnic

V této kapitole ukážeme, že formulace rovnic elektomagnetické teorie pole a
rovnic prouďení kapalin lze sjednotit na jednotném základě teorie diferenciál-
ních forem.

2.1 Odvození Maxwellových rovnic

V klasické teorii elektromagnetického pole se zabýváme vztahem mezi násle-
dujícími velǐcinami, které jsou funkcemǐctvěrice (x1, x2, x3, t):

E = elektrické pole H = magnetické pole

B = magnetická indukceJ = hustota elektrického proudu,

D = dielektrický posun ρ = hustota náboje.

Položme (c je rychlost sv̌etla)

α = (E1dx1+E2dx2+E3dx3)(cdt)+ (B1dx2∧dx3+B2dx3∧dx1+B3dx1∧dx2) ,

β = (H1dx1+H2dx2+H3dx3)(cdt)+ (D1dx2∧dx3+D2dx3∧dx1+D3dx1∧dx2) ,

γ = (J1dx2 ∧ dx3 + J2dx3 ∧ dx1 + J3dx1 ∧ dx2)dt− ρdx1 ∧ dx2 ∧ dx3 .

Věta 3 Maxwellovy rovnice teorie elektromagnetického pole mají tvar

dα = 0

dβ + 4πγ = 0

P̌reformulujeme tuto v̌etu v klasickém vektorovém tvaru:

Věta 4 První rovnice věty (3) ve vektorovém tvaru implikuje tyto dvě rovnice:

rot E = −
1
c
∂B
∂t

Faradayův indukční zákon

rot H =
4π
c

J +
1
c
∂D
∂t

Ampérův zákon

druhá rovnice věty (3) ve vektorovém tvaru implikuje tyto dvě rovnice:

div D = 4πρ rovnice kontinuity

div B= 0 neexistence volného magnetismu.



Důkaz v̌ety (3) je technickým cvǐcením a p̌renecháváme hǒctená̌ri, přičemž
věta (4) slouží jako výsledek.
Jestliže použijeme operacid na formuγ, dostáváme

dγ = 0

a po krátkém výpǒctu dostáváme vektorový tvar

divJ+
∂ρ

∂t
= 0

což je rovnice kontinuity pro elektrický tok.
Z rovnice dα = 0 plyne, že nejméňe v každé oblastǐcasoprostoru, která je
stažitelná do bodu, existuje 1-formaλ taková, že

dλ = α .

Zavedeme vektorový potenciálA a skalárA0 tak, že

λ = A1dx1 + A2dx3 + A3dx3 + A0cdt .

Rovnicedλ = αmá ve vektorovém značení tvar

rotA = B

gradA0 −
1
c
∂A
∂t
= E .

Ve vakuu se všechny vztahy zjednoduší:

E = D , H = B ,

J = 0 , ρ = 0 ,

takže Maxwellovy rovnice dostávají tvar

rotE = −
1
c
∂H
∂t

divE = 0

rotH =
1
c
∂H
∂t

divH = 0 .

Zaved’me do 4-prostoru Lorenzovu metriku kde

(dx1, dx2, dx3, dt)

je ortonormální base:

(dxidxj) = δi, j, (dxi, cdt) = 0, (cdt, cdt) = −1 .

Aplikujme Hodgeho∗−operátor:

∗(dx1 ∧ dx2) = −dx3(cdt) , atd.
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∗(dx1 ∧ cdt) = dx2dx3 , atd. .

Vidíme, že
α = (E1dx1 + · · · )(cdt) + (H1dx2dx3 + · · · ) ,

β = −(H1dx1 + · · · )(cdt) + (E1dx2dx3 + · · · ) .

Následňe vidíme, že Maxwellovy rovnice ve vakuu nabývají velice jednoduchý
tvar:

d α = 0

d ∗ α = 0

Vrat’me se ješťe na chvíli k obecnému případu a zaved’me 1-formy:

ω1 = E1dx1 + E2dx2 + E3dx3

ω2 = B1dx2dx3 + B2dx3dx1 + B3dx1dx2

ω3 = H1dx1 + H2dx2 + H3dx3

ω4 = D1dx2dx3 + D2dx3dx1 + D3dx1dx2

ω5 = J1dx2dx3 + J2dx3dx1 + J3dx1dx2

Tyto formy obsahují pouze prostorové diferenciály. Zaved’me symbolemd′

vnější derivaci pouze vzhledem k prostorovým proměnným. Zaved’měcasové
derivace∂/∂t ve tvaru

∂

∂t
(ω1) = ω̇1 = Ė1dx1 + · · ·etc.

P̌ri tomto výb̌eru diferenciálních forem dostávají Maxwellovy rovnice tvar

d′ω1 = −
1
c
ω̇2

d′ω3 =
4π
c
ω5 +

1
c
ω̇4

d′ω2 = 0

d′ω4 = 4πρdx1dx2dc3

Tyto formy využijeme v̌cásti pojednávající o Poyntingově 2-form̌e.

2.2 Odvození Navier-Stokesových rovnic

V této části se budeme věnovat odvození Navier-Stokesových rovnic, přesňeji
řečeno, pouze rovnic Eulerových, což znamená, že nebudeme uvažovat vliv
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viskozity tekutiny. Na rozdíl od odvození rovnic Maxwellových půjdeme zcela
opǎcným sm̌erem: ukážeme, jak z Eulerových rovnic odvodit příslušné diferen-
ciální formy.
Uvažujme tekutinu pohybující se v oblasti prostoruR3. Vektor polohy je jako
obyčejňe

x = (x, y, z) = (x1, x2, x3) .

V každémčasovém okamžikut je rychlostv v boďex

v = v(t, x) = (u, v,w) = (v1, v2, v3) .

Hustota tekutiny je skalár
ρ = ρ(t, x) .

Oznǎcme vektorový plošný element povrchu jakoσ

σ = (dydz, dzdx, dxdy) .

Je-li c3 3-dimensionální pevňe zafixovaná oblast v prostoru, pak změna hmoty
v každém boďex ∈ c3 za jednotkǔcasu je

∂ρ

∂t
dxdydz

takže celková̌casová zm̌ena hmoty vc3 je
∫

c3

∂ρ

∂t
dxdydz.

P̌redpokládáme zachování hmoty v elementuc3, čili musíme vzít v potaz tok
hranicí

∫

c3

∂ρ

∂t
dxdydz= −

∫

∂c3

ρv · σ .

Z Gaussovy v̌ety plyne
∫

∂c3

ρv · σ =
∫

c3

div(ρv)dxdxydz.

Je-lic3 libovolná oblast, pak dostávámerovnici kontinuity

∂ρ

∂t
+ div(ρv) = 0 ,

t.j. nutnou podmínku, kterou musí proudění spľnovat. Následňe odvodíme ňe-
které důsledky.
Položme

Ω = ρ(dx1 − v1dt)(dx2 − v2dt)(dx3 − v3dt)

Abychom spǒcítali dΩ, položme

β = (dx1 − v1dt)(dx2 − v2dt)(dx3 − v3dt) ,
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takže dostáváme

dβ = −
∂v1

∂x1
dx1dtdx2dx3 + dx1

(

∂v2

∂x2
dx2dt

)

dx3 − dx1dx2
(

∂v3

∂x3
dx3dt

)

=

= (div v)dtdx1dx2dx3 ,

dΩ = d(ρβ) = dρ + ρdβ =

=

(

∂ρ

∂t
dt+
∑ ∂ρ

∂xi

)

∧ β + ρ(div v)(dtdx1dx2dx3) =

=

[

∂ρ

∂t
+
∑

vi ∂ρ

∂xi
+ ρ(div v)

]

(dtdx1dx2dx3) .

Tudíž, rovnice kontinuity je ekvivalentní vztahu

dΩ = 0 .

P̌redpokládejme, žěrešení závisí na počátěcní podmínce nebo na jiných para-
metrech

x = x(t, α1, · · · , α3)

tak, žeαi jsou parametry a
∂x
∂t
= v .

Tedy

(dxi − vidt) =
(

∂xi

∂t
dt+
∑ ∂xi

∂α j
dα j
)

− vidt =
∑ ∂xi

∂α j
dα j

takže

Ω = ρ
∂(x1, x2, x3)
∂(α1, α2, α3)

dα1dα2dα3 = A(t, α)dα1dα2dα3 .

JelikoždΩ = 0, plyne odtud, že∂A/∂t = 0, čili

Ω = A(α)dα1dα2dα3 .

To znamená, žeΩ je integrální invariant. Tedy, jsou-lic3, c′3 dvě 3-dimensionální
oblasti ve 4-prostoru (t, x), pak

∫

c3

Ω =

∫

c′3

Ω .

Tedy, máme-li oblastc0
3 v časet0 a je-li tatáž oblastc1

3 v časet1, máme
∫

c0
3

ρdxdydz=
∫

c1
3

ρdxdydz

což znamená, že se hmota v proudění zachovává.
Nyní vyšeťríme dynamický p̌rípad. P̌redpokládejme, že proudění je neviskózní,
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takže tlak je síla na jednotkovou plochu v každém bodě, která působí ve sm̌eru
normály na každý element obsahující tento bod vždy s toutéž velikostí. Budiž

p = p(t, x) = tlak

F = F(t, x) = síla na jednotkovou hmotu.

Budižc3 zafixovaná oblast v prostoru. Celkové zrychlení veškeré hmoty vc3 je
∫

c3

ρ
dv
dt

dxdydz.

V dannémčasovém okamžiku se toto musí rovnat celkové síle působící na veš-
kerou hmotu vc3, která je

∫

c3

ρFdxdydz−
∫

∂c3

pσ .

Použitím Gaussovy v̌ety dostáváme
∫

∂c3

pσ =
∫

c3

(grad p)dxdydz,

tudíž
∫

c3

(

ρ
dv
dt
− ρF + grad p

)

dxdydz= 0 .

Odtud plyne, že
dv
dt
= F −

1
ρ

grad p ,

což jeEulerova pohybová rovnice.
Poznamenejme, že totální derivace je

dv
dt
=
∂v
∂t
+
∑ ∂v
∂xi

vi .

P̌redpokládejme, že sílaF je konzervativní,

F = −grad V

kde
V = V(t, x)

je potenciál.
Hypoteticky p̌redpokládejme, žep aρ jsou funkcionálňe závislé, to jest

dρ ∧ dp= 0 ,

což je nap̌ríklad p̌rípad isotermálního proudění. V tomto p̌rípaďe můžeme defi-
novat funkciq = q(t, x) vztahem

q =
∫ (t,x)

0

dp
ρ
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takže

dq=
dp
ρ
.

Pohybové rovnice lze napsat ve tvaru

dv
dt
= −grad(V + q)

nebo
du
dt
= −grad(V + q), atd.,

to jest
∂u
∂t
+ u
∂u
∂x
+ v
∂u
∂y
+ w
∂u
∂z
= −
∂

∂x
, atd.

Definujmeenergii na jednotku hmoty:

E =
1
2

(v.v) + V + q =

1
2

(u2 + v2 + w2) + V + q .

Závěrem definujmezavířenost (vorticity)

ξ = (ξ, η, ζ) =
(

∂w
∂y
−
∂v
∂z
,
∂u
∂z
−
∂w
∂x
,
∂v
∂x
−
∂u
∂y

)

.

Spǒcítejme

∂E
∂x
+
∂u
∂t
= u+

∂u
∂x
+

(

v
∂v
∂x
+ w
∂w
∂x

)

+
∂u
∂t
+
∂

∂x
(V + q) =

=

(

v
∂v
∂x
+ w
∂w
∂x

)

−

(

v
∂u
∂y
+ w
∂u
∂z

)

=

= vζ − wη

a podobňe

∂E
∂x
+
∂u
∂t
= vζ − wη

∂E
∂y
+
∂v
∂t
= wξ − uζ

∂E
∂z
+
∂w
∂t
= uη − vξ

což je ekvivalentní vektorovému zápisu

grad E+
∂v
∂t
= v × ξ .
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Uvažujme následující diferenciální formu

ω = udx+ vdy+ wdz− Edt .

Máme

dω = (ξdydz+ηdzdx+ζdxdy)+dt(utdx+vtdy+wtdz)−(Exdx+Eydy+Ezdz)dt ,

dω = (ξdxdy+ ηdzdx+ ζdxdy) + dt[(vζ −wη)dx+ (wξ − uζ)dy+ (uη − vξ)dz] .

Obdobňe jako výše, jsou-lic2, c′2 dvě 2-dimensionální oblasti ve 4-prostoru
(t, x), pak

∫

c2

dω =
∫

c′2

dω .

Tedy, máme-li oblastc0
2 v časet0 a je-li tatáž oblastc1

2 v časet1, máme
∫

c0
2

(ξdydx+ ηdzdx+ ζdxdy) =
∫

c1
2

(ξdydx+ ηdzdx+ ζdxdy) .

Tento výsledek se nazýváHelmholtzova věta o zachování zavířenosti.
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Kapitola 3

Jednoduché aplikace teorie diferenciálních
forem v elektromagnetismu

V této krátǩe kapitole uvedeme stručný p̌rehled a charakteristiku jednotlivých
typů diferenciálních forem v prostoruR3. Sousťredíme se výlǔcně na oblast
elektromagnetického (EM) pole. Jak jsme zmínili v úvodu, diferenciální formy
jsou integrandy.

3.1 0-formy: skalární potenciály

0-formy jsou funkce a jsou "integrovány"tím způsobem, že jsou počítány v
boďe, čili oblastí integrace je bod. Příkladem je funkce 3x a obecný tvar je
f (x, y, z, · · · ) a tvǒrí koeficienty u forem vyššíhǒrádu.

3.2 1-formy: intensita pole

1-formy mají oblastí integrace křivky. Příkladem je 1-formay2dx+zdya obecný
tvar jeα1dx+α2dy+α3dz. V teorii EM jde nap̌ríklad o velǐciny: intenzita elek-
trického poleE, intenzita magnetického poleH a jde v podstaťe o vektory. 1-
forma je reprezentována graficky jako plocha v prostoru. Pro konzervativní pole
jsou plochy asociované s 1-formou ekvipotenciálními plochami. Například dife-
renciáldx je reprezentován plochami kolmými k osex, dy reprezentuje plochy
kolmé k osey a diferenciáldz representuje plochy, které jsou kolmé k osez.
Lineární kombinace diferenciálů má plochy, které jsou v obecné poloze k sou-
řadným osám.

3.3 2-formy: hustota toku (flux density), hustota proudu
(current density)

2-formy mají oblastí integrace plochy. Příkladem je 2-formaeydxdy+ exdzdxa
obecný tvar 2-formy jeβ1dydz+ β2dzdx+ β3dxdy. V teorii EM jde nap̌ríklad
o veličiny: hustota elektrického tokuD, hustota magnetického tokuB, hustota
elektrického prouduJ a jde v podstaťe o vektory. Geometricky lze 2-formy re-
presentovat jako "trubky", které spojují zdroje toků. Například 2-formadxdyje
reprezentována plochami 1-foremdx ady, které jsou na sebe superponovány.
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3.4 3-formy: hustota náboje

Některé skalární veličiny jsou hustoty a mohou být integrovány přes objem.
Pro jiné skalární velǐciny, jako nap̌ríklad elektrický potenciál, nemá objemový
integrál žádný význam.Příkladem 3-formy je (x+ y)dxdydza jejich obecný tvar
je gdxdydz. V teorii EM jde nap̌ríklad o hustotu elektrického nábojeρ. 3-formy
jsou representovány třemi množinami ploch v prostoru, které se protínají tak,
aby tvǒrily kvádry.

3.5 Vnější sou čin a Poyntingova 2-forma

Uvažujme formy

ω1 = E1dx1 + E2dx2 + E3dx3

ω2 = B1dx2dx3 + B2dx3dx1 + B3dx1dx2

ω3 = H1dx1 + H2dx2 + H3dx3

ω4 = D1dx2dx3 + D2dx3dx1 + D3dx1dx2

ω5 = J1dx2dx3 + J2dx3dx1 + J3dx1dx2

které jsme zavedli v̌cásti, kde jsme odvozovaly Maxwellovy rovnice. Zaved’me
formu

c
4π
ω1 ∧ ω3 = S1dx1 + S2dx2 + S3dx3 .

Výpočtem a p̌revedením do vektorového tvaru dostávámePoyntingův vektor
toku energieS

S =
c

4π
E × H ,

kde× je klasický vektorový soǔcin. Nyní můžeme formulovat tzv. Poyntigovu
větu:

Věta 5 Poyntingova věta.Platí

c
4π

Ḃ.H + E.J +
c

4π
E.Ḋ + divS = 0 .

Důkaz Budiž op̌et d′ vnější derivace pouze vzhledem k prostorovým proměn-
ným. Pak máme

d′(ω1 ∧ ω3) = d′ω1 ∧ ω3 − ω1 ∧ d′ω3 =

= (−
1
c
ω̇2) ∧ ω3 − ω1 ∧ (

4π
c
ω5 +

1
c
ω̇4) =
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= −
1
c
ω̇2 ∧ ω3 −

4π
c
ω1 ∧ ω5 −

1
c
ω1 ∧ ω̇4 .

Nyní stǎcí výsledek p̌revést op̌et do vektorového tvaru.

Pro ťelesa v klidu p̌redpokládejme, žeD = κE, B = µH, kde dielektrická kon-
stantaκ a permeabilitaµ jsou konstantní v̌case. Pak Poyntingova věta p̌rechází
na

−
∂u
∂t
= divS+ E.J ,

kde

u =
1
8π

(κE2 + µH2)

je hustota energie pole. VeličinaE.J se nazývátepelná chemická aktivita.
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Kapitola 4

Modely pro statistickou teorii turbulence kapalin

V této kapitole se budeme zabývat matematickými prostředky nutnými pro sta-
tistický popisem prouďení tekutin, odvodíme statistické rovnice z rovnic Navier-
Stokesových p̌ričemž, v důledku nelinearit, uvidíme,ře jde ve skutěcnosti o ne-
koněcný systém parciálních diferenciálních rovnic a v závěru, na dvou p̌ríkla-
dech, ukážeme jak tento nekonečný systém p̌revést (uzav̌rít), abychom dostali
systém koněcný.

4.1 Statistický popis proud ění kapalin

Základnimi pojmy matematicko-statistického popisu pohybu tekutin, zvláště
pak turbulentního prouďení, jsou pojmy střední hodnota a korelační funkce.

4.1.1 Pojem st řední hodnoty pro náhodné veli činy a ná-
hodná pole

Mějmečaso-prostorovou funkcif (x1, x2, x3, t) = f (x, t).

Definice 4Střední hodnotou nazveme výraz

f (x1, x2, x3, t) =
∫ ∫ ∫ ∞

−∞

∫

f (x1 − ξ1, x2 − ξ2, x3 − ξ3, t − τ)× (4.1)

× ω(ξ1, ξ2, ξ3, τ)dξ1dξ2dξ3dτ, (4.2)

(4.3)

kde
ω(ξ, t)

je nějaká váhová ¨funkce (většinou nezáporná), která splňuje normovací pod-
mínku

∫ ∫ ∫ ∞

−∞

∫

ω(ξ1, ξ2, ξ3, τ)dξ1dξ2dξ3dτ = 1.

Pokud je funkceω rovna nule vňe ňejaké 4-rozm̌erné oblasti a je uvnitř této
oblasti konstantní, dostáváme klasickou definici střední hodnoty. Položíme-li
ω(ξ, τ) = ω(ξ)δ(τ) neboω(ξ, τ) = ω(τ)δξ, kde δ je Diracova distribuce, do-
stáváme prostorovou, připadňe časovou ťrední hodnotu v p̌rípaďe, že funkce
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ω(ξ), ω(τ) jsou konstantní na ňejaké koněcné podoblastiΩ × T ⊂ (−∞,∞)3 ×

(−∞,∞) a nulové vňe této. Je ťreba si uv̌edomit, že sťrední hodnota bude závi-
set na volb̌e funkceω. Ukázalo se, že jakákoliv volba funkceω musí spľnovat
následujících 5 vztahů (O. Reynolds, 1894):

Definice 5Reynoldsovy podmínky.Necht’ f, g jsou funkce. Střední hodnotaf
funkce f musí splňovat následujících pět vztahů

1. f + g = f + g

2. a f = af , je-li a = const.

3. a = a, je-li a = const.

4. ∂ f
∂s =

∂ f
∂s, kde s∈ {x1, x2, x3, t}

5. f g = f g

Podmínku 4 je možné zam̌enit obecňejší podmínkou zám̌eny operace střeďení a
limitního p̌rechodu

lim
n→∞

fn = lim
n→∞

f n.

Položíme-li ve vzorci 5 p̌redchozí definice postupně g = 1, g = h, g = h′ =
h − h(čárka bude vždy znamenat perturbaci - odklonění od sťrední hodnoty) a
použitím rovností 1 a 3 definice 5, dostáváme důležité vztahy

f = f , f ′ = f − f = 0, f h = f h, f h′ = f h′ = 0

Je žrejmé, že podmínky 1 – 4 budou spněny p̌ri jakékoliv definici sťrední hod-
noty 4.1, t.j. funkceω. Jinak to je s podmínkou 5. Lze ukázat, že zvolíme-li
interval, p̌res který pǒcítáme prostorovoǔci časovou sťrední hodnotu, nikdy
nebude podmínka 5 splněna zcela p̌resňe at’ bude interval jakkoliv dlouhý.
Nicméňe v praktických výpǒctech lze sťrední hodnotu pǒcítat s dostatěcnou
přesností. Tento problém souvisí s podmínkou ergodicity, která, VELICE HRUBĚ,
říká, že chování střední hodnoty p̌res dostatěcně velkou množinu (ansámbl)
funkcí je stejné jako chování jednoho prvku ansámblu - jedné funkce - přes
dostatěcně dlouhýčasový interval. To vede k teoreticko/pravďepodobnostnímu
- statistickému- přístupu studia teorie turbulence.
Základem statistického přístupu k teorii turbulence je přechod od analýzy jed-
noho turbulentního proudění ke zkoumání statistického ansámblu analogických
prouďení, které jsou zadány nějakým souborem zafixovaných vnějších podmí-
nek.
Uvažujme soubor vektorů rychlostiu1(x, t) a dále uvažujme tzv. charakteristiku
χu1(x,t)(u′, u′′), která je rovna nule, je-liu1(x, t) > u′′ a u1(x, t) ≤ u′ a v p̌rípade,
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že jeu′ < u1(x, t) < u′′ pak je charakteristika rovna 1.Číslo p(u′, u′′), kolem
kterého sťrední hodnota, získaná např. relativní frekvencí velkého počtu experi-
mentálních m̌ěrení ve kterých je splňena nerovnostu′ < u1(x, t) < u′′, osciluje,
se nazývápravděpodobnostítoho, žeu1(x, t) nabývá hodnot v intervalu [u′, u′′].
Totočíslop(u′, u′′) může být oby̌cejňe vyjáďreno integálem p̌res interval [u′, u′′]
z nějaké nezáporné funkcep(u), která se nazýváhustotou rozdělení pravděpo-
dobností, nebo krátcehustotou pravděpodobnostíveličiny u1(x, t). Konkrétní
hodnotau1(x, t), pozorovaná v jednom z experimentů, se nazývávýběrovou
hodnotouneborealizací x1−složky vektoru rychlosti.
Fakt existence hustotyp(u) je možné zapsat ve tvaru rovnosti

P{u < u1(x, t) < u+ du} = p(u)du,

kde oznǎceníP{· · · } oznǎcuje pravďepodobnost jevu, který je uveden v závor-
kách. Tudíž statistická střední hodnotau1(x, t) se následujícím způsobem vyjá-
dří prosťrednictvímp(u)

u1(x, t) =
∫ ∞

−∞

up(u)du.

Soǔcasňe znalost hustoty pravděpodobnosti umož̌nuje také definovat teoreticko-
pravďepodobnostní střední hodnotu libovolných funkcíu1(x, t):

F[u1(x, t)] =
∫ ∞

−∞

F(u1)p(u)du.

V teorii pravďepodobnosti jsou veličiny u, které mají definovanou hustotu prav-
děpodobnosti, nazýványnáhodnými veličinami; soubor všech možných prav-
děpodobnostíp(u′, u′′) = Pu′ < u < u′′ odpovídajících velǐcině u, se nazývají
jejím rozdělením pravděpodobnosi. Tudíž, z pohledu teorie pravděpodobnosti
je hodnota rychlosti v boďe turbulentního prouďení p̌redstavuje náhodnou veli-
činu, která je charakterizovaná rozdělením pravďepodobnosti.
Zatím jsme mluvili pouze o hodnotě u1(x, t) složky rychlosti v zafixovaném
bodux a v zafixovaném̌casovém okamžikut. Avšak analogickým způsobem
můžeme p̌ristoupit i ke všem soǔradnicímu1(x, t), t.j. k funkciu1(x, t) = u1(x1, x2, x3, t),
čili k poli.
Abychom mohli o poliu1(x, t) mohli mluvit jako onáhodném poli, je p̌redňe
nutné, aby hodnotau1(M) = u1(x, t) tohoto pole v libovolném zafixovaném
boďe M = (x, t) časo-prostoru byla náhodnou veličinou. Proto je nutné, aby
každé kombinaci hodnotx at odpovídala hustota pravděpodobnostipM(u), která
závisí od boduM = (x, t). To však není všechno. Pro libovolné dvě velǐciny
u1(M1 = u1(x1, t1) a u1(M2 = u1(x2, t2) složky rychlostiu1 musí být sťrední
aritmetická hodnota libovolných funkcí od těchto velǐcin statisticky stabilní. To
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znamená, že pro veličiny u1(M1) a (u1(M2) musí existovatdvourozměrná hus-
tota pravděpodobnostipM1M2(u1, u2) definovaná vztahem

P{u1 < u1(M1) < u1 + du1, u2 < u1(M2) < u2 + du2} = pM1M2(u1, u2)du1du2.

Totéž platí i v p̌rípaďeN bodůčaso-prostoruM1 = (x1, t1),M2(x2, t2), · · · ,MN(xN, tN).
N-rozměrná hustota pravděpodobnosti

pM1M2...MN(u1, u2, · · · , uN) (4.4)

je definována vztahem

P{u1 < u1(M1) < u1+du1, u2 < u1(M2) < u2+du2, · · · , uN < u1(MN) < uN+duN} =

= pM1M2...MN(u1, u2, · · · , uN)du1du2 . . .duN.

Funkce (4.4) musí být všechny nezáporné a integrál každé z nich podle všech
jejích prom̌enných p̌res celýčaso-prostor musí být roven 1:

∫ ∫ ∞

−∞

· · ·

∫

pM1M2...MN(u1, u2, · · · , uN)du1du2 . . .duN = 1.

Navíc, z definice 4.4 plyne, že pro všechnyM1,M2, · · · ,MN musí platit

pM1M2...MN(u1, u2, · · · , uN) = pMi1,Mi2···MiN
(ui1, ui2, · · · , uiN),

kde i1, i2, · · · , iN je libovolná permutacěcísel 1, 2, · · · ,N. dále, je-lin < N, pak
pro libovolnýchN bodůM1,M2, · · · ,Mn,Mn+1, · · · ,MN musí platit

pM1...Mn(u1, · · · , un) =
∫ ∞

−∞

· · ·

∫ ∞

−∞

pM1...MnMn+1...MN

(u1, · · · , un, un+1, · · · ,UN)dun+1 · · ·duN.

Libovolná množina nezáporných funkcí (4.4) majících předchozí vlastnosti a
takových, že

∫ ∞

−∞
pM(u)du = 1 pro každéM = (x, t) definuje ňejaké rozďelení

pravďepodobnosti v prostoru funkcíu1(M) = u1(x, t) od čtyřech prom̌enných.
- to znamená, že je zadáno náhodné poleu1(M) = u1(x, t). Pravďepodobnostní
sťrední hodnotaF libovolné funkceF(u1, · · · , uN) závislé na hodnotáchu1 =

u1(M1), u2 = u1(M2), · · · , uN = u1(MN) je definována jako integrál

F =
∫ ∞

−∞

· · ·

∫ ∞

−∞

F(u1, · · · , uN)

pM1M2...MN(u1, u2, · · · , uN)du1 · · ·duN,

kde pM1M2...MN(u1, u2, · · · , uN)du1 · · ·duN je odpovídající hustota pravděpodob-
nosti (4.4).
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4.1.2 Pojem momentů pro náhodné veli činy a náhodná
pole

V této části zavedeme pojem momentů.

Definice 6Momenty náhodných veličin.Momenty systému N náhodných veli-
čin u1, u2, · · · , uN s N−rozměrnou hustotou pravděpodobnosti p(u1, p2, · · · , uN)
nazýváme výrazy

Bk1k2···kN = uk1

1 uk2

2 · · ·u
kN

N =
∫ ∫ ∞

−∞

· · ·

∫

uk1

1 uk2

2 · · ·u
kN

N p(u1, u2, · · · , uN)du1du2 · · ·duN,

kde k1, k2, · · · , kN jsou celá nezáporná čísla, jejichž součet
∑N

i=1 ki se nazývá̌rád
momentu.

Okamžiťe vidíme, že momenty prvníhǒrádu jsou sťrední hodnoty. Spolěcně s
obyčejnými momentyBk1k2···kN jsou ňekdy užitěcné ňekteré jejich speciální kom-
binace. Nap̌ríklad sečasto používají tzv. centrální momenty, t.j. momenty od-
chylek velǐcin u1, u2, · · · , uN od jim odpovídajících středních hodnot:

bk1k2···kN = (u1 − u1 )k1(u2 − u2 )k2 · · · (uN − uN )kN.

Odstraníme-li závorky na pravé straně, lehce vyjáďríme centrální momentbk1k2···kN

prosťrednictvím momentůBk1k2···kN. Nap̌ríklad proN = 1 dostáváme

b1 = 0, b2 = B2 − B2
1, b3 = B3 − 3B1B2 + 2B3

1

b4 = B4 − 4B1B3 + 6B2
1B2 − 3B4

1, . . .

Nadefinujme pojem tzv. charakteristické funkce:

Definice 7Fourierova transformace hustoty pravděpodobnosti

φM1M2···MN(θ1, θ2, · · · , θN) =
∫ ∫ ∞

−∞

· · ·

∫

ei
∑N

i=1 θkuk pM1M2...MN(u1, u2, · · · , uN)du1d2 · · ·duN

se nazývácharakteristická funkceodpovídající rozdělení pravděpodobnosti. Je
zřejmé, že charakteristickou funkci můžeme vyjádřit ve tvaru

φM1M2···MN(θ1, θ2, · · · , θN) = ei
∑N

i=1 θkuk. (4.5)

Momenty náhodných veličin lze vyjáďrit pomocí charakteristické funkce takto

Bk1k2···kN = (−i)K ∂
Kφ(θ1, · · · , θN)

∂θ
k1

1 ∂θ
k2

2 , · · · , ∂θ
kN

N

∣

∣

∣

∣

∣

θ1=θ2=···=θN=0
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K = k1 + k2 + · · · + kN.

Charakteristická funkce se ukazuje velice užitečnou p̌ri výpočtech momentů a
v další kapitole ukážeme užitečnost jejího zobecňení pro p̌rípad funkcionálů.
V dalším zobecníme předchozí definice pro případ náhodných polí. Uvažujme
náhodnou funkciu(M) závislou na boduM časoprostoru.

Definice 8Momenty K-tého řádunáhodného pole u(M) se nazývají hodnoty
součinů K hodnot pole:

Buu···u(M1,M2, · · · ,MK) = u(M1)u(M2) · · ·u(MK).

Vidíme, že tyto momenty jsou funkcemi 4K proměnných. Není vyloǔcen p̌rí-
pad, kdy ňekteré z bodůM1,M2, · · · ,MK mohou být totožné. Počet navzájem
různých bodů uřcuje typ momentu.
Sťrední hodnoty soǔcinu hodnot ňekolika různých náhodných polí, které jsou
navzájem statisticky svázané, se nazývajísmíšenými momentytěchto polí. Na-
příklad pole vektoru rychlostiu(M) = u1(M), u2(M), u3(M) bude mít 3K růz-
ných (oby̌cejných i smíšených) momentůřáduK, které tvǒrí dohromady jeden
3-dimensionální tensorK−téhořádu. Speciálňe, důležité budou 2-bodové mo-
menty druhého a třetíhořádu pole rychlostí, které jsou složky tensorů druhého
a ťretíhořádu:

Bi j (M1,M2) = ui(M1)u j(M2),

Bi j,k(M1,M2) = ui(M1)u j(M1)uk(M2).

Velice často se používajíkorelační funkce, což jsou2-bodové momenty dru-
héhořádu. Korelǎcní funkceBuu(M1,M2) = u(M1)u(M2) poleu(M) má žrejmě
následující vlastnosti

Buu(M1,M2) = Buu(M2,M1)

a
n
∑

i=1

n
∑

j=1

Buu(Mi,M j)cic j ≥ 0

pro libovolná celá nezápornán a reálná̌císlac1, · · · , cn. Smíšený 2-bodový mo-
mentBuv(M1,M2 se nazývávzájemná korelační funkcepolí u, v. Centrální 2-
bodové momenty druhéhořádu

buu(M1,M2) = [u(M1) − u(M1)][u(M2) − u(M2)] =

= Buu(M1,M2) − u(M1)u(M2)

a
buv(M1,M2) = [u(M1) − u(M1)][v(M2) − v(M2)] =

= Buv(M1,M2) − u(M1)v(M2)

definují korelǎcní funkce pulsací odpovídajících polí.
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4.2 Momentové rovnice a problém jejich uzavírání

V této části se budeme věnovat statistické analýzeřešení základních dynamic-
kých rovnic prouďení nestlǎcitelných viskózních kapalin - Navier-Stokesovým
(NS) rovnícím, doplňeným rovnicí kontinuity. Odvození NS je prvořaďe fyzi-
kální podstaty a my je p̌revezmeme ad hoc.Navier-Stokesovy rovnicespolu s
rovnicí kontinuity mají následující tvar:

∂Ui

∂t
+ Uk

∂Ui

∂xk
= −

1
ρ

∂P
∂xi
+ ν
∂2Ui

∂xk∂xk
, i, k = 1, 2, 3 (4.6)

∂Ui

∂xi
= 0 (4.7)

kde {Ui, i = 1, 2, 3 je pole rychlostí,P je tlak,ρ je hustota kapaliny,ν je kine-
matická viskozita.
Aby byla úloha korektňe definovaná, m̌eli bychom ješťe zadat pǒcátěcní a okra-
jové podmínky, ale vzhledem k úloze, kterou chcemeřešit, jsou tyto nepodstatné
- jde nám o strukturu dynamických rovnic - nebudeme výše zmínšné podmínky
v tomto okamžiku specifikovat.
Využijeme výsledků p̌redchozíčásti a definujeme rozklad turbulence u složek
rychlostního pole a tlaku na střední hodnotu a fluktuǎcní složku:

Ui = Ui + ui, P = P+ p.

Dosazením ťechto rozkladů do rovnic (4.6) a (4.7) dostáváme následující rov-
nice pro sťrední tok:

∂U i

∂t
+ Uk

U i

∂xk
+
∂uiuk

∂xk
= −

1
ρ

∂P
∂xi
+ ν
∂2U i

∂xk∂xk
, (4.8)

∂U i

∂xi
= 0. (4.9)

P̌ri odvozování rovnice (4.8) byl nelineárníčlenUi∂Uk/∂xk transformován po-
užitím rovnice kontinuity na p̌ríjemější tvar∂UiUk/∂xk. Rovnice (4.8) se oby-
čejňe nazývajíReynoldsovy rovnice.
Vidíme, že v důsledku nelinearity Navier-Stokesových rovnic se na pravé strané
Reynoldsových rovnic objevil nový̌clen - neznámá veličina - −ρuiuk−ρuiuk.
Odvodíme rovnici pro tentǒclen. Nejďríve oděcteme rovnice pro střední hod-
notu (4.8), (??) od rovnic Navier-Stokesových abychom dostali

∂ui

∂t
+ Uk

∂ui

∂xk
+ uk
∂U i

∂xk
+
∂uiuk

∂xk
−
∂uiuk

∂xk
= −

1
ρ

∂p
∂xi
+ ν
∂2ui

∂xk∂xk
, (4.10)

∂ui

∂xi
. (4.11)
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Analogicky získáme rovnici prou j

∂u j

∂t
+ Uk

∂u j

∂xk
+ uk
∂U j

∂xk
+
∂u juk

∂xk
−
∂u juk

∂xk
= −

1
ρ

∂p
∂x j
+ ν
∂2u j

∂xk∂xk
. (4.12)

Vynásobíme-li rovnici (4.10) veličinouu j a rovnici (4.12) velǐcinouui, sěcteme-
li pak oba výsledky a provedeme operaci vzetí střední hodnoty výsledku, dosta-
neme

∂uiu j

∂t
+ Uk

∂uiu j

∂xk
= −u juk

∂Ui

∂xk
− uiuk

∂U j

∂xk
−
∂uiu juk

∂xk
−

−
1
ρ

[

u j
∂p
∂xi
+ ui
∂p
∂x j

]

− 2ν
∂ui

∂u j

∂u j

∂xk
+ ν
∂2 uiu j

∂xk∂xk
. (4.13)

Jak je viďet, v rovnici prouiuk se díky nelineariťe v Navier-Stokesových rovni-
cích objevila další neznámá veličina, ale nyní již ťretíhořádu ∂uiu juk

∂xk
.

Základní úlohou tohoto p̌rístupu je, jakým způsobem "uzavřít"řeťez rovnic smys-
luplným způsobem. Zjevňe zde nepomůže žádná matematická metoda a je po-
třeba důsledňe hledaťrešení v oblasti fyziky tak, aby výsledný uzavřený systém
byl fyzikálně smysluplný.
Zcela opǎcné problémy uvidíme v kapitole o funkcionální formulaci problému
turbulence, p̌red kterým stojí naopak potřebařešitčisťe matematické problémy.

4.3 Aplikace 1: Reynoldsovy rovnice pro proud ění kapalin

Efekt turbulence na střední tok může být objasněn mnohem lépe, přepíšeme-li
Reynoldsovy rovnice do tvaru

∂ρUi

∂t
= ρUk

∂Ui

∂xk
= −
∂P
∂xi
+
∂

∂xk

(

ρν
∂Ui

∂xk
− ρuiuk

)

. (4.14)

Dodatěcné velǐciny −ρuiuk na pravé straňe rovnice mají rozm̌er nap̌etí a jsou
způsobeny turbulentním pohybem. Nazývají seReynoldsova napětía jejich
efekt na sťrední proud je podobný zvýšení viskozity pro laminární proudění.
Zmíněná nap̌etí tvǒrí tensor 2.̌rádu

uiu j =



























u2
1 u1u2 u1u3

u2u1 u2
2 u2u3

u3u1 u3u2 u2
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4.4 Aplikace 2: k- ǫ model turbulentního proud ění

Další aplikací obecné teorie rozkladu dynamiky turbulentního proudění do série
momentových rovnic je tzv.k-ǫ model turbulentního prouďení. Systém rovnic
byl odvozen semi-empiricky. Model platí pro vysoká Reynoldsovačísla.
Reynoldsovǒcíslo je bezrozm̌erná velǐcina a je definováno takto

Re=
v l
ν
,

kde V je sťrední rychlost prouďení kapaliny,L je charakteristická délka pro-
sťredí, ve kterém prouďení probíhá aν je kinematická viskozita. Nejdříve uve-
deme systém rovnic a pak popíšeme jednotlivé proměnné.

∂k
∂t
+ U j

∂k
∂x j
= νt

(

∂U i

∂x j
+
∂U j

∂xi

)

∂U i

∂x j
− ǫ +

∂

∂x j
(νt
∂k
∂x j

) + ν
∂2

∂x j∂x j
,

∂ǫ

∂t
+ U j

∂ǫ

∂x j
= cǫ1

ǫ

k
νt

(

∂U i

∂x j
+
∂U j

∂xi

)

∂U i

∂x j
− cǫ2
ǫ2

k
+
∂

∂x j
(νt
∂k
∂x j

) + ν
∂2ǫ

∂x j∂x j
,

−uiul = νt

(

∂U i

∂xl
+
∂U l

∂xi

)

−
2
3

kδil

kdeνt = cµ k2

ǫ
je turbulentní viskozita,cµ ≈ 0.09,cǫ1 ≈ 1.44,cǫ2 ≈ 1.92.

Modelový koeficientcǫ2 byl získán z "decay laws"pro homogenní isotropní tur-
bulenci,cµ byl získán experimentálně p̌ri prouďení kanálem p̌ri vysokých Rey-
noldsovýcȟcíslech a koeficientCǫ1 byl vydedukován tak, aby co nejlépe mode-

loval vztah−uiu j
∂U i

∂x j
.
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Kapitola 5

Funkcionální formulace turbulentního proud ění

V této části zobecníme teoreticko-pravděpodobnostní metodu předchozí kapi-
toly z prostoru funkcí na prostor funkcionálů. Tento přístup nám umožní for-
mulovat původňe nelineární úlohu v prostoru funkcí na úlohu lineární v pro-
story funkcionálů. Jak uvidíme v dalším, problémřešení nekoněcného systému
nelineárních parciálních diferenciálních rovnic je převeden na problém̌rešení
lineární parciální diferenciální rovnice s funkcionálními derivacemi,čili na pro-
blém hledání funkcionálu na prostoru funkcí. Zpočátku uvedeme stručný úvod
do obecné problematiky funkcionálních derivací, poté tyto výsledky budeme
aplikovat na charakteristický funkcionál, což je rošířrní ďríve zavedeného pojmu
charakteristické funkce. poté odvodíme tzv. Hopfovu rovnici a zmíníme některé
její důsledky.

5.1 Stru čný úvod do problematiky funkcionálních derivací

Pro jednoduchost zpočátku uvažujme místo náhodného pole, které závisí na
čtyřech prom̌enných, náhodnou funkciu(x) závislou na jedné prom̌enné defino-
vané na koněcném intervalua ≤ x ≤ b osyx. Funkceu(x) je zadána všemi mož-
nými rozďeleními pravďepodobnosti pro její hodnotyu(x1), u(x2), . . . , u(xN), kde
x1, x2, . . . , xN je N libovolných bodů, takových, žea ≤ xk ≤ b. Nyní, budeme
zvětšovatN→ ∞ a bodyxk budeme vybírat tak, aby vzdálenostxk+1−xk konver-
govala k nule. Jako hodnoty parametruθk vybereme zvolíme výrazθ(xk)(xk+1 −

xk), kde θ(x) je nějaká funkce na intervalu [a, b]. Je-li funkceθ(x) taková, že
integrál

u[θ(x)] =
∫ b

a
θ(x)u(x)dx (5.1)

existuje skoro všude pro všechny realizace funkceu(x) (nap̌ríklad v Lebesgu-
eov̌e smyslu), pak limita

∑N
k=1 θkuk pro N → ∞ bude konvergovat k integrálu

(5.1). Limitním p̌rechodem proN→ ∞ výrazu (refcharfunkce), dostáváme

Φ[θ(x)] = exp{iu[θ(x)]} = exp
{

i
∫ b

a
θ(x)u(x)dx

}

. (5.2)

Výraz (5.2) p̌riřazuje každé funkciθ(x) nějaké komplexní̌císlo, t.j.Φ[θ(x)] je
funkcí funkce - je tofunkcionál. Tento funkcionál nazývámecharakteristický



funkcionál náhodné funkceu(x).
Nyní budeme definovat pojem funkcionální derivace. FunkcionálΦ[θ(x)] se na-
zývá diferencovatelným v bodě θ0(x)], jestliže:

δΦ[θ0(x)] = Φ[θ(x) + δθ(x)] − Φ[θ0(x)] =
∫ b

a
A(x)δθ(x)dx+O

[

∫ b

a
|δθ(x)|dx

]

jinak řečeno, jestliže existuje derivaceδ0Φ[θ0(x)] = ∂
∂hΦ[θ0(x) + hθ1(x)]|h=0,

která může být vyjáďrena ve tvaruδ0Φ[θ0(x)] =
∫ b

a
A(x)θ1(x)dx. Hodnota funkce

A(x) v boďe x = x1 se nazýváfunkcionální (variační) derivacefunkcionálu
Φ[θ0(x)] vzhledem kθ(x) v boďe x = x1. vzhledem k tomu, žeA(x) je koeficien-
tem uδθ(x)dx v lineárníčásti p̌rírustkuθΦ[θ0(x)], používá se pro funkcionální
derivaci oznǎcení

δΦ[θ0(x)]
δθ(x)dx

= A(x).

Toto znǎcení podtrhuje také ten fakt, že funkcionální derivace je dvojnou limi-
tou

δΦ[θ0(x)]
δθ(x)dx

= lim
|δθ(x)|→0,∆x→0

Φ[θ0(x) + δθ(x)] − Φ[θ0(x)]
∫

δx
δθ(x)dx

,

kde výrazemδθ(x) je chápána funkce, která je nenulová pouze na malém inter-
valu délky∆x obsahující bodx.
Nejjednodušším p̌ríkladem diferencovatelného funkcionálu je funkcionálΦ[θ(x)] =
∫ b

a
A(x)θ(x)dx, kde je žrejmě

δΦ[θ0(x)]
δθ(x)dx

= A(x).

Tento zápis je trochu nekorektní, protože funkcionální derivace by měla závi-
set na hodnotě funkceθ(x), ve které de funkcionální derivace počítá. Proto je
korektňeji

δΦ[θ0(x)]
δθ(x1)dx1

= A[θ0(x); x1].

Tuto první funkcionální derivaci můžeme opět derivovat podle funkceθ(x) v
boďe x2:

δ

δθ(x2)dx2

[

δΦ[θ0(x)]
δθ(x1)dx1

]

=
δ2Φ[θ(x)]

δθ(x1)dx1δθ(x2)dx2
.

Nejjednodušším p̌ríkladem dvakrát diferencovatelného funkcionálu je

Φ[θ(x)] =
∫ b

a

∫ b

a
A(x, x′)θ(x)θ(x′)dxdx′.

V tomto p̌rípaďe je

δ2Φ[θ(x)]
δθ(x1)dx1δθ(x2)dx2

= A(x1, x2) + A(x2, x1).
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Analogicky se definují funkcionální derivace vyššíhořádu: n-tá funkcionální
derivace (existuje-li)

δnΦ[θ(x)]
δθ(x1)dx1 · · · δθ(xn)dxn

je funkcionálem vzhledem kθ(x), který závisí nan bodechx1, · · · xn. Dalším
rozší̌rením definice funkcionální derivace naN−dimensionální p̌rípadΦ[θ(x)] =
Φ[θ1(x), · · · , θN(x)]. Tak nap̌ríklad je první a druhá funkcionální derivace funk-
cionálu (analogicky k jedodimensionálnímu případu)

∂

∂h
Φ[θ1(x), · · · , θi(x) + hθ0i (x), · · · , θN(x)]|h=0 =

=

∫

Ai[θ(x); x1]θ
0
i dx1,

Φ[θ(x)]
δθi(xi)dx1

= Ai[θ(x); x1]

δ2Φ[θ(x)]
δθi(x1)dx1δθ j(x2)dx2

= Ai j [θ(x); x1, x2].

5.2 Charakteristický funkcionál

Budeme definovat charakteristický funkcionál pro statistický popis rychlostního
poleu(x, t) turbulentního toku. Funkcionál má tvar

Φ[θ(x, t)] = Φ[θ1(x, t), θ2(x, t), θ3(x, t)] =

= exp
{

i
∫ ∫ ∞

−∞

∫ ∫ 3
∑

k=1

θk(x, t)uk(x, t)dxdt
}

.

Zvolíme-li speciálňe

θ(x, t) =
N
∑

k=1

θkδ(x − xk)δ(t − tk)

kdeδ je Diracova distribuce, dostaneme charakteristické funkce rozdělení prav-
děpodobnosti pro hodnotyu(xk, tk) poleu(x, t) na koněcné množiňe bodůčaso-
prostoru

(x1, t1), (x2, t2), · · · , (xN, tN).

Všechny koněcně dimensionální rozďelení pravďepodobností pak mohou být
jednoznǎcně získány z funkcionáluΦ[θ(x, t)].
Z důvodu zjednodušení zápisu zavedeme následující označení:

(θ • u) =
∫

θ(M)u(M)dM,
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kdedM = dxdt, dále
Φ[θ(x, t)] = exp{iθ • u}. (5.3)

Také zavedeme zkrácené značení pro operátor variační derivace

D j(M) =
δ

δθ j(M)dM
.

Pak máme nap̌ríklad

D j(M)Φ = i u j(M)exp{i(θ • u)},

D j(M1)Dk(M2) = −u j(M1)uk(M2)exp{i(θ • u)}.

5.3 Odvození Hopfovy rovnice a její analýza

Odvodíme dynamickou rovnici pro charakteristický funkcionál (5.3) pro pří-
pad prostorového charakteristického funkcionálu. Derivujeme-li (5.3) podlet,
dostaneme

∂Φ

∂t
= i
(

θ •
∂u
∂t

)

exp[i(θ • u)].

Nyní do tohoto vztahu dosadíme výraz

∂u
∂t
= −
∂uuα
∂α
−

1
ρ
∇p+ ν∆u,

což jsou deterministické Navier-Stokesovy rovnice. Po dosazení dostaneme

∂Φ

∂t
= i
(

θ •

{

−
∂

∂xα
uuαei(θ•u) − ∇

p
ρ

ei(θ•u) + ν∆uei(θ•u)
})

, (5.4)

kdečinitel ei(θ•u) byl zaveden pod operaci prostorového derivování, jelikož ne-
závisí na prostorové prom̌ennéx.
Zavedeme oznǎcení

Π =
1
ρ

p ei(θ•u) = Π[θ(x); x, t].

Pak můžeme rovnici (5.4) přepsat do tvaru

∂Φ

∂t
=

(

θ •

{

i
∂DDαΦ

∂xα
+ ν∆DΦ − i∇Π

})

, (5.5)

kdeD = (D1,D2,D3) je vektorový operátor funkcionálního derivování. Vi-
díme, že nyní máme soustavu dvou rovnic pro dva neznámé funkcionályΦ[θ(x, t)]
aΠ[θ(x); x, t]. FunkcionálΠ je možné ze systému vyloučit, když si uv̌edomíme,

že výraz ve složených závorkách rovnice (5.5) je vektorové polei ∂u
∂t exp{i(θ • u)},

jehož divergence se rovná nule. To plyne z toho, že

∂2uα
∂t∂xα

= 0
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a exp{i(θ • u)} nezávisí nax.
Lze ukázat, že podmínka rovnosti nule divergence vektorového poleu (rovnice
spojitosti) vede na

∆Π =
∂2DαDβΠ

∂xα∂xβ
.

Zapíšeme-lǐrešení této rovnice v symbolickém tvaru

Π = ∆−1∂
2DαDβΠ

∂xα∂xβ
,

kde∆−1 je operátor inverzní k Laplaceově operátoru∆. Dosadíme-li tento výraz
do rovnice (5.5), dostaneme rovnici

∂Φ

∂t
=

(

θ •

{

i
∂DDαΦ

∂xα
− i∇∆−1∂

2DαDβ

∂xα∂xβ
+ ν∆DΦ

})

. (5.6)

tato rovnice již obsahuje pouze jeden funkcionálΦ.
Využitím toho, že prouďení spľnuje rovnici kontinuity lze ukázat, že existuje
lineární operátorL takový, že každému vektorovému poliθ(u) přiřazuje sole-
noidální vektorové pole ˜θ(x) = Lθ(x) s nulovou normálovou složkou na hranici
oblasti a spľnující rovnost (̃θ • ∇Π) = 0. Dosadíme-li tuto rovnost do rovnice
(5.6), dostáváme

∂Φ

∂t
= i
(

θ̃ •
∂DDαΦ

∂xα

)

+ ν∆DΦ. (5.7)

Rovnice (5.7) anebo jí ekvivalentní rovnice (5.6) se nazýváHopfova rovnice
pro charakteristický funkcionálΦ[θ(x, t)]. Jelikož je to rovnice prvníhǒrádu
vzhledem ǩcasu, v principu může být nalezeno jejířešení s pǒcátěcní podmín-
kouΦ[θ(x, t0)] = Φ0[θ(x)].
Úloha získání charakteristického funkcináluΦ[θ(x, t)] z Hopfovy rovnice p̌ri
zadané pǒcátěcní podmínceΦ0[θ(x] je nejkompaktňejší formulacíteorie turbu-
lence, jejíž podstatou je znalost statistických charakteristik turbulentnosti nazá-
kladě zadaných statistických charakteristik počátěcního pole rychlostiu(x, t0) =
u0(x).
Významnou vlastností Hopfovy rovnice je jejílinearita. Tudíž, ǎckoliv je dy-
namika kapaliny nelineární (evoluce individuálního rychlostního poleu(x, t) se
popisuje nelineárními rovnicemi), základní problém statistické dynamiky tur-
bulentního toku (problém turbulence), jak se ukazuje, je úlohou lineární. Dů-
sledkem toho je, že pro charakteristický funkcionálΦ[θ(x, t)] platí princip su-
perposice.
Na druhé straňe, metody̌rešení tohoto typu rovnic je stále ve svých začátcích.
Nejčaťeji se používají dv̌e metody: rozklad funkcionálu do "funkcionální moc-
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ninnéřady"

Φ = 1+
∞
∑

n=1

Φn,

kdeΦn je homogenní funkcionáln−tého stupňe mající tvar

Φn = Φn[θ(x, t)] =
∫

· · ·

∫

θα1(x1) · · · θαn(xn)×

×φα1···αn(x1, · · · , xn; t)dx1 · · ·dxn

Druhou metodoǔrešení Hopfovy rovnice je tzv. metoda kontinuálních integrálů,
také nazývaných integrály po trajektoriích. Metoda využívá již zmíněné linea-
rity počátěcní úlohy, kdy se formálňe napíšěrešení způsobem, jaký známe z
teorie lineárních oby̌cejných diferenciálních rovnic prostřednictvím exponen-
ciel. Nicméňe integraci je nutné provádět p̌res celý prostor funkcí a problémy
již zpočátku zǎcínají s vhodnou volbou pravděpodobnostní míry na prostoru
trajektorií. Tato metoda byla s úspěchem použita pouze ve zcela jednoduchých
případech, kdy bylo oprávnění použít nejjednodušší případ - Gaussovu míru.
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