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Kapitola 1

Teorie diferencialnich foreman ékteré zakladni
vysledky

V této kapitole zavedemeekteré zakladni pojmy, které budou uzie v na-
sledujici kapitole. Zvlagtjde o pojendiferencialni forma, jeji vlastnosti a B-
které zakladni operace s diferencialnimi formami. Dale budou uvedsttgne
pojmy z oblasti diferencialni geometrie a Riemannovy geometrie.

1.1 Strucny Uvod do teorie diferencialnich forem

Co je diferencialni forma? JednodusSe: je to integrant. Jinymi slovy - je to ta
"vec", kterou je mozno integrovates réjakou, ngjasgji komplikovanou, ob-
last. Uved’'me piklad: uvazujme nasledujici integral

1
f x2dx.
0

Tento vyraz znamena, Ze integrujextepres interval [01]. V tomto ipack je
x?dx diferencialni forma. Nyni jiz fejdeme k formalnim definicim.
Necht R jsou realn&islaa, b, c,... a nechtL je n—dimensionalni vektorovy
prostor nadR s prvkya,,v,.... Pro kazdé = 0, 1, 2,... budeme konstruovat
novy vektorovy prostor
P
AL

nadR, ktery se nazyvarostor p-vektorll naL. Zatneme s tim, Ze

/&L:R,/&L:L.

Nyni ukaZeme konstrukci prostop\f L. Tento prostor se skladéa ze viech&éu
tvaru

Z a(ai A Bi)
s nasledujicimi vlastnostmi (a pouzeesnito) :
(11 + aa2) A B = ag(a1 A B) + az(az A P)
a A (D181 + b2B2) = bi(a A B1) + ba(a A B2)
aANa=0
aANf=-LBANa.



Prvky a, B, ... jsou vektory vL aa,b, ... jsou redln&isla. Symbolkr A B se
nazyvavneéjsi soucin (exterior product, wedge produs@ktorlia ag. Jsou-li
vektorya ap zavislé, t.j.,8 = ca, paka AB=a A (ca) =cla Aa)=c.0=0,.
Jinak jea A B # 0.

Obdobnym zplisobem mtizeme miizeme podvat v konstrukci prostorp P IL
pro 2< p < n. Tento prostor je prostorem prvkd

Za(al/\.../\ap)
které sphuji nasledujici

o (ar+bB)Aax A ...Aap=al@Ahaz A ... ANap)+Db(BAa2A ... Aap)a
totéz plati kdyz kterékoliw; je nahrazeno linearni kombinaci.

e a1 A--+ Aap =0, je-li pro rgjakou dvojici indexti # j @i = a;j.
e a1 A -+ Aap = 0zmeéni znaménko, jestlize kterekoliv éw; prohodime.

Nyni mtiZzeme rozéit na pfipad sog@inuprostoru p-vektorlaprostoru g-vektord
nazyvanynvngjSim nasobenim (exterior producd)ozn@&enym (o@t) symbo-
lem A. Nasobimep—vektoru g—vektoremy a dostavame + g)—vektoru A v
(ktery je ze zjevnych dtvodl 0, je4li+ g > n):

.
n(AL)X(AL) — A
definovany takto:
(@A ANap) ABLA - ABg) =a1 A~ AapABLA--APBqg.

Zakladni vlastnosti vidjSiho soginu jsou:

e 1 A u je distributivni,

o AN (uAV)=(AAu)Av,asociativni zakon,

e uANA=(-1)P9I A pu.

Zavedeme prostory gnitfnim soucinem (inner product) Budiz dan prostor
L. Symbolem &,8) ozn&ime vnini sol€in. Je to realna funkce nMa x L s
nasledujicimi vlastnostmi:

e je linearni v kazdé proenné
e je symetricky &, ) = (6, @),

¢ je nedegenerovany: zafixujemedia je-li (@, 8) = 0 pro vSechn@, pak je
a =0.



Vidime, Ze jde o znamy skalarni son. Zobecnime vnihi solfin na prostor
p—vektorliAPL tak, Ze definujeme

(1, p) = def(ai. 8))

prod=aiA---ANap, u=p1A---Bp.
Budiz M c R" hladk& orientovana varieta. Bug'e M bod vR". TeCny prostor
TpM v bock P je vektorovy prostor s basi

e, =0,=0/0x".
Tecny vektorv miize byt representovany n-tif, t.j.
v=Ve,.
Ko-tecny prostorT;M v bock P je vektorovy prostor linearnich zobrazeni
a.TpM —>R

s basi
Wt =dx.

Polozme
Lp=TaM)®--- @ TH(M),

kde® je obyCejny tenzorovy satin. Vyrazy
n
Z a,dx , a const
1

se nazyvaji diferencialni 1-forma. Tyto formy tvan—dimensionalni linearni
prostorL = Lp. p— formyv bode P jsou prvky prostoru

.

Z apdx™ ... dxX", ay const

Budiz U otewena oblast \R". p—formu naU dostaneme tak, ze najdeme v
kazdém bodP € U p—formu v tomto bo@ spojitym zplisobem. TudfE-forma

ma reprezentaci
w= z:aH(xl,...,x”)dxH :

kde funkceay(X) jsou spojité funkce n8, diferencovatelné libovokkrat.
Je-liw néjakap—forma an néjakag—forma nau, pakw A n je (p + g)— forma

nau:
w= audx’, =) bdxX,
5

to jest vyrazy



pak
wAn= ) apbcdx!dx¢

takZe koeficienty formywv A i jsou oget hladké funkce.
Napiklad 1-forma
w = Pdx+ Qdy+ Rdz

miiZe byt ztotoZéna s obgejnym vektorovym polemR, Q, R) € R3 a najiiklad
2-forma
a = AdyA dz+ BdzA dx+ CdxA dy

miiZe byt ztotoZéna s vektorovym polem v polarnich $adnicich vR3.
Ozna&me symbolem

FP(U)
mnozinu (soubor, totality) viech—form naU. Special@ F°(U) je mnozina
vSech hladkych funkci nd. Zavedeme opera€l, ktera gevadi kazdoy—formu
wna (p + 1)-formudw. V R3 (viz pfedchozi piklady) mame:

pro O-formuf

of of of
df = &dx+ 8_ydy+ Edz.

Pro 1-formuw mame

_,0R 0Q 0P OR 0Q P
dw = ((9y 6z)dyA dz+ (62 aX)dZ/\ dx+ (6x ay)dX/\ dy,

a kon&neé pro 2-formux dostavame

oA 0B 0C
da/ = (& + a—y + E)dX/\ dy/\ dZ.

Tudiz, operatod zahrnuje obgejny gradient, rotaci a divergenci. Operatiae
nazyvavnejsi derivaci (exterior derivative)
Formalré mtzeme formulovat nasledujicdtu:

Véta 1 Existuje a je jednoznacny operator

d: FP(U) - FPYU)
tak, ze
() d(w +n) = dw + dn
(i) d(A A ) = dA A u+ (=1)9e0 A du
(i) pro kazdéw je d(dw) = O, (Poincarého lemma)
(iv) pro kazdou funkci f je

of |
df = ﬁd)d



Dilkaz provaét nebudeme, itivy ¢tend si tuto \etu dokaze sam.

PriCinime malou poznamku kéetimu bodu - Poincarého lemmatu: vilastnost
(i) neni nic jiného, nez rovnost smiSenych druhych parcialnich derivaci. To
je zdroj vetSiny podminek integrability u parcialnich diferencialnich rovnic a
diferencialni geometrie.

Poznamenejme, Ze Poincarého lemma méLikiagl, tento diisledek:

rot(grad f) =0
div(rotv) = 0.
Poznamka 1Je-li dana forma
w = Adydz+ Bdzdx+ Cdxdy

je tlohou nalézt formu
a = Pdx+ Qdy+ Rdz

tak, aby
da=w.

Uloha vede na Glohu nalezeni tfi neznamych funk€i R tfi proménnych )/, z
tak, Ze systém

oR 0Q _
dy oz
oP R
0z ox
8Q P
ox  ay

tfi parcialnich diferencialnich rovnic je feSiteny za podminky
OA 9B 0C_
ox oy o0z

Poznamenejme, Ze tento systém je feSitelny v kvadraturach v expliciarim t

Obecné, teorie vngjSich diferencialnich forem predklada mnoho tygtéral

parcialnich diferencialnich rovnic, které jsou redukovatelné na systéngepby”
nych diferencialnich rovnic a tyto jsou Casto reSitelné v kvadraturach.

0.

1.2 Isometrie, Killingovo vektorové pole

Predpokladejme, 2&/ je vektorové pole na&jaké otevené mnozig. To je
ekvivalentni zadani autonomniho systému @grych diferencialnich rovnic:

v



v soudadném systémuxt),a = 1,---,n jsou sodwiadnice, pak vektorové pole
man slozek

Vl — Vl(Xl, . Xn)
V2 — V2(X1, . Xn)

Odpovidajici poateni uloha je

YoV X0 =% (1.1)
To znamena, Zerkrka x(u) je feSenim poate&ni ulohy tehdy a jen tehdy, kdyz
X(0) = xp a

dx(u)
a0 - V(x(u)) .
Za predpokladu, z&/ je spojie diferencovatelné W, jde o klasicky vysledek
0 jednoznanéresitelnosti péateni ulohy pro kazde&g € U. Mnozina vSech
feSeni je Uplé popsana funked : R x U, ktera se nazyveokem(flow) poleV,
které ma nasledujici vlastnosti:
1. kfivka feSenix(u) spihujici paate€ni podminkux(0) = X je danax(u) =
®(u, X). Kfivka feSeni se také nazywategralni kfivkou (integral curve)
poleV.

2. Pro kazdé zafixovang je funkce®, : U — U zadana zavislosiK —

®(u, X) diferencovatelnou bijekci s diferencovatelnym inverznim sobraze-

nim®_,,.

3. Dg = Iy , Dy 0 Dg = Oy, s. Presrji d(s, d(u, X)) = ¢(u + s, X). Mnozina
{®y|u € R} se nazyvgednoparametrickou grupou difeomorfismiprotoze
funkceu — @ je homomorfismu® do grupy difeomorfismiy.

4. 9d(u, X)/du = V(d(u, X)). To znamena, Ze integralniikky jsou feSenimi
obyCejné diferencialni rovnice 1.1

Definujme Riemannovu varietu: (pojem "hladky, hladk&"znamena, ze dany ob-

jekt ma spoijité alespgol. derivace)

Definice 1 Riemannova varietéM, g) je realna hladka varieta M, g M je
libovolny bod, ktera je vybavena vnitrnim soucCinggmg kazdém teCném pro-
storu T,M, ktery se méni hladce pfi zméné bodu p v tom smyslu, z& }éau
W vektorova pole na M, pak p> gp(V(p), W(p)) je hladka funkce. Soubor,g
vnifnich soucinli se nazyWemannova metrika (tensor)
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Budiz (M, g) Riemannova varieta a@dpokladejme, zé : M — M je hladka
funkce. NechtV € T,M a p'edpokladejme, Zg(u) je integralni Kivka V(p).
To jesty(0) = pay(0) = V. Pakf(y(u)) je kifivka v f(p) a jeji drivace definuje
vektor v Tty M, ktery ozn&ime D¢,)V. V lokalnich sowiadnicich je funkce
f dana jako n-ticef?(x). Df, je linearni transformace (Einsteinovo suiméa
pravidlo):

of?
axb
Definice 2Je-li f : M — M difeomorfismus s vlastnosti, Zze pro vSechraN
a pro vSechna MV € T,M plati

g(DfpV, DfgW) = g(V, W) ,
pak se f nazyvsometrieRiemannovy variet{M, g).

(DfpV)? = —-VP.

VSimnéme si, Ze na leve strane metrika vf (p) a na pravé stranjde o metriku

v p. V obecném fipack Riemannovy variety je jedinou isometrii identické zob-
razeni. Existence isometrie je ekvivalentni existenci symetrie. Nynidanve
definiciKillingova vektorového pole

Definice 3 Jestlize V je vektoroveé pole jehoz tbke jednoparametricka grupa
isometrii, pak se V nazy\illingovo vektorové pole nebo Killingtiv vektor

Killingovo vektorové pole zachovava metriku. Killingova pole jsou infinitesi-
malnimi generatory symetrii. Toky generované Killingovymi poli jsou spojité
isometrie na vari€t M. ZjednoduSe@: toky generuji symetrie v tom smysilu,
Ze pohybem kazdého bodu ngjakém objektu na stejnou vzdalenost veesin
Killingova vektorového pole zachova vzdalenosti na objektu. Lze dokazat na-
sledujici \etu, ktera vyjaduje nutné a postaujici podminky, aby vektorové pole

V bylo Killingovo vektorové polem:

Véta 2 Vektorové pole V je Killingovo vektorové pole tehdy a pouze tehdy, kdyz
Lvg = 0, kde Lyg = [V, ¢] je Liova derivace g vzhledem k vektorovému poli V.

Uvedeme piklad Killingova vektorového pole:

Piiklad 1 Ve 3-dimensionalnim Eukleidovském prost&dfx,y, z) existuje 6
linearné nezavislych Killingovych poli nad realnymi Cisly:

0 0 0

Xi= —, Xp= —, Xg= —
0 0 0 0 0 0
= —VV— e X = —/— e = —X— B —
% yaz”ay’ 5= “%ox T ez %o X6y+y8x

Grupy transformaci generovanych vektorovymi paliX, X3 jsou grupy translaci
ve smérech os Q®y, Oz a grupy transformaci generované vektorovymi poli

9



X4, X5, X6 jSOU rotace kolem os Q®y, Oz.
Pole X, Xs, Xg jsou zaroven Killingovymi vektorovymi poli na kouf.S

1.3 Hodge-ho *-operator

Necht L ma vnifni sol€in (, 8).Definujme ndl orientaci a zafixujme ji. De-
finujme operack, kterou nazyvamelodge-ho *-operator Je to linearni trans-
formace zAPL na A" PL

p n-p
«: AL- AL.
Zafixujmea v APL. Zobrazeni

u—AANu

je linearni transformace\""PL do 1-dimensionalniho prostorty"L. Jelikoz
orientace prostoril definuje ortonormalni bast na A" L, mliZzeme psat

AN p = faw)o

kde f, je linearni funkcional na\""P L. Existuje jednoznény (n — p)—vektor,
ktery ozn&imexA, abychom zdUraznili jeho zavislost natak, ze

AN = (xA, u)o .

Tato rovnice definuje zobrazeni, které je evider@inearni zAPL do A" PL.
Abychom spaitali 1 pro generatory\PL, je, vzhledem k lineard, sp@&itat
xA, kded = o A ... A 0P, kdeo?,...,oP je ortonormalni base. Nechi
probihd mnozinyg = n — pindexll. Pak
AN K = (4,060 .
Leva strana je nulova, pokud neli= {p+ 1, p+2,...,n}, tudiz
sA=coPIA. . AO"
a konstanta se uci, pokud jeK = {p+ 1, p+ 2,...,n}, takto
o=AA0K =X, oo,
c= (", =1,
«1 = (oK, )k .
Uvazujeme-li mnoZiny indextd = {1,...,p},aK = {p+1,...,n}, mame
s = (oK, K)ok .

Uvedeme piklad
10



Priklad 2 Mé&jme 4-prostor se soufadnicemi normalizovanymi tak,ze
dxt, dx?, dx3, dt
je ortonormalni base takova, zdx,dx) = 1, (dt,dt) = —1. Pak
1 = dx'dx¢dxdt
#(dXdt) = dxldx
kde(i, j, k) je cyklické usporadani,
«(dXdxX) = —dXdt
#(dxtdxedxdt) = 1.

11



Kapitola 2

Jednotné odvozeni Maxwellovych rovnic a
Navier-Stokesovych rovnic

V této kapitole ukazeme, ze formulace rovnic elektomagnetické teorie pole a
rovnic prouckni kapalin Ize sjednotit na jednotném zaldadorie diferencial-
nich forem.

2.1 Odvozeni Maxwellovych rovnic

V klasické teorii elektromagnetického pole se zabyvame vztahem mezi nasle-
dujicimi veli€inami, které jsou funkcentitvefice (xt, x2, x3,1):

E = elektrické pole H = magnetické pole
B = magneticka indukceJ = hustota elektrického proudu
D = dielektricky posun p = hustota naboje
Polozme € je rychlost setla)
a = (E1dxXt + Exd X3 + E3dxd)(cdt) + (B1d> A dxC + BodxE A dxt + BsdxXt AdXE) ,

B = (Hidxt + Hodx@ + Had ) (cdt) + (D1d>2 A d>xC + Dod X3 Adxt + Dsd Xt AdXE) |
y = (JhdX A dx + JodxE A dXE + Jsd Xt A dXE)dt — pdXE A dXC A dXC.

Véta 3 Maxwellovy rovnice teorie elektromagnetického pole maji tvar
da=0
dBd+4ny =0
Preformulujeme tuto &tu v klasickém vektorovém tvaru:

Véta 4 Prvni rovnice véty (3) ve vektorovém tvaru implikuje tyto dvé rovnice
10B o . v
rot E = oA Faradayuv indukcni zakon

4, 10D o .
rotH = —J4+ -2 Ampeéruv zakon
c Cc ot

druha rovnice véty (3) ve vektorovém tvaru implikuje tyto dveé rovnice:
div D = 4np rovnice kontinuity

div B= 0 neexistence volného magnetismu



Dilkaz ety (3) je technickym cvienim a penechavame hotendi, pricemz
véta (4) slouzi jako vysledek.
Jestlize pouzijeme operagina formuy, dostdvame

dy=0
a po kratkém vypcétu dostavame vektorovy tvar

: op
divl+ — =0
vdJ + ot

coz je rovnice kontinuity pro elektricky tok.
Z rovniceda = 0 plyne, Ze nejmén v kazdé oblast€asoprostoru, kterd je
stazitelna do bodu, existuje 1-formdakova, ze

dl=«.
Zavedeme vektorovy potencilla skalarA tak, ze
A = Ardxt + Apdx® + Agdx® + Agcdt.

RovnicedA = & ma ve vektorovém zitani tvar

rotA=B

10A
radAh--——=E.

g Fo c ot

Ve vakuu se vSechny vztahy zjednodusi:
E=D, H=B,
J=0, p=0,

takze Maxwellovy rovnice dostavaji tvar

rotg = —Eﬁ divE=0
c ot

rotH = }ﬁ divH=0.
c ot

Zaved'me do 4-prostoru Lorenzovu metriku kde
(dxt, dx2, dx3, dt)
je ortonormalni base:
(dXdx) = i, (dX,cd) =0, (cdtcdt)=-1.
Aplikujme Hodgeho«—operator:
#(dxt A d¥®) = —dX3(cdf), atd.
13



#(dxt A cdt) = dx2dxe, atd. .
Vidime, Ze
a = (ErdxXt + - --)(cdt) + (HidxX2d e + - -+) ,
B =—(Hdxt +---)(cdt) + (E1ddxC +---) .
Nasledm vidime, Ze Maxwellovy rovnice ve vakuu nabyvaiji velice jednoduchy
tvar:
da=0
d xa=0

Vratme se je& na chvili k obecnémurfpadu a zaved'me 1-formy:

w1 = E1dxt + ExdX@ + Ezd X

wz = B1dx2d ¢ + BodxCdxt + Bzdxtdx@
w3 = Hidxt + Hod>e + Hadx3

wa = D10X2dXC + Dodx3dxt + Dadxtd e
ws = J1dXxdxE + Jdx3dxt + Jzdxtd3

Tyto formy obsahuji pouze prostorové diferencialy. Zavedme symbalem
vnejSi derivaci pouze vzhledem k prostorovym peamym. Zaved' m&asove
derivaced/ot ve tvaru

0 : :
a(wl) =wl = ElXm +..-etc
Pri tomto vykeru diferencialnich forem dostavaji Maxwellovy rovnice tvar
1
dw; = ——«
w1 sz
q 4r N 1.
w3 = —ws+ —w
3 C 5 c 4
d/a)z =0

d'ws = dnpdxtdXdc?

Tyto formy vyuZzijeme \£asti pojednavajici o Poyntingé2-forne.

2.2 Odvozeni Navier-Stokesovych rovnic

V této Casti se budemeénovat odvozeni Navier-Stokesovych rovnitegeji
feCeno, pouze rovnic Eulerovych, coz znamena, Zze nebudeme uvazovat vliv

14



viskozity tekutiny. Na rozdil od odvozeni rovnic Maxwellovych plijdeme zcela
opa&nym snérem: ukazeme, jak z Eulerovych rovnic odvodispusné diferen-
cialni formy.
Uvazujme tekutinu pohybujici se v oblasti prost@® Vektor polohy je jako
obyCejre
X=(XY,2) = (x4 x2 ).
V kazdémcasovém okamziktije rychlostv v boce x
v =v(t,x) = (U, v, W) = (V}, V2, V).
Hustota tekutiny je skalar
p=p(t,Xx).
Ozna&me vektorovy plosny element povrchu jako
o = (dydzdzdxdxdy) .

Je-li c3 3-dimensionalni pewnzafixovana oblast v prostoru, pak @na hmoty
v kazdém bod x € c3 za jednotkitasu je

dp

—dxdydz

oty
takZe celkov&asova zréna hmoty \c; je

dp
fc3 dedydz

Predpokladame zachovani hmoty v elemeeducCili musime vzit v potaz tok

hranici 5
0
—dxd dz:—f V-0.

Z Gaussovy gty plyne

fpv-ozfdiv(pv)dxdxydz
dcs C3

Je-lics libovolna oblast, pak dostavamevnici kontinuity

op .

5t + div(ov) =0,
t.j. nutnou podminku, kterou musi pra@mi sphovat. Nasleda odvodime &-
které disledky.
Polozme

Q = p(dxt — vidt)(dx@ — vAdt)(dxE — vdt)
Abychom spagitali dQ2, polozme

B = (dxt — vidi)(d@ — vAdi)(dxE — vidY)
15



takZze dostavame
oV OV? oV
dp = — 5 dxXidtd e + olxl(ﬁolxzolt)olx3 - dxldxz(@dﬁdt) _

= (div v)dtdx'dXPd 3,
dQ = d(pB) = dp + pdB =
op dp -
_ (Edt Py W) A B + p(div v)(dtdXdx2dxd) =

(%4 SV v
_ [at + VB4 p(divy)|(dtdd )
Tudiz, rovnice kontinuity je ekvivalentni vztahu
dQ=0.

Predpokladejme, ZéeSeni zavisi na @ate€ni podmince nebo na jinych para-
metrech

X = X(t,al,--- ,a3)
tak, Zea' jsou parametry a
X _y
ot
Tedy _ _ _
L oX ox |, - ox |,
- = (== 92 dad) —vidi= S 22 g4
(dx — vdi) (at dt + (M]da/) Vdt= )" o>da
takze O3 d)
A(X7, X%, X 14 24 3 14 24 3
Q =pmda da“da® = A(t, @)da da“da” .

JelikozdQ = 0, plyne odtud, zéA /ot = O, Cili
Q = A(«)datde?da’ .

To znamena, z8 je integralni invariant. Tedy, jsou-k, ¢, dvé 3-dimensionalni
oblasti ve 4-prostoru(x), pak

fngg.
C3 (oA

Tedy, mame-li oblasmg v Easetg a je-li tatdZ oblast; v Caset;, mame

f pdxdydz= f pdxdydz
c3 ct

3

COZ znamena, ze se hmota v préndlzachovava.
Nyni vySetime dynamicky pipad. Fedpokladejme, Ze proedi je neviskdzni,
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takze tlak je sila na jednotkovou plochu v kazdéméyddera plisobi ve sénu
normaly na kazdy element obsahujici tento bod vzdy s toutéz velikosti. Budiz

p=ptx) = tlak
F =F(,x) = silanajednotkovou hmotu
Budiz c3 zafixovana oblast v prostoru. Celkové zrychleni veSkeré hmotyjer

dv
fca padxdydz

V dannémcasovém okamzZiku se toto musi rovnat celkové sile plisobici na ves-
kerou hmotu \cs, ktera je

f pFdxdydz po- .

C3 0Cz

Pouzitim Gaussovyaty dostavame

f pa:f(grad pdxdydz
dcs C3

f(p% — pF + grad p)dxdydz: 0.
C3

tudiz

Odtud plyne, ze

% =F - %grad P,
coz jeEulerova pohybova rovnice
Poznamenejme, Ze totalni derivace je

dv _ ov ov

at ot T uax
Predpokladejme, Ze sikaje konzervativni,

F=—-grad V
kde
V = V(t,x)
je potencial.
Hypoteticky gedpokladejme, Ze ap jsou funkcionalé zavislé, to jest
doAndp=0,

coz je napiklad pfipad isotermalniho pro@ahi. V tomto Fipace mtizeme defi-
novat funkciq = q(t, x) vztahem

(tx) o
- [
0 1Y

17



takze
dp

.
Pohybové rovnice Ize napsat ve tvaru

dq=

dv
i —grad(V + q)

nebo

Z—l; = —grad(V +q), atd.,

to jest

@+u@+v@+w%——£ atd
ot ax 9y dz X

Definujmeenergii na jednotku hmoty

E:%(V.v)+V+q:

%(u2+v2+vv2)+V+q.
Zaverem definujmeavifenost (vorticity)
ow 9dv ou Jw ov ou
L= 0= (55 3 ax o o)
Spcitejme
B O B
ox ot 0X 0X ox) " ot
( 6v 6W) ( 6u aU) 3

+—(V+q)

ax 0X 8y 0z
= V[ —Wn
a podobe

E+@—V§—W
ox ot 7
OoE ov
6_y+E_W§_u§
O M v
0z ot -V

coz je ekvivalentni vektorovému zapisu

ov
grad E+E_v><£.
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Uvazujme nasleduijici diferencialni formu
w = udx+ vdy+ wdz- Edt.
Mame
dw = (£dydz+ndzdx+ Zdxdy) + dt(ud x+ v dy+wd2) — (Exdx+ Eydy+ E.d2)dt,

dw = (£dxdy+ ndzdx+ Zdxdy) + dt[(v¢ —wr)dx+ (Wé — ud)dy + (un — vé)dZ .
Obdobre jako vySe, jsou-lic,, ¢, dvé 2-dimensionalni oblasti ve 4-prostoru

(t,x), pak
f dw = f dw .
Co C/2

Tedy, mame-li oblast) v Easet, a je-li tatdZ oblast; v €aset;, mame
f(gdydx+ ndzdx+ Zdxdy) = f(fdydx+ ndzdx+ Zdxdy) .
e c

Tento vysledek se nazy\elmholtzova véta o zachovani zavirenosti
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Kapitola 3

Jednoduché aplikace teorie diferencialnich
forem v elektromagnetismu

V této kratlké kapitole uvedeme sttay prehled a charakteristiku jednotlivych
typl diferencialnich forem v prostoiR3. Soustedime se vylané na oblast
elektromagnetického (EM) pole. Jak jsme zminili v ivodu, diferencialni formy
jsou integrandy.

3.1 O-formy: skalarni potencialy

0-formy jsou funkce a jsou "integrovany"tim zplisobem, Ze jso€itany v
bock, Cili oblasti integrace je bod.fkladem je funkce 8 a obecny tvar je

O &4 4

3.2 1-formy: intensita pole

1-formy maiji oblasti integracdikky. Pfikladem je 1-forma?dx+zdya obecny

tvar jea1dX+ a,dy+ azdz V teorii EM jde najiiklad o velCiny: intenzita elek-
trického poleE, intenzita magnetického pold a jde v podstat o vektory. 1-
forma je reprezentovana graficky jako plocha v prostoru. Pro konzervativni pole
jsou plochy asociované s 1-formou ekvipotencialnimi plochamirfkbga dife-
rencialdx je reprezentovan plochami kolmymi k ogedy reprezentuje plochy
kolmé k osey a diferencialdz representuje plochy, které jsou kolmé k ase
Linearni kombinace diferencialli méa plochy, které jsou v obecné poloze k sou-
fadnym osam.

3.3 2-formy: hustota toku (flux density), hustota proudu
(current density)

2-formy maji oblasti integrace plochytikladem je 2-forma¥dxdy+ e*dzdxa
obecny tvar 2-formy jg,:dydz+ B.dzdx+ Bzdxdy V teorii EM jde najiiklad

o veliCiny: hustota elektrického tokD, hustota magnetického toks| hustota
elektrického proudud a jde v podstad o vektory. Geometricky Ize 2-formy re-
presentovat jako "trubky", které spojuji zdroje tokl. K&ad 2-formadxdyje
reprezentovana plochami 1-foradm ady, které jsou na sebe superponovany.
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3.4 3-formy: hustota naboje

Nékteré skalarni vatiny jsou hustoty a mohou byt integrovanyep objem.
Pro jiné skalarni vetiny, jako napiklad elektricky potencial, nema objemovy
integral zadny vyznamfiikladem 3-formy je X+ y)dxdydza jejich obecny tvar
je gdxdydzV teorii EM jde nagiiklad o hustotu elektrického nabgje3-formy
jsou representovanyegmi mnozinami ploch v prostoru, které se protinaji tak,
aby tvdily kvadry.

3.5 Vn¢gjsi sou Cin a Poyntingova 2-forma

Uvazujme formy

w1 = E1dxt + ExdX@ + Eqd X

wo = B1dXdx + Bodx’dxt + Bgdxtdx®
w3 = Hidxt + Hod>e + Hadx3

wq = D10XdX + DodxCdxt + Dadxtd X
ws = J1dX@dxE + dx3dxt + Jzdxtd 3

které jsme zavedli ¢asti, kde jsme odvozovaly Maxwellovy rovnice. Zaved'me
formu c
4—&)1 Nw3 = S]_Xm + Sgd)(z + Sg;dX3 .
TT

Vypoctem a pevedenim do vektorového tvaru dostavaRoyntingliv vektor
toku energieS
Cc
S=—ExH,
A

kde x je klasicky vektorovy sotin. Nyni mlizeme formulovat tzv. Poyntigovu
vetu:

Véta 5 Poyntingova vétaPlati

C“BH+EJ+ ZED+divS=0.
A A

Dlkaz Budiz opetd’ vnéjsi derivace pouze vzhledem k prostorovym péom
nym. Pak mame

d'(w1 A w3) =dwi Aws —wy Ad'wz =

(1.)/\ /\(47T +1.)
=(—w w3 — W —ws + —Wy) =
cw2 3 1 o Ws T wa
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1. A A A N
= ——W2 \NW3— —wW1/\NWy— —W1/\W,.
C 3 C > C

Nyni st&i vysledek pevést opt do vektorového tvaru. |

Pro €lesa v klidu pedpokladejme, z® = «kE, B = uH, kde dielektricka kon-
stantak a permeabilita; jsou konstantni ¥ase. Pak Poyntingovata gechazi
na
o =divS+E.J,
ot
kde

1
u=—(E?+ uH?
8r

je hustota energie pole. VélnaE.J se nazyvdepelna chemicka aktivita.
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Kapitola 4

Modely pro statistickou teorii turbulence kapalin

V této kapitole se budeme zabyvat matematickymi iemtity nutnymi pro sta-
tisticky popisem prouéni tekutin, odvodime statistické rovnice z rovnic Navier-
Stokesovych pcemz, v diledku nelinearit, uvidimie jde ve skuténosti o ne-
kone&ny systém parcialnich diferencialnich rovnic a vé&dy na dvou fikla-
dech, ukazeme jak tento nek@mg systém feveést (uzakit), abychom dostali
systém konény.

4.1 Statisticky popis proud €ni kapalin

Zakladnimi pojmy matematicko-statistického popisu pohybu tekutin, 2/1ast
pak turbulentniho prowhi, jsou pojmy $edni hodnota a koretai funkce.

4.1.1 Pojem sttedni hodnoty pro nahodné veli Ciny a na-
hodna pole

Meéjmecaso-prostorovou funkdi(xy, Xo, X3, t) = f(X, t).

Definice 4 Stfedni hodnotou nazveme vyraz

f(X1,X2,X3,t)=ff[:ff(Xl_fl,X2_§2,X3_§3at_T)X (4.1)

X w(&1, &2, §3, T)dé10E20850T, (4.2)
(4.3)

kde
w(&, 1)
je néjaka vahova “funkce (vétSinou nezaporna), ktera splhuje normovaci pod-

minku .
f f f f w(é1, &2, &3, T)0E1DEDERDT = 1.

Pokud je funkcew rovna nule vé réjaké 4-rozreérné oblasti a je uvnittéto

oblasti konstantni, dostavame klasickou definiéeghi hodnoty. Polozime-li
w(&,7) = w(@)d(r) nebow(é, 1) = w(r)oé, kde s je Diracova distribuce, do-
stdvame prostorovou fipadré casovou itedni hodnotu v ppace, ze funkce
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w(€), w(r) jsou konstantni naéjaké konéné podoblast) x T ¢ (—co, 0)3 x
(—o0, o0) @ nulové vie této. Jefeba si uedomit, Ze gedni hodnota bude zavi-
set na volB funkcew. Ukazalo se, Ze jakakoliv volba funkegmusi sphovat
nasledujicich 5 vztahll (O. Reynolds, 1894):

Definice 5Reynoldsovy podminkiecht f,g jsou funkce. Stfedni hodnofa
funkce f musi splfiovat nasledujicich pét vztahl

1. f+g=f+0

2. af = af, je-lia = const.

3.a=a, je-lia=const.
4, g—; = ‘;—L kde se {X1, X, X3, t}
5. Fg = Tg

Podminku 4 je mozné zaimit obecgjSi podminkou zaemy operace gEni a
limitniho pfechodu

lim f, = lim f_.

n—oo n—oo
PoloZime-li ve vzorci 5 fedchozi definice postuprg = 1, g = hg=Hh =
h — h(Carka bude vzdy znamenat perturbaci - odkloinod stedni hodnoty) a
pouzitim rovnosti 1 a 3 definice 5, dostavame dulezité vztahy

T=fF=f-T=0T

=fh, fbr =fn =0

>

Je Zejmé, Ze podminky 1 — 4 budou sy @i jakékoliv definici stedni hod-
noty 4.1, t.j. funkcew. Jinak to je s podminkou 5. Lze ukazat, ze zvolime-li
interval, pes ktery pa@itame prostorovoi Casovou sedni hodnotu, nikdy
nebude podminka 5 spgna zcela fesré at bude interval jakkoliv dlouhy.
Nicmére v praktickych vypotech Ize sedni hodnotu poitat s dostat&nou
presnosti. Tento problém souvisi s podminkou ergodicity, ktera, VELICE HRUB
fika, ze chovani gedni hodnoty pes dostaténé velkou mnozinu (ansambl)
funkci je stejné jako chovani jednoho prvku ansamblu - jedné funkdes p
dostaténe dlouhycasovy interval. To vede k teoretigkoavcepodobnostnimu

- statistickému- pfistupu studia teorie turbulence.

Zakladem statistickehoristupu k teorii turbulence jefpchod od analyzy jed-
noho turbulentniho prouhi ke zkoumani statistického ansamblu analogickych
prouceni, které jsou zadanyejakym souborem zafixovanych &8ich podmi-
nek.

Uvazujme soubor vektorll rychlosti(x, t) a dale uvazujme tzv. charakteristiku
Xuxn(UW,Uu”), ktera je rovna nule, je-liy(x,t) > u” auy(x,t) < U av pripade,
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7e jeu < uy(x,t) < u” pak je charakteristika rovna Cislo p(u’, u”), kolem
kterého stedni hodnota, ziskana napelativni frekvenci velkého fu experi-
mentalnich rfeni ve kterych je spkna nerovnoat’ < u;(X,t) < u”, osciluje,
se nazyvpravdépodobnostioho, zeu; (X, t) nabyva hodnot v intervalwi, u”].
Totocislop(U, u”’) miiZze byt obgejré vyjadeno integalemigs interval [, u”]

z néjaké nezaporné funkq#u), ktera se nazyvhustotou rozdéleni pravdépo-
dobnostj nebo kratcehustotou pravdépodobnostieliCiny uy(x, t). Konkrétni
hodnotau, (X, t), pozorovana v jednom z experimentll, se nazyyhérovou
hodnotouneborealizaci x;—slozky vektoru rychlosti.

Fakt existence hustofy(u) je mozné zapsat ve tvaru rovnosti

P{u < ui(x,t) < u+du} = p(u)du,

kde ozn&eniP{---} ozn&uje pravépodobnost jevu, ktery je uveden v zavor-
kach. Tudiz statistickaisgdni hodnotau;(x, t) se nasledujicim zplisobem vyja-
dfi prostednictvimp(u)

ui(x,t) = j:oo up(uydu.

o0

Souwtasre znalost hustoty praegpodobnosti umatiije také definovat teoreticko-
pravcepodobnostni Btdni hodnotu libovolnych funkeaiy(x, t):

FluG D] = f " Fuppu)du

o0

V teorii pravéepodobnosti jsou valiny u, které maji definovanou hustotu prav-
dépodobnosti, nazyvanyahodnymi velicinamj soubor vSech moznych prav-
dépodobnostp(u’,u”) = PU < u < u” odpovidajicich veliiné u, se nazyvaji
jejim rozdélenim pravdépodobnosiudiz, z pohledu teorie praggodobnosti
je hodnota rychlosti v baglturbulentniho proughi redstavuje nahodnou veli-
cinu, ktera je charakterizovana radnim pravépodobnosti.

Zatim jsme mluvili pouze o hodn@tu,(X,t) slozky rychlosti v zafixovaném
bodux a v zafixovanéntasovém okamzikt. AvSak analogickym zplisobem
mliZeme fistoupit i ke vSem saiadnicimuy (X, t), t.j. k funkciuy (X, t) = ui(Xy, Xo, X3, t),
Cili k poli.

Abychom mohli o poliui(x, t) mohli mluvit jako onahodném pol; je pfedre
nutné, aby hodnota;(M) = u;(x,t) tohoto pole v libovolném zafixovaném
bode M = (x,t) Caso-prostoru byla nahodnou \@fiou. Proto je nutné, aby
kazdé kombinaci hodnatat odpovidala hustota prag@odobnostpy (u), ktera
zavisi od boduM = (x,t). To vSak neni vSechno. Pro libovolnéé&veliCiny

Ui (M1 = ui(Xg,t1) aui(Ma = u(Xp, tp) slozky rychlostiu; musi byt stedni
aritmeticka hodnota libovolnych funkci oédhto vel€in statisticky stabilni. To
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znamena, ze pro véiny u;(M,) a (u.(M,) musi existovatlvourozmérna hus-
tota pravdépodobnospy,m, (U1, U2) definovana vztahem

P{u; < u1i(M1) < up + dug, Uy < ui(M2) < Uz + dp} = pwm,m, (U1, Uz)ddup.

TotéZ platiiv fipace N bodlicaso-prostorivly = (X1, t1), Ma(Xo, 1), - - - , Mn(Xn;, tn).
N-rozmérna hustota pravdépodobnosti

PMyM,...My (Uz, Uz, - -+, UN) (4.4)
je definovana vztahem
P{u; < u1(M1) < uz+dug, U < U3(M3) < Up+dup, - -+, Uy < Uz(Mp) < uny+duy} =
= PM;M,...My (Uz, Uz, -+, Un)dtd U ... duy.

Funkce (4.4) musi byt vSechny nezaporné a integral kazdé z nich podle vSech
jejich proménnych pes celycaso-prostor musi byt roven 1.:

ff "'prle...MN(ul’ uz,°°' ,UN)du:]_duz...dUN = 1-

Navic, z definice 4.4 plyne, ze pro vSechvly, Mo, - - - , My musi platit
leMz...MN(ula ug,---, uN) = pMil,Miz“‘MiN(uil’ uiza ) uiN),
kdeiy, iy, -+ -, iy e libovolnd permutacéisel 12, --- , N. dale, je-lin < N, pak

pro libovolnychN bodliMq, My, - - -, M, Mpi1, - - - , My musi platit

(o) (o)
pM1...Mn(U1,"',Un)=f f PMy...MaMpe1... My

(ul, “* 5 Un, Unst, o0 UN)dLh+1 T dUN-
Libovolna mnozina nezapornych funkci (4.4) majicidieqrhozi vlastnosti a
takovych, 2ef_°:o pv(u)du = 1 pro kazdéM = (x,t) definuje rgjaké rozeéleni
pravcepodobnosti v prostoru funkecih(M) = uyi(X,t) od Ctyfech prongnnych.
- to znamena, Ze je zadano nahodné pr(M) = u(x,t). Prav@epodobnostni
stfedni hodnotaF libovolné funkceF (u, - - - , uy) zAavislé na hodnotacty, =
U (M1), Up = Uuz(My), - - - , un = U (My) je definovana jako integral

E:f f F(ul,...’uN)

leMz...MN(ula uz,---, uN)dul te dUN,

kde pm,m,..my (U1, Ug, - -+, Un)dU - - - duy je odpovidajici hustota prag@odob-
nosti (4.4).
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4.1.2 Pojem momentd pro nadhodné veli ¢&iny a nahodna
pole

V této Casti zavedeme pojem moment.

Definice 6 Momenty nahodnych veliCinMomenty systému N nahodnych veli-
Cin Uy, Uy, - - - , Uy S N—rozmérnou hustotou pravdépodobnogtipp,, - - - , Un)
nazyvame vyrazy

BklkZ"'kN = Uliluléz s UKIN =

~ K, K k
ff "'fufuzz'"UNNp(Ul,Uz,“',UN)duldU2°“dUN,

kde k, ks, - - - , ky jsou cela nezaporna Cisla, jejichz sou@é‘il ki se nazyvdad
momentu.

Okamzie vidime, Ze momenty prvnihn@du jsou sedni hodnoty. Spol@e s
obyCejnymi momentyBy ...k, jSOU rekdy uzit&€né réktere jejich specialni kom-
binace. Napiklad seCasto pouzivaji tzv. centralni momenty, t.j. momenty od-
chylek vel€in ug, up, - - - , uy 0d jim odpovidajicich $ednich hodnot:

Dk = (Uz — Ug )k (Up — Uz )X2 - - - (Un — Uy )M,

Odstranime-li zavorky na prave stemehce vyjatime centralni momer ...k,
prostednictvim momentiBy.y,.., - Nagiklad proN = 1 dostavame

b1 =0, b2 =By - B%, b3 = B3 — 38182 + ZB:E
by = B4 — 4B;Bs + 6BiB, — 3B7, ...
Nadefinujme pojem tzv. charakteristické funkce:

Definice 7 Fourierova transformace hustoty pravdépodobnosti

¢M1M2“-MN(9L 92, Tty HN) =

ff "'feiziN‘lgkukleMz...MN(Ul, Uz, - -+, Un)dndy - - - duy

se nazyva&harakteristicka funkceodpovidajici rozdéleni pravdépodobnosti. Je
zifejmé, ze charakteristickou funkci mtizeme vyjadfrit ve tvaru

¢|\/|1M2...|\/|N((91, 6o, -, QN) = ¢ Zi’ilgkuk. (45)
Momenty ndhodnych velin Ize vyjadit pomoci charakteristické funkce takto
0" p(61,- - ,6N)

Biiko ke = (—i)K
e 60';1(99;2, “ee ,(90',;“ 1=0p=---=0N=0
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K=ki+ko+---+Ky.
Charakteristicka funkce se ukazuje velice uziteu i vypottech momenti a
v dal$i kapitole ukdzeme uzéeost jejiho zobedmi pro ipad funkcionall.
V dalSim zobecnimefpdchozi definice proffpad nahodnych poli. Uvazujme
nahodnou funkcu(M) zavislou na boduM Casoprostoru.

Definice 8 Momenty K-tého fadunahodného pole (M) se nazyvaji hodnoty
soucinll K hodnot pole:

Buu-u(M1, Mz, - -+, Mk) = u(M1)u(Mz) - - - u(M).

Vidime, Ze tyto momenty jsou funkcemK4promeénnych. Neni vyloten gi-
pad, kdy rekteré z bodiMy, M,, - - - , Mk mohou byt totozné. Ret navzajem
rliznych bodd wuje typ momentu.

Stredni hodnoty satinu hodnot gkolika rtiznych nahodnych poli, které jsou
navzajem statisticky svazané, se nazysajiSenymi momentiéchto poli. Na-
priklad pole vektoru rychlostii(M) = ui(M), ux(M), uz(M) bude mit ¥ rtiz-
nych (oby¢ejnych i smiSenych) momentaduK, které tvdi dohromady jeden
3-dimensionalni tensd—téhotadu. Special@, dilezité budou 2-bodové mo-
menty druhého aétihofadu pole rychlosti, které jsou slozky tensortl druhého
a fretihofadu:

Bij(Ml, Mz) = Ui(Ml)Uj(Mz),
Bij (M1, M2) = Ui(M1)uj(M1)u(My).
Velice Casto se pouzivajkorelacni funkce coz jsou2-bodové momenty dru-
héhoradu. Korel&ni funkceBy, (M1, M5) = u(M;)u(M,) poleu(M) ma Zejmé
nasledujici vlastnosti

Buu(M1, M2) = Byy(Mz, M1)

a
n n
> BuMi, Mj)cicy = 0
i=1 j=1
pro libovolna cela nezaporméa realn&islacy, - - - , ¢,. Smiseny 2-bodovy mo-

mentB, (M1, M, se nazyvazajemna korelacni funkceoli u, v. Centralni 2-
bodové momenty druhéhadu

byu(M1, M2) = [u(M1) — u(My)][u(Mz) — u(My)] =
= Buu(M1, M2) — u(Mg)u(My)

bu(M1, M2) = [u(M3) — u(M1)][V(M2) — V(M2)] =
= Bu(M1, M2) — u(M1)v(My)
definuji korel&ni funkce pulsaci odpovidajicich poli.
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4.2 Momentové rovnice a problém jejich uzavirani

V této Casti se budemeénovat statistické analyZeSeni zakladnich dynamic-
kych rovnic prou@ni nestléitelnych viskoznich kapalin - Navier-Stokesovym
(NS) rovnicim, doplgnym rovnici kontinuity. Odvozeni NS je priaxk fyzi-
kalni podstaty a my jeflevezmeme ad hotNavier-Stokesovy rovnicepolu s
rovnici kontinuity maji nasledujici tvar:

U, oU; 10P U, .
U =i = = k=123 4.6
ot o . pox oxdxe (4.6)
o,
R 4.7
= (@.7)

kde{U;, i = 1,2,3 je pole rychlostiP je tlak, p je hustota kapaliny je kine-
maticka viskozita.

Aby byla tloha korekta definovana, @i bychom jest zadat pdate&ni a okra-

jové podminky, ale vzhledem k Uloze, kterou chcégtat, jsou tyto nepodstatné

- jde nam o strukturu dynamickych rovnic - nebudeme vySe zminsné podminky
v tomto okamziku specifikovat.

Vyuzijeme vysledkl fedchozicasti a definujeme rozklad turbulence u slozek
rychlostniho pole a tlaku nafsdni hodnotu a fluktu@ni slozku:

U=U+u, P=P+p

Dosazeniméchto rozkladt do rovnic (4.6) a (4.7) dostdvame nasledujici rov-
nice pro stedni tok:

a—Ui+_5+6m——}al3+vaZUi (4.8)
ot “Ox | 0% pO%  OXIX '
U,
i _ o 4.9
o (4.9)

Pfi odvozovani rovnice (4.8) byl nelinearéien U;0U,/dx, transformovan po-
uzitim rovnice kontinuity na ipjeméjsi tvaroU;U,/ox«. Rovnice (4.8) se oby-
cejré nazyvajiReynoldsovy rovnice
Vidime, Ze v dlsledku nelinearity Navier-Stokesovych rovnic se na prasgéstr
Reynoldsovych rovnic objevil novglen - neznama velina - —pUUx—pU; Ug.
Odvodime rovnici pro tentglen. Nejdive od€teme rovnice pro gdni hod-
notu (4.8), £?) od rovnic Navier-Stokesovych abychom dostali
o g ou  IUi Qi ULy lop Py
ot T Kax | Ko X 0% pd%  OXdX
oy
a_Xi‘
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Analogicky ziskame rovnici pra;

5Uj — an an aujuk anUk 1dp 52Uj
— + Up— + W + - = —— +v
OX OXk OXk OXy P OX; OXkOXk

(4.12)

Vynasobime-li rovnici (4.10) velinouu; a rovnici (4.12) veltinouu;, se&€teme-
li pak oba vysledky a provedeme operaci vzetdhi hodnoty vysledku, dosta-
neme

arLJj+U(9Uin_ W@Ui Wau_j 3UinUk
ot “oxe  ¥oxe Koxe 0%

? P UU
1[ op @] 2,94 9 kel (4.13)

p uja_xi T ox;l Vauj Xk ¥ " %%
Jak je videt, v rovnici protiug se diky nelinearé v Navier-Stokesovych rovni-
cich objevila dalSi neznama vaha, ale nyni jiiftetiho?édu“(;—‘j(i“k.
Zakladni ulohou tohotofiistupu je, jakym zplisobem "uzdt/fetez rovnic smys-
luplnym zplisobem. Zjevinzde nepomiize Zzadna matematicka metoda a je po-
tfeba dUsled@ hledafeSeni v oblasti fyziky tak, aby vysledny uzany systém
byl fyzikalné smysluplny.
Zcela op&né problémy uvidime v kapitole o funkcionalni formulaci problému
turbulence, ped kterym stoji naopak piabaresitCistt matematické problémy.

4.3 Aplikace 1: Reynoldsovy rovnice pro proud  éni kapalin

Efekt turbulence na Bdni tok mize byt objagm mnohem |épe,ippiSeme-li
Reynoldsovy rovnice do tvaru

dpU;  —aU; P 4 [ 8y,

ot %o T Tox axk(pvé?xk
Dodat&€né veltiny —pUUx na prave stra@d rovnice maji rozrr na@ti a jsou
zplsobeny turbulentnim pohybem. NazyvajiReynoldsova napéta jejich
efekt na stedni proud je podobny zvySeni viskozity pro laminarni penid
Zminéna napti tva’i tensor 2radu

_ pm). (4.14)

u? Tl UpUs
Uiuj =1 UxU; U% UoUs
UsU; Ugl US
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4.4 Aplikace 2: k- € model turbulentniho proud éni

DalSi aplikaci obecné teorie rozkladu dynamiky turbulentniho groudo série
momentovych rovnic je tz\k-e modelturbulentniho prouéni. Systém rovnic
byl odvozen semi-empiricky. Model plati pro vysoka Reynoldsciga.
Reynoldsovaislo je bezrozrarna vel€ina a je definovano takto

v
Re= —,
)%

kde V je stedni rychlost prouéni kapaliny,L je charakteristicka délka pro-
stredi, ve kterém prouzhi probiha & je kinematicka viskozita. Nejdve uve-
deme systém rovnic a pak popiSeme jednotlivé @noneé.

ﬂ(+_-a—k—v(an+an)an—e+i(v8—k)+v &

ot~ lox;  \ax; 9% ) ox ax;* ax;.  OX;0x;’
(96+U de c € (ﬁUi +(9Uj)6Ui c 62+ 0 ( ak)+ d%€
— j=— = CqrV —Co—t+t—Wt—)+Vv ,
ot T lax; T Tk \ax T ax ) ax; kK~ ax ax’ dxjox;

___(0U; a4y, 2,
Uil = Vt(m + W) -3 O

kdev; = cﬂ"; je turbulentni viskozitag, ~ 0.09,c,, ~ 1.44,c., ~ 1.92.

Modelovy koeficient,, byl ziskan z "decay laws"pro homogenni isotropni tur-

bulenci,c, byl ziskan experimentadng’i proudeni kanalem p vysokych Rey-

noldsovychCislech a koeficiern€,, byl vydedukovan tak, aby co nejlépe mode-

— U
loval vztah-tiu; 7.
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Kapitola 5

Funkcionalni formulace turbulentniho proud  éni

V této Casti zobecnime teoreticko-prambdobnostni metodugdchozi kapi-
toly z prostoru funkci na prostor funkcionaldl. Tentidsbup nam umozni for-
mulovat plivod@ nelinearni tlohu v prostoru funkci na Glohu linearni v pro-
story funkcionaldl. Jak uvidime v dalSim, probléeseni nekonaého systému
nelinearnich parcialnich diferencialnich rovnic jeyeden na problérfeSeni
linearni parcialni diferencialni rovnice s funkcionalnimi derivacetina pro-
blém hledani funkcionalu na prostoru funkci. Zatku uvedeme stamy Gvod

do obecné problematiky funkcionalnich derivaci, poté tyto vysledky budeme
aplikovat na charakteristicky funkcional, coz je fo8i dfive zavedeného pojmu
charakteristické funkce. poté odvodime tzv. Hopfovu rovnici a zminiekéané
jeji dusledky:.

5.1 Strucny Gvod do problematiky funkcionalnich derivaci

Pro jednoduchost zgatku uvazujme misto ndhodného pole, které zavisi na
Ctyfech prongénnych, nahodnou funkaix) zavislou na jedné proémné defino-
vané na koneném intervalla < x < b osyx. Funkceu(x) je zadana vSemi moz-
nymi rozcelenimi pravépodobnosti pro jeji hodnoty(x,), u(xz), . . ., u(xn), kde

X1, X2, ..., Xn j& N libovolnych bodii, takovych, Za < xc < b. Nyni, budeme
zvetSovaiN — oo a bodyx, budeme vybirat tak, aby vzdalenogt; — x« konver-
govala k nule. Jako hodnoty paramefigivybereme zvolime vyra@(xy) (Xx. 1 —

xx), kde 8(X) je néjaka funkce na intervalua]b]. Je-li funkced(x) takova, Ze
integral

u[o(x)] = f ’ A(X)u(x)dx (5.1

existuje skoro vSude pro vSechny realizace funkie@ (nagiklad v Lebesgu-
eowe smyslu), pak Iimitazlt‘=1 Okukx pro N — oo bude konvergovat k integralu
(5.1). Limitnim g'echodem prdN — oo vyrazu (refcharfunkce), dostavame

D[A(X)] = expiu[6(X)]} = exp[i fb 9(x)u(x)dx}. (5.2)

Vyraz (5.2) gifazuje kazdé funkad(x) néjaké komplexntislo, t.j. ®[6(X)] je
funkci funkce - je tadunkcional. Tento funkcional nazyvameharakteristicky



funkcional ndhodné funkce(Xx).
Nyni budeme definovat pojem funkcionalni derivace. Funkcidjé{x)] se na-
zyva diferencovatelnym v b@idy(X)], jestlize:

b b
SD[Ho(X)] = D[A(X) + SO(X)] — P[Ao(X)] = f A(X)S0(X)dxX + o[ f |69(x)|dx]

a
jinak feCeno, jestlize existuje derivadg®[dy(X)] = %(D[HO(X) + h61(X)]Ih=o,
kterA mliZe byt vyjéina ve tvardo®[6o(X)] = fa ° A(X)01(X)dx. Hodnota funkce
A(X) v boE x = X; se nazyv&unkcionalni (variacni) derivacéunkcionalu
®[6p(X)] vzhledem ki(x) v bode x = X;. vzhledem k tomu, Z&(X) je koeficien-

tem usf(x)dx v linearniCasti pirustkudd[dy(X)], pouziva se pro funkcionalni

derivaci oznaeni
oD[6o(X)]

= A(X).
o6(x)dx >
Toto zn&eni podtrhuje také ten fakt, Ze funkcionalni derivace je dvojnou limi-

tou 50[0o(¥)] - ®[Ho(X) + 66(X)] — D[Ho(X)]

S0(X)dX  180()I—0.Ax—0 [, 90(x)dx
kde vyrazemdd(x) je chapana funkce, ktera je nenulova pouze na malém inter-

valu délkyAx obsahujici bock.
Nejjednodussimifikladem diferencovatelného funkcionalu je funkcio®(x)] =

2 AX)6(x)dx, kde je Zejmé
50[6o(¥)] _
so(x)dx AX).

Tento zapis je trochu nekorektni, protoze funkcionalni derivace &ka mavi-

set na hodnét funkced(x), ve které de funkcionalni derivace @ta. Proto je
korektreji

b

6@[0o(X)]

59(X1)dX1
Tuto prvni funkcionalni derivaci mtiZzeme @&pderivovat podle funkcé(x) v
bocé x:

= A[6o(X); X1].

0 oD[Oo(X)] ] _ 5°D[H(x)]
69(x2)dx2[60(x1)dx1] — 66(X1)dx56(X2)d %

NejjednodusSimipkladem dvakrat diferencovatelného funkcionalu je

Dd[O(X)] = f ’ f ’ A(x, X)O(x)0(x")dxdX.

V tomto pripack je
§*®[o(X)]
00(X1)d X1 60(%2)d X

= A(X1, X2) + A(X2, X1).
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Analogicky se definuji funkcionalni derivace vysSifamlu: n-ta funkcionalni
derivace (existuje-li)
S"P[O(X)]

06(X1)dXq - - - 06(Xn)d X,
je funkcionalem vzhledem K(x), ktery zavisi nan bodechxg, - - - X,. DalSim
rozStenim definice funkcionalni derivace Na-dimensionalni fpad®[6(x)] =
D[O1(X), - - - , On(X)]. Tak nagiklad je prvni a druha funkcionalni derivace funk-
cionalu (analogicky k jedodimensionalnimtigmdu)

L0000, 6100 + D0, om0 =

- [ At
P[o(x)]
06 (X;)dx,
S*D[H(x)]
006 (Xl)dxlégj (X2)dX2

= A[0(X); x41]

= Aj[0(x); X1, X2].

5.2 Charakteristicky funkcional

Budeme definovat charakteristicky funkcional pro statisticky popis rychlostniho
poleu(x, t) turbulentniho toku. Funkcional ma tvar

(D[H(X, t)] = (I)[Hl(x’ t)9 QZ(X’ t)’ 93(X, t)] =

:exp[i f f : f f Zek(x,t)uk(x,t)dxdt}.

Zvolime-li speciale

N
o(x, 1) = Z (X — X )S(t — ty)
k=1

kdes je Diracova distribuce, dostaneme charakteristické funkcedtendprav-
dépodobnosti pro hodnoty(xy, t) poleu(x, t) na kon&€né mnozig bodlcaso-
prostoru

(X1, 1), (X2, t2), - -, (Xn, ).
VSechny konéné dimensionalni rozeleni pravépodobnosti pak mohou byt
jednozna&né ziskany z funkcional®[4(x, t)].
Z diivodu zjednoduseni zapisu zavedeme nasledujictenita

Geou) = f@(M)u(M)d M,
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kdedM = dxdt, dale
®[O(X,1)] = expio e u}. (5.3)
Také zavedeme zkracené £eai pro operator variai derivace
0
2= G

Pak mame najklad

Di(M)D =i uj(M)exfi( e u)},
Dj(M1)Dk(M2) = —uj(M1)u(M2)exdi(6 e u)}.

5.3 0Odvozeni Hopfovy rovnice a jeji analyza

Odvodime dynamickou rovnici pro charakteristicky funkcional (5.3) piie p
pad prostorového charakteristického funkcionalu. Derivujeme-li (5.3) podle
dostaneme

(T :
‘Z—t _ |(9 . %—l:)exm(e o U)].
Nyni do tohoto vztahu dosadime vyraz
. 1
du = _auu — =Vp +vAu,
ot oa p
coz jsou deterministické Navier-Stokesovy rovnice. Po dosazeni dostaneme
oo . 0 ——— P . .
2 _ .(9 . { _ 2 0,800 — v Pee vAuew-u)}), (5.4)
ot 0%, 0

kde Einitel €Y byl zaveden pod operaci prostorového derivovani, jelikoz ne-
zavisi na prostorové proemnex.
Zavedeme ozrieni

I1= %p g@u) = TI[6(x); X, 1].

Pak mlizeme rovnici (5.4)ppsat do tvaru
0D 0DD,D
— = (9 ° {I
ot 0X,
kde D = (D1, D, D3) je vektorovy operator funkcionalniho derivovani. Vi-
dime, ze nyni mame soustavu dvou rovnic pro dva nezname funkcidoply; t)]
all[d(x); x, t]. Funkcionalll je mozné ze systému vyloit, kdyZ si uvédomime,
Ze vyraz ve slozenych zavorkach rovnice (5.5) je vektorovéip?glexp{i(e o U)},
jehoz divergence se rovna nule. To plyne z toho, Ze
U,
oMox,
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a exfdi(f e u)} nezavisi nx.
Lze ukazat, Ze podminka rovnosti nule divergence vektorovéhoupte/nice
spojitosti) vede na

2D, Dyl
All = ——.
0X,0%g
Zapiseme-IfeSeni této rovnice v symbolickém tvaru
_ _10°D, Dyl
X 0%g

kdeA~! je operator inverzni k Laplacedwperatoru. Dosadime-li tento vyraz
do rovnice (5.5), dostaneme rovnici

3D ,D
o0 _ (9 . {iaﬂ@a@ _ivatLeTs
ot O0X, 0X, 0%

tato rovnice jiz obsahuje pouze jeden funkciodal

Vyuzitim toho, ze prouéni sphuje rovnici kontinuity lze ukazat, ze existuje
linearni operatorL takovy, Zze kazdému vektorovému pé(u) prifazuje sole-
noidalni vektorové polé(x) = £6(x) s nulovou norméalovou sloZkou na hranici
oblasti a spiujici rovnost § e VII) = 0. Dosadime-li tuto rovnost do rovnice
(5.6), dostdvame

; vAZ)dD}). (5.6)

o0 ([~ 0DD,D
— = I(H °
ot 0X,
Rovnice (5.7) anebo ji ekvivalentni rovnice (5.6) se naziapfova rovnice
pro charakteristicky funkcionab[6(x, t)]. Jelikoz je to rovnice prvnih@adu
vzhledem k€asu, v principu miiZe byt nalezeno ji&ggeni s péat&€ni podmin-
kou D[O(X, tp)] = Po[O(X)].
Uloha ziskani charakteristického funkcinaljié(x, t)] z Hopfovy rovnice i
zadané pcateni podminceby[0(X] je nejkompakte]Si formulaciteorie turbu-
lence jejiZz podstatou je znalost statistickych charakteristik turbulentnogthna
kladé zadanych statistickych charakteristilkcpt&niho pole rychlostu(x, tp) =
Uo(X).
Vyznamnou vlastnosti Hopfovy rovnice je jéijearita. Tudiz, &koliv je dy-
namika kapaliny nelinearni (evoluce individualniho rychlostniho p@tet) se
popisuje nelinearnimi rovnicemi), zakladni problém statistické dynamiky tur-
bulentniho toku (problém turbulence), jak se ukazuje, je Glohou linearni. DU-
sledkem toho je, ze pro charakteristicky funkcio®gb(x, t)] plati princip su-
perposice.
Na druhé stra@d, metodyfeSeni tohoto typu rovnic je stale ve svycltageich.
NejCagji se pouzivaji dg metody: rozklad funkcionalu do "funkcionalni moc-

) + VADO. (5.7)
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ninnérady"

CD:1+§:(DH,
n=1

kde @, je homogenni funkcional—tého stup@ majici tvar

(Dn = (Dn[g(x9 t)] = f T fgal(xl) T gan(xn)x

XParoan (X1 =+ 5 Xy )AXg - - - A Xy

Druhou metodotie$eni Hopfovy rovnice je tzv. metoda kontinualnich integrald,
také nazyvanych integraly po trajektoriich. Metoda vyuziva jiz Znélinea-
rity pocate&ni Ulohy, kdy se formaka napisSeesSeni zplisobem, jaky zname z
teorie linearnich ob§ejnych diferencialnich rovnic prdstnictvim exponen-
ciel. Nicmére integraci je nutné provad pres cely prostor funkci a problémy
jiz zpoCatku z&inaji s vhodnou volbou praggodobnostni miry na prostoru
trajektorii. Tato metoda byla s UBghem pouZita pouze ve zcela jednoduchych
pfipadech, kdy bylo opraémi pouzit nejjednodusskipad - Gaussovu miru.
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