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Kapitola 1

Uvod

Cim se zabyva obor statistického rozpoznavani. Rozpoznavani se
zabyva metodami pro odhadovani skrytych stavi zkoumaného objektu. Zk-
oumany objekt se charakterizuje dvéma stavy: pozorovanym stavem x € X a
skrytym stavem y € ). Symbol X’ znac¢i mnozinu viech moznych pozorovani
a symbol Y mnozinu vSech moznych skrytych stavi. Jednou ze zakladnich
tloh rozpoznavani je nalézt rozhodovaci funkci h: X — ), které na zakladé
pozorovani objektu & € X odhadne jeho skryty stav y € ). V ptipadé, ze
je mnozina skrytych stavi ) konecCné, tloha se oznacuje jako klasifika¢ni a
rozhodovaci funkci h se 1ika klasifikator.

Ve vétsiné praktickych tloh, ve kterych se rozpoznavani pouziva, nelze vztah
mezi pozorovanym @ a skrytym stavem y popsat deterministicky. Proto se
v praxi ¢astéji pouzivaji metody statistického rozpoznavani, které modeluji
pozorovany a skryty stav objektu jako realizaci nahodného procesu s danou
hustotou pravdépodobnosti p(x, y).

Co to je strukturni rozpoznavani. Metody strukturniho rozpoznavani
se pouzivaji v téch pripadech, kdy je vhodné modelovat zkoumany objekt jako
mnozinu jednodussich objektu (¢asti) a vztahtt mezi nimi, kde tyto vztahy
tvori néjakou jasnou strukturu.

V praxi se pozorovany stav @ Casto sklada z nékolika méreni & = (x4, ..., z,)
provedenych na objektu. Stejné tak skryty stav y je ¢asto tvoren sekvenci
skrytych stavi y = (y1,...,Ym). Necht Z = {1,...;n} a J ={1,...,m}
jsou mnoziny indext jednotlivych pozorovani respektive skrytych stavii. Domé-
nou strukturniho rozpoznavani jsou ty aplikace, kdy mnoziny Z a J maji né-
jakou jasnou strukturu. Prikladem miize byt rozpoznavani ¢asovych rad, kdy
mnoziny Z a J tvorii fetézec a nebo rozpoznavani obrazu, kdy jsou mnoziny
7 a J usporadany do dvourozmérné mrizky.

Naproti tomu klasické “nestrukturni” metody rozpoznavani typicky neberou
pii modelovani zkoumaného objektu strukturu mnozin Z a J v tvahu.

Kde se strukturni rozpoznavani pouziva. Metody strukturniho rozpoznavani
nasly své uplatnéni v mnoha oborech jako je naptiklad analyza prirozeného

3



jazyka, automaticky preklad texti, bioinformatika, rozpoznavani reci, poci-
tacova bezpec¢nost nebo pocitacové vidéni.

V kapitole[2 popiseme nékteré strukturni klasifikitory pouzivané v rozpoznavani
obrazu. Konkrétné odstavec 2.1] popisuje strukturni klasifikitor pouzivany
pro segmentaci obrazu. V odstavci ukazeme jak lze soucasné segmentovat

a rozpoznavat text v obraze pomoci jednoho strukturniho klasifikatoru. V
odstavci zminime aplikaci strukturnich klasifikatort pii detekci vyznam-
nych bodi na lidské tvari.

Co to je uceni klasifikatorti. Strukturni klasifikdtor h: X — ) je Casto
dost slozita funkce, kterou neni snadné zkonstruovat. Naproti tomu byva
schiidngjf sesbirat mnoZinu trénovacich piikladt D = {(z!, y'),..., (™ y™)} €
(X x V)™, ktera obsahuje piiklady dvojic pozorovéani a jejich odpovidajicich
skrytych stavi. Na zakladé trénovacich prikladi D pak lze ve zvolené mnoziné
klasifikitori H hledat takovy, ktery v néjakém smyslu nejlépe fesi danou
klasifika¢nf tilohu. Procesu vybéru klasifikatoru na zékladé trénovacich piik-
ladi se Tika uceni klasifikatoru.

V kapitole[3 popiseme Bayesovskou formulaci klasifika¢ni tlohy, ktera pokryva
velkou tridu realnych aplikaci. Déle v této kapitole nastinime dva zakladni
piistupy jak tuto Bayesovskou tlohu fesit piiblizné pomoci generativnich
metod uceni (odstavec B.2)) a diskriminativnich metod uceni (odstavec [3.3)).
V poslednich nékolika letech ziskaly velkou popularitu predevsim diskrimina-
tivni metody uceni linearnich strukturnich klasifikdtorti. Konkrétné metoda
s anglickym nazvem “Structured Output Support Vector Machines” (dale v
textu oznacované zkratkou SO-SVM), kterou popiSeme v odstavci B.4l Mezi
vyhody algoritmu SO-SVM patii to, ze problém uceni prevadi na tlohu kon-
vexni optimalizace, kterou lze efektivné tesit.

V posledni kapitole (kapitola @) popiseme jednoduchy a velmi modulérni al-
goritmus, ktery specifické konvexni optimalizac¢ni tlohy, jez se v uceni struk-
turnich klasifikatorti objevuji, efektivné resi.

Literatura. Zajemcum o statistické a strukturni rozpoznévani lze viele do-
porucit ¢eské vydéani knihy [13], z které autor tohoto textu také cerpal.



Kapitola 2

Priklady strukturnich klasifikatord

2.1 Segmentace obrazu

Cilem segmentace obrazu je ptitadit kazdy pixel vstupniho obrazku do jedné 7
K trid. Obréazek 2.1l ukazuje priklady segmentace pro rizné definované tridy.
K segmentaci obrazu mtzeme pfistupovat jako k tloze strukturni klasifikace.
Typickym piikladem strukturniho klasifikatoru, ktery se pri segmentaci obrazki
pouzivé, je takzvany “max-sum” klasifikator popsany v nasledujicim odstavci.

2.1.1 Max-sum klasifikator

Necht (7,&) je neorientovany graf, kde T je kone¢nd mnozina objekti a

E C <72-) je mnozina dvojic objekti, které spolu sousedi. Necht je kazdy
objekt t € T charakterizovin pozorovanim x; a skrytou proménnou y;, které
nabyvaji hodnot z mnozZiny X}, respektive };. Oznac¢me usporadanou |7 |-tici
pozorovani pismenem & = (x; € X, |t € T) € X a usporadanou |7 |-tici
skrytych proménnych pismenem y = (v € Y, | t € T) € V. Kazdému
objektu t € T je prifazena funkce ¢;: X; x YV, x R"™ — R. Hodnota funkce
qi(e, y; @) urcuje kvalitu skrytého stavu y; pokud je pozorovani z;. Kazdé
dvojici objekti {t,t'} € £ je prifazena funkce gy : Vi x Yy x R™ — R. Hod-
nota g (Ys, yr; @) urcuje kvalitu skrytych stavi y; a yy. Funkee ¢(x¢, yi; 0)
a g¢(yr, yp; @) jsou parametrizované vektorem 6 € R". Max-sum klasifikator
h: X x R" — )Y parametrizovany vektorem 6 vraci pro zadané pozorovani
x skryté stavy y, které maji nejvétsi kvalitu:

h(x;0) = argmax f(x,y; 0) (2.1)

yey
kde
Fl,y:0) = q(eny:0)+ Y guw(yyw:0).

teT {tt}ee

Hodnota skorovaci funkce f(x,y;0) urcuje shodu mezi pozorovanim x a
skrytym stavem y. Vypocet vystupu max-sum klasifikdtoru, tj. ohodnoceni
pravé strany vyrazu (2] se oznacuje jako max-sum problém. Obecny max-
sum problém patii do tridy NP-tézkych tloh. Nicméné existuji podtiidy
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() (b)

Obréazek 2.1: Priklady vstupnich obrazki (horni fadek) a jejich segmentaci

(dolni fadek) pro razné definované t¥idy. V obréku (a) segmentujeme do tiid
krava, trava a obloha, v obrazku (b) jsou t¥idy pozadi, objekt a v obrazku
(c) se obrazek segmentuje na oblast pozadi a oblasti patiici jednotlivym
barevnych ¢astem hracky.

max-sum problému, které lze fesit v polynomialnim c¢ase. Napiiklad pokud
mnozina (7, &) je acyklicky graf nebo pokud funkce gy patii do tiidy takz-
vanych submodularnich funkei [14].

Max-sum klasifikdtor ma jasnou statistickou interpretaci. Predpokladejme, ze
pozorovani & a skryty stav y jsou realizaci nahodnych veligin X = (Xt |t e
T)aY = (Y; | t € T). Déle predpokladejme, 7e pouze proménné (X, Y;),
teTa(Y,Yy), {t,t'} € £ jsou na sobé piimo statisticky zavislé. Pak je
sdruzend hustota pravdépodobnosti nahodnych veli¢in X a Y Gibbsovské
rozdélent

p(x,y;0) = exp f(x,y;0), (2.2)

1
Z(0)
kde Z () je normaliza¢ni konstanta. Optimélni bayesovsky klasifikator, ktery
minimalizuje pravdépodobnost chybné klasifikace E, g q.0)[0 () # y], vraci

skryty stav s maximalni aposteriorni pravdépodobnosti, tj.

y = argmaxp(y | x;0) . (2.3)
yey

Odhad skrytého stavu ziskany bayesovskym klasifikitorem (2.3)) je takzvany
MAP odhad (Maximal A Posteriori estimate). Neni tézké ukazat, Ze max-sum
klasifikator (2.I)) a optimalni bayesovsky klasifikatore (2.3]) jsou identickeé,
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pokud jsou pozorovani @ a skryté stavy y generované nahodnym procesem s

h.p. (22).

2.1.2 Pouziti max-sum klasifikatoru pro segmentaci

V tomto odstavci popiSeme, jak mize vypadat konkrétni instance max-sum
klasifikdtoru vhodné pro segmentaci obrazki. Necht mé vstupni obrazek ro-
zliseni H x W pixelt. Obrazek je slozen z mnoziny elementarnich objekti
(pixelt) T = {(i,j) € N? | 1 < i < W, 1 < j < H}. Kazdy pixel
t € T miZeme charakterizovat jeho jasovou hodnotou x; € X', a skry-
tym stavem y; € V' = {1,..., K}, ktery fika, do které z K tiid pixel
patii. Tj. uvazujeme pripad, kdy mnozina pozorovani X; = X’ a skrytych
stavit )y = )’ pro viechny pixely ¢ € T stejna. MnoZina jasovych hod-
not mize byt v piipadé barevnych RGB obrazki napitklad X’ = R3. To
znamend, ze pozorovani v pixelu ¢ € T je vektor x; = (7, g4, b)), jehoz
slozky popisuji barvu pixelu v RGB prostoru. Jednotlivé t¥idy v mnoziné )’
maji typicky n&jaky sémanticky vyznam, napf. na obrazku 2.1(a) se segmen-
tuje do K = 3 trid: krava, trédva a obloha. Cely obrézek jasovych hodnot
je tedy |T|-tice ® = (x; € X' |t € T) € X a segmentace je |T|-tice
y=(ped|teT)el.

Abychom mohli pouzit max-sum klasifikator 2.1] pro odhad segmentace, je
tfeba urcit strukturu sousedstvi £. Pro jednoduché obrazky obvykle staci
predpokladat, 7e kazdy pixel je piimo zavisly jen na svych c¢tyrech nejblizsich
sousedech (a7 na okrajové pixely), tj.

€={(i.5), @ N} eT [li-il+li-j1=1}.
Déle musime konkretizovat tvar funkei ¢ (s, ye; @) a i (yt, Y3 8), 7 kterych je
max-sum klasifikitor postaven. Hodnota funkce q;(¢, y¢; @) mize byt napiik-
lad urcena jako vazena linedrni kombinace urc¢itych priznaki spoctenych na
RGB slozkach x; = (14, g, by), tzn. Ze

Qt(xt,yt; 0) - <¢q(xt)7 9yt> ) (24)

kde (u,v) znadi skalarni souc¢in vektori u a v, ¢: X’ — RP, je zobrazeni,
které vraci p pifznaki spoctenych z x; = (14, g¢,b), a 0%, € RP jsou vahy
linearni kombinace, pokud je skryty stav y;. Z definice (2.4]) vyplyva, Ze funkce
q:(xt, yr; @) jsou pro vsechy pixely t € T definované stejné. Jednoduché piiz-
naky mohou byt napriklad

¢($t) = (n,gt,bt,rf,gf,bf, 1) .
Takto definované funkce byly pouzity napiiklad pro ziskidni segmentace v

obrazku 2.11 (a) a (c).



Co se tyce funkei gy (ys, yp; 0), je Casto rozumné predpokladat, Ze jejich tvar
je pro vSechny dvojice {t,t'} € & stejny, tj. gw (v, vr;0) = 9(ys, yp; 9),
{t,t'} € €. Pokud neméme dalsi apriorni informaci, nemusime tvar funkce
9(yt, yp; @) déle omezovat, tj. mizeme ji reprezentovat jako usporadanou
| V' |>-tici &isel
07 = (g(y.y) eR|ye V. ye€)).

Timto jsme max-sum klasifikitor specifikovali az na n = p|)’| + |V'|? ¢isel,
reprezetovanych vektorem parametri

6= (6l,yc))0) cR".

Zbyvé vyresit jak zvolit parametry @ € R” tak, aby max-sum klasifikator
segmentoval obrézky podle nasich predstav.

V kapitole 8] popiSeme zptisob, jak tyto parametry ziskat uc¢enim z trénovaci
mnoziny piikladi. Trénovaci mnozinou se zde mysli mnozina

{(@y'),.... (& y")} e (X xY)",

kterd obsahuje dvojice obrazki, a jejich manualné ziskané segmentace. Naprik-
lad pro segmentac¢ni problém z Obréazku 2.I)(c) mize trénovaci mnozina vy-
padat, jak je ukdzano na Obrazku 2.2
Metody uceni, o kterych budeme mluvit déle, predpokladaji, ze skorovaci
funkce strukturniho klasifikitoru je linearni v parametrech, které se maji
ucit, t.

f(x,y,0) = (6,¥(x,y))
kde ¥: X x Y — R" je dané zobrazeni z prostoru vsech dvojic (x,y) €
X x Y) na prostor parametri R™. Neni tézké ukazat, 7ze max-sum klasifikator
popsany vyse tento predpoklad spliuje.
Na konec jesté poznamenejme, Ze popsana instance max-sum klasifikitoru je
dost jednoducha a myslena spiSe pro ilustraci. Nicméné, uvedeny max-sum
klasifikator stac¢i pro segmentaci jednoduchych obrazk, konkrétné segmen-
tace v Obréazku 2.1 (a) a (c) byly ziskdny presné timto modelem.
Dalsi informace o max-sum klasifikitorech a jejich uceni se lze do¢ist v [5].

2.2 Rozpoznavani a segmentace textu

V tomto odstavci popiSeme strukturni klasifikitor pouzitelny pro segmentaci
a rozpoznavani radku textu z obraze. Napriklad uvazujme aplikaci, kdy chceme
rozpoznavat text na registra¢ni znacce automobilu. Obrazek 2.3 ukazuje prik-
lad vstupniho obrazku s registracni znackou a pozadovany vystup klasifika-
toru.



Obrazek 2.2: Trénovaci mnozina, z které se uci parametry max-sum klasifika-

toru pro segmentaci obrazu. Horni radek jsou vstupni obrazky. Dolni radek
jsou segmentace vytvorené manualné ¢lovékem.

u L K

Obréazek 2.3: Priklad obrazku registracni znacky automobilu (horni radek)

a pozadovany vystup strukturniho klasifikitoru (dolni fadek), ktery znacku
“precte”.



Vstupem klasifikatoru je obrazek x € X s rozlisenim H x W pixelt. Obrazek
obsahuje radek textu slozeny ze znamé sady znaki. Klasifikitor vraci seg-
mentaci y = ($1,...,51) € YV, kterd rozdéluje obrazek & na L segmentii.
Kazdy segment s = (a,k) € S popisuje jméno znaku a € A a jeho pozici
v obrazku k € {1,..., W}. Predpokladejme, Ze kazdy znak a € A ma fixni
sitku, ktera je dana funkci w: A — N. Zavedme déle funkci a: S — A,
kterd vraci znak daného segmentu, funkci k: & — N, ktera vraci pozici
segmentu a funkei L: Y — N, ktera vraci pocet segmentii. PFipustna seg-
mentace y € )Y je slozena z nepiekryvajicich se segmentii, které pokryvaji
cely vstupni obrazek. To lze formalné zapsat tak, ze pripustna segmentace
y € Y musi splhovat nasledujici podminky:

k(s1) = 1,
W = k(sp)+w(sy) —1,
]{I(Sl) = ]C(SZ;1) + OJ(SZ'fl) , Vi=1,...,L—1.

Kazdy znak miZzeme modelovat etalonem v, € R#*%(@ ¢ ¢ A. Oznacéme
pismenem 0 = (v,,a € A) € R" vektor, ktery reprezentuje etalony vsech
znakil. Pokud etalony znakl zname, pak z nich miizeme vygenerovat syntet-
icky obrazek. Synteticky obrazek je plné popsén segmentaci y € Y a etalony
0 € R". Podobnost mezi vstupnim obrazkem x a syntetickym obrazkem
uréenym dvojici (y, @) mizeme urcit napi. spoctenim jejich korelace

L(y) w(a(si))

fla,y;0) = > > (col(m,j+k(s;) — 1), col(vagey. i), (2.5)

i=1 j=1

A

ALK o839 TIOLE 88361

kde col(x, i) znaci i-ty sloupec obrézku @. Vstupni obrézek & muzeme seg-

mentovat tak, Ze mezi vSemi pripustnymi syntetickym obrazky vybereme
takovy, ktery je mu nejpodobnéjsi a jeho segmentaci prohlasime za segmentaci
vstupniho obrazku ax. Tj. strukturni klasifikitor bude pocitat

y = argmax f(x,y;0) . (2.6)
yey

Z vystupu strukturniho klasifikatoru (2.6) mtzeme vy¢ist jak pozice znaki
k(8;), tak jejich jména a($;). Podobné jako v piipadé strukturniho klasifika-
toru pro segmentaci obrazu, i skorovaci funkce (2.5]) je linedrni v parametrech
0, tj. mizeme zkonstruovat zobrazeni ¥: X x ) — R" takové, ze

fx,y;0) = (6, ¥(z,y)) .
10



K tomu aby &lo klasifikdtor (2.06) pouZit v praxi, je tfeba urcit etalony 6.
Toho lze opét dosahnout pomoci metod uceni z prikladi, kdy trénovaci
mnozina bude sestavat z prikladt vstupnich obrazkt obsahujici znacky a
jejich manuélné ziskané segmentace.

Nakonec opét poznamenejme, ze v praxi je tfeba uvedeny strukturni model
dale zeslozitit. Napriklad, je témér vzdy nutné modelovat méritko znakt
(zde jsme uvazovali, Ze §itka znaku je znama). Déle porovnévani obrazki
na zakladé pocitani korelaci jejich jasovych hodnot funguje dobie jen v
jednoduchych pripadech. V praxi je tfeba misto jasovych hodnot korelovat
sofistikovanéjsi priznaky pocitané na jasovych hodnotéach.

2.3 Detekce vyznamnych bodi na lidské tvari

Dalsi problém, ktery se dari fesit pomoci strukturni klasifikace je detekce vyz-
namnych bodi na lidské tvari. Vyznamné body na lidské tvari jsou napiik-
lad koutky oci, koutky st ¢i 8picka nosu. Odhad pozice vyznamnych bodi
je nezbytnéa soucast vétSiny systému pro automatické rozpoznavani tvari.
Obrazek 2.4] ukazuje priklad vstupu a vystupu takového detektoru.
Detektor vyznamnych bodu lze efektivné implementovat strukturnim klasi-
fikatorem, ktery k popisu tvare pouziva tzv. “Deformable Part Model” (DPM) [4].
DPM modeluje rozpoznavany objekt jako mnozinu ¢asti a geometrickych
omezeni mezi vybranymi dvojicemi ¢ésti. Césti mohou byt napt. lokalni
modely o¢i a geometrické omezeni muze napt. udavat jejich pripustné poz-
ice. Lokalni modely ¢asti tvare, stejné jako tvar geometrickych omezeni, 1ze
ucit z piikladi. Konkrétni implementace detektoru vyznamnych bodt a al-
goritmu jeho uceni je popsand v ¢lanku [21]. Tento model a algoritmus uceni
probereme podrobné na seminari.
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Obrézek 2.4: Priklad vstupu (levy obrézek) a vystupu (pravy obrazek) struk-
turniho klasifikatoru, ktery detekuje vyznamné body na lidské tvari.
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Kapitola 3

Uceni klasifikatorii

V tomto odstavci formulujeme obecnou bayesovskou tlohu rozpoznéavanti,
kterd pokryva velkou tridu aplikaci. V dalsich odstavcich pak popiseme metody
jejiho Feseni pomoci algoritmi uceni. Nakonec kapitoly popiseme konkrétni
instanci uciciho algoritmu.

3.1 Formulace alohy

Zkoumany objekt se charakterizuje dvéma stavy. Pozorovanym stavem x €
X a skrytym stavem y € ). Symbol X znac¢i mnozinu vSech moznych po-
zorovani a symbol Y znac¢i kone¢nou mnozinu vSech moznych skrytych stavi.
Predpokladejme, ze pozorovani @ a skryty stav y je realizaci néjakého ndhod-
ného procesu s h.p. p(x,y). Cilem je nalézt klasifikitor h: X — ), ktery
na zakladé pozorovani objektu & € X odhadne jeho skryty stav y € ).
Predikce klasifikatoru se hodnoti pomoci ztratové funkce A: Y x Y — R.
Cislo A(y,y’) je penalta, kterou platime, pokud je skutec¢ny skryty stav y
a klasifikitor odpovi ¢'. Dany klasifikdtor A se charaterizuje matematickym
ocekavanim hodnoty ztratové funkce

Rpayes(h) = > > pla, y)Aly, h(w)) . (3.1)

xeX ye)y

Cislo Rpayes(h) se nazyva Bayesovsky risk klasifikitoru h. Bayesovska tloha
spoCiva v nalezeni bayesovského klasifikatoru, tj. klasifikdtoru, ktery ma min-
imalni bayesovsky risk. Z (B.)) je vidét, Zze bayesovsky klasifikitor je dén
vztahem

h*(x) = argmian(y | 2)A(y,y) . (3.2)
'ey
VT yey

Reseni bayesovské tilohy vyZzaduje znalost statistického modelu p(y | @),
ktery nenf témeér nikdy k dispozici. Misto toho byva schiidné sesbirat mnozinu
pitkladt D = {(x!, y!),..., (2™ y™)} € (X x V)™, o které piedpokladame,
ze obsahuje realizace statisticky nezavislych nahodnych veli¢in s rozdélenim
p(x,y). V dalsich dvou odstavcich zminime dva zakladni pristupy jak Tesit
bayesovskou tlohu priblizné s pouzitim trénovaci mnoziny piikladia D.
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Nakonec je na misté zminit fakt, Ze ani presnéd znalost modelu p(x,y) ne-
musi vzdy znamenat jednoduchou tlohu. Problém miize byt i samotné ohod-
noceni bayesovského klasifikitoru (B.2]), které ve strukturnim rozpoznévani
¢asto vede na problém nefesSitelny v polynomialnim case a je tfeba pouzi-
vat rizné aproximativni metody feseni. Napi. ohodnoceni max-sum klasi-
fikatoru (odstavec 2Z.I.0]) je obécné NP-tézka tloha zatimco klasifikiator pro
segmentaci a rozpoznavani textu (odstavec 2.2)) 1ze fesit pomoci dynamického
programovani.

3.2 Generativni metody

Generativni metody se snazi vyuzit trénovaci mnozinu D k nalezeni stati-
stického modelu p(x, y), ktery co nejlépe aproximuje skuteény model p(x, y).
Tento krok vétsinou vyzaduje dost podrobnou znalost o tom, jak jsou data
generovana. Typicky se postupuje tak, ze se na zékladé zkouméani problému
navrhne tiida statistickych modeli P, ktera by méla obsahovat alespon jeden
model blizky tomu skute¢nému. Konkrétni aproximace statistického modelu
se pak u¢i (dhaduje) z trénovacich dat D pomoci metody maximélni véro-
hodnosti, tj. uc¢eni vede na problém

p = argmax | [ (=, ") .
PEP i
Nauceny statisticky model p(x, y) se nésledné pouzije jako nahrada za skutecny
model p(x,y) v definici bayesovského klasifikatoru (B.2]).

3.3 Diskriminativni metody

Diskriminativni metody hledaji klasifikitor pfimo bez nutnosti odhadovat
statisticky model p(a,y). Misto popisovéani procesu generujictho data muze
byt jednodussi piimo modelovat bayesovsky klasifikator (3.2)). Napiiklad mizeme
navrhnout tfidu klasifikitort H, ktera obsahuje alespon jeden takovy, jenz
dostatecné dobie aproximuje bayesovsky klasifikator (8.2]). Konkrétni klasi-
fikditor vybirame na zékladé néjaké rozumné aproximace bayesovského risku
Rpayes(h), kterou lze ohodnotit bez znalosti statistického modelu p(z,y).
Bayesovsky risk Rpayes(h) 1ze aproximovat napiiklad empirickym riskem
1 <& . .
Remp(1) = — " Ay hla))

1=1



ktery méri primérnou hodnotu ztratové funkce na trénovaci mnoziné D.
Ucenf klasifikatoru pak vede na tlohu minimalizace empirického risku

~

h = argmin Reyp(h) . (3.3)
heH
O konkrétni implementaci toho principu budeme mluvit podrobné v odstavci3.4],
proto uvedme jaké jsou obecné vyhody a uskali tohoto pristupu:

+ Odhadovat klasifikator pfimo byva casto jednodussi tikol, nez odhadovat
plny statisticky model p(x, y) jako se to déla v generativnim uceni.

+ Ukazuje se, 7ze chyba, které se dospustime pii specifikaci tridy klasifikatora
H, ma na vyslednou presnost klasifikitoru mensi vliv, nez chyba pri
specifikaci tridy statistickych modelu P.

- Slozitost tlohy (B.3) zavisi jak na volbé (zvolené parametrizaci) t¥idy klasi-
fikdtora H, z které se vybira, tak na volbé ztratové funkce A. Bohuzel,
pro vétsinu ztratovych funkei pouzivanych v klasifikaci (a to i téch nej-
jednodussich) neexistuje efektivni algoritmus, ktery by tlohu (B.3) fesil
presné a tudiz se pouzivaji riizné proximace.

- Nizka hodnota emprického risku Reyp(h) obecné neznamend nizkou hod-
notu bayesovského risku Rpayes(h) bez ohledu na to, kolik mame tréno-
vacich prikladi. Tomuto jevu se fikd problém generalizace a je pred-
métem teorie statistického uceni [22]. Praktickym dusledkem je, Ze kromé
minimalizace empirického risku je béhem uceni tfeba kontrolovat i slozi-
tost tridy klasifikatoru H.

- Narozdil od generativnich metod nenf obecné jednoduché pouzit diskrimi-
nativni metody pro uceni z nekompletnich trénovacich dat.

Ptes zminéné problémy existuje velmi efektivni implementace principu diskrim-
inativniho uceni, ktera je popsana v dalsim odstavci.

3.4 Structured Output Support Vector Machines

Metoda Structured Output Support Vector Machines (SO-SVM) [20)] je diskrim-
inativni metoda pro uceni obecnych linedrnich klasifikatori. Tj. tiida klasi-
fikditoru H, ze které se béhem uceni vybira, obsahuje klasifikatory h: X x
R"™ — Y popsané vztahem

h(zx;0) = argg}ax(@, Y(x,y)), (3.4)
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kde ¥: X x Y — R” je dané zobrazeni a 8 € R" je vektor parametri.
Vektor parametri @ je tedy indexem urcujicim konkrétni linedrni klasifikiator
7 mnoziny H.

Metoda SVM aproximuje empiricky risk po ¢astech linearni konvexni funkei

R(O) = — > max [A(y,y) + (6, %(@,y) - w(a'y)). |, ()
m P yey
coz je rozumnd aproximace za predpokladu, ze pro ztratovou funkci plati
Aly,y) = 0a A(y,y') > 0, Vy,y' € V. Pak neni tézké ukézat, ze plati
Remp(h(+;0)) < R(0), 0 € R". Uceni parametrt linearniho klasifikdtoru (3.4)
pomoci metody SVM se formuluje jako konvexni minimalizac¢ni tiloha
0" = argmin F'(0) kde F(0)= é||49H2 + R(0) . (3.6)
OcRm 2
Kriterialni funkce F'(0), ktera nahrazuje bayesovsky risk Rpayes(h), je souctem
kvadratického regulariza¢niho clenu a risku R(6). Ucelem regularizaéniho
¢lenu je omezit prostor parametri, ze kterych se vybira, a tim zamezit moznému
prefitovani klasifikdtoru. Sila regularizace se fidi ¢islem A > 0, jehoZ optimalni
hodnota se typicky ladi na valida¢ni mnoziné prikladii.
Piiklady strukturnich klasifikator uvedené v kapitole (2)) byly instanci linearniho
klasifikatoru (B.4). K nauceni jejich parametri pomoci metody SO-SVM
musime vyFesit konkrétni instaci konvexntho problému (3.6). Reseni tohoto
problému je obecné tézké. Protoze kriterialni funkce F'(@) neni hladké, nelze
pouzit bézné algoritmy hladké optimalizace. Slozitost problému vynikne,
pokud ho prevedeme na ekvivalentni tlohu kvadratického programovani:

* : A 2 1 -
0" = argmiin buen +E;5’] (3.7)

za omezeni
& > Aly,y')+(0,¥(z',y) - ¥(z'y')), yedi=L...m.

Prestoze problém konvexniho kvadratického programovani je dobfe prozk-
oumén, nelze standardni metody k feSeni (3.7) pouzit. Hlavni prekazkou je
ohromny pocet omezujicich podminek. Konkrétné probléem (B.7) méa |YV|m
omezujicich podminek, kde ) zna¢i mnozinu skrytych parametri a m je pocet
trénovacich prikladi. V aplikacich strukturni klasifikace typicky roste velikost
mnoziny || exponencidlné s poc¢tem elementarnich objektia 7. Napiiklad v
problému segmentace obrazu je |Y| = K#*W pocet viech moznych segmen-
taci obrazu velikosti H x W do K tiid. V dalsi kapitole popiseme jednoduchy

optimaliza¢ni algoritmus, ktery vétsinou fesi problém (B.6]) velmi efektivné.
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Kapitola 4

Optimalizacni algoritmy v uceni

Mnoho populdrnich metod strojového uceni je zaloZeno na principu mini-
malizace reqularizovaného empirického risku (regularized risk minimization
principle [16]). V téchto metodéach je problém uceni preveden na tlohu kon-
vexni optimalizace

0" = argmin F(0) kde F(w)=M\Q2(0)+ R(0). (4.1)

OcRn

Kriterialni funkce F': R" — R, oznacované jako regularizovany risk, je souc¢tem
reqularizacniho clenu : R" — R a empirického risku (nebo jeho aprox-
imace) R: R" — R. Funkce Q2 a R jsou obé konvexni. Cislo A € R, je
zvolend regularizacni konstanta a @ € R" je vektor parametrii, jenz se mé
ucit z dat. Empiricky risk R hodnoti, jak dobre parametr @ vysvétluje tréno-
vaci data. Funkci regularizac¢ni ¢lenu € je snizit pravdépodobnost, 7ze béhem
uceni dojde k prefitovani. Zatimco 2 byva typicky jednoducha funkce, em-
piricky risk R je casto definovan slozitym vyrazem, jehoZ ohodnoceni byva
vypocetné velmi narocné.

Priklad 1 Metoda SO-SVM posand v odstavci vede na optimalizacni
problém (3.4), jenZ je instanci problému (4.1). V pripadé SO-SVM je Q2(0) =
311611 a risk R(0) je din vzorcem (3.3).

Kromé SO-SVM existuje dlouhy seznam dalsich metod strojového udcent,
které jsou ve své podstaté algoritmem feSicim specidlni instanci problému
(@.1)), napiiklad SVM regrese [22], uceni detektorit neobvyklych udélosti (nov-
elty detection) [I5], algoritmy uceni klasifikdtortt minimalizujicich slozité
ztratovée funkce [9)], logisticka regrese [3] a nebo uceni Gaussovskych pro-
cesst [23].

Pro praktické vyuziti zminénych metod strojového uceni je nezbytné, aby pro
danou instanci problému (1) existoval efektivni optimaliza¢ni algoritmus.
Pokud je funkce F' diferencovatelna, lze problém (4.1]) Fesit pomoci standard-
nich metod pro hladkou optimalizaci. Mezi popularni algoritmy patii naprik-
lad Newtonova metoda nebo kvazi-newtonovské metody jako LBFGS [12]. V
piipadech, kdy F je nediferencovatelna, byvéa problém (4.1]) pFeveden na né-
jakou znédmou ekvivalentni tlohu. Napriiklad uc¢eni SO-SVM klasifikatoru lze
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pievést na tlohu kvadratického programovéani (8.7). Bohuzel, existujici im-
plementace algoritmii pro feseni obecnych tloh kvadratického programovani
nejsou dostatecné efektivni na to, aby byly pouzitelné pro velké instance opti-
malizacnich tloh, které se bézné vyskytuji v praktickych aplikacich. Z tohoto
divodu bylo navrzeno velké mnozstvi specializovanych optimalizacnich algo-
ritmi pro minimalizaci konkrétnich instanci problému (4.1]).

V dalgich odstavcich popiseme obecny algoritmus pro feseni probléemu (4.1),
ktery byl publikovan v préci [18]. Tento algoritmus, nazvany “Bundle Method
for Risk Minimization” (BMRM), je variantou “Bundle methods”, které patii
mezi klasické metody pro nehladkou optimalizaci [10, 11]. Mezi hlavni pied-
nosti algoritmu BMRM patii jeho obecnost, modularita, snadna paralelizo-
vatelnost a garantovand konvergence k e-optimalnimu resenf v O(2) iter-
acich. V praktickych tlohach byva rychlost konvergence algoritmu BMRM
srovnatelnd se specializovanymi algoritmy navrzenymi na miru konkrétnim
instancim problému (4.T]).

4.1 Algoritmus BMRM

Klicovou myslenkou algoritmu BMRM je aproximovat pidvodni problém (d.1))
jednodussim redukovanym problémem

6cRn
Redukovany problém (4.2) se z puvodniho problému (4.1]) ziska tak, Ze v
kriterialni funkci nahradime empiricky risk R jeho po ¢astech linedrni aprox-
imaci Ry, zatimco regularizac¢ni ¢len {2 ztstane nezménén. Priblizny model
risku R; je definovan vztahem

R/(0) = max |R(6:)+ (R(6,),0—0,)|, (4.3)

i=0,....t—1

kde R'(€") € R" je libovolny subgradient funkce R v bodé 6'. Pfipomenme,
ze vektor R'(6") € R" je subgradientem konvexni funkce R v bodé 6’ pokud
plati

R(O) > R(O) + (R(0),0—0), VOcR". (4.4)

Subgradient existuje v libovolném bodé 8’ € R", v ném?Z je hodnota konvexni
funkce R(0’) konecna.

Ptiklad 2 V pripade metody SO-SVM, kterd md risk dany vztahem (3.3),
lze subgradient v bodé @ spocitat z Danskinovy véty (napt., Proposition B.25

18



R(60) + (R'(0), 6 —/90> R(\9A1) + (R'(01),0 — 01)

Obrazek 4.1: Na obrazku je priklad konvexni funkce R(0) a jejiho pfiblizného,
po ¢astech linedrniho modelu Ry (0) = max{R(6y)+(R'(0y),0—80y), R(0,)+
(R'(6,),0 — 61)}, ktery je tvofen dvéma linearnimi dolnimi mezemi, je7
aproximuji funkeci R(8) presné v bodech 8y a 8;. Bod 65 je minimalizétorem

R»(8).

v [1]) jako i i
kde
§' = argmax | Ay, y) + (0, ¥(a',y))] . (1.6)
yey

Nerovnice (£4) definuje linearni dolni mez funkce R a tato mez je v bodé
0’ t&sna. Z toho také vyplyva, 7e i bodové maximum (4.3) definované pies ¢
linearnich dolnich mezi je samo po ¢astech linearni dolni mezi funkce R. To
znamena, ze plati

R(0) > Ri(0),v0 € R" a navic, ze  R(6;) = Ri(0;),i=0,...,t—1.

Z toho je okam7ité vidét, ze kriterialni funkce F} redukovaného problému (4.2))
je dolni mezi kriterialni funkce F' ptvodniho problému (4.1), tj. plati F'(0) >
F,(0),¥0 € R" a F(6;) = Fy(0,), i = 0,...,t — 1. Refenim redukované¢ho
problému (A2)) ziskdme kromé piiblizného feseni 6; i dolni odhad F}(6;)
optiméani hodnoty F(6*). Obrazek B ilustruje linearni dolni mez (&4) a
piiblizny model (4.3) na piikladé jednorozmérné konvexni funkce R.
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Algorithm 1 Bundle Method for Regularized Risk Minimization (BMRM)
vstup & inicializace: ¢ >0, 0, € R", t < 0
repeat
t<—1+1
Spocti R(0;—1) a R'(0;_1)
Aktualizuj model Rt(e) < maX;—q,...t—1 R(OZ) + <R/(02), 0 — 01>
Vyftes redukovany problém 6; <— argming F3(6) kde Fi(0) = \Q(0) +
R.(6)
until F(6;) — Fi(6;) <¢

BMRM algoritmus [l za¢iné z libovolného bodu @y € R". V dalsich iteracich
algoritmu se poc¢ita novy bod 6; fesenim redukovaného problemu (4.2)). V
kazdé iteraci se priblizny model (A3]) zptesni piidanim jedné nové linearni
dolni meze ([£4)), ktera aproximuje risk R v bodé aktualniho feséni ;. Algo-
ritmus kon¢i, pokud je rozdil mezi hodnotou F'(6;) a F;(6;) mensi nez zadané
e > 0. Jelikoz F(6;) a F;(6;) jsou hornim a dolnim odhadem optiméni hod-
noty F'(6*), splnéni ukoncujici podminky zarucuje, ze F(0,) < F(0*) + .

4.2 Konvergence algoritmu BMRM

Zastaveni algoritmu [I] v konecném case je zaruceno nésledujici vétou:

Véta 1 [19, Theorem 5] Predpoklidejme, Ze plati (i) F(8) > 0, VO € R,
(i1) maxgearo) [|gllz < G pro vsechny 0 € {0y, ...,0:_1}, kde OR(0) znaci
subdiferencidl funkce R v bode @ a (iit) Q* je dvakrdt diferencovatelnd funkce
s konecnou krivosti, tj., ||0?Q*(u)|| < H* pro viechny p € { ' € Rt | ' =
MAa [ |laji =1 ,a > 0}, kde 0°Q*(u) je Hessian funkce Q* v bodé¢ .
Potom se algoritmus [1 zastavi mazimdlné po

AF(0)  SG2H?
T'< logy GQJ(L[*) e

iteracich pro libovolné € < 4G2H*\7 L.

1

Navic lze ukazat, ze v pripadé, kdy F' je dvakrét diferencovatelnd a ma konec-
nou kfivost, algoritmusI vyZaduje maximalng O(log 1) iteracf namisto O(2)
[19, Theorem 5]. Z praktického hlediska je nejvice omezujicim predpokladem
véty (Il) pozadavek na existenci druhych derivaci regularizatoru 2*. Tento
pfedpoklad je splnén pro kvadraticky regularizator Q(0) = 1||0||3 pouzi-
vany v SVM metodach nebo pro regularizator ve formé negativni entropie

Q) = >, 06;1logb;. Bohuzel, uvedeny predpoklad neplati v pripadé ¢;-
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normy £2(0) = ||0||;, ktera se ¢asto pouziva k ziskani Fidkého FeSeni (sparse
solution) a vybér priznaki.

4.3 Reseni redukovaného problému

Algoritmus [ pfevadi puvodni problém (£.1) na sérii redukovanych prob-
lému (4.2). Slozitost redukovaného problému zévisi na poc¢tu proménnych,
ktery je roven dimenzi n vektoru parametri @ € R", a na poc¢tu linedrnich
dolnich mezi, ktery se rovna poc¢tu provedenych iteraci t. V praxi je t typicky
mnohem mensi nez n. Z tohoto diivodu je vyhodné fesit redukovany problém
v jeho duélni formé.

Necht A = [ag,...,a; 1] € R™ je matice, jejiz sloupce jsou subgradienty
a; = R'(0;) a necht b = [by,...,b_1] € R je sloupcovy vektor, jehoZ kom-
ponenty se rovnaji b, = R(6;) — (R/'(8;),0;). Potom muZeme redukovany
problém (A.2]) vyjadiit v jeho ekvivalentni formé

0; = argmin [)\Q(O) +£] za podminky & > (0,a;)+0b;, i =0,...,t—1.
OcR™ £€R
(4.7)
Largrangeovsky duélni problém (viz. napt. [2]) k problému (£7) mé tvar [19)
Theorem 2]
a; = argmin [ — AQ (A "Aa) + (a,b)] zp. lafi=1,a>0, (48)

acR?

kde Q*: R® — R? znac¢i konjugovanou funkei k Q, kterd je definované vzta-
hem

Q*(p) = sup {(0, u) — Q(0) ‘ 6 cR"}.

Z optimélni hodnoty dualnich proménnych a; lze urcit optimélni hodnotu
primarnich proménnych fesenim problému 8; = argmaxgcgn [(0, A Aoy —
()], ktery se pro diferencovatelné 2 zjednodusi na 6; = V,Q*(—\"'Aay).

Piiklad 3 (Redukovany problém pro piipad kvadratické regularizace)

V piipade¢ kvadratického regularizitoru Q(0) = 3|03 pouZivaného v SVM
Klasifikaci, je konjugovand funkce rovna Q*(p) = i||pl3 @ dudlni prob-
lém ({.8) mad tvar
L T . _
oy € argmin o' A" Ao+ a' b|  za podminky |ali =1,a>0.
eR! 2\

(4.9)

Primdrni Fesend lze spocitat analyticky podle vzorce 8y = -\~ Aoy.

21



4.4 Pouziti BMRM pro uceni strukturnich klasifika-
tori

Velkou prednosti algoritmu BMRM je jeho jednoduchost a modularita. K
tomu, abychom mohli BMRM pouzit pro fesSeni konkrétni instance prob-
lemu (4.0]), sta¢i implementovat proceduru pro vypocet hodnoty empirického
risku R(0) a jeho subgradientu R'(0). Samotné jadro algoritmu BMRM, tzn.
reSeni redukovaného problému, zistava pro dany regularizator €2 vzdy stejné.
Jak bude vypadat pouziti BMRM pro uceni strukturnich klasifikatori po-
moci metody SO-SVM 7 V tomto pripadé je regularizacni clen kvadraticky a
redukovany problém je jednoduch4 tloha kvadratrického programovani (4.9]).
Dale jen potiebujeme implementovat dvé procedury. Zaprvé vypocet risku (3.3]),
a zadruhé vypocet subgradientu (.5). Pfi bliz§im zkouméani zjistime, 7e ja-
drem obou vypocti je algoritmus, ktery spocte vystup strukturniho klasi-
fikitoru (B.4)), respective strukturniho klasifikitoru, jehoz skorovaci funkce
je modifikovana zvolenou ztratovou funkei, tj. vypocet (4.0). Tzn. pokud
umime spocitat vystup daného strukturniho klasifikatoru, a to bychom meéli

pokud ho chceme pouzivat, mtizeme jeho parametry algoritem BMRM ucit
bez dalsich modifikaci.

4.5 Implementace a dalsi modifikace

Implementace algoritmu BMRM je napitklad soucasti Shogun toolboxu [17],
ktery sam o sobé obsahuje velkou kolekci dalsich algoritmii strojového uceni.
Urychlenou verzi algoritmu BMRM a jeji implementaci popisuje napt. [6 [7].
Dalgi informace o “cutting plane” metodéch a jejich aplikacich ve strojovém
uceni lze nalézt v [§].

22



Literatura

[1] BERTSEKAS, D. P. Nonlinear Programming. Athena Scientific, Bel-
mont, MA, 1999.

[2] BOYD, S., VANDENBERGHE, L. Convex Optimization. Cambridge Uni-
versity Press, Cambridge, UK, 2004.

|3] COLLINS, M., SCHAPIRE, R., SINGER, Y. Logistic regression AdaBoost
and Bregman distance. In Proceedings of Annual Conference on Com-
putational Learning Theory (COLT), s. 158-169. Morgan Kaufman, San
Francisco, 2000.

[4] CRANDALL, D., FELZENSZWALB, P., HUTTENLOCHER, D. Spatial

priors for part-based recognition using statistical models. In In CVPR,
s. 10-17, 2005.

[5] FRANC, V., SAVCHYNSKYY, B. Discriminative learning of max-sum

classifiers. Journal of Machine Learning Research, sv. 9, ¢. 1, s. 67-104,
January 2008.

[6] FRANC, V., SONNENBURG, S. Optimized cutting plane algorithm for

large-scale risk minimization. Journal of Machine Learning Research,
sv. 10, s. 2157-2192, 2010.

|7] FRANC, V., SONNENBURG, S. LIBOCAS., 2008 Software available at
http://mloss.org/software/view/85/.

|8] FRANC, V., SONNENBURG, S., WERNER, T. Cutting-Plane Methods
in Machine Learning., chapter 7, s. 185-218 The MIT Press, Cam-
bridge,USA, 2012.

9] JoacHIMS, T. A support vector method for multivariate performance
measures. In International Conference on Machine Learning (ICML),
s. 377-384, 2005.

[10] KiwiEL, K. C. An aggregate subgradient method for nonsmooth convex
minimization. Mathematical Programming, sv. 27, s. 320-341, 1983.

[11] LEMARECHAL, C., NEMIROVSKII, A., NESTEROV, Y. New variants of
bundle methods. Mathematical Programming, sv. 69, ¢. 1-3, s. 111-147,
1995.


http://mloss.org/software/view/85/

[12] NOCEDAL, J., WRIGHT, S. Numerical Optimization. Springer Series
in Operations Research. Springer, 1999.

[13] SCHLESINGER, M. 1., HLAVAC, V. Deset predndsek z teorie statistick-
¢ho a strukturniho rozpozndvdani. CVUT, Prague, Czech Republic, 1999.

[14] SCHLESINGER, M., FLACH, B. Some solvable sublcasses of structural
recognition problems. In Czech Pattern Recognition Workshop. Czech
Pattern Recognition Society, 2000.

[15] SCHOLKOPF, B., WILLIAMSON, R., SMOLA, A., SHAWE-TAYLOR, J.,
PLATT, J. Support vector method for novelty detection. In JORDAN,
M. I., KEARNS, M. J., SOLLA, S. A., editors, Advances in Neural
Information Processing Systems 10, 2000.

[16] SCHOLKOPF, B., SMOLA, A. Learning with Kernels. The MIT Press,
MA, 2002.

[17] SONNENBURG, S., RATSCH, G., HENSCHEL, S., WIDMER, C., BEHR,
J., Z1EN, A., DE BONA, F., BINDER, A., GEHL, C., FRANC, V. The

shogun machine learning toolbox. Journal of Machine Learning Re-
search, sv. 11, ¢. 6, s. 17991802, June 2010.

[18] TEO, C., LE, Q., SMOLA, A., VISHWANATHAN, S. A scalable modular
convex solver for regularized risk minimization. In Proc. Intl. Conf.
Knowledge Discovery and Data Mining, 2007.

[19] TEO, C., VISHWANATHAN, S., SMOLA, A., QUOC, V. Bundle meth-

ods for regularized risk minimization. Journal of Machine Learning Re-
search, sv. 11, s. 311-365, 2010.

[20] TSOCHANTARIDIS, 1., JoAcHIMS, T., HOFMANN, T. ALTUN, Y.
Large margin methods for structured and interdependent output vari-
ables. Journal of Machine Learning Research, sv. 6, s. 1453-1484, Sep.
2005.

[21] URICAR, M., FRANC, V., HLAVAC, V. Detector of facial landmarks
learned by the structured output SVM. In CSURKA, G., BRAZ, J.,
editors, VISAPP ’12: Proceedings of the 7th International Conference on
Computer Vision Theory and Applications, vol. 1, s. 547-556, Portugal,
February 2012. SciTePress — Science and Technology Publications.

[22] VAPNIK, V. N. Statistical learning theory. Adaptive and Learning Sys-
tems. Wiley, New York, New York, USA, 1998.

24



23] WiLLIAMS, C. Prediction with Gaussian processes: From linear re-
gression to linear prediction and beyond. In Learning and Inference
in Graphical Models, s. 599-621. Kluwer Academic, 1998.

25









Centrum pro rozvoj vyzkumu pokrocilych tidicich a senzorickych technologii
CZ.1.07/2.3.00/09.0031

Ustav automatizace a méfici techniky
VUT v Brné

Kolejni 2906 /4

612 00 Brno

Ceska Republika

http://www.crr.vutbr.cz
info@crr.vutbr.cz



	Úvod
	Príklady strukturních klasifikátoru 
	Segmentace obrazu
	Max-sum klasifikátor
	Použití max-sum klasifikátoru pro segmentaci

	Rozpoznávání a segmentace textu
	Detekce významných bodu na lidské tvári

	Ucení klasifikátoru
	Formulace úlohy
	Generativní metody
	Diskriminativní metody
	Structured Output Support Vector Machines

	Optimalizacní algoritmy v ucení
	Algoritmus BMRM
	Konvergence algoritmu BMRM
	Rešení redukovaného problému
	Použití BMRM pro ucení strukturních klasifikátoru
	Implementace a další modifikace


