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Kapitola 1 Úvod
�ím se zabývá obor statistického rozpoznávání. Rozpoznávání sezabývá metodami pro odhadovaní skrytých stav· zkoumaného objektu. Zk-oumaný objekt se charakterizuje dv¥ma stavy: pozorovaným stavem x ∈ X askrytým stavem y ∈ Y . Symbol X zna£í mnoºinu v²ech moºných pozorovánía symbol Y mnoºinu v²ech moºných skrytých stav·. Jednou ze základníchúloh rozpoznávání je nalézt rozhodovací funkci h : X → Y , která na základ¥pozorování objektu x ∈ X odhadne jeho skrytý stav y ∈ Y . V p°ípad¥, ºeje mnoºina skrytých stav· Y kone£ná, úloha se ozna£uje jako klasi�ka£ní arozhodovací funkci h se °íká klasi�kátor.Ve v¥t²in¥ praktických úloh, ve kterých se rozpoznávání pouºívá, nelze vztahmezi pozorovaným x a skrytým stavem y popsat deterministicky. Proto sev praxi £ast¥ji pouºívají metody statistického rozpoznávání, které modelujípozorovaný a skrytý stav objektu jako realizaci náhodného procesu s danouhustotou pravd¥podobnosti p(x,y).Co to je strukturní rozpoznávání. Metody strukturního rozpoznáváníse pouºívají v t¥ch p°ípadech, kdy je vhodné modelovat zkoumaný objekt jakomnoºinu jednodu²²ích objekt· (£ástí) a vztah· mezi nimi, kde tyto vztahytvo°í n¥jakou jasnou strukturu.V praxi se pozorovaný stav x £asto skládá z n¥kolika m¥°ení x = (x1, . . . , xn)provedených na objektu. Stejn¥ tak skrytý stav y je £asto tvo°en sekvencískrytých stav· y = (y1, . . . , ym). Nech´ I = {1, . . . , n} a J = {1, . . . , m}jsou mnoºiny index· jednotlivých pozorování respektive skrytých stav·. Domé-nou strukturního rozpoznávání jsou ty aplikace, kdy mnoºiny I a J mají n¥-jakou jasnou strukturu. P°íkladem m·ºe být rozpoznávání £asových °ad, kdymnoºiny I a J tvo°í °et¥zec a nebo rozpoznávání obrazu, kdy jsou mnoºiny
I a J uspo°ádány do dvourozm¥rné m°íºky.Naproti tomu klasické �nestrukturní� metody rozpoznávání typicky neberoup°i modelování zkoumaného objektu strukturu mnoºin I a J v úvahu.Kde se strukturní rozpoznávání pouºívá. Metody strukturního rozpoznávánína²ly své uplatn¥ní v mnoha oborech jako je nap°íklad analýza p°irozeného3



jazyka, automatický p°eklad text·, bioinformatika, rozpoznávání °e£i, po£í-ta£ová bezpe£nost nebo po£íta£ové vid¥ní.V kapitole 2 popí²eme n¥které strukturní klasi�kátory pouºívané v rozpoznáváníobrazu. Konkrétn¥ odstavec 2.1 popisuje strukturní klasi�kátor pouºívanýpro segmentaci obrazu. V odstavci 2.2 ukáºeme jak lze sou£asn¥ segmentovata rozpoznávat text v obraze pomocí jednoho strukturního klasi�kátoru. Vodstavci 2.3 zmíníme aplikaci strukturních klasi�kátor· p°i detekci význam-ných bod· na lidské tvá°i.Co to je u£ení klasi�kátor·. Strukturní klasi�kátor h : X → Y je £astodost sloºitá funkce, kterou není snadné zkonstruovat. Naproti tomu bývásch·dn¥j²í sesbírat mnoºinu trénovacích p°íklad·D = {(x1,y1), . . . , (xm,ym)} ∈
(X ×Y)m, která obsahuje p°íklady dvojic pozorování a jejich odpovídajícíchskrytých stav·. Na základ¥ trénovacích p°íklad·D pak lze ve zvolené mnoºin¥klasi�kátor· H hledat takový, který v n¥jakém smyslu nejlépe °e²í danouklasi�ka£ní úlohu. Procesu výb¥ru klasi�kátoru na základ¥ trénovacích p°ík-lad· se °íká u£ení klasi�kátoru.V kapitole 3 popí²eme Bayesovskou formulaci klasi�ka£ní úlohy, která pokrývávelkou t°ídu reálných aplikací. Dále v této kapitole nastíníme dva základníp°ístupy jak tuto Bayesovskou úlohu °e²it p°ibliºn¥ pomocí generativníchmetod u£ení (odstavec 3.2) a diskriminativních metod u£ení (odstavec 3.3).V posledních n¥kolika letech získaly velkou popularitu p°edev²ím diskrimina-tivní metody u£ení lineárních strukturních klasi�kátor·. Konkrétn¥ metodas anglickým názvem �Structured Output Support Vector Machines� (dále vtextu ozna£ovaná zkratkou SO-SVM), kterou popí²eme v odstavci 3.4. Mezivýhody algoritmu SO-SVM pat°í to, ºe problém u£ení p°evádí na úlohu kon-vexní optimalizace, kterou lze efektivn¥ °e²it.V poslední kapitole (kapitola 4) popí²eme jednoduchý a velmi modulární al-goritmus, který speci�cké konvexní optimaliza£ní úlohy, jeº se v u£ení struk-turních klasi�kátor· objevují, efektivn¥ °e²í.Literatura. Zájemc·m o statistické a strukturní rozpoznávání lze v°ele do-poru£it £eské vydání knihy [13], z které autor tohoto textu také £erpal.
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Kapitola 2 P°íklady strukturních klasi�kátor·
2.1 Segmentace obrazuCílem segmentace obrazu je p°i°adit kaºdý pixel vstupního obrázku do jedné z
K t°íd. Obrázek 2.1 ukazuje p°íklady segmentace pro r·zn¥ de�nované t°ídy.K segmentaci obrazu m·ºeme p°istupovat jako k úloze strukturní klasi�kace.Typickým p°íkladem strukturního klasi�kátoru, který se p°i segmentaci obrázk·pouºívá, je takzvaný �max-sum� klasi�kátor popsaný v následujícím odstavci.2.1.1 Max-sum klasi�kátorNech´ (T , E) je neorientovaný graf, kde T je kone£ná mnoºina objekt· a
E ⊆

(
T
2

) je mnoºina dvojic objekt·, které spolu sousedí. Nech´ je kaºdýobjekt t ∈ T charakterizován pozorováním xt a skrytou prom¥nnou yt, kterénabývají hodnot z mnoºiny Xt, respektive Yt. Ozna£me uspo°ádanou |T |-ticipozorování písmenem x = (xt ∈ Xt | t ∈ T ) ∈ X a uspo°ádanou |T |-ticiskrytých prom¥nných písmenem y = (yt ∈ Yt | t ∈ T ) ∈ Y . Kaºdémuobjektu t ∈ T je p°i°azena funkce qt : Xt × Yt × R
n → R. Hodnota funkce

qt(xt, yt; θ) ur£uje kvalitu skrytého stavu yt pokud je pozorování xt. Kaºdédvojici objekt· {t, t′} ∈ E je p°i°azena funkce gtt′ : Yt × Yt ×R
n → R. Hod-nota gtt′(yt, yt′; θ) ur£uje kvalitu skrytých stav· yt a yt′. Funkce qt(xt, yt; θ)a gt(yt, yt′; θ) jsou parametrizované vektorem θ ∈ R

n. Max-sum klasi�kátor
h : X × R

n → Y parametrizovaný vektorem θ vrací pro zadané pozorování
x skryté stavy y, které mají nejv¥t²í kvalitu:

h(x; θ) = argmax
y∈Y

f(x,y; θ) (2.1)kde
f(x,y; θ) =

∑

t∈T

qt(xt, yt; θ) +
∑

{t,t′}∈E

gtt′(yt, yt′; θ) .Hodnota skórovací funkce f(x,y; θ) ur£uje shodu mezi pozorováním x askrytým stavem y. Výpo£et výstupu max-sum klasi�kátoru, tj. ohodnocenípravé strany výrazu (2.1) se ozna£uje jako max-sum problém. Obecný max-sum problém pat°í do t°ídy NP-t¥ºkých úloh. Nicmén¥ existují podt°ídy5



(a) (b) (c)Obrázek 2.1: P°íklady vstupních obrázk· (horní °ádek) a jejich segmentací(dolní °ádek) pro r·zn¥ de�nované t°ídy. V obráku (a) segmentujeme do t°ídkráva, tráva a obloha, v obrázku (b) jsou t°ídy pozadí, objekt a v obrázku(c) se obrázek segmentuje na oblast pozadí a oblasti pat°ící jednotlivýmbarevných £ástem hra£ky.max-sum problému, které lze °e²it v polynomiálním £ase. Nap°íklad pokudmnoºina (T , E) je acyklický graf nebo pokud funkce gtt′ pat°í do t°ídy takz-vaných submodulárních funkcí [14].Max-sum klasi�kátor má jasnou statistickou interpretaci. P°edpokládejme, ºepozorování x a skrytý stav y jsou realizací náhodných veli£in X̃ = (X̃t | t ∈
T ) a Ỹ = (Ỹt | t ∈ T ). Dále p°edpokládejme, ºe pouze prom¥nné (X̃t, Ỹt),
t ∈ T a (Ỹt, Ỹt′), {t, t′} ∈ E jsou na sob¥ p°ímo statisticky závislé. Pak jesdruºená hustota pravd¥podobnosti náhodných veli£in X̃ a Ỹ Gibbsovskérozd¥lení

p(x,y; θ) =
1

Z(θ)
exp f(x,y; θ) , (2.2)kde Z(θ) je normaliza£ní konstanta. Optimální bayesovský klasi�kátor, kterýminimalizuje pravd¥podobnost chybné klasi�kace Ep(x,y;θ)[[h(x) 6= y]], vracískrytý stav s maximální aposteriorní pravd¥podobností, tj.

ŷ = argmax
y∈Y

p(y | x; θ) . (2.3)Odhad skrytého stavu získaný bayesovským klasi�kátorem (2.3) je takzvanýMAP odhad (Maximal A Posteriori estimate). Není t¥ºké ukázat, ºe max-sumklasi�kátor (2.1) a optimální bayesovský klasi�kátore (2.3) jsou identické,6



pokud jsou pozorování x a skryté stavy y generované náhodným procesem sh.p. (2.2).2.1.2 Pouºití max-sum klasi�kátoru pro segmentaciV tomto odstavci popí²eme, jak m·ºe vypadat konkrétní instance max-sumklasi�kátoru vhodná pro segmentaci obrázk·. Nech´ má vstupní obrázek ro-zli²ení H ×W pixel·. Obrázek je sloºen z mnoºiny elementárních objekt·(pixel·) T = {(i, j) ∈ N 2 | 1 ≤ i ≤ W, 1 ≤ j ≤ H}. Kaºdý pixel
t ∈ T m·ºeme charakterizovat jeho jasovou hodnotou xt ∈ X ′, a skry-tým stavem yt ∈ Y ′ = {1, . . . , K}, který °íká, do které z K t°íd pixelpat°í. Tj. uvaºujeme p°ípad, kdy mnoºina pozorování Xt = X ′ a skrytýchstav· Yt = Y ′ pro v²echny pixely t ∈ T stejná. Mnoºina jasových hod-not m·ºe být v p°ípad¥ barevných RGB obrázk· nap°íklad X ′ = R

3. Toznamená, ºe pozorování v pixelu t ∈ T je vektor xt = (rt, gt, bt), jehoºsloºky popisují barvu pixelu v RGB prostoru. Jednotlivé t°ídy v mnoºin¥ Y ′mají typicky n¥jaký sémantický význam, nap°. na obrázku 2.1(a) se segmen-tuje do K = 3 t°íd: kráva, tráva a obloha. Celý obrázek jasových hodnotje tedy |T |-tice x = (xt ∈ X ′ | t ∈ T ) ∈ X a segmentace je |T |-tice
y = (yt ∈ Y ′ | t ∈ T ) ∈ Y .Abychom mohli pouºít max-sum klasi�kátor 2.1 pro odhad segmentace, jet°eba ur£it strukturu sousedství E . Pro jednoduché obrázky obvykle sta£íp°edpokládat, ºe kaºdý pixel je p°ímo závislý jen na svých £ty°ech nejbliº²íchsousedech (aº na okrajové pixely), tj.

E = {{(i, j), (i′, j′)} ∈ T 2 | |i− i′|+ |j − j′| = 1} .Dále musíme konkretizovat tvar funkcí qt(xt, yt; θ) a gtt′(yt, yt′; θ), z kterých jemax-sum klasi�kátor postaven. Hodnota funkce qt(xt, yt; θ) m·ºe být nap°ík-lad ur£ena jako váºená lineární kombinace ur£itých p°íznak· spo£tených naRGB sloºkách xt = (rt, gt, bt), tzn. ºe
qt(xt, yt; θ) = 〈φ

q(xt), θyt〉 , (2.4)kde 〈u, v〉 zna£í skalární sou£in vektor· u a v, φ : X ′ → R
p, je zobrazení,které vrací p p°íznak· spo£tených z xt = (rt, gt, bt), a θq

yt
∈ R

p jsou váhylineární kombinace, pokud je skrytý stav yt. Z de�nice (2.4) vyplývá, ºe funkce
qt(xt, yt; θ) jsou pro v²echy pixely t ∈ T de�nované stejn¥. Jednoduché p°íz-naky mohou být nap°íklad

φ(xt) =
(
rt, gt, bt, r

2
t , g

2
t , b

2
t , 1

)
.Takto de�nované funkce byly pouºity nap°íklad pro získání segmentace vobrázku 2.1 (a) a (c). 7



Co se tý£e funkcí gtt′(yt, yt′; θ), je £asto rozumné p°edpokládat, ºe jejich tvarje pro v²echny dvojice {t, t′} ∈ E stejný, tj. gtt′(yt, yt′; θ) = g(yt, yt′; θ),
{t, t′} ∈ E . Pokud nemáme dal²í apriorní informaci, nemusíme tvar funkce
g(yt, yt′; θ) dále omezovat, tj. m·ºeme ji reprezentovat jako uspo°ádanou
|Y ′|2-tici £ísel

θg = (g(y, y′) ∈ R | y ∈ Y ′, y′ ∈ Y ′) .Tímto jsme max-sum klasi�kátor speci�kovali aº na n = p|Y ′| + |Y ′|2 £ísel,reprezetovaných vektorem parametr·
θ =

(
(θq

y, y ∈ Y
′), θg

)
∈ R

n .Zbývá vy°e²it jak zvolit parametry θ ∈ R
n tak, aby max-sum klasi�kátorsegmentoval obrázky podle na²ich p°edstav.V kapitole 3 popí²eme zp·sob, jak tyto parametry získat u£ením z trénovacímnoºiny p°íklad·. Trénovací mnoºinou se zde myslí mnoºina

{(x1,y1), . . . , (xm,ym)} ∈ (X × Y)m ,která obsahuje dvojice obrázk·, a jejich manuáln¥ získané segmentace. Nap°ík-lad pro segmenta£ní problém z Obrázku 2.1(c) m·ºe trénovací mnoºina vy-padat, jak je ukázáno na Obrázku 2.2.Metody u£ení, o kterých budeme mluvit dále, p°edpokládají, ºe skórovacífunkce strukturního klasi�kátoru je lineární v parametrech, které se majíu£it, tj.
f(x,y, θ) = 〈θ,Ψ(x,y)〉 ,kde Ψ : X × Y → R

n je dané zobrazení z prostoru v²ech dvojic (x,y) ∈
X ×Y) na prostor parametr· R

n. Není t¥ºké ukázat, ºe max-sum klasi�kátorpopsaný vý²e tento p°edpoklad spl¬uje.Na konec je²t¥ poznamenejme, ºe popsaná instance max-sum klasi�kátoru jedost jednoduchá a my²lená spí²e pro ilustraci. Nicmén¥, uvedený max-sumklasi�kátor sta£í pro segmentaci jednoduchých obrázk·, konkrétn¥ segmen-tace v Obrázku 2.1 (a) a (c) byly získány p°esn¥ tímto modelem.Dal²í informace o max-sum klasi�kátorech a jejich u£ení se lze do£íst v [5].2.2 Rozpoznávání a segmentace textuV tomto odstavci popí²eme strukturní klasi�kátor pouºitelný pro segmentacia rozpoznávání °ádku textu z obraze. Nap°íklad uvaºujme aplikaci, kdy chcemerozpoznávat text na registra£ní zna£ce automobilu. Obrázek 2.3 ukazuje p°ík-lad vstupního obrázku s registra£ní zna£kou a poºadovaný výstup klasi�ká-toru. 8



Obrázek 2.2: Trénovací mnoºina, z které se u£í parametry max-sum klasi�ká-toru pro segmentaci obrazu. Horní °ádek jsou vstupní obrázky. Dolní °ádekjsou segmentace vytvo°ené manuáln¥ £lov¥kem.

Obrázek 2.3: P°íklad obrázku registra£ní zna£ky automobilu (horní °ádek)a poºadovaný výstup strukturního klasi�kátoru (dolní °ádek), který zna£ku�p°e£te�.
9



Vstupem klasi�kátoru je obrázek x ∈ X s rozli²ením H×W pixel·. Obrázekobsahuje °ádek textu sloºený ze známé sady znak·. Klasi�kátor vrací seg-mentaci y = (s1, . . . , sL) ∈ Y , která rozd¥luje obrázek x na L segment·.Kaºdý segment s = (a, k) ∈ S popisuje jméno znaku a ∈ A a jeho poziciv obrázku k ∈ {1, . . . ,W}. P°edpokládejme, ºe kaºdý znak a ∈ A má �xní²í°ku, která je dána funkcí ω : A → N . Zave¤me dále funkci a : S → A,která vrací znak daného segmentu, funkci k : S → N , která vrací pozicisegmentu a funkci L : Y → N , která vrací po£et segment·. P°ípustná seg-mentace y ∈ Y je sloºena z nep°ekrývajících se segment·, které pokrývajícelý vstupní obrázek. To lze formáln¥ zapsat tak, ºe p°ípustná segmentace
y ∈ Y musí spl¬ovat následující podmínky:

k(s1) = 1 ,

W = k(sL) + ω(sL)− 1 ,
k(si) = k(si−1) + ω(si−1) , ∀i = 1, . . . , L− 1 .Kaºdý znak m·ºeme modelovat etalonem νa ∈ R

H×ω(a), a ∈ A. Ozna£mepísmenem θ = (νa, a ∈ A) ∈ R
n vektor, který reprezentuje etalony v²echznak·. Pokud etalony znak· známe, pak z nich m·ºeme vygenerovat syntet-ický obrázek. Syntetický obrázek je pln¥ popsán segmentací y ∈ Y a etalony

θ ∈ R
n. Podobnost mezi vstupním obrázkem x a syntetickým obrázkemur£eným dvojicí (y, θ) m·ºeme ur£it nap°. spo£tením jejich korelace

f(x,y; θ) =

L(y)
∑

i=1

ω(a(si))∑

j=1

〈col(x, j + k(si)− 1), col(νa(si), j)〉

︸ ︷︷ ︸

〈

,

〉

, (2.5)
kde col(x, i) zna£í i-tý sloupec obrázku x. Vstupní obrázek x m·ºeme seg-mentovat tak, ºe mezi v²emi p°ípustnými syntetickým obrázky vyberemetakový, který je mu nejpodobn¥j²í a jeho segmentaci prohlásíme za segmentacivstupního obrázku x. Tj. strukturní klasi�kátor bude po£ítat

ŷ = argmax
y∈Y

f(x,y; θ) . (2.6)Z výstupu strukturního klasi�kátoru (2.6) m·ºeme vy£íst jak pozice znak·
k(ŝi), tak jejich jména a(ŝi). Podobn¥ jako v p°ípad¥ strukturního klasi�ká-toru pro segmentaci obrazu, i skórovací funkce (2.5) je lineární v parametrech
θ, tj. m·ºeme zkonstruovat zobrazení Ψ : X × Y → R

n takové, ºe
f(x,y; θ) = 〈θ,Ψ(x,y)〉 .10



K tomu aby ²lo klasi�kátor (2.6) pouºít v praxi, je t°eba ur£it etalony θ.Toho lze op¥t dosáhnout pomocí metod u£ení z p°íklad·, kdy trénovacímnoºina bude sestávat z p°íklad· vstupních obrázk· obsahující zna£ky ajejich manuáln¥ získané segmentace.Nakonec op¥t poznamenejme, ºe v praxi je t°eba uvedený strukturní modeldále zesloºitit. Nap°íklad, je tém¥° vºdy nutné modelovat m¥°ítko znak·(zde jsme uvaºovali, ºe ²í°ka znak· je známá). Dále porovnávání obrázk·na základ¥ po£ítání korelací jejich jasových hodnot funguje dob°e jen vjednoduchých p°ípadech. V praxi je t°eba místo jasových hodnot korelovatso�stikovan¥j²í p°íznaky po£ítané na jasových hodnotách.2.3 Detekce významných bod· na lidské tvá°iDal²í problém, který se da°í °e²it pomocí strukturní klasi�kace je detekce výz-namných bod· na lidské tvá°i. Významné body na lidské tvá°i jsou nap°ík-lad koutky o£í, koutky úst £i ²pi£ka nosu. Odhad pozice významných bod·je nezbytná sou£ást v¥t²iny systém· pro automatické rozpoznávání tvá°í.Obrázek 2.4 ukazuje p°íklad vstupu a výstupu takového detektoru.Detektor významných bod· lze efektivn¥ implementovat strukturním klasi-�kátorem, který k popisu tvá°e pouºívá tzv. �Deformable Part Model� (DPM) [4].DPM modeluje rozpoznáváný objekt jako mnoºinu £ástí a geometrickýchomezení mezi vybranými dvojicemi £ástí. �ásti mohou být nap°. lokalnímodely o£í a geometrické omezení m·ºe nap°. udávat jejich p°ípustné poz-ice. Lokální modely £ástí tvá°e, stejn¥ jako tvar geometrických omezení, lzeu£it z p°íklad·. Konkrétní implementace detektoru významných bod· a al-goritmu jeho u£ení je popsaná v £lánku [21]. Tento model a algoritmus u£eníprobereme podrobn¥ na seminá°i.

11



Obrázek 2.4: P°íklad vstupu (levý obrázek) a výstupu (pravý obrázek) struk-turního klasi�kátoru, který detekuje významné body na lidské tvá°i.
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Kapitola 3 U£ení klasi�kátor·
V tomto odstavci formulujeme obecnou bayesovskou úlohu rozpoznávání,která pokrývá velkou t°ídu aplikací. V dal²ích odstavcích pak popí²ememetodyjejího °e²ení pomocí algoritm· u£ení. Nakonec kapitoly popí²eme konkrétníinstanci u£ícího algoritmu.3.1 Formulace úlohyZkoumaný objekt se charakterizuje dv¥ma stavy. Pozorovaným stavem x ∈
X a skrytým stavem y ∈ Y . Symbol X zna£í mnoºinu v²ech moºných po-zorování a symbol Y zna£í kone£nou mnoºinu v²ech moºných skrytých stav·.P°edpokládejme, ºe pozorování x a skrytý stav y je realizací n¥jakého náhod-ného procesu s h.p. p(x,y). Cílem je nalézt klasi�kátor h : X → Y , kterýna základ¥ pozorování objektu x ∈ X odhadne jeho skrytý stav y ∈ Y .Predikce klasi�kátoru se hodnotí pomocí ztrátové funkce ∆: Y × Y → R.�íslo ∆(y,y′) je penalta, kterou platíme, pokud je skute£ný skrytý stav ya klasi�kátor odpoví y′. Daný klasi�kátor h se charaterizuje matematickýmo£ekáváním hodnoty ztrátové funkce

RBayes(h) =
∑

x∈X

∑

y∈Y

p(x,y)∆(y, h(x)) . (3.1)�íslo RBayes(h) se nazývá Bayesovský risk klasi�kátoru h. Bayesovská úlohaspo£ívá v nalezení bayesovského klasi�kátoru, tj. klasi�kátoru, který má min-imální bayesovský risk. Z (3.1) je vid¥t, ºe bayesovský klasi�kátor je dánvztahem
h∗(x) = argmin

y′∈Y

∑

y∈Y

p(y | x)∆(y,y′) . (3.2)�e²ení bayesovské úlohy vyºaduje znalost statistického modelu p(y | x),který není tém¥° nikdy k dispozici. Místo toho bývá sch·dné sesbírat mnoºinup°íklad· D = {(x1,y1), . . . , (xm,ym)} ∈ (X ×Y)m, o které p°edpokládáme,ºe obsahuje realizace statisticky nezávislých náhodných veli£in s rozd¥lením
p(x,y). V dal²ích dvou odstavcích zmíníme dva základní p°ístupy jak °e²itbayesovskou úlohu p°ibliºn¥ s pouºitím trénovací mnoºiny p°íklad· D.13



Nakonec je na míst¥ zmínit fakt, ºe ani p°esná znalost modelu p(x,y) ne-musí vºdy znamenat jednoduchou úlohu. Problém m·ºe být i samotné ohod-nocení bayesovského klasi�kátoru (3.2), které ve strukturním rozpoznávání£asto vede na problém ne°e²itelný v polynomiálním £ase a je t°eba pouºí-vat r·zné aproximativní metody °e²ení. Nap°. ohodnocení max-sum klasi-�kátoru (odstavec 2.1.1) je ob¥cn¥ NP-t¥ºká úloha zatímco klasi�kátor prosegmentaci a rozpoznavání textu (odstavec 2.2) lze °e²it pomocí dynamickéhoprogramování.3.2 Generativní metodyGenerativní metody se snaºí vyuºít trénovací mnoºinu D k nalezení stati-stického modelu p̂(x,y), který co nejlépe aproximuje skute£ný model p(x,y).Tento krok v¥t²inou vyºaduje dost podrobnou znalost o tom, jak jsou datagenerovaná. Typicky se postupuje tak, ºe se na základ¥ zkoumání problémunavrhne t°ída statistických model· P , která by m¥la obsahovat alespo¬ jedenmodel blízký tomu skute£nému. Konkrétní aproximace statistického modeluse pak u£í (dhaduje) z trénovacích dat D pomocí metody maximální v¥ro-hodnosti, tj. u£ení vede na problém
p̂ = argmax

p′∈P

m∏

i=1

p′(xi,yi) .Nau£ený statistický model p̂(x,y) se následn¥ pouºije jako náhrada za skute£nýmodel p(x,y) v de�nici bayesovského klasi�kátoru (3.2).3.3 Diskriminativní metodyDiskriminativní metody hledají klasi�kátor p°ímo bez nutnosti odhadovatstatistický model p(x,y). Místo popisování procesu generujícího data m·ºebýt jednodu²²í p°ímo modelovat bayesovský klasi�kátor (3.2). Nap°íklad m·ºemenavrhnout t°ídu klasi�kátor· H, která obsahuje alespo¬ jeden takový, jenºdostate£n¥ dob°e aproximuje bayesovský klasi�kátor (3.2). Konkrétní klasi-�kátor vybíráme na základ¥ n¥jaké rozumné aproximace bayesovského risku
RBayes(h), kterou lze ohodnotit bez znalosti statistického modelu p(x,y).Bayesovský risk RBayes(h) lze aproximovat nap°íklad empirickým riskem

Remp(h) =
1

m

m∑

i=1

∆(yi, h(xi)) ,14



který m¥°í pr·m¥rnou hodnotu ztrátové funkce na trénovací mnoºin¥ D.U£ení klasi�kátoru pak vede na úlohu minimalizace empirického risku
ĥ = argmin

h∈H
Remp(h) . (3.3)O konkrétní implementaci toho principu budeme mluvit podrobn¥ v odstavci 3.4,proto uve¤me jaké jsou obecn¥ výhody a úskalí tohoto p°ístupu:+ Odhadovat klasi�kátor p°ímo bývá £asto jednodu²²í úkol, neº odhadovatplný statistický model p(x,y) jako se to d¥lá v generativním u£ení.+ Ukazuje se, ºe chyba, které se dospustíme p°i speci�kaci t°ídy klasi�kátor·

H, má na výslednou p°esnost klasi�kátoru men²í vliv, neº chyba p°ispeci�kaci t°ídy statistických model· P .- Sloºitost úlohy (3.3) závisí jak na volb¥ (zvolené parametrizaci) t°ídy klasi-�kátor· H, z které se vybírá, tak na volb¥ ztrátové funkce ∆. Bohuºel,pro v¥t²inu ztrátových funkcí pouºívaných v klasi�kaci (a to i t¥ch nej-jednodu²²ích) neexistuje efektivní algoritmus, který by úlohu (3.3) °e²ilp°esn¥ a tudíº se pouºívájí r·zné proximace.- Nízká hodnota emprického risku Remp(h) obecn¥ neznamená nízkou hod-notu bayesovského risku RBayes(h) bez ohledu na to, kolik máme tréno-vacích p°íklad·. Tomuto jevu se °íká problém generalizace a je p°ed-m¥tem teorie statistického u£ení [22]. Praktickým d·sledkem je, ºe krom¥minimalizace empirického risku je b¥hem u£ení t°eba kontrolovat i sloºi-tost t°ídy klasi�kátor· H.- Narozdíl od generativních metod není obecn¥ jednoduché pouºít diskrimi-nativní metody pro u£ení z nekompletních trénovacích dat.P°es zmín¥né problémy existuje velmi efektivní implementace principu diskrim-inativního u£ení, která je popsaná v dal²ím odstavci.3.4 Structured Output Support Vector MachinesMetoda Structured Output Support Vector Machines (SO-SVM) [20] je diskrim-inativní metoda pro u£ení obecných lineárních klasi�kátor·. Tj. t°ída klasi-�kátor· H, ze které se b¥hem u£ení vybíra, obsahuje klasi�kátory h : X ×
R

n → Y popsané vztahem
h(x; θ) = argmax

y∈Y
〈θ,Ψ(x,y)〉 , (3.4)15



kde Ψ : X × Y → R
n je dané zobrazení a θ ∈ R

n je vektor parametr·.Vektor parametr· θ je tedy indexem ur£ujícím konkrétní lineární klasi�kátorz mnoºiny H.Metoda SVM aproximuje empirický risk po £ástech lineární konvexní funkcí
R(θ) =

1

m

m∑

i=1

max
y∈Y

[

∆(y,yi) + 〈θ,Ψ(xi,y)−Ψ(xi,yi)〉 ,
]

, (3.5)coº je rozumná aproximace za p°edpokladu, ºe pro ztrátovou funkci platí
∆(y,y) = 0 a ∆(y,y′) ≥ 0, ∀y,y′ ∈ Y . Pak není t¥ºké ukázat, ºe platí
Remp(h(·; θ)) ≤ R(θ), θ ∈ R

n. U£ení parametr· lineárního klasi�kátoru (3.4)pomocí metody SVM se formuluje jako konvexní minimaliza£ní úloha
θ∗ = argmin

θ∈Rn

F (θ) kde F (θ) =
λ

2
‖θ‖2 + R(θ) . (3.6)Kriteriální funkce F (θ), která nahrazuje bayesovský riskRbayes(h), je sou£temkvadratického regulariza£ního £lenu a risku R(θ). Ú£elem regulariza£ního£lenu je omezit prostor parametr·, ze kterých se vybírá, a tím zamezit moºnémup°e�tování klasi�kátoru. Síla regularizace se °ídí £íslem λ > 0, jehoº optimálníhodnota se typicky ladí na valida£ní mnoºin¥ p°íklad·.P°íklady strukturních klasi�kátor· uvedené v kapitole (2) byly instancí lineárníhoklasi�kátoru (3.4). K nau£ení jejich parametr· pomocí metody SO-SVMmusíme vy°e²it konkrétní instaci konvexního problému (3.6). �e²ení tohotoproblému je obecn¥ t¥ºké. Protoºe kriteriální funkce F (θ) není hladká, nelzepouºít b¥ºné algoritmy hladké optimalizace. Sloºitost problému vynikne,pokud ho p°evedeme na ekvivalentní úlohu kvadratického programování:

θ∗ = argmin
θ∈Rn

[λ

2
‖θ‖2 +

1

m

m∑

i=1

ξi

] (3.7)za omezení
ξi ≥ ∆(y,yi) + 〈θ,Ψ(xi,y)−Ψ(xi,yi)〉 , y ∈ Y , i = 1, . . . , m .P°estoºe problém konvexního kvadratického programování je dob°e prozk-oumán, nelze standardní metody k °e²ení (3.7) pouºít. Hlavní p°ekáºkou jeohromný po£et omezujících podmínek. Konkrétn¥ problém (3.7) má |Y|momezujících podmínek, kde Y zna£í mnoºinu skrytých parametr· am je po£ettrénovacích p°íklad·. V aplikacích strukturní klasi�kace typicky roste velikostmnoºiny |Y| exponenciáln¥ s po£tem elementárních objekt· T . Nap°íklad vproblému segmentace obrazu je |Y| = KH×W po£et v²ech moºných segmen-tací obrazu velikostiH×W do K t°íd. V dal²í kapitole popí²eme jednoduchýoptimaliza£ní algoritmus, který v¥t²inou °e²í problém (3.6) velmi efektivn¥.16



Kapitola 4 Optimaliza£ní algoritmy v u£ení
Mnoho populárních metod strojového u£ení je zaloºeno na principu mini-malizace regularizovaného empirického risku (regularized risk minimizationprinciple [16]). V t¥chto metodách je problém u£ení p°eveden na úlohu kon-vexní optimalizace

θ∗ = argmin
θ∈Rn

F (θ) kde F (w) = λΩ(θ) + R(θ) . (4.1)Kriteriální funkce F : Rn → R, ozna£ovaná jako regularizovaný risk, je sou£temregulariza£ního £lenu Ω: Rn → R a empirického risku (nebo jeho aprox-imace) R : Rn → R. Funkce Ω a R jsou ob¥ konvexní. �íslo λ ∈ R+ jezvolená regulariza£ní konstanta a θ ∈ R
n je vektor parametr·, jenº se máu£it z dat. Empirický risk R hodnotí, jak dob°e parametr θ vysv¥tluje tréno-vací data. Funkcí regulariza£ní £lenu Ω je sníºit pravd¥podobnost, ºe b¥hemu£ení dojde k p°e�tování. Zatímco Ω bývá typicky jednoduchá funkce, em-pirický risk R je £asto de�nován sloºitým výrazem, jehoº ohodnocení bývávýpo£etn¥ velmi náro£né.P°íklad 1 Metoda SO-SVM posaná v odstavci 3.4 vede na optimaliza£níproblém (3.6), jenº je instancí problému (4.1). V p°ípad¥ SO-SVM je Ω(θ) =

1
2‖θ‖

2 a risk R(θ) je dán vzorcem (3.5).Krom¥ SO-SVM existuje dlouhý seznam dal²ích metod strojového u£ení,které jsou ve své podstat¥ algoritmem °e²ícím speciální instanci problému(4.1), nap°íklad SVM regrese [22], u£ení detektor· neobvyklých událostí (nov-elty detection) [15], algoritmy u£ení klasi�kátor· minimalizujících sloºitéztrátové funkce [9], logistická regrese [3] a nebo u£ení Gaussovských pro-cess· [23].Pro praktické vyuºití zmín¥ných metod strojového u£ení je nezbytné, aby prodanou instanci problému (4.1) existoval efektivní optimaliza£ní algoritmus.Pokud je funkce F diferencovatelná, lze problém (4.1) °e²it pomocí standard-ních metod pro hladkou optimalizaci. Mezi populární algoritmy pat°í nap°ík-lad Newtonova metoda nebo kvazi-newtonovské metody jako LBFGS [12]. Vp°ípadech, kdy F je nediferencovatelná, bývá problém (4.1) p°eveden na n¥-jakou známou ekvivalentní úlohu. Nap°íklad u£ení SO-SVM klasi�kátor· lze17



p°evést na úlohu kvadratického programování (3.7). Bohuºel, existující im-plementace algoritm· pro °e²ení obecných úloh kvadratického programovánínejsou dostate£n¥ efektivní na to, aby byly pouºitelné pro velké instance opti-maliza£ních úloh, které se b¥ºn¥ vyskytují v praktických aplikacích. Z tohotod·vodu bylo navrºeno velké mnoºství specializovaných optimaliza£ních algo-ritm· pro minimalizaci konkrétních instancí problému (4.1).V dal²ích odstavcích popí²eme obecný algoritmus pro °e²ení problému (4.1),který byl publikován v práci [18]. Tento algoritmus, nazvaný �Bundle Methodfor Risk Minimization� (BMRM), je variantou �Bundle methods�, které pat°ímezi klasické metody pro nehladkou optimalizaci [10, 11]. Mezi hlavní p°ed-nosti algoritmu BMRM pat°í jeho obecnost, modularita, snadná paralelizo-vatelnost a garantovaná konvergence k ε-optimálnímu °e²ení v O(1
ε
) iter-acích. V praktických úlohách bývá rychlost konvergence algoritmu BMRMsrovnatelná se specializovanými algoritmy navrºenými na míru konkrétníminstancím problému (4.1).4.1 Algoritmus BMRMKlí£ovou my²lenkou algoritmu BMRM je aproximovat p·vodní problém (4.1)jednodu²²ím redukovaným problémem

θt = argmin
θ∈Rn

Ft(θ) kde Ft(θt) = λΩ(θ) + Rt(θ) . (4.2)Redukovaný problém (4.2) se z p·vodního problému (4.1) získá tak, ºe vkriteriální funkci nahradíme empirický risk R jeho po £ástech lineární aprox-imací Rt, zatímco regulariza£ní £len Ω z·stane nezm¥n¥n. P°ibliºný modelrisku Rt je de�nován vztahem
Rt(θ) = max

i=0,...,t−1

[

R(θi) + 〈R
′(θi), θ − θi〉

]

, (4.3)kde R′(θ′) ∈ R
n je libovolný subgradient funkce R v bod¥ θ′. P°ipome¬me,ºe vektor R′(θ′) ∈ R

n je subgradientem konvexní funkce R v bod¥ θ′, pokudplatí
R(θ) ≥ R(θ′) + 〈R′(θ′), θ − θ′〉 , ∀θ ∈ R

n . (4.4)Subgradient existuje v libovolném bod¥ θ′ ∈ R
n, v n¥mº je hodnota konvexnífunkce R(θ′) kone£ná.P°íklad 2 V p°ípad¥ metody SO-SVM, která má risk daný vztahem (3.5),lze subgradient v bod¥ θ spo£ítat z Danskinovy v¥ty (nap°., Proposition B.2518



Obrázek 4.1: Na obrázku je p°íklad konvexní funkceR(θ) a jejího p°ibliºného,po £ástech lineárního modeluR2(θ) = max{R(θ0)+〈R′(θ0), θ−θ0〉, R(θ1)+

〈R′(θ1), θ − θ1〉}, který je tvo°en dv¥ma lineárními dolními mezemi, jeºaproximují funkci R(θ) p°esn¥ v bodech θ0 a θ1. Bod θ2 je minimalizátorem
R2(θ).v [1]) jako

R′(θ) =

m∑

i=1

Ψ(xi, ŷi)−
m∑

i=1

Ψ(xi,yi) , (4.5)kde
ŷi = argmax

y∈Y

[

∆(y,yi) + 〈θ,Ψ(xi,y)〉
]

. (4.6)Nerovnice (4.4) de�nuje lineární dolní mez funkce R a tato mez je v bod¥
θ′ t¥sná. Z toho také vyplývá, ºe i bodové maximum (4.3) de�nované p°es tlineárních dolních mezí je samo po £ástech lineární dolní mezí funkce R. Toznamená, ºe platí
R(θ) ≥ Rt(θ) , ∀θ ∈ R

n a navíc, ºe R(θi) = Rt(θi) , i = 0, . . . , t−1.Z toho je okamºit¥ vid¥t, ºe kriteriální funkce Ft redukovaného problému (4.2)je dolní mezí kriteriální funkce F p·vodního problému (4.1), tj. platí F (θ) ≥
Ft(θ) , ∀θ ∈ R

n a F (θi) = Fi(θi), i = 0, . . . , t − 1. �e²ením redukovanéhoproblému (4.2) získáme krom¥ p°ibliºného °e²ení θt i dolní odhad Ft(θt)optimání hodnoty F (θ∗). Obrázek 4.1 ilustruje lineární dolní mez (4.4) ap°ibliºný model (4.3) na p°íklad¥ jednorozm¥rné konvexní funkce R.19



Algorithm 1 Bundle Method for Regularized Risk Minimization (BMRM)vstup & inicializace: ε > 0, θ0 ∈ R
n, t← 0repeat

t← t+ 1Spo£ti R(θt−1) a R′(θt−1)Aktualizuj model Rt(θ)← maxi=0,...,t−1R(θi) + 〈R′(θi), θ − θi〉Vy°e² redukovaný problém θt ← argminθ Ft(θ) kde Ft(θ) = λΩ(θ) +

Rt(θ)until F (θt)− Ft(θt) ≤ εBMRM algoritmus 1 za£íná z libovolného bodu θ0 ∈ R
n. V dal²ích iteracíchalgoritmu se po£ítá nový bod θt °e²ením redukovaného problému (4.2). Vkaºdé iteraci se p°ibliºný model (4.3) zp°esní p°idáním jedné nové lineárnídolní meze (4.4), která aproximuje risk R v bod¥ aktuálního °e²¥ní θt. Algo-ritmus kon£í, pokud je rozdíl mezi hodnotou F (θt) a Ft(θt) men²í neº zadané

ε > 0. Jelikoº F (θt) a Ft(θt) jsou horním a dolním odhadem optimání hod-noty F (θ∗), spln¥ní ukon£ující podmínky zaru£uje, ºe F (θt) ≤ F (θ∗) + ε.4.2 Konvergence algoritmu BMRMZastavení algoritmu 1 v kone£ném £ase je zaru£eno následující v¥tou:V¥ta 1 [19, Theorem 5] P°edpokládejme, ºe platí (i) F (θ) ≥ 0, ∀θ ∈ R
n,(ii) maxg∈∂R(θ) ‖g‖2 ≤ G pro v²echny θ ∈ {θ0, . . . , θt−1}, kde ∂R(θ) zna£ísubdiferenciál funkce R v bod¥ θ a (iii) Ω∗ je dvakrát diferencovatelná funkces kone£nou k°ivostí, tj., ‖∂2Ω∗(µ)‖ ≤ H∗ pro v²echny µ ∈ {µ′ ∈ R

t | µ′ =
λ−1Aα , ‖α‖1 = 1 ,α ≥ 0 }, kde ∂2Ω∗(µ) je Hessian funkce Ω∗ v bod¥ µ.Potom se algoritmus 1 zastaví maximáln¥ po

T ≤ log2
λF (0)

G2H∗
+

8G2H∗

λε
− 1iteracích pro libovolné ε < 4G2H∗λ−1.Navíc lze ukázat, ºe v p°ípad¥, kdy F je dvakrát diferencovatelná a má kone£-nou k°ivost, algoritmus 1 vyºaduje maximáln¥ O(log 1

ε
) iterací namísto O(1

ε
)[19, Theorem 5]. Z praktického hlediska je nejvíce omezujícím p°edpoklademv¥ty (1) poºadavek na existenci druhých derivací regularizátoru Ω∗. Tentop°edpoklad je spln¥n pro kvadratický regularizátor Ω(θ) = 1

2‖θ‖
2
2 pouºí-vaný v SVM metodách nebo pro regularizátor ve form¥ negativní entropie

Ω(θ) =
∑n

i=1 θi log θi. Bohuºel, uvedený p°edpoklad neplatí v p°ípad¥ `1-20



normy Ω(θ) = ‖θ‖1, která se £asto pouºívá k získání °ídkého °e²ení (sparsesolution) a výb¥r p°íznak·.4.3 �e²ení redukovaného problémuAlgoritmus 1 p°evádí p·vodní problém (4.1) na sérii redukovaných prob-lém· (4.2). Sloºitost redukovaného problému závisí na po£tu prom¥nných,který je roven dimenzi n vektoru parametr· θ ∈ R
n, a na po£tu lineárníchdolních mezí, který se rovná po£tu provedených iterací t. V praxi je t typickymnohem men²í neº n. Z tohoto d·vodu je výhodné °e²it redukovaný problémv jeho duální form¥.Nech´ A = [a0, . . . ,at−1] ∈ R

n×t je matice, jejíº sloupce jsou subgradienty
ai = R′(θi) a nech´ b = [b0, . . . , bt−1] ∈ R

t je sloupcový vektor, jehoº kom-ponenty se rovnají bi = R(θi) − 〈R
′(θi), θi〉. Potom m·ºeme redukovanýproblém (4.2) vyjád°it v jeho ekvivalentní form¥

θt = argmin
θ∈Rn,ξ∈R

[
λΩ(θ)+ ξ

] za podmínky ξ ≥ 〈θ,ai〉+ bi , i = 0, . . . , t−1 .(4.7)Largrangeovský duální problém (viz. nap°. [2]) k problému (4.7) má tvar [19,Theorem 2]
αt = argmin

α∈Rt

[
− λΩ∗(−λ−1Aα) + 〈α, b〉

] z.p. ‖α‖1 = 1 ,α ≥ 0 , (4.8)kde Ω∗ : Rn → R
t zna£í konjugovanou funkci k Ω, která je de�novaná vzta-hem
Ω∗(µ) = sup

{
〈θ,µ〉 − Ω(θ)

∣
∣ θ ∈ R

n
}
.Z optimální hodnoty duálních prom¥nných αt lze ur£it optimální hodnotuprimárních prom¥nných °e²ením problému θt = argmaxθ∈Rn

[
〈θ,−λ−1Aαt−

Ω(θ)
], který se pro diferencovatelné Ω zjednodu²í na θt = ∇µΩ

∗(−λ−1Aαt).P°íklad 3 (Redukovaný problém pro p°ípad kvadratické regularizace)V p°ípad¥ kvadratického regularizátoru Ω(θ) = 1
2‖θ‖

2
2 pouºívaného v SVMklasi�kaci, je konjugovaná funkce rovna Ω∗(µ) = 1
2
‖µ‖22 a duální prob-lém (4.8) má tvar

αt ∈ argmin
α∈Rt

[

−
1

2λ
αTATAα+αTb

] za podmínky ‖α‖1 = 1 ,α ≥ 0 .(4.9)Primární °e²ení lze spo£ítat analyticky podle vzorce θt = −λ−1Aαt.21



4.4 Pouºití BMRM pro u£ení strukturních klasi�ká-tor·Velkou p°edností algoritmu BMRM je jeho jednoduchost a modularita. Ktomu, abychom mohli BMRM pouºít pro °e²ení konkrétní instance prob-lému (4.1), sta£í implementovat proceduru pro výpo£et hodnoty empirickéhorisku R(θ) a jeho subgradientu R′(θ). Samotné jádro algoritmu BMRM, tzn.°e²ení redukovaného problému, z·stává pro daný regularizátor Ω vºdy stejné.Jak bude vypadat pouºití BMRM pro u£ení strukturních klasi�kátor· po-mocí metody SO-SVM ? V tomto p°ípad¥ je regulariza£ní £len kvadratický aredukovaný problém je jednoduchá úloha kvadratrického programování (4.9).Dále jen pot°ebujeme implementovat dv¥ procedury. Zaprvé výpo£et risku (3.5),a zadruhé výpo£et subgradientu (4.5). P°i bliº²ím zkoumání zjistíme, ºe já-drem obou výpo£t· je algoritmus, který spo£te výstup strukturního klasi-�kátoru (3.4), respective strukturního klasi�kátoru, jehoº skórovací funkceje modi�kovaná zvolenou ztrátovou funkcí, tj. výpo£et (4.6). Tzn. pokudumíme spo£ítat výstup daného strukturního klasi�kátoru, a to bychom m¥lipokud ho chceme pouºívat, m·ºeme jeho parametry algoritem BMRM u£itbez dal²ích modi�kací.4.5 Implementace a dal²í modi�kaceImplementace algoritmu BMRM je nap°íklad sou£ástí Shogun toolboxu [17],který sám o sob¥ obsahuje velkou kolekci dal²ích algoritm· strojového u£ení.Urychlenou verzi algoritmu BMRM a její implementaci popisuje nap°. [6, 7].Dal²í informace o �cutting plane� metodách a jejich aplikacích ve strojovému£ení lze nalézt v [8].
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