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1. UvoD

Seminar je zaméren na kinematicky popis robotickych systém( a reSeni uloh
kinematiky robotll numerickymi a analytickymi metodami. Tyto metody jsou
zakladem vytvoreni modelu robotického systému jak pro kinematiku, tak pro
dynamiku, ale také pro fizeni robotickych systému. Podrobnéjsi vyklad étenar
nalezne v literature [1-3].



2. POSTUP MODELOVANI ROBOTICKYCH SYSTEMU

Tato kapitola se zabyvd potrebou modeld, Zivotnim cyklem vzniku
simulacniho modelu robotického systému.

Modelovani je proces vytvoreni tzv. mechanického modelu, ktery je zakladem
reSeni uloh mechaniky a vétsiny inzenyrskych uloh. Modelovani je zakladem
veskerého reseni inzenyrskych uloh. Naucit se procesu modelovani je vSak
narocné, nebot vyZaduje syntézu poznatk(l a zkuSenosti z mnoha obord,
predevsim mechaniky, matematiky, ¢4asti stroju, inZenyrskych oborovych
disciplin jednotlivych typ( strojd a dalSich. Pro modelovani neumime popsat
uceleny soubor poznatkll a poucek a postup jejich systematického pouziti.
Nékteré zakladni poznatky dale popiSeme, nebot proces modelovani budeme
pouzivat a potrebovat od zacatku studia mechaniky. Problém je, Ze proces
modelovani vyuziva poznatky z rady disciplin, pri nejmensim z celého studia
mechaniky. Ty na zacatku studia k dispozici nemame, a tak jediné reseni je se s
modelovanim postupné seznamovat po celou dobu studia nejen mechaniky, ale
vlastné i po ném.

Podstatou procesu modelovani je transformace realnych objektd (strojq,
technickych soustav) do podoby fiktivnich abstraktnich objektd (mechanického
modelu) s idealizovanymi vlastnostmi. Vlastnosti redlnych objekt(i se témto
idedInim vlastnostem jen vice ¢i méné blizi. Tyto tzv. idealni objekty (napr.
hmotny bod, dokonale tuhé téleso, linedrni pruzina) nikde v realité neexistuji,
ale fyzika, mechanika a ostatni inzenyrské védy formuluji své poznatky pravé
jen o téchto fiktivnich abstraktnich objektech. Mechanika neni schopna cokoli
tvrdit o realném stroji, jeji zavéry se vyluéné vztahuji k mechanickému modelu
slozenému z idealnich objekti. Mira shody mezi vlastnostmi realného objektu a
jeho idealizovaného modelu je zasadni pro platnost zdvér( inZenyrskych
vypoctl (zaloZenych na mechanice) a pro moznost pouziti inZenyrskych véd pro
raciondlni praci inZenyra. Proto je modelovani tak duleZité pro kazdého
inZenyra. Jeho vyznam navic stdle roste diky rostoucim mozZnostem pouziti
pocitacl pro studium vlastnosti idealizovanych modelt redlnych objekta.

Proces modelovani probihd v nékolika fazich, béhem nichz postupné

transformujeme realny objekt na idealizovany a feSime zkoumany problém.
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Budeme mluvit o rznych svétech. Redeni inZenyrského problému probiha v
péti krocich (viz obr. 1).

Realny svét Konceptualni svét Modelovy sveét Simula¢ni (matematicky) svét
Konceptualizace Modelovani Implementace Reseni
Objekt Objekt Objekt Objekt simulaéniho (matematického) svéta
realného svéta konceptualniho modelového
svéta svéta Simulagni
- (matematicky) Simulacni
Realny systém Konceptualni I Fyzikalni ) model (matematicky)
N model model —— model s metodou
\i - v el Metoda feSeni fedeni
Otézka Model okoli || J] Vstup modelu ||
\ Testovaci vstup Vstup modelu
<7 Cil Vystup L Vystup modelu
l
Odpoved modelovéni [ modelu ] Testovaci vystup F

Interpretace feSeni

Obr. 1 Zivotni cyklus simulaéniho modelu

V prvnim kroku analyzujeme objekt redlného svéta (stroj, technicky systém,
realny nebo hypoteticky, napf. automobil). Zkoumany redlny objekt
vySetfujeme v ramci jistého okoli, experimentalniho ramce (napf. vnéjsi tihové
pole, buzeni automobilu nerovnostmi vozovky), v némz se soustfedujeme na
jeho chovani, které nas zajima. O chovani tohoto objektu formulujeme jisté
otazky jako cil naseho zkoumani (napf. vydrzi toto lozisko, jakou rychlosti se
mUZe premistovat tento stroj). Tak vznikne systém redlného svéta, pro ktery
chceme nalézt odpovéd (feseni) na nasi otazku.

Ve druhém kroku transformujeme objekt redlného svéta na konceptualni
objekt. Tato transformace spociva v hierarchickém rozkladu systému redlného
svéta na jednotlivé komponenty, z nichz se sklada nebo které budeme pfi jeho
zkoumdni uvaZovat (napf. automobil se sklddd z podvozku, ke kterému je
pfipevnéna karosérie a motor, ze zavéSeni kol, pérovani, tlumicl). Zde
rozhodujeme o podrobnosti popisu redlného objektu (napf. uvazujeme pruziné
uloZeni motoru na ramu nebo ne). Soucasné s timto hierarchickym popisem
realného objektu a jeho okoli vytvarime popis jeho funkce (fyzikalnich interakci)
jako zdkladu kauzdlniho a funkéniho vysvétleni jeho chovani. BEhem tohoto
procesu je prijata celd fada predpokladda, které vedou k postupnému
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zjednodusovani reality do nasledného idealizovaného modelu. Systém realného
svéta je tak preveden do konceptudlniho modelu a modelu okoli, otazka o
chovani systému realného svéta je prevedena na cil modelovani (napf. jak je
toto loZisko namahdno, jakou rychlosti se pohybuje tato soucast stroje).
Reprezentace konceptudlniho modelu ¢asto muze byt vykres nebo CAD model.

Ve tretim kroku je konceptudlni model transformovan na fyzikalni model,
nékdy také nazyvany vypoctovy model. Fyzikdlni model je onen idealizovany
model, ktery je predmétem zkoumadni fyzikdlnich a inZenyrskych véd.
V mechanice budeme mluvit o mechanickém modelu. Prvky mechanického
(fyzikalniho) modelu jsou idedlni objekty, které budeme v mechanice zkoumat.
V procesu modelovani k mechanickému modelu dospéjeme tak, ze postupné
nahrazujeme prvky nebo skupiny prvk( konceptualniho modelu odpovidajicimi
idedlnimi objekty. Nastavaji dva pripady. Bud jeden prvek konceptualniho
modelu je nahrazen (modelovan) propojenim vice idedlnich objektl (napf. ram
automobilu je modelovan jako poddajné téleso tvorené pruznym spojenim
nékolika tuhych téles). Nebo vice prvk( konceptudlniho modelu je nahrazeno
(modelovdno) jednim nebo jen nékolika idedInimi objekty (napf. u automobilu
nahradime celé zavéseni kola pruzinou a tlumi¢em). V tomto procesu je pfijata
vétSina predpokladli o zjednoduseni reality do vysledného mechanického
modelu. Podobné je transformovan model okoli do wvstupl (buzeni)
mechanického modelu a cil modelovani je preveden do zkoumanych vystupt
modelu (napf. jaké reakéni sily pasobi v této rotacni vazbé, jakou rychlosti se
pohybuje tento bod).

Mechanicky model ma byt jen tak slozity, jak je nezbytné nutné pro dany ucel.
Snadna dostupnost pocitacd v posledni dobé vede casto ke zbytecné
komplikovanym modellm, které sice daji presnéjsi vysledek, ale ne o tolik, kolik
stala prace spojena s jeho vytvorenim a kolik stalo pouziti pocitace. Druhym
problémem je delsi Cas, ktery je potfebny pro vytvoreni a feSeni podrobnéjsiho
modelu. Chceme tu poukdzat na skutecnost, Ze modelovani je také otdzka
ekonomickd a manazerskd. Pred zapocetim vypocetnich praci je vidy ucelné
zvatiit, zda zisk plynouci z podrobnéjsiho modelu je mérny zvySenym nakladim
a spotfebovanému casu.



Pro mechanicky model konecné plati zakony a principy mechaniky a jejich
uzitim popiSeme chovani mechanického modelu matematicky a vytvofime tzv.
matematicky model (napf. ve statice je jim soustava linedrnich algebraickych
rovnic). To je hlavnim obsahem c¢tvrtého kroku. Soucasné s mechanickym
modelem jsou matematicky popsany i zkoumané vstupy a vystupy modelu.
Dale musime vybrat vhodnou metodu rfeSeni matematického modelu a zabyvat
se jeho resitelnosti.

V patém kroku je vysledny matematicky model feSen vybranou metodou reseni
pro vstupy modelujici pdsobeni okoli na zkoumany objekt a jsou vySetfeny
vystupy modelu popisujici odpovéd na poloZenou otdzku. Redeni
matematického modelu musime interpretovat pro formulaci odpovédi na
otazku poloZenou o realném objektu. Formulace této odpovédi je soucasti Sirsi
diskuse vysledkd, kterd musi alespoi v tomto kroku probéhnout. Jejim
obsahem je posouzeni, zda vytvoreny model a vysledky jeho feSeni spliuji
vsechny predpoklady, které byly pfi jeho postupném vytvareni formulovany
(napf. mUZe byt tato soucdst za plsobeni téchto sil modelovdna jako tuhé
téleso). Pri diskusi vysledk( je dalezité si uvédomit, Ze jsme fesili model (nikoli
realnou situaci) a nelze ocekavat, Ze by se realnd soustava chovala presné podle
vypoctenych vysledkd. Mira shody zaleZzi na mirfe zjednoduseni a na sprdvném
zachovani podstatnych vlastnosti resené realné soustavy. Odhad a nasledné
posouzeni, co je podstatné a co ne, je vSak vazano na ziskani ucelenych
poznatkd inZenyrskych véd pocinaje mechanikou a na akumulaci zkusenosti s
procesem modelovani.

Shora popsana napln ¢tvrtého a patého kroku je jejich tradicnim resenim. V
soucCasné dobé se vétSinou podstatna cast téchto krokl realizuje na pocitaci
pouzitim simulacnich a dalSich programd. V idedlnim pfipadé je Ctvrty krok
proveden implementaci mechanického modelu v simulaénim programu, ktery
jako své zakladni stavebni prvky obsahuje pfimo ekvivalenty idealnich objektu.
V takovém pripadé je sestaveni matematického modelu feseno a
automatizovano pocitacem. O to vice vSak vétSinou musime ovérovat spravnost
této implementace. To se provadi feSenim vytvoreného modelu za plsobeni
testovacich vstupd, u nichZ jsme schopni posoudit, zda chovani vytvoreného
simulaéniho modelu odpovidd pfijatym pfedpokladim a tedy realité. V patém
kroku pak takto odladény simulac¢ni model pouzZijeme na reSeni problému
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formulovaného v otdzce na vlastnosti a chovani realné soustavy. Mluvime o
tom, Ze provedeme (vypoctovy) pocitacovy experiment.

Ptiklad vyvoje modelu robotického systému je na Obr. 2.

(a) (b)

Revoluted

[Revolute Translational 1

(c) (d)

Obr. 2 Priklad vyvoje modelu robotického systému



3. STRUKTURNI ANALYZA ROBOTU

Tato kapitola se zabyvad strukturnim modelovdnim soustav mnoha téles,
druhy robotickych systém( podle struktury jejich modelu.

Pro systematicky postup sestavovani kinematického modelu mechanické
soustavy mnoha téles jsou nutné poznatky o strukture mechanické soustavy.
Pfi kinematickém popisu mechanické soustavy vychazime z abstrakce -
zjednoduseni skutecnosti. Zakladnimi elementy popisu jsou dva idealni objekty,
a to dokonale tuhé téleso (¢len) a kinematickd dvojice. Cleny (télesa)
mechanickych modelll oznacujeme Ccislicemi. Zakladni rdm vzdy dislici 1, dalsi
¢leny &islicemi 2, 3, 4, ... . Clen, ktery je spojen vazbami s k daldimi ¢leny, je €len
k-tého stupné. Clen 1. stupné se nazyva téZ unarni, ¢len 2. stupné binarni, ¢len
tfetiho stupné terndrni, ¢leny vyssiho stupné jsou cleny kvaternarni atd. Ve
statice se mluvi o vazbach, v kinematice misto o vazbach mluvime obecné o
kinematickych dvojicich. Kinematickou dvojici rozumime styk (vazbu) dvou
téles s jedinym stykovym utvarem. Délime je na nizsi, kdy je styk v plose
(rotacni, posuvné, valcové, sférické, ploché), a na vyssi, kdy je styk v kfivce
nebo bodu (obecnou, valivou). Terminologie vazeb se prendsi na kinematické
dvojice a obracené. Mluvime tak napfriklad o kinematickych dvojicich j-té tridy.
Parametry (soufadnice), které potfebujeme pro jednoznaény popis vzajemné
polohy téles spojenych kinematickou dvojici (vazanych vazbou) nazyvame
souradnice kinematické dvojice (vazby). Soucet poctu stupnl volnosti a tfidy
(poCtu reakci, resp. nezndmych statickych parametr(l vazby) kinematické
dvojice je v roviné 3 a v prostoru 6. V tabulce na Obr. 3 je uveden prehled
nejdulezitéjsich nizsich prostorovych kinematickych dvojic.

Pro systematické vytvareni mechanickych modell soustav téles a mechanismi
je vhodné pouzit metodu kinematickych retézca (Obr. 4). Kinematicky fetézec
je tvoren nékolika télesy (Cleny) spojenymi (vazanymi) kinematickymi dvojicemi
(vazbami). RozliSujeme jednoduché kinematické retézce tvorené jen undrnimi
a binarnimi ¢leny (a, b) sloZzené kinematické retézce obsahujici aspon jeden
ternarni nebo vyssi ¢len (c, d, e) uzaviené kinematické retézce, kde cleny
fetézce tvofi uzavieny obrazec (b, d). Uzavieny obrazec pak predstavuje



smycku. Oteviené kinematické retézce, které neobsahuji smycku (a, c) smiSené
kinematické retézce, kde nékteré ¢leny jsou ve smyckdch a jiné ne (e).

Nazev Pohyblivost |Soufadnice |Trida Schéma

ROTACNI n=1° @ 5
POSUVNA | n=1° s 5
VALCOVA | n=2° 5.9 4

SFERICKA | n =3° or.¢n@3 | 3

Obr. 3 Prehled prostorovych kinematickych dvojic

Mechanismus je obecné mechanické zafizeni, které slouzi k transformaci
pohybu nebo k prenosu sil. Je tvoren soustavou vzajemné pohyblivé spojenych
téles, z nichz jedno je nepohyblivé, tzv. zakladni -- ram. Mechanismus v uzsim
slova smyslu je soustava téles s jednim stupném volnosti, obecné vsak mulze
mit vice stupfid volnosti. Cleny, které mechanismus pohdanéji, se nazyvaji hnaci,
ostatni pak hnané. Obdobné tfidime kinematické dvojice. Kazdy kinematicky
fetézec tvori soustavu téles. Mechanismus vytvofime z kinematického retézce
tim, Ze néktery ¢len ucinime rdmem a nékteré hnacimi ¢leny. Z jednoduchych
fetézcl dostaneme jednoduché mechanismy, ze slozenych fetézcl slozené
mechanismy.
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A " Al
=4 d} EJ

Obr. 4 Kinematické retézce

Klicovy problém strukturalniho popisu je uréeni pohyblivosti, resp. poctu
stupnil volnosti mechanické soustavy mnoha téles. Ma-li prostorova soustava u
¢lenl véetné zakladniho rdmu, je pocet stupnid volnosti n

6
n=6(u— l]—zljwf- )
=1

kde w; znadi pocet kinematickych vazeb j-té tfidy. Tyto vztahy plati pro bézné
pfipady. V pripadé vyskytu tzv. singularnich a vyjimecnych soustav danych
zvlastnimi rozméry je nutné pouzit misto tohoto strukturniho vztahu pro pocet
stupnl volnosti vztah vychazejici z hodnosti Jacobiova matice kinematickych
vazeb. Necht je mechanickd soustava mnoha téles jednoznacné popsana m
soufadnicemi  s=[sy,S,...,Sm]’, které (pokud jsou zavislé) jsou vdazany r
kinematickymi vazbami

A [0
for=| "9 1=1" =0 2
L fr(s) 0 _

pak je pocet stupnd volnosti uréen rozdilem poctu souradnic a hodnosti
Jacobiovy matice kinematickych vazeb

n=m — hod(®) (3)

kde ¢ je Jacobiova matice kinematickych vazeb f.
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Pro topologickou strukturu kinematického modelu pouzijeme zakladni pojmy z
teorie grafl. Budeme pracovat s takzvanym neorientovanym souvislym grafem
sestdvajicim z uzld propojenych neorientovanymi hranami. Hrana u grafu
propojuje vidy pravé dva uzly, zatimco z jednoho uzlu mlzZe vychazet teoreticky
libovolné mnoistvi hran. Z toho vyplyva analogie k soustavé téles a nasledujici
prifazeni uzel = téleso, hrana = kinematicka dvojice. Tato reprezentace
soustavy téles grafem se nazyva pridruzeny graf soustavy téles. Analyza
struktury soustavy je stejnd pro pripady rovinné i prostorové.

Pridruzeného grafu soustavy téles mlZzeme pouzit k uréeni poctu nezavislych
strukturnich smycek. PouzZijeme k tomu tzv. kostru grafu. Kostra je takovy
podgraf daného grafu, ktery obsahuje vSechny uzly, je souvisly a je stromem
(acyklickym grafem). Dany graf ma mnoho moznych koster, ale pocet hran v
libovolné kostre grafu je jednoznacné dan. U prikladu soustav excentrického
klikového mechanismu a rovinného manipulatoru vznikne kostra myslenym
rozpojenim jedné libovolné kinematické dvojice (vyjmutim jedné libovolné
hrany), jak je zndzornéno pod pfidruzenymi grafy.

V kazdé kostfe souvislého grafu je o jednu hranu méné nez uzll. V obecném
grafu oproti jeho kostre prebyva vzidy stejny pocet hran (kinematickych dvojic).
Necht d je celkovy pocet kinematickych dvojic a m pocet predepsanych pohybd.

[=d+m—u-+1 (4)

Pro popis polohy a pohybu mechanickych soustav mnoha téles lze pouzit rGzné
druhy soutadnic. Jednak je miZeme délit podle jejich poctu na nezavislé
souradnice. Jde o souradnice, které jednoznacné urcuji polohu mechanické
soustavy a jejichz pocet je roven poctu stupnil volnosti. Velikost téchto
soufadnic se muze alespon v jistych rozmezich ménit zcela nezdvisle. Jejich
velikost neni vazana zadnymi dalSimi omezenimi, jako jsou kinematické vazby.
zavislé souradnice. Jde o soufadnice, které jednoznacné urcuji polohu
mechanické soustavy a jejichZz pocet je vétsi, nez je pocet stupnl volnosti.
Velikost téchto souradnic se nemulze ménit zcela nezdvisle, jejich velikost je
vazana kinematickymi vazbami.

Dale soufadnice muieme délit podle jejich druhu. RozliSujeme relativni
souradnice. Jde o souradnice, které popisuji vzajemné, tedy relativni pohyby v
11



kinematickych dvojicich. Jsou uvedeny v prehledovych tabulkdch rovinnych a
prostorovych kinematickych dvojic.

Fyzikalni soufadnice jsou dalsi ¢asty typ souradnic. Na ramu je zvolen zakladni
kartézsky sourfadnicovy systém. Na kazdém télese je zvolen referencni bod. Ke
kazdému télesu je pevné pripojen lokalni kartézsky souradnicovy systém, jehoz
pocCatkem je referencni bod télesa. Poloha kazdého télesa je uréena jednak
kartézskymi souradnicemi referenéniho bodu v zdkladnim sourfadnicovém
systému a jednak popisem orientace lokdlniho soufadnicového systému vici
zdkladnimu souradnicovému systému. Orientace mlzZe byt popsana rdznym
zplsobem, napi. Eulerovymi uhly, Cardanovymi uhly, Eulerovymi parametry,
matici smérovych kosind. Vidy jde o popis transformace ze zakladniho
souradnicového systému do lokalniho souradnicového systému na télese.
Pokud nejde o popis volného télesa v prostoru, jsou fyzikalni soufadnice vzdy
zavislé souradnice. Spojeni téles jednotlivymi kinematickymi dvojicemi je
popsano pomoci kinematickych vazbovych podminek popisujicich prislusnou
vazbu mezi télesy kinematickou dvojici.

Pfirozené souradnice jsou zajimavé nové souradnice. Na ramu je zvolen
zakladni kartézsky souradnicovy systém. Na kazidém télese jsou zvoleny
vyznacné body a vyznacné sméry. Prfirozené souradnice jsou kartézské
souradnice téchto vyznaénych bodl a jednotkovych vektor vyznaénych smér(
v zakladnim soufadnicovém systému. Vyznacné body jsou tvoreny stredy
sférickych kinematickych dvojic, body na osach rotacnich, posuvnych, valcovych
kinematickych dvojic. Vyznacné sméry jsou tvoreny jednotkovymi vektory os
kinematickych dvojic. Zakladni vyhodou prirozenych souradnic je, ze télesa
spojena kinematickymi dvojicemi sdileji prirozené soufadnice na téchto
spolecnych kinematickych dvojicich. Vzdy je vSak nutné zvolit tolik prirozenych
soufadnic, aby poloha kazdého télesa byla jednoznacné urcena. Prirozené
souradnice jsou vZdy zavislé souradnice. Jsou vazany kinematickymi vazbovymi
podminkami, které vyplyvaji z tuhosti télesa (napf. vzdalenosti vyznacnych
bod(i nebo vzajemné sméry na jednom télese jsou konstantni) nebo které jsou
dany podminkou, Ze jednotkovy vektor ma velikost rovnou jedné.
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4. MATICOVY POPIS POHYBU TELESA

Tato kapitola se zabyvd popisem pohybu télesa jako transformaci mezi
souradnicovymi systémy, transformacni matici, jejimi vlastnostmi, matici
rychlosti, matici zrychleni.

Pohyb télesa je popsan jako ¢asové promeénny popis polohy télesa. Popis
polohy télesa znamena popis polohy kaidého bodu télesa. V zakladnim
nepohyblivém prostoru je zvolen kartézsky souradnicovy systém 01, x1, y1, z1
pevné spojeny sramem (Obr. 5). Se zkoumanym télesem je pevné spojen
kartézsky soutradnicovy systém 02, x2, y2, z2. Téleso se vuci zakladnimu
prostoru pohybuje, proto je soufadnicovy systém 2 pohyblivy vGci
soufadnicovému systému 1. PrOvodic bodu L télesa 2 vyjadieny v
soufadnicovém systému 02, x2, y2, z2 “Taz = Tards +Yarie + 220K de je
konstantni, je prepocten do souradnicového systému O1, x1, y1, z1, kde je

1 s - N
proménny  Tiz = Tiphi + v + sk

F 3

Obr. 5 Pohyb télesa jako transformace mezi souradnicovymi systémy

Vztah mezi témito radiusvektory je
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] ) ) 2
et COSQly COSQ, COSQ. Uin, Pt

Yrigy | | cosB: cosB, cosB. wig Py
L COS7Y; COS7Y, COS7Y, Uiz 2oL, (5)
1 0 0 0 1 1

1I'LL o Sio I'o, 2r2L
1 o 0 1 1

1 2
ri; = Tioror

(6)

Pro matici transformace zavedeme pojem transformacni matice T,,, kde
matice S;, je matice smérovych kosinG. Pri pohybu je transformacni matice
funkci ¢asu

rir(t) = Tia(t)rar (7)

Tak je popis polohy télesa preveden na popis vzajemné polohy souradnicovych
systému.

Z ¢asovych derivaci transformacni matice ziskdme matici rychlosti V4,

e Qo S
Vi, = T T = (8)
0 0
kde Q, je antisymetricka matice uhlovych rychlosti.
Podobné je zavedena matice zrychleni A;, a matice Uplného zrychleni B,,.
Tip = TiVie+TiVi
A = Vp
(9)

Tio = Ti(Ap+V3)=TepBp
By, = TpTi=Ap+Vi,

Pro sklddani pohybl v maticovém popisu plati vyhodny vztah prostého
nasobeni transformacnich matic

T].nJrl = T12T23T34 e Tnfl.nTn.nJrl (10)

14



5. METODA ZAKLADNICH MATIC

Tato kapitola popisuje zdkladni pohyby a zdkladni transformacni matice,
maticové diferencidlni operdtory, reseni kinematického popisu zdkladnimi
maticemi.

V obecnych pripadech pohybu je velmi obtiZzné pfimo nalézt matici smérovych
kosinl a pravodi¢ pocatku. Lze to vsSak podstatné zjednodusit rozkladem
pohybu na posloupnost jednoduchych pohybl sloZenych z tzv. zakladnich
pohybl. Takovéto rozklady jsou pfirozenou soucdsti prakticky vSech zadani
uloh o pohybu téles. Tak je shora a dale popisovana metoda tzv. maticové
kinematiky navzdory své prvotni slozZitosti velmi jednoduchou, uc¢innou a
obecnou metodou pro resSeni pohybu téles a vlastné celé kinematiky. Je Sest
zdkladnich pohybU (Obr. 6). Jsou to tfi posuvy ve smérech os x, y, z kartézského
souradnicového systému a tfi rotace kolem téchto os. Jsou popsany tzv.
zdkladnimi (transformacnimi) maticemi. Transformaci odpovidajici posuvu ve
sméru osy x znacime T,(x) s argumentem x rovnym délce posuvu, podobné
transformaci odpovidajici posuvu ve sméru osy y znacime T,(y) s argumentem y
rovnym délce posuvu a transformaci odpovidajici posuvu ve sméru osy z

znacime T,(z) s argumentem z rovnym délce posuvu.

Obr. 6 Zakladni pohyby
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Transformace odpovidajici rotaci kolem osy x znacime Ty(®,) s argumentem o,
rovnym velikosti Uhlu rotace, podobné transformaci odpovidajici rotaci kolem
osy y znaCime Ty/(p,) s argumentem ¢, rovnym velikosti Uhlu rotace a
transformaci odpovidajici rotaci kolem osy z znacime T,(¢p,) s argumentem ¢,
rovnym velikosti uhlu rotace.

1 000
é?ggT(y)—UlO” 0100
) — Y - ~) —
T,(x) = 00 1 0 001 0| T.(2) 00 1 »
0 0 0 1
0 001 00 0 1
| 0 0 0 co%py (1) sinOQy g
T,.(0.) = 0 cosyp, —sing, 0 Toy(py) = T e )
P 0 sinp, cosp, O VO Y 0 OY‘” 1
0 0 0 1
cosyp, —sinp, 0 0
, sinp, cosp, 0 O
Te:le:) =1 0 10 (11)
0 0 0 1

Pro derivovani zavedeme maticové diferencidlni operatory D odpovidajici
zakladnim transfromacnim maticim. Napfiklad pro posun a rotaci kolem osy x

jsou
d ) d ,
— () = LD 1o (90) = T, (9D, (90) (12)
000z {() 0 0 0
L _looo o0 | 0 0 —¢ 0
Do@)=1¢ 00 0| Pelbad=|g & 0 o (13)
000 0 {() 0 0 ()J

Pomoci téchto zakladnich matic lze celou kinematiku pohybu téles
algebraizovat. To znamend, Ze ze zadani uUlohy musime jen formulovat
posloupnost zakladnich pohybl popisujicich pohyb bodu nebo télesa a zbytek
je jiz zpracovano algebraickym nasobenim zdkladnich matic a jejich
diferencidlnich operatord.
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X4 Y1

Obr. 7 Pohyb bodu M popsany zakladnimi pohyby

Napriklad pro pohyb bodu M podle obr. 7 dostaneme

N
riM = H Tzk;(pj)rnm
Jj=1

N
vim = Fir = ) FiE(p)ram

i=1
N N .
s =fin = 30 (FSB05) + Y FB()B() ) ran
j=1 =1 . '
Fi = Tzk(p1)Tzk,(p2) .. . Tzk;(pi)Dzk;(1) ... Tz y(pn)
Fji = Tz, (p1)T2r,(p2) - - - T2zk;(pi)Dzr;(1) T 2k, (Pi41) - -

Tze,(21)Dzk, (1) T 28,4, (P141) - - - Tzin (PN)
Fjj = Tzk, (1) Tzks(p2) - - - Tz; (p;)D%i, (1) . . . Tzin (pN) (14)

K tomuto popisu je dale nutné pridat jesté popis pohybl v kinematickych
dvojicich. Zakladni popis Ize ziskat pomoci zakladnich pohybu. Jedinou vyjimkou
je sféricka kinematickd dvojice, ktera vedle popisu pomoci rotacnich pohybu
uziva i dalezity popis pomoci kvaternion(.
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6. METODA RESENI KINEMATICKYCH SMYCEK

Tato kapitola se zabyvd metodami reseni kinematiky uzavrenych smycek.
Popisuje se metoda uzaviené smycky, metoda rezu smycky, metoda
vyjmuti télesa, metoda kompartmentd.

Cilem sestaveni kinematického modelu mechanické soustavy mnoha téles je
matematicky popsat vzajemnou vazbu mezi souradnicemi popisujicimi
mechanickou soustavu a ndslednym fesenim tohoto modelu ziskat zavislost
mezi témito souradnicemi odpovidajici funkci mechanické soustavy.

Z tohoto hlediska pro popis funkce mechanické soustavy délime souradnice na

vstupni a vystupni, hnaci a hnané, dané a hledané. Vstupni souradnice popisuji
vstupni veli¢iny funkce dané mechanické soustavy (mechanismu) a vystupni
souradnice popisuji vystupni veliCiny této funkce. Hnaci soufadnice popisuji
polohu kinematickych dvojic s pohony, hnané souradnice popisuji polohu
pohanénych cleni mechanické soustavy. Obvykle vstupni soufadnice jsou
soufadnice pohdnéné pohony, tedy hnaci. Vystupni soufadnice jsou pak
souradnice pohanénych ¢lenli mechanické soustavy, tedy hnané souradnice,
ale nemusi tomu tak vzdy byt. Z hlediska fesené ulohy jsou dané souradnice
znamy a hledané souradnice mame urcit. Obvykle jsou dané souradnice
vstupni, resp. hnaci souradnice a hledané souradnice jsou vystupni, resp.
hnané, ale nemusi tomu tak vzdy byt.

RozliSujeme dvé zakladni ulohy, které puivodné vznikly v robotice: V pfimé
(dopredné) kinematické uloze jsou dany hnaci souradnice (polohy pohoni) a
maji se urcit hnané souradnice (polohy pohanénych cleni mechanické
soustavy). U robotl jsou dany casové pribéhy pohonl a ma se urdcit vysledny
pohyb chapadla. Ve zpétné (inverzni) kinematické uloze jsou dany hnané
soufadnice (polohy pohanénych ¢leni mechanické soustavy) a maji se urcit
hnaci soutadnice (polohy pohon() pro realizaci poZzadovaného pohybu. U
robotll je predepsan pohyb chapadla robota a ma se urcit potfebny pohyb
pohond.

Pro sestaveni kinematického modelu mechanické soustavy mnoha téles byla
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vyvinuta fada metod. RGzné metody jsou vhodné pro rGzné druhy
mechanickych soustav.

Podstata maticové metody spociva v popisu kinematickych transformaci
uskute¢nénych nezavislymi strukturnimi smyckami mechanické soustavy. Pro
popis téchto kinematickych transformaci se uziva s vyhodou zvlasté v prostoru
maticovy popis kinematickych transformaci rozlozenych na jednotlivé zakladni
pohyby. Vliv nezdvislych strukturnich smycek se provadi bud popisem celkové
jejich kinematické transformace, nebo jen popisem podminek uzavienosti
téchto strukturnich smycek. Maticovd metoda uzaviené smycky popisuje
kinematickou transformaci skrze nezavislé strukturni smycky mechanické
soustavy (Obr. 8). ProtoZe strukturni smycka je uzaviena, je kinematicka
transformace rovna identické transformaci. Vyjadreni této podminky po
rozkladu na zakladni pohyby a zakladni matice da

Ti1oTos .. . Tr g xThpyr- TnoanThy = Ey (15)

Tuto rovnici Ize také rozdélit na dvé casti prevedenim casti transformaci na
druhou stranu rovnice. To odpovida podmince, Ze transformace z jednoho
télesa do druhého télesa ve strukturni smycce je shodna, je-li provedena v
jednom nebo ve druhém sméru ve smycce.

T12T23 .. -Tk—l.lc — TlnTn.n—l cee Tlc—i—l.k (16)

k k
k-1 k+1 k-1 k+1

Obr. 8 Metoda uzaviené smycky

Obé maticové rovnice poskytuji celkem 12 skalarnich rovnic pro jednu smycku
(3 rovnice radiusvektoru pocatku a 9 rovnic smérovych kosint), z nichz je 6
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nezavislych (3 rovnice radiusvektoru a 3 rovnice ze smérovych kosin(). Jak resit
preurcené soustavy nelinearnich rovnic je popsano dale.

Podstata maticové metody fezu smyckou spocivd (Obr. 9) v provedeni
mysleného fezu nékterou kinematickou dvojici v kinematické strukturni smycce
mechanické soustavy a ve vyjadreni podminek, které musi myslené oddélené
kinematické retézce splnovat, aby se pohybovaly jako spojené rozfiznutou
kinematickou dvojici.

X

o_.__—O

Obr. 9 Metoda fezu smyckou a metoda vyjmuti télesa

Podstata maticové metody vyjmuti télesa spociva (Obr. 9) v mysleném vyjmuti
télesa spolu se dvéma kinematickymi dvojicemi z kinematické strukturni
smycky mechanické soustavy a ve vyjadreni podminek, které musi zbylé
oddélené kinematické retézce spliovat, aby se pohybovaly jako spojené
vyjmutym télesem. Zakladni vyhoda maticové metody vyjmuti télesa spociva v
tom, Ze relativni souradnice obou kinematickych dvojic na vyjmutém télese se
ve vazbovych podminkach nevyskytuji, a tak reSime jesté mensi soustavu rovnic
nez u maticové metody rezu smyckou. Je to metoda s nejmensim poctem
souradnic pouZzitych pro popis smycky.

Podstata metody fyzikalnich souradnic spociva (Obr. 10) v uvolnéni vSech téles
mechanické soustavy, jejich popisu pomoci fyzikdlnich souradnic ze spole¢ného
globalniho souradnicového systému a ve vyjadreni podminek spojeni téles v
uvolnénych kinematickych dvojicich shodné jako u maticové metody fezu
smyckou. V podstaté je maticovou metodou rfezu smyckou popisovano tolik
smycek, kolik je kinematickych dvojic v soustavé. Smycka je vidy tvorena
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posloupnosti globalni soufadnicovy systém - téleso m - uvolnéna kinematicka
dvojice (fez) - téleso n - globdlni soufadnicovy systém.

Obr. 10 Metoda fyzikalnich soufadnic a metoda kompartmentt

Podstata metody kompartmentl spociva vtom, Ze nékterd télesa v soustavé
popiSeme fyzikalnimi souradnicemi a jejich sousedy popiSeme relativnimi
soufadnicemi vUici témto télesim Tak vyuZijeme vyhod obou popisu.

Podstata metody prirozenych souradnic spociva vtom, Ze kazidé téleso
popiseme prirozenymi souradnicemi. Spojeni téles popiSeme prirozenym
sdilenim téchto souradnic podle spojeni téles kinematickymi dvojicemi.
Vazbové podminky, které musime formulovat a nasledné resit, pochazeji
z podminek tuhosti jednotlivych téles soustavy.

21



7. METODY NUMERICKEHO RESENI KINEMATICKYCH VAZEB

Tato kapitola se zabyvda numerickym rfesenim vazbovych rovnic
kinematického popisu. Je popsdno reSeni ulohy polohy, rychlosti a
zrychleni, problémy reseni ulohy polohy, zobecnénd Newtonova metoda,
metoda strukturni aproximace, reseni soustavy linedrnich algebraickych
rovnic s obecnou matici.

o T
s = [s1,52,- -] 1Ty Ize rozdélit na

Roboticky systém je popsan souradnicemi
nezavislé souradnice q a na zavislé souradnice z. Mezi nimi plati vazbové
podminky (2). Ty obvykle nelze fesit analyticky, a tak je feSime numerickymi
iteraCnimi metodami. Z vazbovych podminek (2) vypocteme zavislé souradnice

v zavislosti na nezavislych po reformulaci vazeb (2)
f(z,q) =0 (17)

Redeni této soustavy rovnic se setkdva se dvéma problémy. Prvnim problémem
je velka nelinearita soustavy rovnic (17). Jde obecné o systém nelinearnich
transcendentnich rovnic. Analytické feSeni je moiné jen ve zvlastnich
pripadech. Numerické resSeni je nutné — obecné pomoci modifikované
Newtonovy metody, které ma lepsSi konvergencni vlastnosti nez klasicka
Newtonova metoda.

(k)

Rovnice (17) rozvineme do Taylorovy fady kolem k-té iterace z*’ a zanedbame

vyssi Cleny

of
f(z,q) = £(z®), q) + 7722 = 0 (18)

Odtud dostaneme soustavu linedrnich algebraickych rovnic pro opravu
zavislych souradnic v k-tém kroku

&, Az%) = —f(z(¥) q) (19)
Z jejiho fesSeni dostaneme novou (k+1)- ni iteraci
Az = —@7£(z*), q)
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21 = 5 () 1 Az () (20)

Klasicka Newtonova metoda je pro x=1. Pokud tento parametr urcime
z minimalizace normy

f(z5*Y,q)| = , | Y f2(zk+1), q) (21)
i=1

v kazdém iteracnim kroku, pak modifikovana Newtonova metoda konverguje za
velmi obecnych podminek z libovolného odhadu.

Druhym problémem popsaného postupu je, Ze vrovnici (19) musime feSit
soustavu preurcenych linearnich algebraickych rovnic tvaru na Obr. 11.

A X b

n

Obr. 11 Pfeurcenad soustava linedrnich algebraickych rovnic

Tyto rovnice nelze resit pribliznymi metodami pseudoinverze. Je nutné uzit
presné metody zaloZzené na rozkladu matice soustavy na regularni jadro
s nejlepSi numerickou nezavislosti vektori a na zbylou ¢ast. To obvykle
provadime metodou rozkladu SVD podle singularnich cisel.

Ulohu rychlosti fe$ime po ¢asové derivaci rovnice (17)
B,(2,q)2 = -B,(29)4 (22)

Dale dostaneme rovnic pro reseni ulohy zrychleni dalsi ¢asovou derivaci rovnice
(22).

®.(z,q)z = —(Pq(za q)q— ®,9- P,z (23)
Matice soustavy a jeji inverze je pro vSechny ulohy (polohy, rychlosti, zrychleni)

shodnd, tedy jsou shodné vlastnosti vSech uloh. To pfedevSim znamena, Ze
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analyza reSitelnosti nebo existence singularnich poloh je shodna na urovni
poloh, rychlosti i zrychleni.

Nedavno byla vyvinuta nova metoda reseni Uloh polohy robotickych systému.
Je to metoda strukturni aproximace. Spociva v tom, Zze analyticky nefeSitelnou
strukturu nahradime (aproximujeme) strukturou analyticky fesSitelnou (obr. 12).
Ta je zakladem vypoctu iteraci numerického reSeni ulohy polohy. Jestlize
rovnice f jsou analyticky neresitelné, pak je rozdélime na analyticky resitelnou
cast fs a problémovy zbytek fys. Iteracni schéma numerického feseni je pak
nasledujici

f(s)=0

f(s) =1,(s) +f,5(s)=0
fi(s)=—1s(s)

s = fs (Fys(s))

(24)

Obr. 12 Metoda strukturni aproximace

Vyhoda této metody je, Ze nesestavujeme Jaccobiho matici a nemusime pocitat
inverzi matice soustavy. Metoda strukturni aproximace je pak vypoctové
usporngjsi.
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8. METODY ANALYTICKEHO RESENI KINEMATICKYCH VAZEB

Tato kapitola se zabyvd analytickou reSitelnosti tulohy polohy, postupem
ziskani analytického reseni.

Analytické reSeni kinematickych uloh robotickych systémua je dulezité pro fidici
systémy robotu, kde tento vypocet pro inverzni nebo dopfednou kinematickou
ulohu je nutné provadét v realném case.

aj

—=
S

-3
L
¥

T

Obr.13 Analyticky reSitelné robotické struktury
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Analytické feseni je moziné jen tehdy, kdyz lze soustavu rovnic (2) rozdélit na
dvé soustavy rovnic se (nejvyse) tfemi nezndmymi. Pro tuto mozZnost byly
zkoumany robotické struktury a bylo zjiSténo, Ze analytické feseni je mozné v
téchto strukturnich pripadech. Jednoduchd smycka robota obsahuje tfi
posuvné kinematické dvojice (Obr. 13a), ekvivalent sférické kinematické dvojice
obvykle tvoreny tfemi rotacnimi dvojicemi, jejichz osy se protinaji v jednom
bodé (Obr. 13b), ekvivalent ploché kinematické dvojice tvoreny bud tremi
paralelnimi osami rotace jdoucimi ve strukture po sobé (Obr. 13c) nebo dvéma
paralelnimi osami rotace a na né kolmou osou posuvu (Obr. 13d) nebo dvéma
posuvy a na né kolmou osou rotace (Obr. 13e), dva posuvy a dvé paralelni osy
rotace jdoucimi ve strukture po sobé (Obr. 13f).

Postup reseni sleduje podminky rozkladu soustavy rovnic (2) na dvé soustavy
rovnic se (nejvyse) tftemi nezndmymi. Proménné posuvll se neobjevuji v matici
smérovych kosin0. Paralelni rotacni kinematické dvojice umozZnuji jejich
argumenty scitat pro vyjadfeni matice smérovych kosind. Pfitomnost
ekvivalentu néjaké kinematické dvojice svice souradnicemi umoznuje je
vyloucit priimétem rovnic vUci této kinematické dvojici.
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9. ZAVER

Tento text struéné popsal zakladni moderni poznatky popisu kinematiky
soustav mnoha téles, které jsou zvlasté dllezité pro robotické systémy.
Robotické systémy prakticky nelze efektivné modelovat a fidit bez tohoto pojeti
kinematiky, které se podstatné liSi od starSich kursi kinematiky mechanismd.
Pro dalsi studium je vhodna literatura [1-3].
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