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1. UvoD

Seminar je zaméren na dynamicky popis robotickych systém( a fesSeni uloh
dynamiky robotl. Tyto metody jsou zdkladem vytvoreni modelu robotického
systému jak pro zkoumani dynamiky robot(, ale také pro fizeni robotickych
systémU. Podrobnéjsi vyklad ¢tenar nalezne v literature [1-4].



2. POSTUP MODELOVANI ROBOTICKYCH SYSTEMU

Tato kapitola se zabyvd potrebou modeld, Zivotnim cyklem vzniku
simulacniho modelu robotického systému.

Modelovani je proces vytvoreni tzv. mechanického modelu, ktery je zakladem
feSeni Uloh mechaniky a vétsiny inZenyrskych uloh. Modelovani je zakladem
vesSkerého reseni inZzenyrskych uloh. Naucit se procesu modelovani je vsak
narocné, nebot vyZaduje syntézu poznatkl a zkuSenosti z mnoha oborq,
predevsim mechaniky, matematiky, ¢asti strojl, inZenyrskych oborovych
disciplin jednotlivych typ( stroja a dalSich. Pro modelovani neumime popsat
uceleny soubor poznatkll a poucek a postup jejich systematického pouziti.
Nékteré zakladni poznatky dale popiSeme, nebot proces modelovani budeme
pouzivat a potrebovat od zacatku studia mechaniky. Problém je, Ze proces
modelovani vyuziva poznatky z rady disciplin, pri nejmensim z celého studia
mechaniky. Ty na zacatku studia k dispozici nemame, a tak jediné reseni je se s
modelovanim postupné seznamovat po celou dobu studia nejen mechaniky, ale
vlastné i po ném.

Podstatou procesu modelovdni je transformace redlnych objektd (strojd,
technickych soustav) do podoby fiktivnich abstraktnich objektl (mechanického
modelu) s idealizovanymi vlastnostmi. Vlastnosti redlnych objekt(i se témto
idedInim vlastnostem jen vice ¢i méné blizi. Tyto tzv. idedlni objekty (napr.
hmotny bod, dokonale tuhé téleso, linedrni pruzina) nikde v realité neexistuiji,
ale fyzika, mechanika a ostatni inzenyrské védy formuluji své poznatky prave
jen o téchto fiktivnich abstraktnich objektech. Mechanika neni schopna cokoli
tvrdit o realném stroji, jeji zavéry se vyluéné vztahuji k mechanickému modelu
slozenému z idealnich objekt. Mira shody mezi vlastnostmi realného objektu a
jeho idealizovaného modelu je zasadni pro platnost zavér(i inZzenyrskych
vypoctl (zaloZenych na mechanice) a pro moznost pouziti inzenyrskych véd pro
raciondlni praci inZenyra. Proto je modelovani tak duleZité pro kazdého
inZenyra. Jeho vyznam navic stale roste diky rostoucim moznostem pouziti
pocitacl pro studium vlastnosti idealizovanych modelt redlnych objekta.



Proces modelovani probihd v nékolika fazich, béhem nichZ postupné
transformujeme realny objekt na idealizovany a rfeSime zkoumany problém.
Budeme mluvit o rdznych svétech. Redeni inZenyrského problému probiha v
péti krocich (viz obr. 1).

Realny svét Konceptuélni svét Modelovy svét Simula¢ni (matematicky) svét
Konceptualizace Modelovani Implementace ReSeni
Objekt Objekt Objekt Objekt simulaéniho (matematického) svéta
realného svéta konceptualniho modelového
svéta svéta Simulaéni
- (matematicky) Simulacni
Redlny systém Konceptualni im Fyzikalni ) model (matematicky)
N model model — model s metodou
\. - v el Metoda feseni feseni
Otazka Model okoli [ I Vstup modelu ||
\ Testovaci vstup Vstup modelu
L Cil Vystup . Vystup modelu
Od d I I ystup
pove modelovani [ modelu ] Testovaci viistup ’—.

Interpretace feSeni

Obr. 1 Zivotni cyklus simulaéniho modelu

V prvnim kroku analyzujeme objekt redlného svéta (stroj, technicky systém,
realny nebo hypoteticky, napf. automobil). Zkoumany redlny objekt
vySetfujeme v rdmci jistého okoli, experimentalniho ramce (napf. vné;jsi tihové
pole, buzeni automobilu nerovnostmi vozovky), v némz se soustfedujeme na
jeho chovani, které nas zajima. O chovani tohoto objektu formulujeme jisté
otazky jako cil naseho zkoumani (napf. vydrzi toto lozisko, jakou rychlosti se
mUZe premistovat tento stroj). Tak vznikne systém redlného svéta, pro ktery
chceme nalézt odpovéd (feseni) na nasi otazku.

Ve druhém kroku transformujeme objekt redlného svéta na konceptualni
objekt. Tato transformace spociva v hierarchickém rozkladu systému realného
svéta na jednotlivé komponenty, z nichz se sklada nebo které budeme pfi jeho
zkoumdni uvaZovat (napf. automobil se sklddd z podvozku, ke kterému je
pfipevnéna karosérie a motor, ze zavéSeni kol, pérovani, tlumicl). Zde
rozhodujeme o podrobnosti popisu redlného objektu (napf. uvazujeme pruzné
uloZeni motoru na ramu nebo ne). Soucasné s timto hierarchickym popisem
realného objektu a jeho okoli vytvarfime popis jeho funkce (fyzikdlnich interakci)
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jako zdkladu kauzdlniho a funkéniho vysvétleni jeho chovani. BEéhem tohoto
procesu je prijata celd fada predpokladda, které vedou k postupnému
zjednodusovani reality do nasledného idealizovaného modelu. Systém realného
svéta je tak preveden do konceptudlniho modelu a modelu okoli, otazka o
chovani systému realného svéta je prevedena na cil modelovani (napf. jak je
toto lozisko namahano, jakou rychlosti se pohybuje tato soucast stroje).
Reprezentace konceptudlniho modelu ¢asto mize byt vykres nebo CAD model.

Ve tretim kroku je konceptudlni model transformovan na fyzikalni model,
nékdy také nazyvany vypoctovy model. Fyzikdlni model je onen idealizovany
model, ktery je predmétem zkoumani fyzikalnich a inzenyrskych véd.
V mechanice budeme mluvit o mechanickém modelu. Prvky mechanického
(fyzikalniho) modelu jsou idealni objekty, které budeme v mechanice zkoumat.
V procesu modelovani k mechanickému modelu dospéjeme tak, Ze postupné
nahrazujeme prvky nebo skupiny prvk( konceptualniho modelu odpovidajicimi
idedlnimi objekty. Nastavaji dva pripady. Bud jeden prvek konceptualniho
modelu je nahrazen (modelovan) propojenim vice idealnich objektl (napf. ram
automobilu je modelovan jako poddajné téleso tvorené pruinym spojenim
nékolika tuhych téles). Nebo vice prvk( konceptudlniho modelu je nahrazeno
(modelovdno) jednim nebo jen nékolika idedInimi objekty (napf. u automobilu
nahradime celé zavéseni kola pruzinou a tlumi¢em). V tomto procesu je pfijata
vétSina predpokladl o zjednoduseni reality do vysledného mechanického
modelu. Podobné je transformovan model okoli do wvstupl (buzeni)
mechanického modelu a cil modelovani je preveden do zkoumanych vystupt
modelu (napr. jaké reakéni sily pasobi v této rotacni vazbé, jakou rychlosti se
pohybuje tento bod).

Mechanicky model ma byt jen tak slozity, jak je nezbytné nutné pro dany ucel.
Snadnd dostupnost pocitacll v posledni dobé vede casto ke zbytecné
komplikovanym modelim, které sice daji presnéjsi vysledek, ale ne o tolik, kolik
stala prace spojena s jeho vytvorenim a kolik stalo pouziti pocitace. Druhym
problémem je delsi Cas, ktery je potfebny pro vytvoreni a feSeni podrobnéjsiho
modelu. Chceme tu poukdazat na skutecnost, Zze modelovani je také otazka
ekonomicka a manazerska. Pred zapocetim vypocetnich praci je vidy ucelné
zvatiit, zda zisk plynouci z podrobnéjSiho modelu je mérny zvySenym ndkladim
a spotfebovanému c¢asu.



Pro mechanicky model konecné plati zakony a principy mechaniky a jejich
uzitim popiSeme chovani mechanického modelu matematicky a vytvofime tzv.
matematicky model (napf. ve statice je jim soustava linedrnich algebraickych
rovnic). To je hlavnim obsahem c¢tvrtého kroku. Soucasné s mechanickym
modelem jsou matematicky popsany i zkoumané vstupy a vystupy modelu.
Dale musime vybrat vhodnou metodu rfeSeni matematického modelu a zabyvat
se jeho resitelnosti.

V patém kroku je vysledny matematicky model feSen vybranou metodou reseni
pro vstupy modelujici pisobeni okoli na zkoumany objekt a jsou vysSetfeny
vystupy modelu popisujici odpovéd na poloZenou otdzku. Redeni
matematického modelu musime interpretovat pro formulaci odpovédi na
otazku poloZenou o realném objektu. Formulace této odpovédi je soucasti Sirsi
diskuse vysledkl, kterd musi alespot v tomto kroku probéhnout. Jejim
obsahem je posouzeni, zda vytvoreny model a vysledky jeho feSeni spliuji
vsechny predpoklady, které byly pfi jeho postupném vytvareni formulovany
(napf. mUZe byt tato soucdst za plsobeni téchto sil modelovdna jako tuhé
téleso). Pri diskusi vysledk( je dalezité si uvédomit, Ze jsme fesili model (nikoli
realnou situaci) a nelze ocekavat, Ze by se realnd soustava chovala presné podle
vypoctenych vysledkd. Mira shody zaleZzi na mife zjednoduseni a na spravném
zachovani podstatnych vlastnosti resené realné soustavy. Odhad a nasledné
posouzeni, co je podstatné a co ne, je vSak vazano na ziskani ucelenych
poznatkd inZenyrskych véd pocinaje mechanikou a na akumulaci zkusenosti s
procesem modelovani.

Shora popsana napln ¢tvrtého a patého kroku je jejich tradicnim resenim. V
soucCasné dobé se vétSinou podstatna cast téchto krokl realizuje na pocitaci
pouzitim simulacnich a dalSich programd. V idedlnim pfipadé je ctvrty krok
proveden implementaci mechanického modelu v simulaénim programu, ktery
jako své zakladni stavebni prvky obsahuje pfimo ekvivalenty idealnich objektu.
V takovém pripadé je sestaveni matematického modelu feSeno a
automatizovano pocitacem. O to vice vSak vétSinou musime ovérovat spravnost
této implementace. To se provadi feSenim vytvofreného modelu za plsobeni
testovacich vstupd, u nichZ jsme schopni posoudit, zda chovani vytvoreného
simulaéniho modelu odpovidd pfijatym pfedpokladiim a tedy realité. V patém
kroku pak takto odladény simulac¢ni model pouZijeme na reSeni problému
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formulovaného v otdzce na vlastnosti a chovani realné soustavy. Mluvime o
tom, Ze provedeme (vypoctovy) pocitacovy experiment.

Tento obecny popis postupu modelovani ma v pripadé dynamiky fradu
dllezitych specifickych otdzek. NejdUlezitéjsi z nich je otdzka, zda lze jednotlivé
téleso soustavy mnoha téles povazovat za tuhé nebo za poddajné. Uvedme zde
hledisko, Ze téleso Ize povazovat za tuhé, pokud spektrum budicich frekvenci je
mimo spektrum vlastnich frekvenci télesa. V ptripadé, Ze néjaké téleso je nutné
povazovat za poddajné téleso, pak nasledujici otdzkou je, kolik a které vlastni
vibraéni a deformacni tvary télesa uvazovat.

Ptiklad vyvoje modelu robotického systému je na Obr. 2.

(c) (d)

Obr. 2 Priklad vyvoje modelu robotického systému



3. ULOHY DYNAMIKY ROBOTU

Tato kapitola popisuje prehled uloh, které jsou zkoumdny z hlediska
dynamiky robot.

Podobné jako v kinematice tak i vdynamice robotika prispéla k jasné formulaci
a vyvoji specializovanych metod pro feSeni dynamiky soustav mnoha téles,
zvlasté robotickych systém(. Zakladni dynamické ulohy ¢lenime na ulohy
pfimé, kdy jsou dany (znamy) sily a z nich uréujeme vysledny pohyb
mechanického modelu (trajektorie, rychlosti, zrychleni), a na ulohy nepfimé
(inverzni), kdy naopak je dan (znam) pohyb mechanického modelu (trajektorie,
rychlosti, zrychleni) a nasim ukolem je urcit sily, které tento pohyb zpUsobuiji.

Redeni téchto uloh je pro robotické systémy vyznamné. Re$eni inverzni
dynamiky je zakladem pokrocilejSich metod fizeni robot.

Redeni téchto uUloh se pak pouZivd v mnoha naslednych ulohach, kdy napf.
urCujeme vnitrni silové ucinky a z nich pomoci pruznosti a pevnosti
dimenzujeme jednotlivé soucdsti stroje, kdy z porovnani vysledk( feseni pfimé
a neprimé ulohy s realnymi mérenimi identifikujeme parametry mechanického
modelu, kdy opakované reseni téchto uloh uzivdme pro syntézu a optimalizaci
mechanickych modelll (a tedy stroju jimi modelovanych), kdy vytvoreny
matematicky model mechanického modelu je zdkladem navrhu pocitacového
fizeni stroje atd.



4. NEWTON-EULEROVY POHYBOVE ROVNICE

Tato kapitola se zabyva sestavenim pohybovych rovnic robota metodou
uvolnovdni a Newton-Eulerovymi rovnicemi tuhého télesa, pouZitim
principu d’Alembertova, Jourdainova nebo Gaussova spolu s Newton-
Eulerovymi rovnicemi.

Tradicné rozliSujeme postupy sestaveni pohybovych rovnic postupy vektorové
mechaniky a analytické mechaniky. Zde pojedname o metodach vychazejicich
z vektorové mechaniky, ale presto kombinované s principy analytické
mechaniky.

4.1. Newton-Eulerovy pohybové rovnice a metoda uvolnovani

Zakladni metoda pro sestaveni pohybovych rovnic pro soustavu mnoha téles je
rozklad soustavy na jednotliva télesa a sestaveni pohybovych rovnic pro kazdé
téleso zvlast s jejich naslednym sloZzenim do celku. Jde o metodu uvolriovani.

Pohyb samotného télesa o hmotnosti m je popsan Newtonovou dynamickou

v Vev

mas = Fy (1)

Kde as je zrychleni pohybu tézisté télesa [4] a F, je vyslednice vsech sil
plsobicich na téleso vyjadiend ve stfredu hmotnosti. Dale je pohyb télesa
popsan Eulerovou dynamickou rovnici

Isa + wx Igw = Mg, (2)

Kde w je uhlova rychlost télesa, a je uhlové zrychleni télesa [4], |s je matice
setrvacnosti vzhledem ke stfedu hmotnosti a Mg, je vysledny moment vsech sil
nahrazenych ve stfredu hmotnosti. Tyto rovnice je mozné psat vici nepohyblivé
soustavé souradnic rdmu i vici pohyblivé soustavé souradnic pevné spojenych
s télesem v jeho stfedu hmotnosti. Vyhodnéjsi je volba soustavy souradnic



pevné spojenych s télesem vjeho stfedu hmotnosti, protoZe pak je matice
setrvacnosti Is konstantni.

Uvedme zde jesté tvar Newton-Eulerovych pohybovych rovnic vyjadienych vuci
libovolnému bodu P télesa. Vtomto bodé je stélesem pevné spojen lokalni
souradnicovy systém, ve kterém jsou pohybové rovnice sestaveny. Pro jejich
popis se zavadi kompozitni zrychleni a

p_| ar
o= %] 3)
Skladajici se ze zrychleni ap bodu P a Ghlového zrychleni a a kompozitni silu F*

W=[£;] (4)

Skladajici se z vyslednice F sil plsobicich na téleso a z vysledného momentu M;
vyslednice sil nahrazené v bodé P télesa. Kompozitni pohybové rovnice jsou

IPaP = FP +BP (5)

Kde I” je kompozitni matice setrvaénosti

P _ mE mElT
voe e ©)
A B jsou kompozitni dynamickeé sily
P _ | mw x (w x d)
7= [ w x Ipw ] )

Toto vyjadreni pohybovych rovnic je potfebné pro rekurzivni metody sestaveni
pohybovych rovnic.

Necht mame soustavu mnoha téles popsanu souradnicemi s, které lze rozdélit
na nezavislé souradnice q a zavislé souradnice z. Tyto soufadnice jsou obecné
vazany vazbami

f(z,q) = O (8)

Derivaci téchto vazeb podle ¢asu dostaneme vazbové podminky
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J;z+Jgq = 0 (9)

Dvoiji derivaci téchto vazeb podle ¢asu dostaneme vazbové podminky
Ji+Jd+ju=0 (10)

Kde J, je Jacobiho matice vazeb (8) podle zavislych proménnych za J, je
Jacobiho matice vazeb (8) podle nezavislych proménnych q a j4, je akcelera¢ni
zbytek zavisly na rychlostech. Dale pomoci téchto souradnice vyjadiime
kompozitni zrychleni vSech téles soustavy

a = VLZ + qu B aqz (11)

Kde a=[ay, a2, agy, Ay, ..., Ag, O, ...]" je kompozitni zrychleni slozené ze zrychleni
stfedd hmotnosti a Uhlovych zrychleni télesa soustavy, V,, V,, a4, jsou pfislusné
matice. Rovnice (1)-(2) sestavime do celkové matice a uzZijeme kompozitni
zrychleni celé soustavy (11). Pfitom rozdélime sily F,, Ms, pUsobici na jednotliva
télesa na neznamé sily reakéni R a na akéni sily Q. Dostaneme

Ma — DR | Q (12)

Kde M je celkova matice hmotnosti soustavy téles a D je distribucni matice
reakcnich sil R. Rovnice (12), (11) a (10) usporadame do maticové rovnice

M -D 0, O, Pa{ Q
I 03 —Vz —Vq 5 o Elqz (13)
04 05 Jz Jq q _jqz

Na zacatku mame nezavislé polohy q(t;) a nezavislé rychlosti d/dt q(ti) v case t;.
Z nich zvazeb (8) uréime zavislé polohy z(t) a zvazeb (9) uréime zdvislé
rychlosti d/dt z(t). Nyni mlZeme vyjadfit matici soustavy (13) i jeji pravou
stranu. Redenim této soustavy dostaneme nezavisla zrychleni d*/dt* q(t;). Jejich
integraci v ¢ase dostaneme nezavislé polohy q(ti,;) a nezavislé rychlosti d/dt
q(ti:1) v Case t;,1 a cely postup mlzZzeme opakovat.

Dulezitym rysem celého feSeni je oddéleni nezavislych a zavislych soufadnic a
integrace jen téch nezavislych zrychleni.
11



4.2. Newton-Eulerovy pohybové rovnice a principy analytické
mechaniky

Shora uvedené rovnice mlZeme zjednodusit pouZitim principl analytické
mechaniky, jako je d’Alembert(iv, Jourdainiv nebo Gauss(v princip.

Pokud je soustava mnoha téles popsdna jen nezdvislymi souradnicemi q, pak
rovnice (11) bude

a=V,a+a, (14)

Nyni uzitim d’Alembert(lv, Jourdainiv nebo Gaussiv princip dostaneme z
rovnic (12) rovnice

VIMV, 4 =V1(Q-Ma,) (15)

Pokud je soustava popsana i zavislymi soufadnicemi, pak jedna cesta reseni je
uzitim rovnic (10)-(11) odvodit rovnic obdobnou rovnici (14)

a=(V, —szgqu)q +a,, —VzJ_ljqz (16)

z

a uzit rovnici (15), ktera prejde do tvaru

z

(Vq _Vngqu)T M(Vq _Vz‘]gl‘]q)q = (Vq _Vz‘];l‘]q)T (Q_ I\/I(aqz _Vz‘]iquz)) (17)

V tomto pripadé ale musime uzitim vazbovych podminek (8)-(9) v kazdém
integracnim kroku dopocitavat zavislé polohy z(t;) a zavislé rychlosti d/dt z(t;),
nebot vyrazy v (17) jsou funkci i zavislych souradnic.

Druhou cestou je nerozliSovat mezi nezavislymi a zavislymi souradnicemi,
vSechny soutadnice s uZit ve vyjadreni (14) a aplikovat d’Alembert(lyv,
JourdainQv nebo Gausslv princip formou rovnice (15). V tomto pripadé ale
nékteré reakéni sily se v rovnicich (15) nevylouc¢i a dostaneme ekvivalent
Lagrangeovych rovnic smiSeného typu s multiplikatory, kterymi budou nékteré
reakéni sily. Bud dostaneme rovnice obdobné rovnicim (13), ale s
redukovanymi reakénimi salami, nebo dostaneme Lagrangeovy rovnice
smiSeného typu, které musime resit jako algebrodiferencidlni rovnice spolu s
vazbovymi podminkami (8), kde nejsou rozliSené nezdvislé a zavislé souradnice.
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To je dlsledek ekvivalence popisu Newton-Eulerovymi pohybovymi rovnicemi a
Lagrangeovymi rovnicemi smiSeného typu v kapitole 7.
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5. LAGRANGEOVY ROVNICE SMISENEHO TYPU

Tato kapitola popisuje Lagrangeoy rovnice smiSeného typu jako
zdkladniho a univerzdlniho ndstroje analytické mechaniky.

Jako zakladni a univerzdlni princip analytické mechaniky lze oznadit
Lagrangeovy rovnice smiseného typu. Necht md soustava mnoha téles —
roboticky systém n stupnl volnosti a necht je soustava mnoha téles popsana m
zavislymi soufadnicemi s, j=1, .., m, m>n. Tyto soufadnice jsou podrobeny
holonomnim rheonomnim vazbam

fls;t)=0, k=1, ..., r, r=m-n (18)

Sestavime vyraz pro kinetickou energii E, soustavy T= E,= Ei(s, d/dt s, t). Pak
Lagrangeovy rovnice smiseného typu jsou

L A ~, 0fi .
dtas'j_a_%-"Qf’LZ’\"a_ﬁ’ J=12,..., (19)

kde Q; jsou zobecnéné sily a A jsou Lagrangeovy multiplikatory odpovidajici
vazbovym podminkdam f,. Vyraz pro kinetickou energii E; je sestaven uzitim
Konigovy vety

1 . 1
Ey = §mv§ + EwTISw (20)

Vyrazy pro zobecnéné sily Q; jsou sestaveny uZitim

1) skalarnich vyrazli pro pracovni sily
Qi = Zﬁ?ﬂ‘- (21)
I ] 6Sj

Kde P, jsou skaldrni pracovni sily pusobici na soufadnicich p; (ty jsou obecné
rozdilné od souradnic s;).

2) vektorovych vyrazl

14



ov; Ow;
T OVi T i
QJ F! a J Mi 33_7 (22)

Kde F; je sila pUsobici v bodé popsaném radiusvektorem r; a vi=d/dt r; a M; je
moment plsobici na téleso s Uhlovou rychlosti w;.

3) potencialni energie a Raleighovy funkce
Sestavime vyraz pro potencidlni energii potencialnich sil
V = V(Sj,t) (23)

Obdobné sestavime Raleighovu funkci pro tlumici sily pruzné-tlumicich prvk
D = D(s,s,1) EZb,Js,sJ (24)

Potom Lagrangeovy rovnice smiseného typu budou

d T oT oV oD O fx ,
TR P A M Pl **as, i=b.,  (25)

Toto je velmi uZitecné pro pruzZiny a tlumice, nebot dostaneme snadno spravna
znaménka.

Ziskané rovnice obsahuji m neznamych zrychleni soufadnic s; a r neznamych
Lagrangeovych multiplikdtorli. Celkové mdame ale jen m diferencidlnich
pohybovych rovnic (19). Pro fesitelnost je musime doplnit r algebraickymi
vazbovymi podminkami (18). Ziskdme tak soustavu m+r algebrodiferencidlnich
rovnic. Jejich rfeSeni neni snadné. Principialné musime vazbové podminky
nahradit jejich druhou derivaci podle ¢asu, abychom dostali regularni soustavu
rovnic. Vysledkem je maticova soustava

M &7 s | _|p
BRSIEVRH s

Kde M je matice hmotnosti, ¢ je Jacobiho matice vazeb vici vSem souradnicim
s, A je vektor Lagrangeovych multiplikatort, p, je vektor dynamickych (jen na
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rychlostech zavislych sil) a p, je vektor zbytk( zrychleni vazbovych podminek
(slozek zavislych jen na rychlostech). Jsou dale zavedeny vektory

.S'A:[51,§2,...,§n],A=[Al,,\z,,”,)\n] (27)

Principialni postup feSeni je nasledujici. Na za¢atku mame souradnice s(t;) a
jejich rychlosti d/dt s(ti) v ¢ase t;. Z nich vypocteme matici soustavy (26) i jeji
pravou stranu. Redenim této soustavy dostaneme zrychleni d*/dt’s(t) a
Lagrangeovy multiplikatory A. Integraci zrychleni v éase dostaneme polohy
s(ti.1) a rychlosti d/dt s(t.,;) v ¢ase t,; a cely postup mizeme opakovat. Tento
postup vsak trpi numerickou nestabilitou, o které pojedname v nasledujici
kapitole.
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6. METODA INTEGRACE POHYBOVYCH ROVNIC

Tato kapitola se zabyvd postupy integrace algebrodiferencidlnich rovnic
vzniklych pri sestaveni pohybovych rovnic pro soustavy mnoha téles.

Pokud sestavime pohybové rovnice jen pouZitim nezavislych souradnic, je jejich
feSeni tvofené numerickou integraci soustavy obycejnych diferencidlnich rovnic
(ODE) pomérné snadné.

Pokud vSak kreSeni uZijeme zdavislé souradnice, dostaneme soustavu
algebrodiferencialnich rovnic (DAE) a jejich reSeni neni jednoduché. Problém
spociva v numerické nestabilité numerické integrace analyticky derivovanych
vazbovych podminek. Druhou derivaci vazbovych podminek f=0 totiz urlime
s jistou numerickou chybou &,

f: = &, (28)

Jejich numerickou integraci dostaneme chybu rostouci v ¢ase

f=cut+e, (29)

A konecné naslednou numerickou integraci dostaneme chybu polohy rostouci
kvadraticky v ¢ase
10
f =€’ +et+e, (30)

—_

Dokazujici pozorované problémy numerické nestability.

Pro jeji reSeni byla vyvinuta ceka rada metod [1]. Zde uvedeme jen dva zakladni
postupy. Jeden postup je Baumgartova stabilizace, kterd reprezentuje metody
feSeni algebrodiferencidlnich rovnic pfimo v plvodnich souradnicich. Jeji
podstata spociva v ndhradé plivodni druhé derivace vazbovych podminek

f=0 (31)

Jejich stabilizovanou podobou v analogii s tlumenym kmitanim

17



f+2af+B8%f=0, a>0 (32)

PFi vhodné volbé parametru a, B. Vysledek je Uprava rovnice (26) do tvaru

M &7 $ P1
= > . 2 (33)
Ktery vykazuje dobré numerické vlastnosti.

Druhy postup je transformace pohybovych rovnic ze zavislych do nezavislych
souradnic, ktera reprezentuje metody resSeni algebrodiferencidlnich rovnic
pfimo v nezavislych souradnicich. Jejim jadrem je nalezeni transformace mezi
zavislymi s a nezavislymi g souradnicemi

s= Rg (34)

Uzitim transformacni matice R dostaneme pohybové rovnice v nezavislych
souradnicich

RTMRgG = R7p; - RTMR4 (35)
Je tfeba ale zd(raznit, Ze matice v rovnici (35) jsou funkci jak nezavislych, tak

zavislych souradnic a je nutné v kazdém integracnim kroku zavislé souradnice
dopoditat.
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7. EKVIVALENCE NEWTON-EULEROVYCH A LAGRANGEOVYCH
ROVNIC SMISENEHO TYPU

Tato kapitola popisuje uplnou ekvivalenci Newton-Eulerovych
pohybovych rovnic a Lagrangeovych rovnic smiSeného typu. Na jejim
zdkladé Ize ukdzat plnou ekvivalenci mezi mnoha rtznymi softwarovymi
ndstroji reseni dynamiky soustav mnoha téles.

Sestaveni pohybovych rovnic uZitim metod Newton-Eulerovych rovnic a
Lagrangeovymi rovnicemi pfinasi rGzné tvary pohybovych rovnic. Jejich nutna
shoda, kdyz popisujici shodny mechanicky model, neni zfejma.

Necht kazdé téleso i soustavy mnoha téles je popsano Newton-Eulerovymi
rovnicemi vici svému stfedu hmotnosti

m,-\'r,- — F,‘ Iiwi + w; X Iiwi - Mi (36)
Totéz téleso je popsano Lagrangeovymi rovnicemi smiseného typu

_1 7 1 p e R
T; = =—mu;Vv; Vv; + §wi Iiw,‘ dt aS-J 633

9 i (37)

Sloucenim téchto rovnic pro celou soustavu téles dostaneme nakonec vztah
ekvivalence obou popist. Ten popisuje shodu levych stran obou popisl

d oT oT _ . TaVi . Tawi
dt33;  ds; Z((mivi) 35, + (Liw; + w; x Liw;) E) (38)

t

A shodu pravych stran obou popisl(

r

. agk _ T an' T (9w,'
QJ o F E— Ak ——as(,h) 2 E (F, '6_8" + M,- aT') (39)
k=1 7 J J

t

Oba popisy jsou shodné pres projekci prevodl rychlosti ze sttedd hmotnosti do
casovych derivaci zavislych souradnic.
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8. REKURZIVNI METODY SESTAVOVANI POHYBOVYCH ROVNIC

Tato kapitola se zabyvd velmi efektivni formulaci pohybovych rovnic
soustav mnoha téles.

Vypoctova sloZitost dosud popisovanych postupu sestaveni pohybovych rovnic
roste streti mocninou poctu stupnl volnosti. V neddvné dobé se podafilo
odvodit postupy, které tuto vypoctovou sloZitost znacné snizuji [1]. Jsou
zaloZzeny na rekurzivni formulaci vyrazd pohybovych rovnic. Rekurzivni popis
znamena, Ze vypocet vyraz( uziva hodnoty jiz dfive vypoctenych vyrazu.

Jejim zdkladem je popis kinematiky spojeni dvou téles podle Obr. 3. Pfitom se
uziva kompozitni popis pohybovych rovnic pro jedno téleso z kapitoly 4.

Obr. 3 Kinematika spojeni dvou téles kinematickou dvojici

Nasledné je rekurzivné popsan vypocet kinematickych velicin
H _ H -
a, = C;‘ap(,-) + Q{S;’ + n; (40)

Kde
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c. - | A9 A 4z
; RN (0
(41)

(i)
n; = [AP (@5(3),50) 3”- ) + (A Wp(i)p(i) X 28i
(A7 wp(iy p(i)) X @ip(i)i

&; = [0,0,0,0,0,1]

Pro rotacni kinematickou dvojici je

®; =[0,0,1,0,0,0]

a pro posuvnou

Nyni existuji dva postupy rekurzivniho sestaveni pohybovych rovnic. Jedna je
kompozitni metoda tuhych téles, ktera rekurzivné sestavuje prvky M; matice
hmotnosti M a prvky Q; matice pravych stran Q maticové pohybové rovnice pro

nezavisla zrychleni 4

Mg=Q (42)
Vypocet za¢ina vypoctem prvkd kompozitnich matic setrvaénosti pro diagonalu
matice hmotnosti
IH

o | 43
Lo, = I, +¢TLc;,  j=n,....2 43)

A z nich vypocétem mimodiagonalnich prvkd transformaci po rfadcich z diagonaly
a nasledné ziskanim prvk( matice hmotnosti priimétem

= L®, j=n,..,1
CT 3%, k=3j,...,2 (44)

g1
@TJi‘ k=j,...,1

J B
Mj_k

i

Podobny vypocet pak vznikne pro pravou stranu

F;, = —Ifaf +FH 4]
Kn = n | . _

Kj—l — FJ 1+CTK .7—'”:---:2 (45)
Q; = @TK
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Y o= E 0- S,.5 S
Fj._[dj E]( I +Fj +85)

Nasledné jiz standardné rfeSime maticovou pohybovou rovnic pro zrychleni (42).
Vypoctova slozitost této metody je stale kubickd, ale podstatné pomaleji
rostouci, coz ma vyznam pro realné robotické systémy.

Druhda rekurzivni metoda je metoda clankovych matic setrvacnosti [1]. Je
zalozena jen na rekurzivnim redukovani dynamickych ucinkd téles nasledujicich
v kinematickém fretézci na predchozi télesa. Postupuje se ve tfech krocich.

e y . y . . H
Nejdfive jsou smérem od ramu vypocteny veliCiny c;,@,,n,,FE,,ﬁ,- :
Druhym krokem je rekurzivni vypocet veli¢in od konce retézce k ramu

M; = 717 3, (46)

v
I

E-I7®;M o7
(E-1fe,M “lq»-T)IH =PI (47)
¥ = Nini :(F +ﬁ )

Z
I

H — T
Ly = I+ CING;

| (48)
Bty = PBrtoy — CT

Poslednim krokem je vypocet zrychleni kinematickych dvojic i celych téles
smérem od ramu ke konci retézce

= M; ' @] (FE, + B8 — I (Cially) +m;)) (49)

A nasledné pomoci rovnic (40). Vypoctova sloZitost tohoto postupu roste jen
linearné s po¢tem stupnd volnosti, ale jeji narocnost pro kratké retézce je vétsi
nez pro metodu kompozitnich tuhych téles.

Vysledna vypoctova sloZitost je na Obr. 4. Zde znaci D pfimé pohybové rovnice
odpovidajici tradiénim postuplm z kapitoly 4 a 5, C je kompozitni metoda
tuhych téles sestaveni pohybovych rovnic, A je metoda clankovych matic
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setrvacnosti a R je reziduovd metoda vznikla kombinaci kompozitni metody a
metody inverzni dynamiky z kapitoly 11.

0lf (n)) |
10000

8000

6000

4000

2000

Obr. 4 Vypoctova slozZitost vypoctu zrychleni vici poctu stupnti volnosti
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9. FYZIKALNI INTERPRETACE LAGRANGEOVYCH MULTIPLIKATORU

Tato kapitola se zabyvad interpretaci Lagrangeovych multiplikdtort jako
tradicnich reakcnich sil z metody uvolniovani.

VétsSina metod pro sestaveni pohybovych rovnic Lagrangeovy multiplikatory
bud’ eliminuje analyticky, nebo je nasledné ignoruje. Jsou vsak pfipady, kdy to
nelze. Prikladem jsou systémy mnoha téles se tfenim. Pro vyjadreni tfecich sil
potfebujeme znat reakéni sily a to v ramci reSeni pohybovych rovnic, ne az po
jejich vytesSeni. Vznika tak potfeba interpretace Lagrangeovych multiplikatoru
jako reakéEnich sil, které zavadime v tradi¢nich kursech mechaniky v metodé
uvolfiovani. Lagrangeovy multiplikatory sice maji vidy obecnou interpretaci
reakcnich sil, ale pro konkrétni pouziti potfebujeme jejich spravnou fyzikalni
interpretaci jako tradi¢nich reakénich sil.

Podminky pro spravnou fyzikalni interpretaci Lagrangeovych multiplikator(
jako tradi¢nich reakénich sil byly odvozeny [1] a vedou k jasnym vztahim, které
vSak nejsou prilis jednoduché. Mimo jiné znamenaji, Ze musime uZit
neholonomnich vazbovych podminek. Zdakladni princip téchto podminek
nicméné je prosty. Spravna fyzikalni interpretace Lagrangeovych multiplikator(
jako tradicnich reakénich sil je moznd pro takové vazbové podminky, které
uzivaji souradnice striktné rozdélené na levou a pravou stranu od pomysiného
fezu v kinematickém retézci, nesméji vést pres tento pomyslny rez a toto
rozdéleni rezem musi byt uzito i pro ostatni veli¢iny v Lagrangeovych rovnicich
smieného typu, tedy pro kinetickou energii a zobecnéné sily. Uplny popis
vCetné aplikace pro zakladni kinematické dvojice Ize nalézt v [1].
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10. POHYBOVE ROVNICE SOUSTAVY PODDAJNYCH TELES

Tato kapitola popisuje postup popisu dynamiky mnoha téles, jsou-li télesa
poddajna.

Vsechna télesa jsou poddajnd. Je jen otdzkou modelovani, jakou miru uvazeni
poddajnosti v modelu uplatnime, zvlasté s ohledem na vyslednou vypoctovou
slozitost, ktera zvlasté pro robotické systémy je velmi vyznamna.

ZpUsoby popisu poddajnosti téles v dynamice soustav mnoha téles je rada.
MuzZeme je rozliSit na popisy pro velké deformace téles a na popisy pro malé
deformace téles. V dynamice robotickych systém( maji vétsi vyznam a
uplatnéni jen malych deformaci. Jsou tri zakladni pfistupy. Jeden popisuje
poddajnost télesa rozlozeného na tuha podtélesa spojena koncentrovanymi
poddajnostmi (tzv. Rigid Finite Elements) Obr. 5, druhy popisuje jak poddajnost,
tak dynamiku pohybl pomoci absolutnich souradnic uzll MKP sité (tzv.
Absolute Nodal Coordinates Obr. 6) a treti popisuje poddajnost jako superpozici
malych pohybU frekvencnich a deformacnich médu pri¢tenych k velkému
pohybu tuhého télesa (Obr. 7).

Obr. 5 RFE popis Obr. 6 ANC popis Obr. 7 Popis malymi pohyby

Zakladnim problémem je vypoctové efektivni popis poddajnosti téles.
Specificky pro robotické systémy se ukazuje, Ze podstatnad c¢ast poddanosti
robotickych systém( je spojeno s klouby a pohony. Tato poddajnost mlze byt
popsana pomérné jednoduse diskrétnim koncentrovanym popisem. Dalsi
podrobnosti lze nalézt v [1].
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11. RESENI INVERZNI DYNAMICKE ULOHY

Tato kapitola se zabyvad vypoctové efektivnim resenim inverzni dynamiky
robotickych systémda.

Vypoctové efektivni feseni inverzni dynamiky je pro robotické systémy velmi
dilezité, protoze je zdkladem pokrocilych Fidicich systémU robotickych
systému.

Vypoctoveé nejlepsi FeSeni pro robotické systémy se sériovou strukturou vychazi
z rekurzivniho popisu popsaného v kapitole 8. Vypocet je zaloZzen na algoritmu
(45), kde misto zbytkl zrychleni a® je uZito celych zrychleni a’. Tento
algoritmus vypoctu pravych stran pohybovych rovnic (42) poskytuje potfebné
momenty pohon X, nebot plati

Mgq=Q+x (50)

odtud
x=Mi-Q)=-|>" (%‘;) (-1 af + FF + 8 | [51)

ale vypocet se provede pres akceleracni zbytky v rekurzivnim vypoctu.

Redeni inverzni dynamiky pro robotické systémy s paralelni strukturou je
podstatné obtiznéjsi a je stale predmétem vyzkumu. Jako vychozi algoritmus
byl odvozen rekurzivni algoritmus inverzni dynamiky pro obecnou soustavu
mnoha téles s obecnou topologickou strukturou [1].
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12. ZAVER

Tento text strucné popsal zakladni moderni poznatky popisu dynamiky soustav
mnoha téles, které jsou zvlasté dulezité pro robotické systémy. Robotické
systémy prakticky nelze efektivhé modelovat a fidit bez tohoto pojeti
dynamiky, které se podstatné lisi od starSich kurst dynamiky mechanismu. Pro

dalsi studium je vhodna literatura [1-3].
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