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Kapitola 1

Uvodni vymezeni pojm@ a oblasti pouziti
teorie odhadu

Vymezeni pojmt odhadovani, rozhodovani, odhad a estimator:

e Odhadovani (alternativné estimace) je proces hledani hodnoty veli¢iny z
nepiimych, nepresnych a nejistych pozorovani.

e Nalezena hodnota je odhad veli¢iny, bodovy odhad.

e V pripadé, Zze hledana velicina je ndhodnéa proménnad, je za odhad casto
povazovano nalezeni hustoty pravdépodobnosti této veliciny nebo bodovy
odhad.

e Systém generujici odhad bude nazyvan estimator.

e Rozhodovani je vybér jedné moznosti z mnoziny alternativ.

Odhadovani mize byt chapano jako vybér bodu ze spojitého prostoru, jako
proces hledéni nejlepsiho (optimélniho) odhadu s ohledem na zvolené krité-
rium. Rozhodovani je chdpano jako vybér jedné moznosti z mnoziny diskrét-
nich alternativ, nejlepsi vybeér z diskrétniho prostoru. Takovy pripad nastane
napf. pri rozhodovani v tilohach pracujicimi s veli¢inami diskrétnimi v irovni
nebo pfi stanoveni pravdépodobnosti riznych alternativ. Pokud v jedné tloze
je soucasné pouzivano odhadovani a rozhodovani, je takovy problém oznacen
jako hybridni. Casto tyto terminy nejsou rozliSovany a preferuje se pouze
termin odhadovani.

Pocatky odhadovani jsou spojeny s ur¢ovanim parametri obéznych drah pla-
net (Laplace (1749-1827), Legendre (1752-1833) a Gauss (1777-1855)).

Pro rychlejsi orientaci se obecna tloha odhadovani déli na tii zakladni typy:

e Filtrace (v angli¢tiné filtering) je odhad stavu stochastického dynamic-
kého systému. Pojem vychazi z respektovani skutecnosti, Ze cilem je zis-
kani nejlepsiho odhadu stavu ze zasuménych méreni signalu, ktery je ve
vztahu k neznamému stavu, eliminaci vlivu nezadouciho signalu-Sumu,
odfiltrovanim Sumu.



vystup : méfend odhad stavu
Realny objekt Méfici systém Estimétor
: objektu

Obrazek 1.1: Blokové schéma ilustrujici proces odhadovani neméritelného
stavu realného objektu. Carkované vyznaceny blok je oznacovan pojmem
systém.

méfeni odhad stavu x

Estimator

Obrazek 1.2: Zakladni blokové schéma popisujici ilohu odhadu.

e Sledovani (v angli¢ting tracking) je odhad stavu pohybujiciho se ob-
jektu, zalozené na méfenich ziskanych mimo sledovany objekt (systém).
To miize byt provadéno jednim nebo vice méricimi systémy na pevnych
stanovistich nebo na pohybujicich se platformach.

e Navigace (v angli¢tiné navigation) je odhad stavu objektu, na kterém
je umisténo mérici zafizeni.

Poznamenejme, ze stav dynamického systému nejcastéji reprezentuje veli-
¢inu vyvijejici se v ¢ase podle stochastické diferencialni ¢i diferenéni rovnice,
zatimco parametr byva chapan jako veli¢ina v Case neménna. Proto odhad

v

stavu je obecnéjsi tloha nez odhad parametri.
Na obr. 1.1 a 1.2 jsou blokova schémata reprezentujici problém odhadu stavu.

Aplikace odhadovani:

e sledovani a urcovani trajektorii mérenych a odhadovanych fyzikalnich
velicin
e navigace
e Tidici systémy
- Tizeni stroji a technologickych procesi (chemicky primysl, energe-

tické a jaderné zafizeni, valcovani, suSicky, automobilovy primysl,
letectvi, kosmicky vyzkum atd.)

e detekce chyb a diagnostika systémi
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e zpracovani signalu (GPS, audiovizuélni signaly)
e zpracovani obrazu
e komunikace
- zpracovani feci
- komunikace cloveék — stroj
e biomedicinské inzenyrstvi
e operacni vyzkum
e geofyzikalni problémy
e ckonometrické systémy

- makroekonomické modely

- mikroekonomické modely
e demografické systémy
e dopravni systémy
e piedpovéd pocasi

Obecné aspekty odhadovani — od Gausse a Legendreho (parametricky odhad)
k nelinearni filtraci (stavovy odhad):

e Estimace provadéna Gaussem (1777-1855) je vniména jako proces vy-
vozovani informace o parametrech, které charakterizuji napt. pohyb ne-
beskych téles (Sest parametri — tfi pro polohu a tfi pro rychlost), které se
vyviji predikovatelnym zpisobem. Estimace ve smyslu Kalmana (1960 -
Kalmanuv filtr) je vyvozovani informace o stavu objektu (napf. letadlo)
ktery se pohybuje ne zcela predikovatelnym zptisobem.

e Gauss udélal nasledujici principidlni zavéry na zakladé pozorovani po-
hybu planet:

- Jestlize pozorovani je absolutné presné, parametry by mohly byt ur-
¢eny s dokonalou presnosti s minimalniho poc¢tu pozorovani, tj. n
pozorovani pro n parametrii. Nasledujici pozorovani by mélo potvr-
dit, ale ne korigovat odhadované hodnoty parametrii.

- Ale protoze pozorovani je pouze aproximaci skutecnosti, mélo by se
vyuzit vice pozorovani nez je minimalni pocet s ohledem na pocet
neznamych parametri. Tudiz pfi védomi aproximacni znalosti mii-
zeme odhady korigovat naslednymi pozorovanimi a pouzit vSechny
pozorovani k ziskani odhadu.



Z tohoto feknéme obecného pohledu vyplyva:

e Existuje zakladni popis modelu systému s nezndmymi parametry, které
maji byt odhadnuty. Nebo-li existuje znadmy vztah mezi méfenimi a pa-
rametry.

e Redundantni data (tj. vétsi pocet dat nez je pocet parametri) jsou po-
zadovana pro redukci efektu chyb mérenti.

e Je nutné zajistit, aby vSechna pozorovani ovlivnila vysledek a aby roz-
dil mezi pozorovanymi hodnotami a predikovanymi z odhadi byl co
nejmensi.

e Kombinace pocatecni znalosti a nasledného pozorovani vede ke koncepci
rekurzivniho vypoctu.

e Nepresnost pozorovani vyzaduje statistické a pravdépodobnostni mode-
lovani a pristupy.

Zakladni estimac¢ni problémy:

1. Nejmensi ¢tverce (Gauss-Legendre)

e Odhad konstantnich parametri modelu minimalizaci kvadratu roz-
dilu vystupu modelu a méreného vystupu systému je chapan jako
metoda nejmensich ¢tverct.

e Jestlize pozorovani jsou slozeny z linearni kombinace parametri v pii-
tomnosti Gaussovskych chyb (sumi) s nulovou stfedni hodnotou, pak
minimalizace souc¢tu kvadrati rezidui (vystupu modelu a méfeného
vystupu systému) je ekvivalentni maximalizaci vérohodostni funkce
parametri (vérohodnostni funkce je hustota pravdépodobnosti mé-
feni podminéné nezndmymi parametry).

e odhad nahodnych veli¢in, stfedni kvadratick& chyba.

2. Wiener-Hopfuv problém, Kolmogorovav problém (30. az 40. léta 20. sto-
leti)

Odhadované veli¢iny nejsou konstantni, ale ¢asové proménné, nahodné.
Cil je odhadnout nahodny proces.

Proces se uvazuje jako stacionarni (typicky se stfedni hodnotou nula a
se znamou autokorelaci). Odhad procesu je obdrzen ve frekvenéni oblasti
jako prenosové funkce pomoci Fourierovy transformace tak, aby byla mi-
nimalizovana stfedni kvadraticka chyba. Tento postup vede na Wienertuv
filtr, viz obr. 1.3.



. ) ) ~ fméieni z| odhad
Linearni t-invariantni systém Wienertuv filtr
e stavu x
(nemé&Fitelny ustaleny stav x)

Obrazek 1.3: Odhad stacionarniho nahodného procesu z(t) pomoci Wiene-
rova filtru.

o ) ; | méfeni z odhad
Linearni t-variantni systém Kalmanuv filtr
1 stavu x
(neméfitelny stav x)

Obrazek 1.4: Odhad nahodného procesu x(t) pomoci Kalmanova filtru.

3. Kalman-Bucy problém (od roku 1960)

Odhaduje se nahodny proces, ne nutné stacionarni. Jeho charakteristika
je dana pomoci linearni diferencialni nebo diferen¢éni rovnice se znamymi
parametry - koeficienty (nejcastéji pomoci stavové rovnice dynamického
systému). Nahodné poruchy ovliviwji vyvoj procesu (procesni $um). Pro-
ces je pozorovan v pritomnosti poruch, Sumu, méfeni. Resenti je v Casové
oblasti a odpovidd minimalizaci ve stfedni kvadratické chybé. Takovy
estimator je nazyvan Kalman-Bucy filtr nebo Kalmanuv filtr, viz obr.
1.4.

4. Problém nelinearniho odhadu (od roku 1970)

Odhaduje se nahodny proces generovany nelinearnim systémem nebo li-
nearnim systémem s negaussovskymi poruchami. Vysledkem je nalezeni
podminéné hustoty pravdépodobnosti stavu nebo podminény bodovy od-
had stavu, viz obr. 1.5.

o ) méteni z odhad
Nelinearnf{ sistem nebo  |je—l Nelinearni filtr

negaussovsky systém stavu x

neméfitelnz’ stav x

Obréazek 1.5: Odhad ndhodného procesu z(t) pomoci nelinearniho filtru.
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Kapitola 2

Problém modelovani a estimace

2.1 Uvodni priklad

Uvazujme jako prirozeny zéklad pro diskusi o odhadu parametrii a odhadu
stavu néasledujici rovnici

=y t+ur k=0,1,.. (2.1)

kde z; je méfeni na systému dostupné v case £,
Y. Je vystup systému v case
vk reprezentuje Sum meéteni neboli poruchu v ¢ase

Problém je najit odhad yx z méreni z; pro vSechna k. Je zfejmé, Ze primitivni
odhad by mohl byt

. A
Yk = 2k (2.2)
Chyba odhadu by v tomto pripadé byla
. A .
Yk = Yk — Yk = 2k — Vg — 2k = — V. (2.3)

Cil estimacni teorie je navrhnout takovy postup pii stanoveni odhadu, ktery
bude redukovat chybu odhadu na mensi, nez kterou dava primitivni estiméator
(2.2). Chyba g nemize byt uréena explicitné, protoze ani y, ani v; nejsou
znamy. Proto je tfeba znat vice o signélu yy.

Predpokladejme nejdiive, ze yr = 6 tj. vystup je konstantni signal. Pak
méreni vyhovuje rovnici

z=0+v., k=0,1,2,...,N. (24)

Odhad 6 muzeme provést nasledujicim zptisobem. Secteme vSechna méfeni a
soucet vydélime jejich poctem, tedy

(D =)/ (N+1) =6+ () u)/(N+1).

0 k=0
Rozumny odhad 6 by pak mohl byt

N
k=

02 (3 )/ (N +1) (2.5)



a chyba odhadu
N

0=0-0=— _v)/(N+1).
k=0
Jestlize vSak vy je také konstantni pro vSechna k tj. v = v, pak k zadnému
zlepSeni odhadu vzhledem k odhadu definovanému v (2.2) nedojde, prestoze
jsme védeli vice o vystupu y, a pouzili statisticky pristup. Ukazuje se, Ze je
dilezité pro zlepseni odhadu, aby signéal a Sum mély rozdilné charakteristiky.

7, predchoziho je zfejmé, ze velikost chyby odhadu mize byt redukovana pri-
mérovanim méreni pouze za predpokladu, ze Sum bude mit napt. tu vlastnost,
ze bude ménit znaménko. Kdyby Sum mél primérnou hodnotu nula a pocet
meéteni by byl dostatecné velky, pak odhad bude blizko primérné hodnoté
méfeni. Jinymi slovy, tento postup pii syntéze estimatoru transformujiciho
méreni na odhadované parametry mize vyznamné zmensit chybu odhadu,
redukovat vliv Sumu na odhad, i kdyz Sum bude zatéZovat méreni velmi roz-
dilnymi hodnotami. Ukazuje se, Ze problém modelovani v souvislosti s tilohou
odhadu je vhodné chapat strukturalné, tedy z pohledu vztahii mezi velici-
nami a zaroven je nutné vénovat pozornost i blizsi specifikaci poruch, napf.
vyuzitim teorie pravdépodobnosti.

2.2 Strukturalni modelovani

Rozsifme tvahy z predchézejici ¢asti, kdy vystup systému byla konstanta a
rovnice (2.1) obsahovala pouze skalarni veli¢iny, na situaci popsanou rovnici

Y = hk(@) k= 0, 1, 2, (26)

kde hy(-) je znama vektorova funkce a yg, 2z a vy jsou vektory. Casto se
rovnéz predpoklada specialni pripad ve tvaru

Yk :Hk@ ]{:O,l,2,... (27)

kde Hj je zndméa matice prislusnych dimenzi. Rovnice (2.6) definuje pak
nelinearni problém estimace parametra © a (2.7) linearni problém.
Mnohdy v8ak neni mozné uvazovat neznamé jako konstantni veli¢iny, protoze
se jedna o proménné v ¢ase, a tudiz vystupni signal by mél byt reprezentovan
spise takto
Y = hk(xk) (2.8)

kde hi(-) je opét znamé funkce a vyvoj vektorové proménné xj je popsan
diferen¢ni rovnici

Tr1 = fr(@g) + wy (2.9)
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kde fi(+) je znama vektorova funkce a
wy je neznamy vektor reprezentujici Sum v case ty.

Proménna xj je oznacovana jako stav a (2.8), (2.9) definuji problém neline-
arni estimace stavu. Poznamenejme vsak, ze takto vymezeny problém neline-
arni estimace stavu neni zcela vycerpavajicim zptisobem charakterizovan a k
této problematice se jesté vratime po presnéjsim vymezeni stavu xj a Sumi
{wy.}, {v}. Sum wy, ve stavové rovnici reprezentuje neznamé okolnosti, neur-
¢itosti ovliviujici dynamicky vyvoj stavu a z pohledu teorie fizeni ho mizeme
chapat jako neznamy, neméritelny vstupni signal pusobici na systém defino-
vany rovnicemi (2.8), (2.9).

Problém linearni estimace stavu pak muze vzniknout jako specialni pripad
predchozi situace a je definovan vztahy

Trr1 = Frap + wy (2.10)
Yr = Hypop (2.11)

kde Fj a Hj jsou znamé matice prislusnych dimenzi. Pfipomenme zde, ze
pozadavek znat vice o signalu y; je vyjadien rovnicemi (2.8), (2.9), které
predstavuji model systému.

Je ziejmé, ze problém odhadu stavu a odhadu parametrii spolu tizce souvisi.
Problém estimace stavu zavadi piridavné struktury pro vyvoj stavu v case.
PovSimnéme si, ze pro

LT+l = T = © (2.12)
prechazi (2.9) na (2.6). Dale, jestlize
Tt = fr(zr) (2.13)

tedy stavovy sum je nulovy pro vSechna k, pak problém estimace stavu muze
byt rovnéz chapan jako problém estimace parametri. Vysvétleni je jednodu-
ché. Protoze z; muze byt formalné vyjadieno jako funkce pocateéniho stavu

2 = Gro(z0) (2.14)
pak za parametr lze povazovat pocatecni stav zy zavedeny do (2.6).
Na zavér této sekce poznamenejme, Ze Sum v v rovnici méfeni (2.1) i stavovy
Sum wy, ve (2.9) ptisobi aditivné. Zobecnéni je jisté mozné, napf. vyvoj stavu
by byl popsan vztahem

Tpr1 = fr(zr, wg)
kde fx(+,-) je znama funkce. Toto zvySeni obecnosti viak nese i znacné zvyseni

slozitosti feseni estimacni tlohy. Obdobné rovnici méfeni (2.1) lze zobecnit
na tvar

2k = hy(xg, vg)
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kde hi(+,-) je znama funkee.

Dosud jsme se vénovali modelovani struktury systémi, jakozto vyznamného
aspektu modelovani a konstituovani tilohy estimace. Poznamenejme, ze me-
toda nejmensich c¢tverct vyuziva pravé strukturalni vlastnosti, coz zpiiso-
buje jednoduchost pri aplikaci, ale zaroven vznikaji problémy s kvalitativnim
ohodnocenim presnosti odhadu, jelikoZz poruchy nejsou specifikovany:.

2.3 Pravdepodobnostni modelovani

K popisu neurcitosti se tradi¢né pouziva poc¢tu pravdépodobnosti.

7, predchozi sekce o strukturadlnim modelovani vyplyva, ze bude existovat
znacna zavislost mezi jednotlivymi vzorky signalu. Na druhé strané by bylo
zaddouci, aby Sum, ktery nyni budeme povazovat za stochasticky proces, ne-
vykazoval zadné moznosti predikce. Nejlépe, aby hustota pravdépodobnosti
nahodného procesu vV = (vg, vy, ..., vy), Sumu méFeni, splitovala vlastnost

p(v™) = p(vg, v1, ..., vn) = plvg).p(v1)...p(VN). (2.15)

Takovyto stochasticky proces byva oznacovan jako bily Sum, neboli abso-
lutné nezavisly proces a tedy téz nepredikovatelny proces. Z hlediska diskuse
v uvodnim piikladu tykajici se rozdilnych vlastnosti signalu a Sumu pak "ide-
alni"situace pro ulohu estimace nastane v pripadé, kdy uvazujeme konstantni
parametry a bily Sum, jelikoz rozdil mezi signalem a Sumem je nejveétsi.

Co se tyce popisu stavového Sumu, zde je situace jednoduché, a to z toho
divodu, ze pokud chapeme stav systému v tradiénim smyslu, pak, zhruba
feCeno, stav xp musi obsahovat veskerou informaci o minulosti do casu tp,
ktera je potfebna pro urceni jeho budouciho vyvoje, a tudiz stavovy sum wy
nesmi vykazovat zadnou zavislost do minulosti. Tudiz pozadujeme, aby opét
hustota pravdépodobnosti ndhodného procesu wy spliovala vztah

neboli, aby se jednalo o bily sum.

Vyse uvedené vlastnost stavu pak dale implikuje i nutnost vzajemné neza-
vislosti stavového Sumu, Sumu méfeni a poc¢ateéniho stavu xg, ktery se v této
pravdépodobnostni interpretaci stava nahodnou veli¢inou.

Poznamenejme, Ze v tomto pripadé x; pro k = 0,1, 2, ... reprezentuje mar-
kovsky proces. Pokud by tyto predpoklady nebyly splnény je vhodnéjsi pova-
zovat za stav dvojici (z, 2x), kde x; je neznamé slozka stavu a zj je znaméa
slozka stavu.
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Z praktického hlediska je vsak znalost téchto hustot problematickd. Nicméné
na tuto skutecnost mizeme nahlizet nasledujicim zptisobem: 1. Predpokla-
dat, ze p(vy) je gaussovské rozlozeni s jistou stfedni hodnotou a kovarianci s
oduvodnénim, Ze gaussovské rozlozeni méa nejvétsi entropii (mira neporadku
je nejvétsi). 2. Neuvazovat zadné rozlozeni, ale predpokladat pouze znalost
prvnich dvou moment.

Problém estimace parametri.

Méjme vektor métreni z; popsany rovnici
zk=hp(©)+v, k=0,1,2,..., N, (2.17)
kde Efvy] = 0, E[ugv] ] = Ry, Okj =1,k =7;06 =0, k#j
hi(+) je znamé vektorova funkce.
Cilem je urc¢it odhad nezndmych konstantnich parametri ©.

Nyni formulujeme problém estimace casové proménnych parametri nazyva-
nych stavové proménné.

Problém estimace stavu

Méjme vektor méreni z; popsany
2 = hg(zr) +vp K=0,1,2,.... N (2.18)
kde Efvy] = 0, E[vyv]]| = Ry0p;
hi () je znaméa vektorova funkce
a vektor stavu se vyviji podle rovnice
Tp1 = fr(zp) +wr E=0,1,2,.... N (2.19)
kde Efwi] = 0, Elwpw] | = Qpdy;
fr(+) znama vektorova funkce.
Cilem je odhadnout stav xj.

Poznamenejme, 7ze pokud stavovy sum bude nulovy, pak problém estimace
stavu muzeme prevést na problém estimace parametri, jak jiz bylo naznaceno
drive.

2.4 Klasicka teorie odhadu

2.4.1 Odhad podle stredni kvadratické chyby

Uvazujme néhodné vektory x a z. Necht vektor x je nezndmy a vektor z
reprezentuje data vztazend k x, x € R", z € R™. Dale predpokladejme apri-
orni informaci o neznamé x. Cilem je najit pro dané z odhad x(z) nahodné
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veli¢iny x tak, aby chyba odhadu X = x — x(z) byla mala. Velikost chyby
muze byt definovana riznym zptisobem.

Definujme stfedni kvadratickou chybu jako stfedni hodnotu kvadratu Eukleidovskeé
normy chyby odhadu x

J=E[x'x] =E[(x—x(2)" (x — x(2))] . (2.20)

Kritérium pro odhad podle stfedni kvadratické chyby lze interpretovat jako
pouziti veskeré dostupné informace k nalezeni optimalntho odhadu x mini-
malizujici kritérium (2.20).

Co rozumét pod pojmem dostupné informace:

1. Existuje pouze informace o statistice x, o pravdépodobnostnim rozlozeni.

2. Existuje apriorni informace o statistikich x a z. A navic je k dispozici
hodnota méreni z.

Odhad podle stfedni kvadratické chyby je specialni piipad tzv. Bayesova
odhadu, kde se hledd odhad minimalizujici Bayesovo riziko

J=E[C(x)] = / C(x — X)pxz(x, 2)dxdz (2.21)
kde C() je penalizacni, kriterialni funkce (cost function), px,(x,z) je sdru-
7end hustota pravdépodobnosti. Polozenim C'(X) = xTx dostaneme kritérium
(2.20).

2.4.2 Odhad podle stredni kvadratické chyby pri zna-
losti pouze apriorni informace o x

Predpoklddejme, Ze neméme zadné méreni z, ale zndme apriorni statistiky
neznamé x, tedy ze zname hustotu pravdépodobnosti px(x). Problém je tedy
najit konstantni vektor, ktery bude predstavovat nejlepsi apriorni odhad x
pro nahodnou veli¢inu x ve stfedné kvadratickém smyslu. Uvazujme tedy
kritérium pro stfedni kvadratickou chybu

J(x)=E[(x—%)"(x—%)] =E[x'x| —2%"E[x] + x'%. (2.22)
Derivaci predchoziho vyrazu dostaneme
gi _ _9E [x] + 2%, (2.23)
a tedy
xys = E[x]. (2.24)
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Nejlepsi konstanta jako odhad x5 je E [x].

Jako mira duvéry v tento odhad ndm poslouzi kovariance chyby. Nejdiive
vypocteme stfedni hodnotu chyby x

E[%x] =E[x %] =E[x] - x=E[x] - E[x] = 0. (2.25)

Tato vlastnost je velmi vyznamna a je zékladem pro definici nestranného
odhadu
Ex]=0 (2.26)

nebo ekvivalentné
Ex] =E[x]. (2.27)
Nyni mtuzeme prejit k vypoctu kovariance chyby.
P;=E[x-EX)x-EX)"] =E[xx"] =E[(x—%X)(x—%)"]
=E[(x—E[x))(x—Ex])"] (2.28)

coz je apriorni kovarian¢ni matice veli¢iny x. Apriorni kovarian¢éni matice Py
je tedy rovna kovarianci chyby

Py = P,. (2.29)

2.4.3 Odhad nahodné veliciny x podle stredni kvad-
ratické chyby podmineny ndhodnou promennou
z: obecny pripad

Predpokladejme, Ze navic ke statistice x znédme 1 statistiku z, kterd je v
n¢jakém vtahu k x. Tento vztah obecné vyjadiime pomoci sdruzené hustoty
pravdépodobnosti

Pxz(X, 2).

Optimalni odhad podle stfedni kvadratické chyby zavisi na (znamych) mé-
fenich, tedy x(z). Tento odhad muZzeme nazyvat aposteriornim odhadem x.
Pokud se hodnota z zméni, zméni se i odhad x(z), ale jestliZe z je zafixovana
hodnota, pak x(z) ma také fixovanou hodnotu.

Abychom nalezli odhad %(z), uvazujme kritérium

J=x'x= // (x — %(2))" (x — %(2) )pxz(x, z)dxdz. (2.30)
Pouzitim Bayesova pravidla

px,z(x7 Z) - pX|Z(X‘Z)pZ(Z) (2'31)
14



muzeme piedchozi vztah prepsat néasledujicim zptsobem

J:/ m@{/ (x — %(2))" (x - %(z)) pep(xlz)dxdz.  (2.32)
V tomto pripadé lze minimalizovat pouze vnitini integral

w=| " (= #(2)" (x — %(2)) pralxlz)dx (2.33)

oo

a hledani optiméalniho odhadu miize byt provedeno analogickym zptisobem
jako v predchozim problému, kde byla znama pouze apriorni informace o x.

Takze
JV:EUX—&@ﬁ%x—ﬂ@H4
= E [x'x|z] — 2%"(z)E [x|z] + X" (2)%(2). (2.34)

Derivaci kritéria podle x(z) dostaneme

= —2E [x|z]] + 2x(z) = 0, (2.35)

tedy
xys(z) = Ex]|z]. (2.36)

Jestlize jsou x a z nezavislé, tedy pxz(X,2z) = px(X)p.(2z) pak
Pxz(X, 2)
E x|z :/xpxz X|Z dx:/x’—dx
2] = [ xpua(xia) ok

. pr<x)pz (Z « — E Ix
_/ P B = Elx. (2.37)

Snadno lze ukazat, ze odhad ve smyslu podminéné stfedni hodnoty je ne-
stranny.

0=E[x] =E[E[x|z]] = E[E[x — x|z]] = E[E[x — E [x|z] |2]
= E [E [x|z] — E [E[x]|z] |z]] = E[E [x|z] — E [x]|z]] = 0. (2.38)

Mira duavéry v odhad je opét dana kovarianci chyby, tedy

Px=E|(x — E[x) (x — E[X)"] = E [xx"]
= B [~ %) (x = )"] = E[E [(x — Exlz]) (x ~ E[x]z])" [a]]
= E [Py,] (2.39)
A tedy
Py = E [Py - (2.40)
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2.4.4 Odhad nahodné veliciny x podle stredni kvad-
ratické chyby podmineny ndhodnou promeénnou
z: specialni pripad

Doposud jsme explicitné nevyjadrovali predpoklad na vztah mezi z a x. Vy-

sledky, které jsme dostali jsou platné pro jakykoliv vztah mezi x a z.

Omezime se nyni na specialni ptipad, kdy odhady %(z), vykazuji linearni
zavislost na méreni z

x(z) = Az + b, (2.41)
kde A je konstantni matice, A € R"*? a b € R".

Cilem je najit matici A a vektor b pro kritérium ve smyslu stfedni kvadratické
chyby

J =E [(x—fc)T (x—fc)] — trE [(x—fc) (x—fﬂ
:trE{(x—Az—b)x—Az— }

=trE[[(X—EH) (Az+b —EX)][(x - E[x]) - (Az+b—E[])]"
—tr [Px+ A (Pz +E[Z]E[2] ) AT+ (b—E[x])(b—E[x])"
+2AE [z] (b —E[x])" — 2AP,]. (2.42)
Pak pro vypocet minima potfebujeme fesit nasledujici dva vztahy
aJ
B 2(b — E[x]) + 2AE[z] = 0, (2.43)
oJ T T
A =2A(P,+E[z]E[z] ) — 2P, +2(b—E[x])E[z] =0. (2.44)

Z prvni rovnice dostaneme hodnotu vektoru b
b = E [x] — AE([z] (2.45)

a po dosazeni do druhé rovnice obdrzime

AP, — Py, =0 (2.46)
z ¢ehoz plyne
A=P,P " (2.47)
Pozn. P1i vypocétu byly pouzity vztahy
dtr (ABA)" dtr (BAC) _ o ¢
= 2AB — =8B : 2.4
0A 0A C (2.48)
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Nejlepsi linearni estiméator ve smyslu stfedni kvadratické chyby ma tedy tvar
Xrns = E[x] + Py, P, (z — E[2)] (2.49)
Pripomenme, Ze pro
xXy5(z) = E [x|2] (2.50)
potfebujeme py,(x|z) a pro
Xr11s(z) = E[x] + Py, P, '(z — E[z]) (2.51)
potfebujeme momenty 1. a 2. fadu E [x], E[z] a Py,, P,.
Snadno lze dokdzat, Zze Xz ¢ je nestranny.
E(xpus) =E [E [x]] + E [Px,P, " (z — E[z])]

—E[x] + Py, P, 'E[z — E[z]]
=E[x] + Py, P, (E[z] — E[z]) = E[x]. (2.52)

~~

0

Takze plati
E[x]| =E[x—xrus] =E[x] —E[x] =0 (2.53)

a kovariance chyby je

P; —E [(5( _ERX]) (X —E [i])T] — E [xx"]
—E | ((x— E[x]) - Px,P, (2~ E[2))) ((x — E[x]) - PP, (z — E[2])) ]
=P, — P,,P,'P,,. (2.54)

2.4.5 Odhad ve smyslu maximalni verohodnosti

Predpokladejme, Ze x je deterministickd neznama veli¢ina a z je stochasticka
veli¢ina. O veli¢iné x neni nic dalsitho znamo. Apriorni informace existuje o
veli¢iné z ve smyslu existence a znalosti parametrické hustoty p,(z; x).

Méjme méFeni z, odhad ve smyslu maximaln{ vérohodnosti(ML) %% je hod-
nota x, kterd maximalizuje p,(z;x), tedy vérohodnost, ze x je promitnuto v
mereni z.

Proto se parametrickd hustota pravdépodobnosti p,(z;x) nazyva vérohod-

nostni funkece.

Za vérohodnostni funkei lze téz povazovat Inp,(z;x), protoze logaritmus je
monotoénni rostouci funkce.
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Jestlize prvni derivace vérohodnostni funkce p,(z;x) jsou spojité a p,(z;x)
ma maximum v oboru hodnot jako funkce x, pak odhad ve smyslu maximélni
vérohodnosti miize byt nalezen z

8pz(z; X) |x:§c -0 (255)
nebo 91 ( )
np,(z;x B
T!x:x =0 (2.56)

coz jsou vérohodnostni rovnice.

2.4.6 Odhad ve smyslu maximalni verohodnosti, kdy
rovnice meéreni je linearni a poruchy gaussovské

Predpokladejme, zZe existuje linearni vztah mezi méfenim z a nezndmou ve-
licinou x.
z =Hx + v, (2.57)

kde v je Sum méfeni s normalnim rozlozenim

1 Tp -1
pu(v) = —=—=c2V (2.58)

Rl

Pak je vérohodnostni funkce urcena vztahem

1 _
pZ(Z; X) - pV(Z - HX) - ;e_ﬁ(Z_HX)TR 1(Z—HX)' (259)

(2m)?[R|
Maximalizace p,(z; x) miZe byt provedena maximalizaci In p,(z; x) nebo mi-

nimalizacf J = 3(z — Hx)"R™!(z — Hx). Derivaci J podle x dostaneme

g—i = H'R (z — Hx) = 0. (2.60)
Takze optimalni odhad je
Xy = (H'R'H) 'H'R 2. (2.61)

Opét lze spocitat chybu odhadu
x=x—-x=x— (H'R'H)'H'R '(Hx + v)
= - (H'R'H)'H'R v (2.62)

a tedy
E[x] = —-(H'R'H) 'H'R'E[v] = 0. (2.63)

Takze odhad ve smyslu maximéalni vérohodnosti je opét nestranny.
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Dale vypocteme kovarianci chyby odhadu
P = |(x — E[%]) (x — E[x))"] = E [%x]
=H'R"'H)"'H'R'E[vw'|R"'HH'RH) '

—(H'R'H)! (2.64)

Vyuzitim Pz mizeme optiméalni odhad zapsat
M= P;H'R 'z, (2.65)
Absence apriorni informace o x muze byt vyjadiena vztahy E[x] = 0 a

Py — oo. Pak jsou vztahy pro stfedni kvadratickou chybu a maximalni
vérohodnost v limité stejné.

V nasledujici ¢asti se budeme vénovat bayesovskému pristupu k reseni esti-
macniho problému.

2.5 Bayesovsky pristup

Uvazujme nahodny vektor z = [z, 2o, ..., zn]” s hustotou pravdépodobnosti
p(2;0), kde © = [01,0,,...,0;]T je vektor parametrii. Pii klasickém pii-
stupu k problému odhadu © povazujeme parametry za neznamé konstanty
a k zavérim o © pouzijeme pouze z a tvar rozdéleni z. Pti bayesovském
pristupu k zavérim o parametru ©, tentokrat chdpaného jako ndhodnéa pro-
ménna pouzijeme kromé toho jesté apriorni informaci o parametru ©, kterou
mame k dispozici nezavisle na realizaci z. Apriorni informace se vyjadiuje
predpokladem, ze © je ndhodny vektor s jistym rozlozenim. Tato informace
muze mit objektivni i subjektivni charakter. K objasnéni objektivni i sub-
jektivni apriorni informace pouzijeme dva hypotetické priklady.

Priklad 2.4.1 VySetfenim vestibularniho tustroji se ma rozhodnout, zda paci-
ent trpi poruchou tohoto tustroji. Z predchozich vyzkumi vyplyva, ze touto
chorobou trpi 10% populace. To je mozné pokladat za objektivni apriorni
informaci.

Priklad 2.4.2 Biolog méa odhadnout jistou konstantu ©. Ma urc¢itou predstavu
o moznych hodnotach ©, ale dava jim rtiznou vahu. Povazuje je za nahodné

veli¢iny s urcitou pravdépodobnosti. AvSak jiny biolog pro stejnou tlohu
prifadi podle své zkuSenosti témto hodnotam jiné pravdépodobnosti. Jedna
se tedy o subjektivni apriorni informaci.

Pouzitim klasického a bayesovského pristupu mizeme dostat, jak lze tusit z
predchoziho, velmi rizné vysledky odhadu. Dale lze ukéazat, ze i kdyz jsou
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oba pristupy odlisné v chapani neznamych parametrii, protoze v klasickém
postupu chapeme nezndmy parametr jako konstantu, zatimco bayesovsky
pristup pracuje s ndhodnymi veli¢inami, mtuzeme tyto pristupy sblizit tim,
ze apriorni rozdéleni parametru bude rovnomérné na nekonecném intervalu
nebo gaussovské s velkou kovarianci, tedy rozlozeni nepreferujici zadné hod-
noty parametri. Co se tyce vyznamu subjektivni a objektivni apriorni infor-
mace u bayesovského pristupu na aposteriorni odhad poznamenejme, Ze pri
opakovaném pouziti tohoto pristupu vliv této informace klesé.

Z predchozi diskuse vyplyva, Zze bayesovsky pristup je vhodny nastroj k reseni
estimacnich tloh, protoze umoznuje pracovat s apriorni informaci a zaroven
zahrnuje v pripadé potieby i klasicky postup.

Nyni muzeme piistoupit k formulaci obecného feseni problému estimace pa-
rametri.

Necht 2% = [z, 21, ..., 2] obsahuje naméFené hodnoty v case tg, t1, ...t;. Pied-
poklddejme, Ze © a vy jsou spojité ndhodné veli¢iny se zndmymi hustotami
pravdépodobnosti. Pak aposteriorni hustota pravdépodobnosti © pro dané
z¥ je podle Bayesova pravidla (Thomas Bayes 1761)

2" ©).p(O)
p(zF)

p(© | H) = P (2.66)

kde p(2*) = [ p(z* | ©).p(©)dO.

Za piedpokladu, Ze © a v* = (vg, vy, ..., v;) jsou nezavislé, p(z* | ©) je znama
z p(v¥), protoze vychazime z platnosti modelu méfent

2 = hk(@) +v, k=0,1,2,... (267)

a tedy
p(2F | ©) = p,(zF — h(O©)), (2.68)

kde p,() oznacuje hustotu pravdépodobnosti sumu méteni. Pozdéji tento po-
stup budeme casto pouzivat i v jinych situacich, ale hustoty jiz nebudeme
znacit specialnim symbolem.

Poznamenejme, Ze hustota p(z*) nezavisi na © a slouzi jako normalizaéni
konstanta. Nalezeni p(© | z¥) umozni zjistit efekt méfeni na zvyseni infor-
mace o O a poskytne uplny pravdépodobnostni popis parametru ©.

Po formulaci pristupu k feseni parametrického odhadu prejdéme k reseni
problému estimace stavu. Pro odhad stavu se parametry, nyni chapané jako
stavové proménné, méni v case. Pri pouziti Bayesovych vztaht je proto po-
tfebné zavést cas, ve kterém bude probihat odhad v zavislosti na méreni.
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Misto pojmi odhad, estimace se v tomto pripadé ¢asto pouziva pojem fil-
trace, a to v Sirsim slova smyslu, jakozto tulohy urceni podminéné hustoty
pravdépodobnosti p(z; | 2) nebo odhadu x;, na zakladé pozorovani 2! a v
uzsim smyslu, pravé kdyz k = [. Pokud [ > k jedna se o tlohu vyhlazovani
a pro k > [ je zaveden pojem predikce. V tomto kurzu se budeme vénovat
prevazné uloham filtrace a predikce. Protoze se stav v ¢ase méni, je priro-
zené vyzadovat jeho odhad také v kazdém casovém okamziku, coz nas vede

k formulaci rekurzivni filtrace nasledujicim zpisobem:

Méjme odhad zj_; zaloZeny na méreni z;_i, feknéme 2 1. Uréeme odhad
&, 7 Tp_1 a 2% Tento problém je obecné fesen uzitim Bayesova pravidla.
Ziskdme vztahy, které jsou podobné (2.66), ale jsou doplnény konvoluéni
rovnici, ktera popisuje tc¢inek zmény stavovych proménnych v ¢ase. Abychom
dostali rekurzivni feSeni, je vhodné vyzadovat, aby {vg} byl bily Sum na
rozdil od (2.66), kde tato vlastnost vyzadovana nebyla. Dale predpokladejme,
ze bilé sumy {vi}, {wy} jsou nezéavislé a rovnéz jsou nezavislé na xy. Pak
aposteriorni hustota pravdépodobnosti nebo alternativné filtracni hustota
pravdépodobnosti miize byt ur¢ena rekurzivné

p(zy | zk) — p(z | 2p).pay | 2571

oG [ 2F1) , (2.69)

kde p(zx, | 2"1) = [ p(z | zr)p(xk | 2¥71)day je normalizagni konstanta.

Hustota p(zy | 2¥) je ve stejné formé jako v (2.66), kde p(©) je nahrazeno
p(xy, | 2%71). Hustota p(zp | %) je uréena hustotou p(vg). Rovnice (2.19)
nam poslouzi k uréeni p(zy, | 2¥71), které je dano

plax | 2471 = / P, 2 | #V)dapoy

= /p(xk | xp—1).p(Tr-1 | zk_l)dxk_l, (2.70)

piicemz p(xy | xx—1) je uréeno p(wy—1). Rovnice (2.70) vyzaduje konvoluci
p(zr | mp_1) a p(ap_y | 2571). Rekurze (2.69) a (2.70) mize byt odstartovéna
aplikaci Bayesova pravidla a apriorniho popisu z, tedy

play | ) = 22 ijﬁf(”’””)- 27)

Miizeme konstatovat, ze t-variantni veli¢ina vyzaduje pridavnou strukturu
oproti problému odhadu parametri. Zaroven je ziejmé, Ze estimace stavu
dana rovnicemi (2.69)-(2.71) v sobé zahrnuje tlohu estimace parametra jako
specialni ptipad. Na zavér této kapitoly provedeme shrnuti formulace a feseni
problému estimace stavu.
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Obecné feSeni problému estimace stavu: shrnuti

Necht vektor stavu se vyviji podle néasledujicitho vztahu
Tht1 = fk(SCk) 4w, k=0,1,2,.. (2.72)

kde x; je nx dimenzionalni vektor stavu systému v case ty,

wy je nr dimenzionalni stavovy Sum pusobici na systém v case ¢, kde
by <t <tpya,

fr(+) je znama vektorova funkce piislusné dimenze.

Nahodny proces {wy} je bily Sum se zndmou hustotou pravépodobnosti p(wy,)
a rovnéz hustota pravdépodobnosti poc¢atecniho stavu p(zg) je znama.

Stav systému je sledovan pomoci méfenych hodnot zj, které jsou ve zndmém
vztahu k xp, ale jsou kontaminovany Sumem méteni vy

Zp = hk(ﬂfk) +uv, k=0,1,2,.. (2.73)

kde z; je mz dimenzionalni vektor znamych meérenych dat v case t; a vy
je nz dimenzionalni vektor Sumu méreni ovliviiujici data v case t;. Nahodny
proces {vy} je bily Sum se znamou hustotou pravdépodobnosti p(vy). Procesy
{wg}, {vr} a ndhodna veli¢ina xy jsou navzajem nezavislé.

Cilem je uréeni podminéné hustoty pravdépodobnosti p(zy, | 2%).

Protoze budeme ¢asto pracovat s tlohou filtrace tedy pro [ = k a jednokro-
kové predikce [ = k — 1, pak rekurzivni vztahy budou mit tvar:

filtrac¢ni hustota

plai | 2°71) p(z | )

k
= 2.74
plo ) =T G ) &
prediktivni hustota
plan] 7 = [ ot | Do | moddoe (279
kde -
plar | 257 = / (x| 25" Dz | 2p)day (2.76)

p(zo | 27 £ plao).

Vztahy (2.74), (2.75) jsou znamé bayesovské rekurzivni vztahy.

Z: teoretického hlediska jsou predchozi vztahy tplné feseni problému estimace
stavu, protoze poskytuji aplny pravdépodobnostni popis ndhodnych stavo-
vych veli¢in ve formé hustot pravdépodobnosti.
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Kapitola 3

Kalmantv filtr

Novy pohled na teorii filtrace reprezentované Wienerovou teorif pfinesl v roce
1960 Kalman.

Kalmanitiv filtr je chédpan jako rekurzivni algoritmus generujici lineérni, ne-
stranny odhad ve smyslu podminéni stfedni hodnoty (minimalni variance)
neznameého stavu dynamického systému ze zasuménych dat ziskdvanych v
diskrétnich ¢asovych okamzicich. Jeho uplatnéni najdeme predevsim v Ti-
dicich, komunika¢nich ¢ monitorovacich systémech. O rostouci popularité
sved¢i i pomaly prunik do mnoha disciplin.

3.1 Linearni gaussovsky systém

V této sekci se budeme zabyvat linearnim systémem, specialnim pripadem
(2.72), (2.73), ktery je definovan nasledujicimi vztahy

Tpa1 = Frar + wy k=0,1,2, .. (3.1)
2 = Hixp + v k=20,1,2,.. (3.2)

kde Fy je nx/nz dimenzionalni matice
Hy je nz/nx dimenzionalni matice.

Rovnice (3.1) predstavuje stavovou rovnici popisujici vyvoj stavu zy a (3.2)
je rovnice méfeni definujici vztah mezi vystupem systému vy, = Hpxp, Su-
mem v a méfenim z;. Za neméritelny vstup systému budeme povazovat
sum wy. Predpokladejme, ze wy a vi, pro k = 0,1, 2, ... jsou procesy s témito
vlastnostmi

1. {vi} a {wy} jsou bilé sumy

2. {vp} a {wy} jsou gaussovské s nulovou stfedni hodnotou

3. {vr} a {wg} jsou nezavislé

kde symbol {v;} predstavuje nahodny proces vy, pro k = 0,1, 2....

To znamena, ze z prvni vlastnosti vyplyva kromeé jiného

Elwyw] | = Elwi] Blw/]
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Obrézek 3.1. 1: Signalovy model linedrniho systému

Elvp.vf] = E[u]. E[vl].
7 druhé vlastnosti dostaneme
Elwaw!] =0  k#I

Elvpvl]=0  k#I

a z druhé a tieti plyne
Elwpvi] =0 Vk,.

Budeme déle predpokladat, ze
E[kaUIT] = Rkék,l

Elwpw]] = Qg

kde Ry a Qj jsou symetrické nonnegativné definitni matice pro vsechna k a
pocatecni stav xy je gaussovskd nahodné veli¢ina nezavisla na {v;} a {wy}
se znamou stfedni hodnotou Zjy a znamou kovarianci >,

E[ﬂ]o] = Xy E[(xo — 51_30)(560 — ZEO)T] = 2.

Signalovy model uvazovaného systému je na obr. 3.1. 1 kde ¢! je opera-
tor zpétného posuvu definovany ¢ lz(t) = x(t — 1). Pfipomefime, Ze pro-
blém filtrace spoc¢iva v generovani odhadu stavu zj; na zakladé pozorovani
R0y Ry vvey Rk

3.2 Bayesovsky pristup k syntéze filtru

V této sekci se soustiedime na syntézu filtru dasledné vychazejici z bayesov-
skych vztaht (2.74), (2.75) a generujici odhad stavu linearniho gaussovského
systému ze sekce 3.1.
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Nejdrive budeme pocitat filtracni hustotu pravdépodobnosti. K tomu potie-
bujeme znat podle (2.74) podminénou prediktivni hustotu pravdépodobnosti.
Zacneme pro k = 0. Pak prediktivni hustota p(x | 27!) je d4dna apriornim

znamym rozlozenim p(xg) 2 p(xo | 271). Podle sekce 3.1 je pak
p(zo | 271 = N(wg : ), P)) (3.3)

kde E(zo | 271) = 2, & = To

cov(zg | 271) =P}, P, =71.

N(zq : z{, P}) oznacuje, ze ndhodné veli¢ina xy méa normalni rozloZzeni
se stfedni hodnotou z{, a kovarianci F.
Hustotu p(zy | 1) snadno ziskdme z (3.3) a zékladnich vét teorie pravdépo-

dobnosti ve tvaru

(20 | o) = N(zo : Hozo, Ro). (3.4)
Bayestuv vztah obsahuje jesté tzv. normaliza¢ni konstantu, hustotu pravdé-
podobnosti p(zy | 271). Ziskame ji opét snadno z (3.3) a aplikaci zakladii
teorie pravdépodobnosti

p(z0 | 27Y) = N(2 : Hyz), HyPYHI + Ry) (3.5)
protoze

E[ZO | Z_l] = E[Hol‘o + Vg | Z_l] = H()i’f)
E[(Z() — 20)(20 — 20)T | Z_l] = E[(H()I’() + Vg — H()ZIAZB)(H()QJ‘O + vy — Hoi'é))T | Z_l]
= HyPHI + R,.

Nyni mizeme dosadit do (2.74)

plxo | 27) = p(wo | 2 )p(z0 | 20) — N (20 : Hyzo, Ro) N (2 : &, Fy)
0 p(ZO ‘ 2*1) N(ZQ : H()CCO,HQPIHT + RO)

_ 1 1z~ Hoo)" Ry [z0— Hoao)
= (2m)"2(detRo) 2"

! -}
* 2m)e(det P)R°
(270)"*/?[det( HyPyH{ + Ry)]'/?
(&

~Lleo HaglT[HoPyH] + Rol 20— Hip)

[wo—a]" Py~ Hwo—p)

X (3.6)

Po relativné zdlouhavych upravach lze dokazat, ze
p(l’o | Zo) = N(xo . i’o, P()) (37)

V nasledujici ¢asti této sekce se budeme vénovat odvozeni prediktivni hustoty
pravdépodobnosti p(z; | 2°) tedy pro k = 1.
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Takze prechodova hustota je stanovena nasledujicim vztahem
p(z1 | wo) = N(x1 : Fyzo, Qo) (3.8)
kde

E[l’l | £L’0] = E[F()SU() + wy | QZQ] = Foxg

El(xy — ) (21 — i’l)T | zo] = E[(Foxo — Forg + wo)(Forg — Foxg + wo)T

= E[wowg | zo] = Q-

Nyni dosadime do (2.75) z (3.7) a (3.8).

p(xy | 2°) = /N xo : Zo, Po)N (21 @ Foxg, Qo)dxg

— 3 wo—0]" Py M wo—o]

/ (27r)nw/2.(detpo)1/ze

1 1 T -1
—5[z1—Fowo]” Qq " [r1—Fowo]

X (27_‘_)nx/2(detQO)1/2€ dZIZ'O

1
(27)"2(det Py)'/2(detQy)Y/?

x / o~ Hlao—0l Py lao—ol+an—Foaol Q5 ' —Fomol} g (3.9)

Po zdlouhavych tpravach dostaneme
p(zy | 2%) = N(zy : 2, P)) (3.10)
kde Zi'/l = Foi’o
Pll = F()P()FOT -+ QQ.

Prediktivni hustota pravdépodobnosti obdobné jako filtra¢ni hustota prav-
dépodobnosti je gaussovska. Je vidét, ze prediktivni hustota v k = 1 je opét
gaussovskd jako v k = 0. To znamené, Ze vypocet je platny formalné pro
jakékoliv k. Shriime proto dosazeny vysledek.

Vypocet filtracni hustoty pravdépodobnosti:

p(xy | 2% = N(xy, : &, P,)  k=0,1,2,... (3.11)
iy = @) + PLHI R, + H PLHI |72 — Hyp2)) (3.12)
P, = P, — PLH![Ry + HyP.H!) ' H,.P] (3.13)
Vypocet prediktivni hustoty pravdépodobnosti:
p(wri1 | 27) = N(wpp1 : g, Pluy) k=0,1,2,.. (3.14)
1 = Friy (3.15)
Pl = F.PFl + Qy (3.16)
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Obrazek 3.3. 2: Signalovy model prediktoru podle (3.21)

3.3 Vlastnosti filtru

Vztahy pro filtracni a prediktivni hustoty pravdépodobnosti mtuzeme zapsat
pouze pro vypocet prediktivni stfedni hodnoty a kovariance

Py = B2} + PLHE (R + HyPLHL) (2 — Hy})] (3.17)
Pl = F [Pl — PLH] (R, + H . PLH]) " H P F + Qi (3.18)

Tyto vztahy jsou nejcastéji oznacovany jako rovnice Kalmanova filtru. V
tomto pripadé se jedna o filtraci v Sirsim slova smyslu, nebot striktné vzato
se jedna o jednokrokovy prediktor. Vyrazy

Ky = PLH} (R + H Pl H)™ (3.19)
nebo
K, = F,PLHI (R, + H, P H")™! (3.20)
jsou oznacovany jako Kalmantiv zisk.

Vztah (3.17) miizeme alternativné vyjadrit nasledujicim zptusobem
Zﬁ;ﬁ_l = (Fk — K/;Hk)f% -+ K];Zk (321)

7, tohoto vztahu je vice zfejmé, ze Kalmantuv filtr je linearni, t-variantni
systém, na jehoz vstupu je proces {z;} reprezentujici méfeni a vystup je
optimalni odhad stavu @, = Elx), | 2571, Zajimavé je, Ze Kalmantv filtr
bude t-variantni systém i v pripadé, Ze procesy {wy}, {vr} budou stacionarni
a systém, jehoz stav je odhadovan bude t-invariantni. Tedy Fj = F, Hy =
H,Qr = Q, Ry = R pro vSechna k. Rozdil mezi (3.21) a (3.17) je vice ziejmy
z grafického vyjadieni struktury prediktorti na obr. 3.3. 2 a 3.3. 3.

K odvozeni filtru jsme vysli z bayesovskych rekurzivnich vztahi (2.74) a

(2.75). Ukazali jsme, Ze pro filtra¢ni hustotu plati

N(l’k . i;{:, P]é)N(Zk . Hkazk, Rk)
N(Zk : Hki';g, HkPéHg + Rk)

N(SL‘k . @k, Pk) = (322)
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Obrazek 3.3. 3: Signalovy model prediktoru podle (3.17) obsahujici "ko-
pii"struktury systému, jehoz stav je odhadovan

a pro prediktivni hustotu plati

N([Ek+l . :%2—1—17 P]é—i—l) = /N(ﬂ?k . S%k, Pk)N(SL‘k_H . Fkﬂfk, Qk)dﬂjk (323)
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Kapitola 4

Nelinearni filtrace

V minulé sekci jsme konstatovali, Ze linearni systém s gaussovskymi Sumy a
gaussovskym pocateénim stavem umozinuje navrhnout linedrni estimator a
analytické TeSeni Bayesovych vztahti. Pokud predpoklad linearity a gausso-
vosti neni splnén, syntéza filtru se zacind komplikovat. Tuto skutec¢nost by
meély potvrdit nasledujici dva priklady:.

4.1 Priklady

Priklad Uvazujme skaldrni rovnici méreni v nultém kroku a vynechme casovy
index
z=x+v (4.1)

kde x a v jsou nezéavislé ndhodné veliciny s rovnomérnym rozdélenim na
intervalu (-1,1), tedy

p(z) — % e (—1,1) (4.2)
= 0  jinak (4.3)
p(v) = % ve (=1,1) (4.4)
= 0  jinak. (4.5)
Odsud plati, ze
E(x)=FE(w)=0 (4.6)
var(z) = var(v) = 1/3. (4.7)

Cilem je spocitat p(xz | z) a E(x | 2),cov(x | z). Vyjdeme z bayesovskych
vztaht. Tedy

p(z | 2)p(x)  plz —2)p(z)

5 N R T
kde
plz—x) = % ze€(-1+z,1+x) (4.8
= 0  jinak (4.9)



u p(z | 2) = konst

plx]z2)=0 C|1 A

D -1 | B E(x | 2)

Obrazek 4.1. 1: Podminéna hustota pravdépodobnosti a stfedni hodnota

Rozlozeni souctu dvou nadhodnych proménnych s rovnomérnym rozlozenim
je tzv. trojuhelnikové rozloZeni, p(z) je urcéeno

z+ 2

p(z) = 1 z € (—2,0)
9 _
= = - z € (0,2)
=0 jinak.

Aby zapis byl kompaktni, vyuzijeme funkce sign.

p(z|x) = [sign(l+2z—x)—sign(—1+ 2 —x)]/4

p(zr) = [sign(x + 1) —sign(z —1)]/4
p(z) = %[2 — zsign(z)][sign(z + 2) — sign(z — 2)].
Nyni jiz mizeme vyjadiit p(x | 2), tedy
[sign(1l + z — z) — sign(—1 4 z — z)|[sign(x + 1) — sign(z — 1)]
2[2 — zsign(2)][sign(z + 2) — sign(z — 2)] '

p(z|2)=

(4.10)
Pri analyze Citatele (4.10) zjistime, Ze p(z | z) je nenulova nad oblasti ABCD
v obr. 4.1. 1 Déle zjistime, Ze p(x | z) je rovnomérné rozlozeni (Gitatel kon-
stantni, méni se pouze jmenovatel). Z toho vyplyva, ze

E(x|z)=2z2/2 (4.11)
a podminénd kovariance pro z € (0, 2)
E{lx —E(x|2))?| 2} = E(2* | 2) — 2°/4.
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ProtoZe vime, Ze hustota je rovnomérnd, snadno spocteme E[z? | 2]

Y P | 11 (z-1)p
Elz \z]—/z_lxmdx—Q_z[g—T].

Tudiz cov(x | z) je urCena

1 22

cov(z | z) = m[l —(z—1)°] - T (4.12)

Analogicky miizeme vypoéitat podminénou kovarianci pro z € (—2,0). Do-

staneme

22

— 1% - = 4.13
gl G+ -5 (4.13)
Z (4.12) a (4.13) vyplyva, ze podminéna kovariance je v tomto piipadé neli-
nearni funkei méreni.

cov(z | z) =

Priklad 3.3.2 Uvazujme skalarni nelinearni stavovou rovnici a rovnici méreni

Trpr = feTn + gers 4wy
2 = hk(a:k) + Vg. (4.14)

kde {wy} je bily gaussovsky proces s nulovou stfedni hodnotou a varianci
Q. Predpokladejme, ze
E[(l‘k — .fk)Q ‘ Zk] = Pk

Cilem je vypocitat
E(zpp | 27) = 2] a cov(xpy | 2%) = P
k+1 = Ty k41 = Lt
Zacneme stfedni hodnotou

B = SeBleg | 2+ geBlag | 2"
= fedr + gr(Pr + 27). (4.15)

Miuzeme konstatovat, ze pro vypocet predikované stiedni hodnoty potiebu-
jeme filtrac¢ni stfedni hodnotu a kovarianci, tedy prvni dva momenty.

Nyni vypocitame cov(xjyq | 2%).

Necht
~/ ~/
LE+1 Th4+1 — Tpqq

Lk

> e

Tl — i?k.
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Pak

Tpyr = [eZn +wp — grPy + gr(z}, — &7)

= (fr +20128) Tk + grTs — grPr + wy

E(f7,, | 2%) = (fi +20cd0)°ElE} | 2°) + RE(F), | 2¥)
+ GiBE + E(wj | 2°) + 2g(fi + 2g11) E(E) | 2")
— 295 Pe(fr + 2g181) E(Ey, | 27)
— 20 PE(F} | 2%) = (fi + 20124)° P + give

— GiPr + Qi + 201(fr + 29121) 01 (4.16)

kde v 2 E(3L | 2%) 6, & E[# | 2]

V prikladu je vlastné ukazano, ze analyticky neni mozno filtra¢ni problém

I

pro nelinearni systémy fesit (zacyklenost momenti).

4.2 Lokalni filtry

V predchozi ¢asti vénované kalmanovské filtraci, neboli odhadu stavu linear-
niho gaussovského systému, jsme se setkali s linearni filtraci. Skutecné snadno
nahlédneme z rovnic Kalmanova filtru, ze odhad stavu je zde ziskan linearni
transformaci méreni, aniz bychom provadéli jakoukoliv modifikaci zakladni
tlohy nebo aproximaci feSeni. Tato elegantné formulovana a elegantné resené
tiloha v8ak z hlediska Sirokého uplatnéni narazi na bariéru svych predpokladi,
a to linearity a gaussovosti. Dale se budeme vénovat situaci, kdy predpoklad
linearity je opustén, ale zédkladni myslenkovy postup pro syntézu filtru bude
shodny s predchozi kapitolou, tedy pouzijeme opét bayesovsky pristup.

4.3 Rozsireny Kalmanav filtr

Jak jiz bylo feceno, v této kapitole opustime ramec linearity. Uvazujme tedy

systém, ktery mizeme chapat jako zobecnéni (3.1), (3.2), definovany nésle-
dujicimi vztahy

Tr1 = fr(@g) + wy (4.17)

2 = hk(a:k) + Vg (4.18)

kde fi(+), hi(+) jsou znamé vektorové funkce piislusnych dimenzi, bilé Sumy
{w}, {vr} a pocatecni stav maji stejné vlastnosti jako v predchozi kapitole
a jsou popsany

p(xg) = N(zg : Tf, Py) (4.19)
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p(wy) = N(wg : 0, Q) (4.20)
p(?)k) = N(Uk . O, Rk) (421)
pro vSechna k.

Z rovnice (4.17) muzeme snadno zjistit, ze prechodovéa hustota pravdépodob-
nosti ma tvar

P(@ps1 | k) = N(@ps1 : fulzr), Qr) (4.22)
a z rovnice (4.18) urc¢ime hustotu pravdépodobnosti méfent
p(Zk ’ :L‘k) = N(Zk . hk(l‘k), Rk) (4.23)

Nyni mame vsSe pripraveno pro aplikaci bayesovského pristupu k vypoctu
podminénych filtracnich a prediktivnich hustot. Pti odvozeni zacneme opét
od pocatecniho ¢asového okamziku jako v predchozi kapitole a budeme opét
dosazovat do bayesovskych rekurzivnich vztahii. Otazka zni, jak se zméni
p(zo) na zékladé informace z méfeni zy. Tedy

N(.%'() . .@6, PO/)N(Z() . h()(xo), R())

p(zo | 2°) = TN (o - &, PN (z0 - (o), Fo)dag’ (4.24)

Vyrazny rozdil mezi (4.24) a (3.6) z pohledu explicitniho nalezeni filtra¢ni
hustoty je v pfitomnosti nelinearity ho(zg) v (4.24), ktera znemoznuje pouzit
analogicky postup jako v sekci 3.2 umoznujici presné feseni. Odsud je zfejmé,
ze pro explicitni vypocet nebo jinymi slovy pro zachovani analytického feseni
(4.24) musime provést jisty zasah do formulace ulohy. Nabizi se jednoduché
feSeni, linearizovat funkci ho(-) a prejit forméalné na shodnou tulohu jako v
sekeci 3.2. Otazkou zustava, v jakém bodé linearizaci provést. Protoze vSak
predpokladame gaussovské rozlozeni poc¢ateéniho stavu, pak za nejlepsi od-
had pocéatecniho stavu mizeme jisté uvazovat hodnotu .

Uvazujme tedy Taylortiv rozvoj ho(xg) na okolf bodu &} = E(zy | 271) a
ponechme pouze prvni dva cleny, jelikoz chceme linearni aproximaci. Dosta-
neme

kde
) Ohg(x .
i) = 0 |5

je matice nz/nz.

Je ziejmé, Ze pravou stranu (4.25) mizeme zapsat i takto
Ho(&5)z0 + ho(25) — Ho(20)Zg
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kde 1. ¢len je linearni funkce xy a dalsi dva ¢leny jsou znamé veli¢iny v
k = —1, a tudiz nemohou piinaset zadné komplikace. Dosadme proto (4.25)
do (4.24), pak dostaneme

N (o : &9, Fj) N (20 = ho(2p) + Ho(Zp)(xo — %), Ro)
fN X - ZUO, )N(ZO ho(%o) +H0( )( X —.TEO) Ro)dSE’O'
(4.26)
Oznaceni p4 v (4.26) oznacuje, ze na rozdil od (4.24) tato hustota jiz bude
pouze aproximovat skutecnou hustotu p(zg | 2°), kterou vsak explicitné ne-

pa(wo | 2°) =

zname.

Nyni mtzeme py(zg | 2") vypoéitat explicitné, analogicky jako v sekeci 3.2.
Odsud dostaneme aproximacni filtra¢ni hustotu pravdépodobnosti majici
gaussovské rozlozeni tvaru

pa(zo | zo) = N(xg : Zo, Ry) (4.27)
o = &) + PyHy (20)[Ho(#0) P Hy (£) + Ro) ™ [20 — ho(d()]
Py = Py — PyHy (20)[Ho(20) PsHy (20) + Ro) ™ Ho(20) Py,

Dalsim krokem syntézy filtru je nalezeni prediktivni hustoty pravdépodob-
nosti p(z1 | 2%). Vime, Ze

p(ar | ) = / plao | 2)p(a1 | 0)dao. (4.28)

Prechodovou hustotu zname a aproximaci filtra¢ni hustoty téz, tudiz dosa-
dme do (4.28) z (4.27) a (4.22). Dostaneme

pa(zy | 2°) = / Nz : 2o, Py)N(x1 : folwo), Qo)dxo. (4.29)

Opét jsme pouzili oznaceni py(xy | 2Y), protoZe se jedna o aproximaci ne-
znamé p(xy | 2°). Vypocet integralu na pravé strané analogickym zptisobem
jako v sekei 3.2 komplikuje nelinearni funkce fy(xg). Linearizaci této funkce,
obdobné jako v kroku filtrace, pak muzeme ziskat stejnym postupem jako v
sekei 3.2 explicitni analytické feseni. Proved me Tayloriv rozvoj funkce fo(xo)
na okoli Zy a ponechme opét jako v kroku filtrace prvni dva ¢leny. Dostaneme

Fo(zo) 2 fo(Zo) + Fo(Zo)(zo — Zo). (4.30)

Poznamenejme, Ze jsme zvolili tentokrat =y za bod linearizace, protoze obsa-
huje jiz vice informaci o z¢ nez zj (viz 4.1.11). Pro tuplnost dodejme, ze

8f(.1'0) ‘ A

Lo
8330
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je matice nx/nx.
Dosazenim (4.30) do (4.29) dostaneme

pA(Qfl | ZO) = /N(l‘o . ZIAZ(), P())N(lel . fo(i‘o) + F()(ZIAS'())(IO - QAZ()), Qo)dxo.
(4.31)
Vyraz fo(2o)— Fo(Zo)Zg je v okamziku k = 0 znamy, tudiz z hlediska vypoctu
integralu jsme opét presli na piipad FeSeny v 3.2 zacinajici vztahem (3.9).
Analogickym vypoctem jako v této sekci dostaneme aproximacni prediktivni
hustotu pravdépodobnosti ve tvaru

palzy | 2°) = N(zy:2),P))
7 = fol#o)
Pl = Fy(ip) RoFy (#0) + Qo (4.32)
Doposud jsme provedli vypocet filtracni hustoty pro & = 0 a prediktivni

hustoty pro k = 1. Stejné miizeme pokracovat pro libovolné k, to jest mizeme
zapsat obecné vztahy pro pa(zy | 2%) a pa(zpsy | 2¥). Shriime tedy vysledky:

Aproximacni filtracni hustota pravdépodobnosti:

paley | 28) = N(ay - @y, Br) (4.33)
Bp = &, + PLH] (2))[Hy(2),) PLHR(2,) + Rl ™ [2e — ha(27)]
Py = Py — PLH, (&) [Hy(2),) PLH(2)) + Re) ™ Hy(2,) Py

Aproximacni prediktivni hustota pravdépodobnosti:

pa(Tria | Zk) = N(Tpy1: Tpr, Prsr)
i',/lﬁ—l - fk(i.;c)
Pl = Fu(@)P.E(Er) + Q. (4.34)

Filtr, ktery jsme pravé odvodili, definovany rovnicemi (4.33) a (4.34) je na-
zyvan rozsiteny Kalmanuv filtr. Jaké jsou hlavni odlisnosti tohoto filtru od
Kalmanova filtru.

1. Kovariancni matice Py, P;, ; neni mozné pocitat off-line, protoze jsou funk-
cemi méteni na rozdil od kovarianénich matic generovanych Kalmanovym
filtrem, které nejsou na métreni zavislé. Pfedpocitavani tedy neni mozné.

2. Filtracni a prediktivni hustoty jsou pouze aproximace skute¢nych hustot
danych exaktnim feSenim problému na rozdil od hustot generovanych
Kalmanovym filtrem, které predstavuji exaktni feseni problému. Jelikoz
zvolena aproximace je provadéna v jednom bodé stavového prostoru, maji
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vysledky tohoto filtru pouze lokalni platnost. Proto tento filtr mtzeme
chapat jako lokalni. Zaroven poznamenejme, zZe v tomto pripadé nemusi
byt zarucena konvergence odhadu.

Rozsiteny Kalmantv filtr se ¢asto vyuziva v technickych aplikacich, ale téz
spolu s bayesovskym pristupem v nejruznéjsich oblastech. Poznamenejme, ze
v piipadé vyskytu neznamych parametri v (4.17), (4.18), mizeme rozsitit
stavovy vektor o tyto parametry a pak odhadovat rozsifeny stav pomoci
rozsifeného Kalmanova filtru.

4.4 Filtr druhého radu

V této sekci ukazeme alternativu rozsiteného Kalmanova filtru, zalozenou
opét na rozvoji nelinearnich funkei Taylorovou fadou ovSem s ponechanim i
¢lent druhého tadu. Uvazujme tedy nasledujici aproximace

1 N Ta hk

() = P (2) + () (0 = 23) + 5 (0 — 37) | Ty, (xr —2y) (4.35)

kde @, hi(-), Hi() jsou shodné jako u rozsifeného Kalmanova filtru a

0%hy, &

3xk
je soubor m matic dim n xn (dim vektorové funkce hi(+) je m a dim vektoru
stavu xy je n).

Pro _ .
har(°)
A | ha(-
iy & | 10
o)
9%hyy, 9%hs 9%h;y,
N O0x10x1 O0x10x92 " 0x10%,
My, = S| 3], = : z i=1,2,....m
F 02hy, 92hy
0x,0x1 T O, 0z,
(4.36)
_ A “ “
hik; = (xk — xz)TMzk(l‘k — xﬁi) (4.37)
P
_ h
D, 2 2




muzeme aproximaci hi(xy) zapsat nasledujicim zpusobem

Protoze v (4.37) se vyskytuji ¢leny druhého fadu, analyticky vypocet filtracni
hustoty by nebyl mozny. Kdyz vsak nahradime kvadratickou formu v (4.37)
jeji o¢ekavanou hodnotou, dostaneme

2

}_lik: = (ka - i’;g)TMZ (SEk — ZIAJ;C) ~ t?“(P];Mik) i_lm'k. (4.39)

Oznac¢me nyni

}_Zak = [Balka }_la2k7 SRE) hamk]T (44())
a (4.38) lze zapsat
hk(:vk) ~ hk(f;@) + Hk(.f:;c)(a:k - .IAJ;C) + }_lak- (441)

Z (4.41) je vidét, ze se jednd o linearni funkci xy, protoze vsechny dalsi ¢leny
jsou v kroku £ — 1 znamy.

Mizeme tedy pouzit opét analogicky jako v kapitole treti stejny zpiisob od-
vozeni filtra¢ni hustoty pravdépodobnosti a dostaneme (rovnou pro krok k)

palxy | zk) = N(xy : 2}, Br) (4.42)
Br = &) + PLHL (8),)[He(2},) PLH) (%) + Ri) oe — ha(8],) — har]  (4.43)
Py = P — P H () [Hi(2,) PLH (2}) + R " H(%},) Py (4.44)

Vidime, zZe oproti rozsifenému Kalmanovu filtru dochézi ke zméné v inova¢ni
posloupnosti v rovnici (4.43).

Pro vypocet predikce pokracujme v duchu predchozi ¢asti této sekce. Vyjad-
feme rozvoj funkee f(+)

Silwn) = fr(@r) + Fie(@e) (xp — 21) + fi (4.45)
kde L
Jik
A | Sfor
fe=1""
i fnk ]
— A ~ R
fir = (iUk - ﬂfk)TNz' (Jfk — xk) (4.46)
[ 9*fun 0* fik 2L |
0x10x1 O0x10x2 " 0Ox10x,
A 0 fi
Np & gy, = | Fmdm o 19
k .
0 fik 0% fi
| Geon 0 Doown |
(4.47)
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Odstranénim nelinearit ustfednénim (4.46) dostaneme

fair = tr(PyNir,) (4.48)
fak - [.falkn fana L) f_ank]T- (449)

Nyni muzeme prepsat (4.45) na
o) = fu(@e) + Frl@n) (ze — @) + far. (4.50)

To je opét linearni funkce xj, protoze vSechny ostatni veli¢iny jsou v kroku
k znamé. Tudiz mizeme dosadit do bayesovskych vztahii a analogicky jako
ve treti kapitole odvodit prediktivni hustotu pravdépodobnosti.

Pa(@rsr | 27) = N(pp : &40, Pryy) (4.51)
T = Fr(@k) + far (4.52)
Py = Fr(z) P (x1) + Q. (4.53)

Rovnice pro kovariance samoziejmé je shodnéa opét s rozsitenym Kalmano-
vym filtrem a stfedni hodnota je modifikovana o f.

Vztahy (4.42)-(4.44) a (4.51)-(4.53) spoleéné s dalsimi v této sekei definuji filtr
druhého radu. Z predchoziho postupu je zfejmé, Ze se jedna opét o lokalni
filtr a ziskané hustoty pravdépodobnosti ve formé gaussovskych rozlozeni

jsou pouze aproximace skutec¢nych explicitné neznamych hustot pravdépo-
dobnosti.

38



Kapitola 5
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