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Kapitola 1 Matemati
ké základy
V této kapitole shrneme n¥které dále pouºívané matemati
ké nástroje z oblastimatemati
ké analýzy, algebry a diferen
iální geometrie, podrobn¥ji rozvedemei n¥které pojmy z p°ed
hozího seminá°e �Matemati
ké základy teorie a ap-lika
í nelineární
h dynami
ký
h systém·�, 30.4. 2010.1.1 Inverzní funk
e, vektorová pole, Lieova deriva
eNejprve shrneme n¥které skute£nosti z pokro£ilé matemati
ké analýzy, týka-jí
í se invertovatelnosti ví
erozm¥rný
h hladký
h zobrazení. Plné d·kazy neb-udeme vºdy uvád¥t, nebo´ na toto téma existuje bohatá literatura. Budemepouºívat standardní ozna£ení, na°íklad C∞(Ω) a V ∞(Ω) budou, po °ad¥,ozna£ení pro hladké funk
e a hladká vektorová pole na oblasti Ω, p°i£emºoblastí nazveme kaºdou otev°enou a souvislou podmnoºinu R

n.V¥ta 1 - Existen
e inverzního zobrazení. Budiº dáno hladké zobrazení
ξ = T (x) =




T1(x)
T2(x)...
Tn(x)


 , T : Rn 7→ R

n, T (x0) = ξ0,a ne
h´ je jeho Jakobián v bod¥ x0 regulární £tver
ovou mati
í, tj.
rank




∂T1
∂x1

· · · ∂T1
∂xn... . . . ...

∂Tn
∂x1

· · · ∂Tn
∂xn


 (x0) = n.Potom je zobrazení T (x) lokáln¥ hlad
e invertovatelné, tj. existuje okolí Ux0bodu x0 a jednozna£né hladké zobrazení T−1(ξ), T−1 : T (Ux0) 7→ Ux0 takové,ºe

T−1(T (x)) = x ∀x ∈ Ux0, T (T−1(ξ)) = ξ ∀ξ ∈ T (Ux0),kde T (Ux0) ozna£uje tzv. obraz mnoºiny Ux0, tj.
T (Ux0) := {ξ ∈ R

n | ξ = T (x), x ∈ Ux0}.



Naví
, Jakobián inverze lze vypo£íst následovn¥
∂T−1(ξ)

∂ξ
=

[
∂T

∂x

]−1

x=T−1(ξ)

∀ξ ∈ T (Ux0).Poznámka 1 Pokud je jiº dokázáno, ºe hladká inverze existuje, poslednívzore
 odvodíme snadno pomo
í pou£ky o deriva
i sloºené funk
e, nebo´ projednotkovou n× n mati
i In platí, ºe
In =

∂x

∂x
=
∂
[
T−1(T (x))

]

∂x
=
∂T−1(ξ)

∂ξ

∂T

∂x
⇒ ∂T−1(ξ)

∂ξ

[
∂T (x)

∂x

]

x=T−1(ξ)

= In,z £ehoº vynásobením mati
ovou inverzí plyne p°íslu²ný vzore
. V¥ta 1 jezpravidla nazývána V¥tou o inverzní funk
i.1 Tato V¥ta má zajímavou in-terpreta
i, p°edpokládejme, ºe pro n¥které zadané ξ ∈ T (Ux0) 
h
eme vy°e²itnelineární rovni
i
ξ = T (x),kde ξ0 = T (x0), potom Taylorovým rozvojem platí, ºe

ξ = T (x) = T (x0) +
∂T (x)

∂x
(x− x0) + o(‖x− x0‖) ⇒

x− x0 =

[
∂T (x)

∂x
(x0)

]−1

(ξ − ξ0 − o(‖x− x0‖))

x = x0 +

[
∂T (x)

∂x
(x0)

]−1

(ξ − ξ0) + o(‖ξ − ξ0‖),kde o(‖x − x0‖), o(‖ξ − ξ0‖) jsou ryze nelineární £leny vy²²ího °ádu. V¥tao inverzní funk
i tedy °íká, ºe p°ibliºnou lineariza
i inverzního zobrazenízískáme tak, ºe budeme invertovat p°ibliºnou lineariza
i p·vodního zobrazení.Naví
, pokud to jde takto p°ibliºn¥ lineárn¥ invertovat, lokáln¥ existuje ip°esná nelineární inverze.P°íklad 1 Uvaºujme jednodu
hou skalární funk
i a její lokální inverzi, kterousnadno získáme °e²ením kvadrati
ké rovni
e
ξ = x+ x2 ⇒ x =

−1 +
√
1 + 4ξ

2
∀ξ > −1

4
⇔ x > −1

2
.P°ímým výpo£tem zjistíme, ºe deriva
e inverzní funk
e je 1√

1+4ξ
a ke ste-jnému výsledku dojdeme i pouºitím V¥ty o inverzní funk
i

∂(x+ x2)

∂x
= 1+2x ⇒ ∂(−1+

√
1+4ξ

2 )

∂ξ
=

1

1 + 2x
=

1

1 + 2−1+
√
1+4ξ

2

=
1√

1 + 4ξ
.1A to p°esto, ºe pojednává o invertovatelnosti zobrazení mezi dv¥ma mnoharozm¥rnýmiprostory. P°ipome¬me si, ºe funk
í zpravidla 
hápeme zobrazení se skalárním oboremhodnot. 4



V následují
ím p°íklad¥ ukáºeme d·leºitou motiva
i pro V¥tu o inverznífunk
i, která slouºí hlavn¥ k ov¥°ení, ºe ur£ité zobrazení má hladkou inverzi,bez toho, ºe by bylo t°eba tuto inverzi expli
itn¥ vypo£ítat.P°íklad 2 Uvaºujme jednodu
hý dynami
ký systém se vstupem u ∈ R, výs-tupem y ∈ R a dvourozm¥rným stavem x ∈ R
2

ẋ1 = x1 + x2 + x52 + x1x2, ẋ2 = u, y = x1.P°ipome¬me si, ºe tzv. exaktní lineariza
e spo£ívá v pouºití nový
h stavový
hsou°adni
 ξ a nového vstupu v následovn¥
ξ1 = x1, ξ2 = x1+x2+x

5
2+x1x2, v = (1+x2)(x1+x2+x

5
2+x1x2)+(1+5x42+x1)u.Skute£n¥, p°ímý výpo£et (ov¥°te si sami) ukazuje, ºe

ξ̇1 = ξ2, ξ̇2 = v, y = ξ1,
oº je lineární systém. Aby
hom v²ak mohli opravdu hovo°it o exaktní lin-eariza
i, pot°ebujeme je²t¥ zjistit, zda je linearizují
í zobrazení opravdu hlad
einvertovatelné. P°itom je ale z°ejmé, ºe nedokáºeme p°íslu²nou inverzi an-alyti
ky vyjád°it. Díky V¥t¥ o inverzní funk
i to ani nepot°ebujeme, nebo´sta£í ov¥°it Jakobián zobrazení v po£átku:
rank

[
∂ξ

∂x

]
= rank

[
1 0

1 + x2 1 + 5x42 + x1

]
= 2 ⇔ 1 + 5x42 + x1 6= 0,
oº je spln¥no v pom¥rn¥ velkém okolí po£átku.Exaktní lineariza
i m·ºeme nap°. vyuºít ke stabiliza
i p·vodního nelineárníhosystému. Nejprve stabilizujme linearizovaný systém pomo
í lineární zp¥tnévazby v = −ξ1 − ξ2, snadno totiº ov¥°íme, ºe systém v uzav°ené smy£
e

ξ̇1 = ξ2, ξ̇2 = −ξ1 − ξ2, je exponen
iáln¥ stabilní. Nyní v²e p°epo£teme po-mo
í linearizují
í
h transforma
í do p·vodní
h nelineární
h sou°adni
. Platí
(1 + x2)(x1 + x2 + x52 + x1x2) + (1 + 5x42 + x1)u =

v = −ξ1 − ξ2 = −x1 − (x1 + x2 + x52 + x1x2),odkud vyjád°íme p·vodní vstup u a dostaneme tak zp¥tnou vazbu
u =

−x1 − (2 + x2)(x1 + x2 + x52 + x1x2)

1 + 5x42 + x1
.P·vodní nelineární systém uzav°eme touto zp¥tnou vazbou do následují
íhosystému

ẋ1 = x1 + x2 + x52 + x1x2, ẋ2 =
−x1 − (2 + x2)(x1 + x2 + x52 + x1x2)

1 + 5x42 + x1
,5



který je lokáln¥ exponen
iáln¥ stabilní na n¥které invariantní oblasti, která jepodmnoºinou mnoºiny, kde platí 1+5x42+x1 6= 0. K d·kazu tohoto tvrzení sista£í uv¥domit, ºe trajektorie na²eho nelineárního systému v uzav°ené smy£
ejsou na zmín¥né oblasti p°esným obrazem trajektorií exponen
iáln¥ stabilníholineárního systému. V dané 
hvíli to v²ak ani nebylo hlavním smyslem na²ehop°íkladu, mnohem d·leºit¥j²í je uv¥domit si, ºe 
elá výpo£etní pro
edura senaprosto obe²la bez expli
itního invertování nelineární
h zobrazení, ap°itom jejím výsledkem je expli
itní vzore
 pro stabilizují
í zp¥tnou vazbu napom¥rn¥ velké oblasti! Podmínku, která ur£uje tuto oblast, jsme pak získalipouºitím V¥ty o inverzní funk
i. Skute£n¥ tedy vidíme, ºe se jedná o velmiuºite£ný nástroj.V p°ed
házejí
ím p°íklad¥ se nám poda°ilo úpln¥ linearizovat 
elou dynamikui výstupní vztah. �asto to v²ak není moºné a poda°í se linearizovat jen £ástdynamiky a také získat jen £ást vztah· pro ur£ení zm¥ny sou°adni
. V t¥
htositua
í
h je velmi uºite£né následují
í zobe
n¥ní V¥ty o inverzní funk
i.V¥ta 2 - Existen
e roz²í°ení na invertovatelné zobrazení. Budiº dánohladké zobrazení
ξ̂ = T (x) =



T1(x)...
Tr(x)


 , T : Rn 7→ R

r, r ≤ n, T (x0) = ξ̂0,a ne
h´ je jeho Jakobián v bod¥ x0 r × n mati
í o plné hodnosti, tj.
rank




∂T1
∂x1

· · · ∂T1
∂xn... . . . ...

∂Tr
∂x1

· · · ∂Tr
∂xn


 (x0) = r. (1.1)Potom existuje n− r hladký
h funk
í Tr+1(x), Tr+2(x), . . . , Tn(x), takový
h,ºe hladké zobrazení

ξ = T (x) =



T1(x)...
Tn(x)


 , T : Rn 7→ R

n, T (x0) = ξ0 :=




ξ̂0
Tr+1(x0)...
Tn(x0)


 ,je lokáln¥ hlad
e invertovatelné, tj. existuje okolí Ux0 bodu x0 a jednozna£néhladké zobrazení T−1(ξ), T−1 : T (Ux0) 7→ Ux0 takové, ºe

T−1(T (x)) = x ∀x ∈ Ux0, T (T−1(ξ)) = ξ ∀ξ ∈ T (Ux0).Naví
, Jakobián inverze lze, stejn¥ jako ve V¥t¥ 1, vypo£íst následovn¥ ∂T−1(ξ)
∂ξ =

[
∂T (x)
∂x

(T−1(ξ))
]−1

∀ξ ∈ T (Ux0). 6



Poznámka 2 Je z°ejmé, ºe p°i r = n V¥ta 2 p°e
hází ve V¥tu 1 a je tedyjejím zobe
n¥ním. Naví
, V¥ta 2 je také zobe
n¥ním známého poznatku zlineární algebry, který °íká, ºe kaºdý soubor lineárn¥ nezávislý
h vektor· jemoºné doplnit do úplné báze 
elého vektorového prostoru. D·kaz V¥ty 2 jepom¥rn¥ konstruktivní a zmíníme zde jeho hlavní my²lenku, aby
hom ukázali,jak dopl¬ovat 
hyb¥jí
í funk
e. Ne
h´ dle p°edpokladu V¥ty 2 platí, ºe
rank




∂T1
∂x1

· · · ∂T1
∂xn... . . . ...

∂Tr
∂x1

· · · ∂Tr
∂xn


 (x0) = r.Bez ztráty obe
nosti (v p°ípad¥ pot°eby sta£í p°e£íslovat prom¥nné a tím ivhodn¥ pop°ehazovat sloup
e) p°edpokládejme, ºe r × r mati
e sestávají
í zprvní
h r sloup
· je regulární. Potom lze dopl¬ují
í funk
e vybrat jako

Tr+1(x) = xr+1, . . . , Tn(x) = xn,nebo´ si lze snadno ov¥°it, ºe 
elkový (n × n) jakobián bude regulární a kekone£nému d·kazu V¥ty 2 je moºné pouºít V¥tu 1.Je p°irozené zavést pojem nezávislosti nelineární
h funk
í následovn¥.De�ni
e 1 Soubor funk
í, které vyhovují podmín
e plné hodnosti ve V¥t¥ 2a tudíº je moºné doplnit ho do hlad
e invertovatelného zobrazení, nazývámelokáln¥ nezávislým souborem funk
í v okolí p°íslu²ného bodu. Obdobn¥,globáln¥ nezávislým souborem funk
í (resp. na ur£ité oblasti) nazvemesoubor, který lze doplnit do globáln¥ (resp. na ur£ité oblasti) hlad
e inverto-vatelného zobrazení.V²imn¥me si, ºe jednotlivé °ádky mati
e (1.1) jsou vlastn¥ diferen
iály p°ís-lu²ný
h funk
í, tj. °ádkové vektory sloºené z jeji
h par
iální
h deriva
í. V¥ta2 tak umoº¬uje interpretovat nezávislost souboru funk
í jakoºto lineárnínezávislost jeji
h diferen
iál·.P°ejd¥me nyní k pojmu vektorového pole a Lieovy deriva
e hladké reálnéfunk
e podle vektorového pole, který zjednodu²uje a zkra
uje n¥které výrazya jeji
h výpo£ty. Lieovu deriva
i budeme pouºívat p°edev²ím k opakovanémuderivování výstupní
h trajektorií podle £asu, proto budeme ozna£ovat reálnoufunk
i jako
y = h(x), h : R

n 7→ R.De�ni
e 2 Uvaºujme následují
í sloup
ový vektor, sestávají
í z hladký
h (tj.7



dostate£n¥ krát spojit¥ diferen
ovatelný
h) funk
í stavu
f(x) =




f1(x1, . . . , xn)
f2(x1, . . . , xn)...
fn(x1, . . . , xn)


 ,kterému budeme nadále °íkat vektorové pole, nebo´ v kaºdém bod¥ stavuzadává ur£itý vektor. Dále uvaºujme libovolnou hladkou funk
i stavu h(x),potom Lieovou deriva
í této funk
e podle vektorového pole f(x) nazvemenovou funk
i, zna£enou Lfh(x), a de�novanou následují
ím výpo£tem

Lfh(x) :=

n∑

i=1

∂h(x)

∂xi
fi(x),neboli, v kompaktním vektorovém zna£ení

Lfh(x) :=
∂h(x)

∂x
f(x),

∂h(x)

∂x
:=

[
∂h(x)

∂x1
, . . . ,

∂h(x)

∂xn

]
.Pro opakované (iterované) Lieovy deriva
e budeme pouºívat následují
í zna£ení

∀j ≥ 1 : Ljfh := Lf
[
Lj−1
f h

]
, L0

fh := h.Poznámka 3 Pojmu vektorového pole, a tím i dynami
kému systému, jemoºné dát geometri
kou interpreta
i. Jinými slovy, je moºné jej 
hápat jakour£itý abstraktní objekt, nezávislý na konkrétní volb¥ sou°adni
. Pokud jsousou°adni
e ur£eny, vektorové pole je v ni
h dáno konkrétním vektorovýmsloup
em funk
í stavu, kterému budeme n¥kdy °íkat reprezenta
e vekto-rového pole vzhledem k p°íslu²né soustav¥ sou°adni
. Pokud zm¥nímesou°adni
e, zm¥ní se i reprezenta
e. K výpo£tu této zm¥ny uvaºujme dynam-i
ký systém
ẋ = f(x), f : Rn → R

n,a de�nujme pro n¥j tzv. ekvivalentní systém pomo
í zm¥ny sou°adni

ξ = T (x), x = T−1(ξ), T : Rn → R

n,o které p°edpokládáme, ºe je vzájemn¥ jednozna£ná a hladká v£etn¥ své in-verze. Ekvivalentní systém v ξ-sou°adni
í
h je systém, jehoº trajektorie jsouobrazem vý
hozího systému v x-sou°adni
í
h, a naopak. Rovni
e tohoto ek-vivalentního systému je moºné odvodit následovn¥
ξ̇ =

dT (x(t))

dt
=
∂T (x)

∂x
ẋ =

∂T (x)

∂x
f(x) =

[
∂T (x)

∂x
f(x)

]

x=T−1(ξ)

,8



a tedy
ξ̇ = f̃(ξ), f̃(ξ) :=

[
∂T (x)

∂x
f(x)

]

x=T−1(ξ)

.V²e
hny relevantní dynami
ké vlastnosti obou systém· jsou kvalitativn¥ ste-jné, a kvantitativn¥ si je lze snadno navzájem p°epo£ítat pomo
í p°íslu²nézm¥ny sou°adni
. Geometri
ky pak m·ºeme proto mluvit o tom, ºe se jednáo jeden a tentýº systém v r·zný
h sou°adni
í
h (obdobn¥, jako pevný bod vprostoru je reáln¥ stále týº, i kdyº je v r·zný
h sou°adni
í
h popsán r·znými£ísly). Jinými slovy, vektory sloup
e hladký
h funk
í f(x), f̃(ξ) jsou dv¥reprezenta
e téhoº vektorového pole v r·zný
h sou°adni
í
h. Pro úplnost, dv¥funk
e
h(x), h̃(ξ), h̃(ξ) := h(T−1(ξ)),povaºujme za dv¥ konzistentní reprezenta
e téºe funk
e v r·zný
h sou°adni-
ový
h soustavá
h.Také Lieovu deriva
i je moºné 
hápat geometri
ky, tj. nezávisle na konkrétnívolb¥ sou°adni
. Je tomu tak díky následují
ímu tvrzení, které zaru£uje, ºep°i p°e
hodu k novým sou°adni
ím nedo
hází k rozpor·m.Tvrzení 1 Uvaºujme vektorové pole f(x) a funk
i h(x) a zm¥nu sou°adni
:

ξ = T (x), x = T−1(ξ), T : Rn → R
n,

f̃(ξ) :=

[
∂T (x)

∂x
f(x)

]

x=T−1(ξ)

, h̃(ξ) := h(T−1(ξ)).Potom platí, ºe
[Lfh(x)]x=T−1(ξ) = Lf̃ h̃(ξ).Toto tvrzení je opravdu klí£ové, nebo´, máme-li funk
i h, vektorové pole f aLieovu deriva
i Lfh, nabízejí se dva rovno
ené postupy, jak p°ejít v k novýmsou°adni
ím pro Lfh. První postup nejprve p°evede do nový
h sou°adni


f a h a potom vypo£te Lfh v nový
h sou°adni
í
h. Druhý postup nejprvevypo£te Lfh v p·vodní
h sou°adni
í
h a potom výsledek p°evede do nový
hsou°adni
. Práv¥ zformulované tvrzení pak zaru£uje, ºe oba postupy vedouke stejnému výsledku. Jinými slovy, díky Tvrzení 1 je Lieova deriva
e opera
ís vektorovými poli a funk
emi, jakoºto objekty na sou°adni
í
h nezávislými.Jeho d·kaz názorn¥ dokládá, ºe se jedná o jednodu²e algebrai
ky odvozenouidentitu, která je ale p°itom jádrem geometri
ké povahy Lieovy deriva
e.D·kaz Tvrzení 1. Díky De�ni
i 2 a zna£ení dokazovaného Tvrzení 1 platí
Lf̃ h̃(ξ) =

∂h̃(ξ)

∂ξ
f̃(ξ) =

∂h(T−1(ξ))

∂ξ

[
∂T (x)

∂x
f(x)

]

x=T−1(ξ)

=9



[
∂h(x)

∂x

[
∂T (x)

∂x

]−1
∂T (x)

∂x
f(x)

]

x=T−1(x)

=

[
∂h(x)

∂x
f(x)

]

x=T−1(x)

.Up°esn¥me, ºe p°edposlední rovnost platí díky zavedenému zna£ení ξ =

T (x), x = T−1(ξ), T : Rn → R
n, a dále díky pou£
e o deriva
i sloºenéfunk
e ∂h(T−1(ξ))

∂ξ
= ∂h(x)

∂x
∂T−1(ξ)
∂ξ

a pou£
e o deriva
i inverzní funk
e (V¥ta 1)
∂T−1(ξ)
∂ξ =

[∂T (x)
∂x

]−1

x=T−1(ξ)
.P°íklad 3 Uvaºujme následují
í hladkou funk
i a vektorové pole

h(x) = x21 + x2 + x3, f(x) =



f1(x)

f2(x)
f3(x)


 =



x1
x22
1


 , x =



x1
x2
x3


 ∈ R

3,potom první t°i iterované Lieovy deriva
e mají tvar
L1
fh =

∂h1
∂x1

f1 +
∂h2
∂x2

f2 +
∂h3
∂x3

f3 =

∂(x21 + x2 + x3)

∂x1
x1+

∂(x21 + x2 + x3)

∂x2
x22+

∂(x21 + x2 + x3)

∂x3
·1 = 2x21+x

2
2+1,

L2
fh =

∂(L1
fh)

∂x1
f1 +

∂(L1
fh)

∂x2
f2 +

∂(L1
fh)

∂x3
f3 =

∂(2x21 + x22 + 1)

∂x1
x1 +

∂(2x21 + x22 + 1)

∂x2
x22 +

∂(2x21 + x22 + 1)

∂x3
· 1 = 4x21 + 2x32,

L3
fh =

∂(4x21 + 2x32)

∂x1
f1 +

∂(4x21 + 2x32)

∂x2
f2 +

∂(4x21 + 2x32)

∂x3
f3 = 8x21 + 6x42.V²imn¥me si následují
í interpreta
e t¥
hto, i jiný
h, Lieový
h deriva
í. Uvaºu-jme dynami
ký systém bez vstup· a s jedním s výstupem

ẋ =



f1(x)
f2(x)

f3(x)


 =



x1
x22
1


 , y = h(x) = x21 + x2 + x3,potom, jak známo, úplné £asové deriva
e jeho výstupní
h trajektorií spo£ítámejako deriva
e sloºené funk
e £as-stav-výstup y(t) = h(x(t)), p°i£emº za £asovéderiva
e stavový
h trajektorií dosazujeme z dynami
ký
h rovni
 stav:

ẏ = 2x1ẋ1+ẋ2+ẋ3 = 2x21+x
2
2+1 = Lfh, ÿ = 4x1ẋ1+2x2ẋ2 = 4x21+2x32 = L2

fh,

y(3) = 8x1ẋ1 + 6x2ẋ2 = 8x21 + 6x32 = L3
fh.Vidíme, ºe se tyto £asové deriva
e výstupu shodují s p°íslu²nými iterovanýmiLieovými deriva
emi, a tedy, ºe výpo£etn¥ nejjednodu²²í zp·sob, jak vypo£ítat10



Lieovy deriva
e Ljfh hladké funk
e h podél vektorového pole f je následují
í:sestavit si dynami
ký systém ẋ = f(x) a poté po£ítat úplné £asové deriva
etrajektorie výstupu y = h(x) tohoto dynami
kého systému. Ve skute£nosti jeopa£ný postup tím hlavním 
ílem, pro£ Lieovu deriva
i zavádíme: pro obe
né,nespe
i�kované dynami
ké systémy 
h
eme analyti
ky a stru£n¥ vyjad°ovat£asové deriva
e jeho výstupu. Lieova deriva
e tedy m·ºe být 
hápána jakour£itá �zkratka�, nap°íklad, jiº ÿ pro ẋ = f(x), y = h(x) vypadá pon¥kudnep°ehledn¥:
ÿ =

dẏ

dt
=

dLfh

dt
=

d

dt

[ n∑

i=1

∂h

∂xi
fi

]
=

n∑

j=1

n∑

i=1

[
∂2h

∂xi∂xj
fi +

∂h

∂xi

∂fi
∂xj

]
fj,a lze si jist¥ p°edstavit, ºe úplné výrazy pro vy²²í úplné £asové deriva
e výs-tupu by byly neúnosn¥ dlouhé a nep°ehledné.Post°eh z p°ed
hozího p°íkladu pro úplnost zformulujeme jako následují
ítvrzení.Tvrzení 2 Uvaºujme dynami
ký systém ẋ = f(x) s výstupem h(x), kde jehopravou stranu 
hápeme jako vektorové pole. Ne
h´ x(t) je jeho libovolná tra-jektorie, potom pro jeho výstup h(x) platí

dh(x(t))

dt
= Lfh(x(t)).D·kaz Postupn¥ pouºijeme pou£ku o deriva
i sloºené funk
e, dále stavovourovni
i dynami
kého systému ẋ = f(x) a de�ni
i Lieovy deriva
e hladkéfunk
e h podle vektorového pole f (viz De�ni
e 2)

dh(x(t))

dt
=
∂h(x)

∂x

dx(t)

dt
=
∂h(x)

∂x
f(x) = Lfh(x(t)),£ímº je d·kaz zavr²en.Cvi£ení 1 V²imn¥te si, ºe sloºená funk
e

h(x(t)) : R 7→ R, kde x(t) : R 7→ R
n , h(x) : Rn 7→ R,v·be
 nezávisí na volb¥ stavový
h sou°adni
, protoºe na základ¥ zna£ení zezáv¥ru Poznámky 3 h̃(ξ(t)) = h(T−1(ξ(t))) = h(x(t)). Intuitivn¥ vzato, stavje zde jen mezistupn¥m, a tak by tedy nem¥lo na jeho konkrétní reprezenta
izáleºet. M¥lo by proto také platit, ºe

dh(x(t))

dt
=

dh̃(ξ(t))

dt
,11



nebo´ na obou straná
h stojí £asová deriva
e téºe funk
e z R do R. Ov¥°tetuto rovnost také pomo
í Tvrzení 1 a Tvrzení 2. Nápov¥da: Nejprve kaºdouz obou stran posledn¥ uvedené rovnosti vyjád°ete pomo
í Tvrzení 2 a výsledkypoté porovnejte pomo
í Tvrzení 1.Následují
í lemma stanoví n¥které uºite£né vlastnosti Lieovské deriva
e.Lemma 1 P°edpokládejme, ºe vektorové pole f a funk
e h jsou hladké v okolíbodu x. Potom platí1. f(x) = 0 ⇒ Lfh(x) = 0, a to pro kaºdou hladkou funk
i h;2. ∂h
∂x(x) = 0 ⇒ Lfh(x) = 0, a to pro kaºdé hladké pole f ;3. Pro kaºdé hladké pole f a funk
i h platí:
f(x) = 0 ∧ ∂h

∂x(x) = 0 ⇒ ∂Lfh
∂x (x) = 0.D·kaz P°ipome¬me si de�ni
i Lieovské deriva
e

Lfh(x) :=
n∑

i=1

fi(x)
∂h(x)

∂xia vidíme hned, ºe první dv¥ dokazované vlastnosti z°ejm¥ platí, nebo´ vkaºdý s£ítane
 na pravé stran¥ de�ni
e je sou£inem dvou £initel· z ni
hºnejmén¥ jeden je v bod¥ x roven nule. Také t°etí vlastnost vyplývá z podobnéúvahy: p°i derivování v kaºdém s£ítan
i postupujeme podle pravidla o deriva
isou£inu a ve výsledku dostaneme sou£et, kde op¥t v kaºdém s£ítan
i bude vbod¥ x p°ítomen nulový £initel. Prove¤te p°esné výpo£ty jako 
vi£ení.Poznámka 4 P°ipome¬me si zde n¥která dal²í moºná ozna£ení a rovnostisouvisejí
í s par
iálními deriva
emi a Lieovskými deriva
emi. �asto je pouºívántzv. diferen
iál2 hladké funk
e h, zna£ený jako
dh :=

∂h

∂x
:=

[
∂h

∂x1
,
∂h

∂x2
, . . . ,

∂h

∂xn

]
.Diferen
iály jsou °ádkové vektory, zatím
o vektorová pole jsou sloup
ové vek-tory. To umoº¬uje zkra
ovat n¥které výrazy pomo
í mati
ový
h sou£in·, nap°.Lieovskou deriva
i proto £asto zna£íme také jako

Lfh = dhf, Lfh =< dh, f > .2V matemati
ké analýze se spí²e pouºívá termín gradient, zatím
o diferen
iál oz-na£uje in�nitezimální p°ír·stek dané funk
e, tj. dh =
∑n

i=1
∂h(x)
∂xi

dxi, tj. p°esn¥ji, lineárnífunk
ionál nad vektory in�nitesimální
h p°írustk· argumentu. V diferen
iální geometriije pak diferen
iál 
hápán jako lineární funk
ionál nad te£ným prostorem v daném bod¥,a tedy také jako lineární operátor nad vektorovými poli. V tomto textu proto nebudemepro jednodu
host mezi termíny gradient a diferen
iál rozli²ovat.12



V prvním p°ípad¥ tedy jako sou£in °ádkového a sloup
ového vektoru, je-hoº výsledkem je skalár. V druhém p°ípad¥ ji vnímáme jako skalární sou£indvou vektor·, toto zna£ení obvykle pouºíváme, pokud 
h
eme zd·raznit fjako m¥ní
í se argument lineárního funk
ionálu dh. Obe
n¥ se dá °í
i, ºe vr·zný
h situa
í
h bývá výhodné ur£ité spe
i�
ké zna£ení, 
oº do ur£ité míryvysv¥tluje jeji
h mnoºství.1.2 Lieova závorka vektorový
h políV p°ed
hozím oddíle jsme zavedli pojem hladkého vektorového pole a Lieovyderiva
e hladké funk
e podél vektorového pole. Budeme nadále ozna£ovatjako C∞(Ω) mnoºinu v²e
h hladký
h funk
í a V ∞(Ω) mnoºinu v²e
h hlad-ký
h vektorový
h polí de�novaný
h na n¥které oblasti Ω ⊂ R
n. Oblastí
hápeme, jak je obvyklé, otev°enou a souvislou mnoºinu. Hladké vektorovépole je pak sloup
ovým vektorem hladký
h funk
í, který se m¥ní p°i zm¥n¥sou°adni
 ur£itým spe
i�
kým zp·sobem, viz p°ed
hozí a dal²í výklad.Lieova deriva
e byla opera
í mezi vektorovým polem a hladkou funk
í. Násle-dují
í opera
e, tzv. Lieova závorka, je opera
í jen mezi vektorovými poli.De�ni
e 3 Lieovou závorkou dvou vektorový
h polí f(x), g(x) na oblasti

Ω ⊂ R
n, tj. f, g ∈ V ∞(Ω), nazveme nové vektorové pole [f, g](x) de�no-vané tamtéº, které vypo£teme jako

[f, g] :=
∂g(x)

∂x
f(x)− ∂f(x)

∂x
g(x), kde

f =



f1(x)...
fn(x)


 , g =



g1(x)...
gn(x)


 , ∂f

∂x
=




∂f1
∂x1

. . . ∂f1
∂xn... ... ...

∂fn
∂x1

. . . ∂fn
∂xn
,


 ,

∂g

∂x
= · · ·V²imn¥me si, ºe p°íslu²né jakobiány jsou (n×n)-mati
emi a ºe jsou násobenysloup
ovými vektory o dimenzi n, takºe výsledkem je skute£n¥ sloup
ovývektor o dimenzi n. Naví
, opera
e Lieovy závorky má op¥t geometri
ký, tj.na sou°adni
í
h nezávislý, 
harakter, jak ukazuje následují
í v¥ta.V¥ta 3 Budiº na n¥které oblasti Ω ⊂ R

n dána dv¥ hladká vektorová pole
f(x), g(x), jeji
h Lieova závorka3 h(x) := [f, g](x) a vzájemn¥ jednozna£náa vzájemn¥ hladká zm¥na sou°adni


z = T (x), T : Ω 7→ T (Ω).3Výjime£n¥ zde z úsporný
h d·vod· pouºíváme písmeno h pro vektorové pole.13



Ozna£me jako f̃(z), g̃(z), h̃(z) reprezenta
e t¥
hto polí v nový
h sou°ad-ni
í
h, na oblasti T (Ω), tj.
f̃(z) =

∂T

∂x
(T−1(z))f(T−1(z)), g̃(z) =

∂T

∂x
(T−1(z))g(T−1(z)),

h̃(z) =
∂T

∂x
(T−1(z))h(T−1(z)).Potom platí, ºe

h̃(z) = [f̃(z), g̃(z)].Jinými slovy, zm¥níme-li sou°adni
e, nabízí se dva r·zné zp·soby, jak ur£itLieovu závorku v nový
h sou°adni
í
h. První spo£ívá v tom, ºe nejprve dleDe�ni
e 3 vypo£teme Lieovu závorku ve starý
h sou°adni
í
h a výsledekpoté p°epo£teme do nový
h sou°adni
. Druhý spo£ívá v tom, ºe nejprve p°e-po£teme dv¥ vektorová pole f, g do nový
h sou°adni
, a v nový
h sou°ad-ni
í
h vypo£teme jeji
h Lieovu závorku dle De�ni
e 3. P°ed
házejí
í v¥tapak °íká, ºe oba postupy dají stejný výsledek. To je pak skute£nou geo-metri
kou podstatou4 opera
e Lieovy závorky, pokud by tomu tak nebylo,nev¥d¥li by
hom, jak zm¥nit Lieovu závorku p°i p°e
hodu k novým sou°ad-ni
ím. Uvidíme, ºe v dal²ím výkladu bude tato vlastnost hojn¥ vyuºívána,nap°. k odvození podmínek exaktní linearizovatelnosti, a to tak, ºe p°e-po£teme vlastnosti Lieový
h závorek lineární
h, £i konstantní
h vektorový
hpolí do obe
ný
h nelineární
h sou°adni
.D·kaz V¥ty 3 je moºné provést p°ímo£arým, i kdyº pon¥kud pra
nýmvýpo£tem. Je moºné jej nalézt v £etné literatu°e. Zde jej stru£n¥ nazna£íme,nebo´ tak uvidíme d·vod, pro£ je Lieova závorka de�nována práv¥ tak, jakje de�nována. Máme
h̃(z) = [f̃(z), g̃(z)] =

[
∂T

∂x
(T−1(z))f(T−1(z)),

∂T

∂x
(T−1(z))g(T−1(z))

]
=

∂
(
∂T
∂x (T

−1(z))g(T−1(z))
)

∂z

∂T

∂x
(T−1(z))f(T−1(z))−

∂
(
∂T
∂x (T

−1(z))f(T−1(z))
)

∂z

∂T

∂x
(T−1(z))g(T−1(z)) =

∂T

∂x
(T−1(z))

∂
(
g(T−1(z))

)

∂z

∂T

∂x
(T−1(z))f(T−1(z)) +D

−∂T
∂x

(T−1(z))
∂
(
f(T−1(z))

)

∂z

∂T

∂x
(T−1(z))g(T−1(z))−D =4P°ipome¬me si, ºe geometri
ký p°ístup spo£ívá v p°edstav¥, ºe existuje ur£itý jed-notný objekt, nezávislý na sou°adni
í
h, který má r·zné reprezenta
e v r·zný
h sou°ad-ni
í
h a jasn¥ de�novaný p°e
hod mezi t¥mito reprezenta
emi.14



∂T

∂x
(T−1(z))[f, g](T−1(z)).ZdeD zna£í ur£ité £leny druhého °ádu obsahují
í par
iální deriva
e T druhého°ádu, které se vyru²í díky spe
iální de�ni
i Lieovy závorky.Jinými slovy, jak výraz ∂g(x)

∂x f(x), tak i výraz ∂f(x)
∂x g(x) obsahují po zm¥n¥sou°adni
 ur£ité par
iální deriva
e transforma£ního zobrazení druhého °ádua nemohou tedy být, samy o sob¥, konzistentn¥ de�novány ve v²e
h sou°adni-
ový
h systéme
h. Pokud je v²ak od sebe ode£teme, zmín¥né £leny se vyru²í adostaneme, ºe Lieova závorka je geometri
kým objektem, jehoº reprezenta
ev r·zný
h sou°adni
ový
h systéme
h jsou konzistentn¥ de�novány.V²imn¥me si, ºe mnoºina v²e
h vektorový
h polí na oblasti Ω je také vek-torovým prostorem nad reálnými £ísly, tj. je de�nován sou£et dvou vek-torový
h polí a jeji
h násobení reálnými £ísly, tj.

(f + g)(x) := f(x) + g(x), (αf)(x) := αf(x) ∀x ∈ Ω, ∀α ∈ R.V¥ta 4 Mnoºina v²e
h hladký
h vektorový
h polí na oblasti Ω je Lieovoualgebrou5 nad t¥lesem reálný
h £ísel s opera
í Lieovy závorky, kterou zna£ímejako V ∞(Ω). Jinými slovy, platí1. Bilinearita opera
e Lieovy závorky:
[αf1 + βf2, g] = α[f1, g] + β[f2, g], ∀f1, f2, g ∈ V ∞(Ω), ∀α, β ∈ R,
[f, αg1 + βg2] = α[f, g1] + β[f, g2], ∀g1, g2, f ∈ V ∞(Ω) ∀α, β ∈ R.2. Anti-komutativita [f, g] = −[g, f ] ∀f, g ∈ V ∞(Ω), mimo jiné [f, f ] =

0 ∀f ∈ V ∞(Ω).3. Ja
obiho identita, tj.
[[f, g], h] + [[h, f ], g] + [[g, h], f ] = 0 ∀f, g, h ∈ V ∞(Ω).Bilinearita opera
e Lieovy závorky je vlastností, která platí i pro jiné typyalgeber. Dal²í dv¥ vlastnosti jsou spe
i�
ké pro opera
i Lieovy závorky, kteránení ani komutativní, ani aso
iativní. Anti-komutativita nahrazuje komu-tativitu, zatím
o Ja
obiho identita aso
iativitu. Obou t¥
hto vlastností jemoºné efektivn¥ vyuºívat ke zjednodu²ování n¥který
h výraz· obsahují
í
h5Algebra nad t¥lesem reálný
h £ísel je vektorovým prostorem, na n¥mº je naví
 de�-nována je²t¥ binární opera
e (lze ji nazvat násobením), tj. kaºdé dvoji
i prvk· algebryje p°i°azen n¥který dal²í prvek. Tato opera
e je vºdy lineární podle kaºdého argumentuvzhledem k opera
ím vektorového pole (s£ítání vektor· a jeji
h násobení reálným £íslem).Dal²í vlastnosti ur£ují typ algebry, nap°. tzv. aso
iativní algebra má opera
i spl¬ují
íaso
iativní zákon. P°íkladem aso
iativní algebry je algebra £tver
ový
h mati
 s reálnýmiprvky a binární opera
í obvyklého násobení mati
, kde pro vzájemné násobení mati
 platí

(AB)C = A(BC). Existují v²ak i neaso
iativní algebry a Lieovy algebry jsou jedny z ni
h.15



ví
ero Lieový
h závorek. D·kaz p°ed
hozí v¥ty spo£ívá v p°ímo£arém, by´pom¥rn¥ pra
ném, výpo£tu a nebudeme jej zde provád¥t.De�ni
e 4 Adjungovaným operátorem Lieovy algebry vektorový
h polí V ∞(Ω)na oblasti Ω, generovaným vektorovým polem f ∈ V ∞(Ω), nazveme násle-dují
í lineární zobrazení Lieovy algebry do sebe
adf : V

∞(Ω) 7→ V ∞(Ω), adfg := [f, g].Opakované pouºití adjugovaného operátoru , generovaného vektorovým polem
f ∈ V ∞(Ω), budeme ozna£ovat adkf , kde:

ad0fg := g ∀g ∈ V ∞(Ω), adk+1
f := adf

(
adkf
)
, k = 0, 1, . . . .Terminologie �lineární operátor generovaný polem f � zd·raz¬uje fakt, ºe propevn¥ dané pole f jde o lineární6 zobrazení vzhledem k argumentu g. Pr-votním prakti
kým smyslem adjugovaného operátoru je zjednodu²ení zápisuvýraz· obsahují
í
h mnoho do sebe vloºený
h Lieový
h závorek, nap°.

ad2gad
4
fg = [g, [g, [f, [f, [f, [f, g]]]]]],má v²ak i hlub²í význam p°i obe
ném studiu Lieový
h algeber, které v²akjde za ráme
 na²eho výkladu.Ja
obiho identitu lze pomo
í adjugovaného operátoru zapsat jako

adfadgh+ adgadhf + adhadfg = 0. (1.2)Lieova závorka a jiº d°íve zavedená Lieova deriva
e spolu také úz
e souvisí.Tvrzení 3 Platí následují
í identity1. L[f,g]ϕ = Lf (Lgϕ)− Lg (Lfϕ) , ∀f, g ∈ V ∞,2. [ϕf, ψg] = ψϕ[f, g] + ϕ (Lfψ) g − ψ (Lgϕ) f, ∀f, g ∈ V ∞, ϕ, ψ ∈ C∞.D·kaz t¥
hto vlastností je op¥t p°ímo£arý, a pone
háváme jej tedy na ini
ia-tiv¥ £tená°e.S vý²e popsanými algebrai
kými vlastnostmi Lieový
h závorek a Lieový
hderiva
í vysta£íme p°i zjednodu²ování v¥t²iny podmínek exaktní lineariza
ea dal²í
h strukturální
h vlastností nelineární
h systém·. P°i jeji
h odvozeníjsou v²ak vyuºívány dal²í poznatky, a to p°edev²ím diferen
iáln¥-geometri
kéhoa analyti
kého 
harakteru.Mezi n¥ pat°í pojem integrovatelné distribu
e a Frobeniova V¥ta, k nimº sev²ak dostaneme aº v kapitole o exaktní lineariza
i, kde budou vyuºity. Je²t¥p°edtím p°ejdeme k prvním dv¥ma oblastem vyuºití Lieovy závorky a Lieovyderiva
e, kterými jsou °iditelnost a pozorovatelnost nelineární
h systém·.6Lineární je díky bilinearit¥ Lieovy závorky.16



Kapitola 2 �iditelnost nelineární
h systém·
Pojmy vektorového pole a jeji
h Lieovy závorky jsou vhodné k popisu °iditel-nosti nelineární
h systém·. Neº p°ejdeme k formáln¥j²ím de�ni
ím °iditel-nosti, spolehneme se na ur£itou intuitivní p°edstavu o ní a rozebereme násle-dují
í tvrzení, které je ur£itou ilustra
í a motiva
í vyuºití Lieovy závorky proanalýzu °iditelnosti.Tvrzení 4 Budiº dána n¥která oblast Ω a stav x0 uvnit° této oblasti. Uvaºu-jme následují
í °ízený dynami
ký systém s dv¥ma vstupy
ẋ = u1g

1(x)+u2g
2(x), g1, g2 ∈ V ∞(Ω), g1(x0) 6= 0, g2(x0) 6= 0, u1, u2 ∈ R,a pro kaºdé ε > 0 ne
h´ trajektorie xε(t), t ∈ [0, 4ε], xε(0) = x0, je trajek-torie generovaná následují
ím vstupem

u(t) =





u1(t) = 1 u2(t) = 0, ∀t ∈ [0, ε]
u1(t) = 0, u1(t) = 1, ∀t ∈ [ε, 2ε]

u1(t) = −1 u2(t) = 0, ∀t ∈ [2ε, 3ε]
u1(t) = 0, u2(t) = −1, ∀t ∈ [3ε, 4ε]Potom platí, ºe
x(4ε) = [g1, g2](x0)ε

2 + o(ε2).Toto tvrzení nebudeme z úsporný
h d·vod· dokazovat. Rad¥ji se soust°edímena smysl tohoto tvrzení, kterým je realizovatelnost Lieovy závorky p°i °ízení.Skute£n¥, zvolíme-li popsanou °ídí
í strategii pro dostate£n¥ malé ε (tj. takové,ºe o(ε2) je zanedbatelné vzhledem k ε2), potom vidíme, ºe se posuneme o
ε2 ve sm¥ru [g1, g2](x0). Znamená to, ºe m·ºeme °ídit systém nejen podélo£ekávaný
h sm¥r· g1(x0), g2(x0), ale i podél sm¥ru [g1, g2](x0). Toto je ryzenelineární vlastnost, porovnejme situa
i s linearním systémem

ẋ = u1g1 + u2g2, g1, g2 ∈ R
n, x(0) = x0,kde g1, g2 jsou konstantní vektory. Potom, pro spe
iální vstupní trajektoriipopsanou v Tvrzení 4 dostaneme stavovou trajektorii s

x(4ε) = x0,



tj., vrátíme se zp¥t do vý
hozího stavu, nebo´ pro jakoukoliv integrovatenouvstupní trajektorii platí, ºe
x(t) = g1

∫ t

0

u1(τ)dτ + g2

∫ t

0

u2(τ)dτ.Tento záv¥r pro lineární systémy není v rozporu s Tvrzením 4, nebo´ snadnonahlédneme z De�ni
e 3, ºe Lieova závorka dvou konstantní
h vektorový
hpolí je vºdy rovna nule.Nyní p°ejdeme k de�ni
i r·zný
h druh· °iditelnosti. K tomu nejprve de�nu-jme mnoºinu dosaºitelný
h stav·, tj. mnoºinu stav·, do který
h je moºnédaný systém p°evést pomo
í n¥kterého p°ípustného °ízení. P°ípustným°ízením na £asovém intervalu [t0, t1], budeme nazývat jakoukoliv po £áste
hspojitou funk
i £asu u(t) nabývají
í p°ípustný
h hodnot, tj. u(t) ∈ U ⊂ R
m,kde mnoºinu U ⊂ R

m budeme nazývat mnoºinou p°ípustný
h hodnot °ízení.Pokud to nebude jinak spe
i�kováno, budeme p°edpokládat, ºe U = R
m.Mnoºinu v²e
h p°ípustný
h °ízení na £asovém intervalu [t0, t1] budeme oz-na£ovat U[t0,t1]. Dále, p°ípustnou trajektorií na oblasti Ω ⊂ R

n a£asovém intervalu [t0, t1], budeme nazývat kaºdou trajektorii generovanoup°ípustným °ízením na £asovém intervalu [t0, t1], která neopustí na tomto£asovém intervalu oblast Ω.De�ni
e 5 Budiº dán nelineární °ízený systém
ẋ = f(x, u), x ∈ R

n, u ∈ U ⊂ R
m. (2.1)Mnoºinou dosaºitelný
h stav· ze stavu x0 v £ase t ≥ 0 na oblasti

Ω ⊂ R
n nazveme mnoºinu

RΩ(t, x0) = {x ∈ R
n | x = x(x0, ut, t), ut ∈ U[0,t]}, (2.2)kde x(x0, ut, t) ozna£uje trajektorii generovanou po£áte£ní podmínkou x0 v£ase 0 a vstupem ut, která je p°ípustná na oblasti Ω. Pokud Ω = R

n, budemejej vyne
hávat. Dále, budeme ozna£ovat jako
RΩ

≤(t, x0) = ∪τ∈[0,t]RΩ(τ, x0), (2.3)a budeme této mnoºin¥ °íkat mnoºina dosaºitelný
h stav· ze stavu x0v £ase nep°ekra£ují
ím t ≥ 0.Nyní m·ºeme de�novat r·zné varianty a zobe
n¥ní °iditelnosti pro nelineárnísystémy.De�ni
e 6 Nelineární °ízený systém (2.1) nazveme1. Dostupným (D) ze stavu x0, jestliºe R≤(t, x0) má pro kaºdé t ≥ 0neprázdný vnit°ek. 18



2. Siln¥ dostupným (SD) ze stavu x0, jestliºe R(t, x0) má pro kaºdé
t ≥ 0 neprázdný vnit°ek.3. Lokáln¥ °iditelným (L�) v okolí ekvilibria x0, jestliºe ∪τ∈[0,∞)R(τ, x0)obsahuje pro kaºdé t ≤ T n¥které okolí ekvilibria x0.4. Lokáln¥ °iditelným v malém £ase (L�M�) v okolí ekvilibria x0,jestliºe existuje takové T > 0, ºe R≤(t, x0) obsahuje pro kaºdé t ≤ Tn¥které okolí ekvilibria x0.5. Lokáln¥-lokáln¥ °iditelným (LL�) v okolí ekvilibria x0, jestliºe prokaºdou oblast Ω obsahují
í ekvilibrium x0 platí, ºe ∪τ∈[0,∞)RΩ(τ, x0) ob-sahuje n¥které okolí ekvilibria x0.6. Globáln¥ °iditelným (G�) jestliºe pro kaºdé x0 ∈ R

n platí
∪τ∈[0,∞)R(τ, x0) = R

n.Osv¥tlíme si tyto de�ni
e na jednodu
hý
h p°íklade
h.1. Dostupným je následují
í systém: ẋ1 = 1, ẋ2 = u, u ∈ R. Tento systémv²ak není °iditelný v ºádném z de�novaný
h smysl·, nebo´ první kom-ponenta stavu se dostane jen do kladný
h hodnot. Tento systém v²aknení ani siln¥ dostupný, nebo´ do n¥které p°esn¥ dané kladné hodnotyprvní komponenty stavu se dostaneme jen v ur£itém p°esném £asovémokamºiku.2. Siln¥ dostupným je následují
í systém: ẋ1 = u21, ẋ2 = u2, [u1, u2]
⊤ ∈ R

2.Tento systém v²ak není °iditelný v ºádném z de�novaný
h smysl· nebo´první komponenta stavu se dostane jen do kladný
h hodnot.3. Lokáln¥ °iditelným v okolí po£átku ve v²e
h smysle
h (tj. i LL� a L�M�)je o£ividn¥ systém ẋ1 = u1, ẋ2 = u2, [u1, u2]
⊤ ∈ R

2.4. Následují
í systém je jak L�M�, tak i L�, není v²ak LL�:
ẋ1 = x22 − x32, ẋ2 = u, u ∈ R.Skute£n¥, pov²imn¥te si, ºe pokud x2 < 1, první komponenta stavunem·ºe klesat, protoºe její deriva
e je kladná. To okamºit¥ vylu£uje LL�,nebo´ k dosaºení sebemen²í záporné hodnoty první komponenty musí tra-jektorie nejprve opustit oblast, kde x2 < 1. L�M� je pak realizována jendíky tomu, ºe vstup není omezen, a zmín¥ný manévr m·ºe prob¥hnoulibovoln¥ ry
hle. Pokud v tomto p°íklad¥ omezíme vstup jakoukoliv hod-notou, 
oº je prakti
ký poºadavek, systém nebude ani L�M�, a budepouze L�.Poslední vlastnost je moºné zformulovat a dokázat obe
n¥, viz [4℄.19



V¥ta 5 Pokud je mnoºina p°ípustný
h hodnot °ízení U omezená, potomkaºdý L�M� systém je i LL�.Opa£ná implika
e neplatí, existují LL� systémy, které nejsou L�M�. P°ís-lu²ný p°íklad nalezne zájem
e také v [4℄.Globální °iditelnost je velmi výjime£ná a sloºit¥ u
hopitelná vlastnost, kterouse nebudeme v tomto textu podrobn¥ji zabývat. Na²im hlavním 
ílem jeukázat úzkou souvislost zavedený
h pojm· s vlastnostmi Lieový
h algebervektorový
h polí v malém okolí p°íslu²ný
h ekvilibrií. Globální vlastnostitakto jednodu²e popsat nelze. Tento ná² zám¥r také vysv¥tluje pon¥kud kom-plikovaný 
harakter pojm· LL� a L�M�. Tyto jsou vedeny snahou zajistit,aby skute£n¥ vyplývaly jen z vlastností systému v libovoln¥ malém okolíekvilibria, 
oº nebyl p°ípad probraného p°íkladu.Nadále se budeme pro jednodu
host zabývat a�nním systémem s jednímvstupem, tj.
ẋ = f(x) + ug(x), u ∈ [−A,A], A > 0, (2.4)a to v okolí tzv. regulárního ekvilibria v po£átku, tj.

f(0) + ueqg(0) = 0, ueq ∈ (−A,A), g(0) 6= 0, (2.5)
oº je p°im¥°ený poºadavek. De�nujme následují
í pojmy1. Lieova algebra dostupnosti systému (2.4) LA je de�nována jako
LA := span{f, g, [f, g], [f, [f, g]], [g, [f, g]], ...},tj. je generována v²emi moºnými iterovanými Lieovými závorkami ob-sahují
ími pole f, g, a také sama tato pole f, g.2. Lieova algebra silné dostupnosti systému (2.4) LA je de�novánajako
LSA := span{g, [f, g], [f, [f, g]], [g, [f, g]], ...},tj. je generována v²emi moºnými iterovanými Lieovými závorkami ob-sahují
ími pole f, g, a také samo pole g.3. Dále de�nujme následují
í podmnoºiny p°ed
hozí
h mnoºin závorek, kteréozna£íme Lk, k = 1, 2, . . ., tyto mnoºiny budou sestávat z iterovaný
hLieový
h závorek obsahují
í
h pole g nejvý²e k-krát. Nap°íklad,

L1 = {g, adfg, ad2fg, . . .},

L2 = L1 ∪ {[g, [g, f ]], [adifg, adjfg], i, j = 0, 1, . . .},apod. Zám¥rn¥ hovo°íme o mnoºiná
h, protoºe se nejedná o podalge-bry, které by byly uzav°ené vzhledem k opera
i Lieovy závorky. Z jeji
h20



de�ni
e je z°ejmé, ºe platí
L1 ⊂ L2 ⊂ L3 . . . .Není vylou£eno, ºe pro n¥které k ≥ 1 m·ºe platit

dimL1(0) = . . . = dimLk(0), dimLk(0) < dimLk+1(0).V¥ta 6 Systém (2.4) je1. Dostupný tehdy a jen tehdy, jestliºe dimLA(0) = n.2. Siln¥ dostupný tehdy a jen tehdy, jestliºe dimLSA(0) = n.3. L�M� jestliºe je siln¥ dostupný a dimLk(0) = dimLk+1(0) pro v²e
hnali
há k.D·kaz i podrobn¥j²í výklad první
h dvou bod· p°ed
hozí v¥ty viz nap°íklad[9℄. T°etí bod viz podrobn¥ji [4℄, [5℄, kde jsou, mimo jiné, uvedeny i odkazyna p°íslu²né d·kazy.Poznámka 5 1. V²imn¥me si, ºe dle podmínek £. 1 a 2 V¥ty 6 je mezidostupností a silnou dostupností rozdíl pouze tehdy, pokud je vý
hozí bod
x0 nerovnováºný, tj. f(x0) 6= 0. Jinými slovy, dostupnost m·ºe vyuºít ine°ízeného pohybu vlivem pole f , zatím
o silná dostupnost vyuºívá pouzevlivu °ízení. Je to proto, ºe v pevn¥ daném £ase se ne°ízená trajektoriedostane jen do jednoho konkrétního bodu a nem·ºe tak pomo
i vyplnitvnit°ek n¥které mnoºiny. Viz téº p°ed
hozí jednodu
hé p°íklady dostup-ný
h a siln¥ dostupný
h systém·.2. Ve vztahu k L�M� si pov²imn¥me si, ºe pokud platí, ºe

dimL1(0) = {g, adfg, ad2fg, . . .}(0) = n,potom je t°etí podmínka V¥ty 6 pro L�M� triviáln¥ spln¥na, nebo´ di-menze dal²í
h mnoºin L2,L3, . . . se jiº dále nemohou zv¥t²ovat. Pod-mínka dimL1(0) = n je pak ekvivalentní °iditelnosti p°ibliºné lineariza
ev ekvilibriu, 
oº si podrobn¥ ukáºeme. Skute£n¥, p°ibliºná lineariza
e vpo£átku je dána dvoji
í (F, g), kde
g := g(0), F :=

∂f

∂x
(0), f(0) = 0, g(0) 6= 0.P°itom platí

[f, g](0) =
∂g

∂x
(0)f(0)− ∂f

∂x
(0)g(0) = −∂f

∂x
(0)g(0) = −Fg,21



[f, [f, g]](0) =
∂[f, g]

∂x
(0)f(0)− ∂f

∂x
(0)[f, g](0) = −∂f

∂x
(0)[f, g](0) =

−F [f, g](0) = F 2g,a podobn¥ m·ºeme pokra£ovat a odvodit i
adifg(0) = (−F )ig, i = 3, 4, . . . ,odkud vidíme, ºe dimL1(0) = rank

[
g|Fg|F 2g| . . .

]
. Tím jsme vlastn¥dostali i nejjednodu²²í a o£ekávanou dosta£ují
í podmínku lokální °iditel-nosti: nelineární systém je L�M�, jestliºe jeho p°ibliºná linea-riza
e je °iditelná v lineárním smyslu.3. Pokud dimL1(0) < n, p°íslu²ný systém nemá °iditelnou p°ibliºnou lin-eariza
i, ni
mén¥ m·ºe být L�M� díky vhodným £len·m vy²²ího °ádu.Pokud je alespo¬ siln¥ dostupný, potom z°ejm¥ musí existovat l > 1,pro které dimLl(0) = n, nebo´ algebra silné dostupnosti je sjedno
enímv²e
h Ll, l = 1, 2, . . . . Protoºe platí L1 ⊂ L2 ⊂ L3 ⊂ . . . ⊂ Ll, musív tomto °et¥z
i do
házet ke striktnímu r·stu dimenze, tj. pro n¥která

k, 1 ≤ k < l, platí dimLk(0) < dimLk+1(0). Podmínka pro L�M� sipak ºádá, aby tomu tak bylo jen pro sudá k, tj. v sudý
h kro
í
h dimenzer·st m·ºe a nemusí, v li
hý
h r·st nesmí.Situa
i osv¥tlíme následují
ími dv¥ma typi
kými p°íklady.P°íklad 4 Uvaºujme systém
ẋ1 = x1x2, ẋ2 = u.Máme

g = [0, 1]⊤, f = [x1x2, 0]
⊤,a tedy

[f, g] = [−x1, 0]⊤, [[f, g], g] ≡ 0, adifg = [x1 − x1x2, 0]
⊤ . . . .Vidíme tedy, ºe dimLA(0) = 1 a systém tedy není ani dostupný. Tutoskute£nost snadno nahlédneme i p°ímo, v²imn¥te si, ºe pokud vybereme po£áte£nípodmínku x(0) = (0, x02)

⊤, potom x(t) = (0, x2(t))
⊤ bez ohledu na to, jakýzvolíme vstup.P°íklad 5 Uvaºujme systém

ẋ1 = xl2, ẋ2 = u,kde l = 1, 2, . . . je n¥které 
elé £íslo. Máme
g = [0, 1]⊤, f = [xl2, 0]

⊤,22



a tedy
[f, g] = [−lxl−1

2 , 0]⊤, [[f, g], g] = [l(l− 1)xl−2
2 , 0]⊤, . . .

adl−1
g f = (−1)l−1[l!x2, 0]

⊤, adlgf = (−1)l[l!, 0]⊤, adl+1
g f ≡ [0, 0]⊤.Naví
 je z°ejmé, ºe

[adigf, ad
j
gf ] ≡ 0 ∀i, j = 1, 2, . . . , adjfad

i
gf ≡ 0 i, j = 1, 2, . . . ,nebo´ v²e
hna pole, mezi kterými po£ítáme poslední Lieovy závorky, majídruhou °ádku nulovou a první závislou jen na x2. Vidíme tedy, ºe jedinénenulové Lieovy závorky jsou jiº zmín¥né

[f, g] = [lxk−1
2 , 0]⊤, [[f, g], g] = [l(l− 1)xl−2

2 , 0]⊤, . . . , adl−1
g f = [l!x2, 0]

⊤,

adlgf = [l!, 0]⊤,a proto platí, ºe
dimL1(0) = dimL2(0) = . . . = dimLl−1(0) = 1, dimLl(0) = 2.Platí tedy, ºe

dimLk(0) = dimLk+1(0), ∀k 6= l − 1, dimLl(0) = 2.Pouºitím druhého bodu V¥ty 6 tedy dostaneme, ºe zkoumaný systém je prov²e
hna l lokáln¥ siln¥ dostupný v po£átku. Pouºitím t°etího bodu V¥ty 6 pakdostaneme, ºe zkoumaný systém je L�M� v po£átku, jestliºe l je li
hé. Prosudé l systém o£ividn¥ °iditelný není, dokon
e ani ve slab²ím smyslu, neºje L�M�, nebo´ £asová deriva
e první komponenty by nemohla být nikdyzáporná a systém se tedy nikdy nedostane z po£átku do ºádného bodu se zá-pornou první komponentou stavu.
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Kapitola 3Pozorovatelnost nelineární
h systém·
Budeme se zabývat autonomními1 °ízenými systémy s výstupem v následu-jí
ím tvaru

ẋ = f(x, u), y = h(x), x ∈ R
n, y ∈ R

p, u ∈ R
n, (3.1)kde v²e
hny prom¥nné mají obvyklý význam. Obdobn¥, jako v p°ed
hozímvýkladu, p°ípustným °ízením na £asovém intervalu [t0, t1], budeme nazý-vat jakoukoliv po £áste
h spojitou funk
i £asu u(t) nabývají
í p°ípustný
hhodnot, tj. u(t) ∈ U ⊂ R

m, kde mnoºinu U ⊂ R
m budeme nazývat mnoºi-nou p°ípustný
h hodnot °ízení. Pokud to nebude jinak spe
i�kováno, budemep°edpokládat, ºe U = R

m. Mnoºinu v²e
h p°ípustný
h °ízení na £asovém in-tervalu [t0, t1] budeme ozna£ovat U[t0,t1].Jak jiº bylo zmín¥no d°íve, z prakti
kého hlediska nevysta£íme s °e²eními úloh°ízení pomo
í stavové zp¥tné vazby, nýbrº pot°ebujeme °e²ení pomo
í výs-tupní zp¥tné vazby. Nejpouºívan¥j²í zp·sob, jak toho dosáhnout, je doplnitstavové °e²ení pozorovatelem, který dokáºe rekonstruovat stav z p°íslu²néhom¥°eného výstupu.Pozorovatelnost pak je, podobn¥ jako v lineárním p°ípad¥, ur£itou základnívlastností, bez které nemá smysl se o sestrojení pozorovatele pokou²et. Nefor-máln¥ °e£eno, v nepozorovatelném systému mohou existovat dva r·zné stavy,který budou generovat pro v²e
hny p°ípustné vstupy naprosto stejný m¥°enývýstup, a je tedy jasné, ºe v takovém systému by rekonstruk
e nebyla moºná.P°ejd¥me nyní k formální de�ni
i pozorovatelnosti.De�ni
e 7 O systému (3.1) °ekneme, ºe je pozorovatelný na oblasti Ω ⊂ R
n,jestliºe pro kaºdou dvoji
i po£áte£ní
h stav· x10, x20 ∈ Ω existuje dostate£n¥malé T > 0 a n¥které p°ípustné °ízení ut ∈ U[0,T ] takové, ºe

h(x(t, x10, ut)) 6= h(x(t, x20, ut)) ∀t ∈ [0, T ],kde
x(t, x0, ut)1Výklad pro neautonomí systémy je obdobný, p°ípadn¥ m·ºeme p°evést neautonomnísystém na autonomní vy²²ího °ádu dob°e známým zp·sobem, kdy budeme povaºovat £asza dodate£nou stavovou komponentu xn+1, popsanou, jako ẋn+1 = 1.



ozna£uje °e²ení rovni
e (3.1) s po£áte£ní podmínkou x(0) = x0 a vstupem u =
ut. O systému (3.1) °ekneme, ºe je lokáln¥ pozorovatelný v okolí n¥kteréhopra
ovního bodu, jestliºe zmín¥ná oblast Ω ⊂ R

n je n¥kterým dostate£n¥malým okolím tohoto stavu. Dále, o systému (3.1) °ekneme, ºe je globáln¥pozorovatelný, jestliºe Ω = R
n.P°ipome¬me si, ºe v lineárním p°ípad¥ nemusíme zkou²et v²e
hna p°ípustná°ízení a v²e
hny dvoji
e po£áte£ní
h podmínek, aby
hom se p°esv¥d£ili, zdaje systém pozorovatelný, £i nikoliv. Skute£n¥, uvaºujme lineární systém

ẋ = Fx+Gu, y = Hx, x ∈ R
n, y ∈ R

p, u ∈ R
m, (3.2)potom platí následují
í vlastnost.Tvrzení 5 Lineární systém (3.2) s U = R

m je gobáln¥ pozorovatelný tehdya jen tehdy, pokud ∀x0 ∈ R
n, x0 6= 0,

H expFt x0 6≡ 0,tj. odezva na nulový vstup a jakýkoliv nenulový po£áte£ní stav není identi
kynulovou funk
í. Tato podmínka je pak ekvivalentní podmín
e
rank




H
HF...

HF n−1


 = n.D·kaz P°ipome¬me si stru£n¥ d·kaz, aby
hom si lépe uv¥domili, jak klí£ovouúlohu v n¥m linearita sehrává. M¥jme dv¥ r·zné po£áte£ní podmínky x10, x20 ∈

R
n a jakýkoliv vstup u, potom pro p°íslu²né výstupy platí

y1 = Hx1, ẋ1 = Fx1 +Gu, x1(0) = x10

y2 = Hx2, ẋ2 = Fx2 +Gu, x2(0) = x20a ode£tením p°ed
házejí
í
h °ádek mezi sebou dostaneme
y1 − y2 = Hx, x := x1 − x2, ẋ = Fx x(0) = x10 − x20,odkud zjevn¥ plyne první vlastnost. Druhou vlastnost dostaneme následovn¥.Ne
h´ nejprve systém není pozorovatelný, potom dle práv¥ dokázané vlast-nosti existuje x0 6= 0 takové, ºe

H expFt x0 ≡ 0platí identi
ky na n¥kterém £asovém úseku [0, T ]. Proto musí tato identitaplatit i v £ase t = 0, v£etn¥ v²e
h její
h £asový
h deriva
í, tj.
H expF.0 x0 = Hx0,

d

dt

[
H expFt x0

]
= HF expFt x0 ⇒ HFx0 = 0, . . . ,25



dn−1

dtn−1

[
H expFt x0

]
= HF n−1 expFt x0 ⇒ HF n−1x0 = 0.To ale znamená, ºe




H
HF...

HF n−1


 x0 = 0, x0 6= 0, ⇒ rank




H
HF...

HF n−1


 < n,nebo´ netriviální lineární kombina
e sloup
· v dané mati
i je nulová. Jinýmislovy, z p°edpokladu, ºe systém není pozorovatelný, vyplynulo, ºe podmínkahodnosti neplatí. To znamená, ºe pokud podmínka hodnosti platí, systémmusí být pozorovatelný, jinak by do²lo ke zjevnému sporu.Naopak, p°edpokládejme, ºe podmínka hodnosti neplatí, potom existuje x0 ∈

R
n, x0 6= 0, takové,2 ºe 



H

HF...
HF n−1


 x0 = 0a tudíº platí i

HF kx0 = 0 ∀k = 0, 1, 2, . . . ,a odtud
H expFt x0 := H

[ ∞∑

k=0

F ktk

k!

]
x0 =

∞∑

k=0

tk

k!

[
HF kx0

]
≡ 0,
oº bylo t°eba dokázat.Následují
í p°íklady nám ukáºí, ºe ni
 z práv¥ dokázaného nemusí platit pronelineární systém.P°íklad 6 Uvaºujme nelineární systém s jedním vstupem, jedním výstupema t°emi stavy

ẋ1 = x2, ẋ2 = ux3, ẋ3 = 0, y = x1.Je z°ejmé, ºe pro u ≡ 0 a pro nenulovou po£áte£ní podmínku x0 = (0, 0, 1)⊤platí, ºe p°íslu²ný výstup je identi
ky nulový. Pro u ≡ 1 se v²ak jedná o po-zorovatelný systém, nebo´ se jedná o lineární systém, si
e bez °ízení, ni
mén¥spl¬ují
í kritérium pozorovatelnosti.2Komponenty x0 6= 0 jsou vlastn¥ koe�
ienty nulové lineární kombina
e sloup
· v danémati
i. 26



P°íklad 7 Uvaºujme nelineární systém bez vstupu, s jedním výstupem at°emi stavy
ẋ1 = x2, ẋ2 = x1x3, ẋ3 = 0, y = x1.Je z°ejmé, ºe pro nenulovou po£áte£ní podmínku x0 = (0, 0, 1)⊤ platí, ºep°íslu²ný výstup je identi
ky nulový. Ni
mén¥, jakékoliv dva r·zné po£áte£nístavy, z ni
hº alespo¬ jeden má nenulovou první £i druhou komponentu,generují r·zné výstupy.Následují
í v¥ta 
harakterizuje lokální pozorovatelnost v okolí n¥kterého pra-
ovního bodu, za který budeme bez ztráty obe
nosti povaºovat po£átek. Projednodu
host ji zformulujeme op¥t pro a�nní nelineární systém ve tvaru

ẋ = f(x) +
∑m

i=1 uig
i(x), x ∈ R

n, u = (u1, . . . , um)
⊤ ∈ R

m,

y = h(x) = (h1(x), . . . , hp(x))
⊤, y ∈ R

p,

(3.3)kde f, g1, . . . , gm ∈ V ∞(Ω) jsou hladká vektorová pole na ur£ité pra
ovníoblasti Ω.V¥ta 7 Systém (3.3) je lokáln¥ pozorovatelný v n¥kterém okolí po£átku, jestliºev následují
í mnoºin¥
hj , Lφ1Lφ2 . . . Lφkhj , j = 1, . . . , p, k = 1, 2, . . . , ∀φi ∈ {f, g1, . . . , gm}, (3.4)existuje n vzájemn¥ lokáln¥ nezávislý
h funk
í. Mnoºinu funk
í de�novanou v(3.4) budeme nazývat prostorem pozorovatelnosti systému (3.3) v po£átku.Prostor pozorovatelnosti se vlastn¥ skládá z výstupní
h funk
í a jeji
h v²e-moºný
h libovoln¥ opakovaný
h Lieový
h deriva
í podle vektorový
h polípravé strany systému.D·kaz této v¥ty je moºné nalézt v £etné literatu°e. Aplikujme tuto v¥tu proilustra
i na P°íklady 6 a 7. V prvním z ni
h máme

Lfh = x2, L
2
fh ≡ 0, LgLf = x3,a protoºe jsou t°i funk
e h = x1, Lfh = x2, LgLf = x3 nezávislé, nemusímedal²í iterované Lievy deriva
e po£ítat a m·ºeme ud¥lat dle V¥ty 7 záv¥r, ºeje systém pozorovatelný, a to dokon
e globáln¥.V P°íklad¥ 7 pak máme

Lfh = x2, L
2
fh = x3x1, L

3
fh = x3x2, L

4
fh = x23x1, L

5
fh = x23x2,

L6
fh = x33x1, L

7
fh = x33x2, . . .takºe je z°ejmé, ºe v okolí jakéhokoliv bodu s x1 = x2 = 0, není moºné t°inezávislé funk
e najít, zatím
o v okolí kaºdého jiného bodu ano, £ímº V¥ta27



7 vlastn¥ potvrzuje záv¥r P°íkladu 7, nebo´ posta£ují
í podmínka této v¥tynení spln¥na.Prostor pozorovatelnosti obsahuje jako svoji podmnoºinu následují
í mnoºinu
Lkfhj , j = 1, . . . , p, k = 0, 1, . . . , n− 1. (3.5)Platí proto následují
í v¥ta, která dosta£ují
í podmínkou pozorovatelnosti aje z°ejmým d·sledkem V¥ty 7.V¥ta 8 Systém (3.3) je lokáln¥ pozorovatelný v n¥kterém okolí po£átku, jestliºemezi funk
emi v (3.5) existuje n vzájemn¥ lokáln¥ nezávislý
h funk
í.Uvaºujme nyní mnoºinu diferen
iál· funk
í z (3.5), tj. mnoºinu p.n °ádkový
hvektor·, závislý
h na stavu:
dLkfhj, j = 1, . . . , p, k = 0, 1, . . . , n− 1. (3.6)Platí následují
í v¥ta, která ukazuje souvislost mezi pozorovatelností p°ibliºnélineariza
e a lokální pozorovatelností vý
hozího nelineárního systému.V¥ta 9 Systém (3.3) je lokáln¥ pozorovatelný v n¥kterém okolí po£átku, kterýje jeho ekvilibriem, jestliºe jeho p°ibliºná lineariza
e v po£átku je pozorovatelná.D·kaz plyne z V¥ty 8 a z post°ehu, ºe hodnoty diferen
iál· z (3.6) v po£átkuse shodují s °ádky mati
í pozorovatelnosti p°ibliºné lineariza
e. Skute£n¥,mati
e F,H p°ibliºné lineariza
e v po£átku mají tvar

F =
∂f

∂x
(0), H =

∂h

∂x
(0),a proto platí 


dh1...
dhp


 (0) = H,




dLfh1...
dLfhp


 (0) =




d [fdh1]...
d [fdhp]


 (0) =




dfdh1 + fd2h1...
dfdhp + fd2hp


 (0) = df(0)



dh1...
dhp


 (0) = HF,kde jsme vyuºili, ºe f(0) = 0 a df = ∂f

∂x , dh = ∂h
∂x. Obdobn¥ je moºné ukázati zbylé rovnosti




dLkfh1...
dLkfhp


 (0) = HF k, k = 2, . . . n− 2,




dLn−1
f h1...

dLn−1
f hp


 (0) = HF n−1.Tím je v¥ta dokázána. 28



Práv¥ dokázaná v¥ta mimo jiné vysv¥tluje, pro£ jsme v de�ni
i podmnoºinyfunk
í (3.5) a jeji
h diferen
iál· (3.6) uvaºovali iterované Lieovy deriva
epouze do °ádu n − 1. Díky jeji
h vztahu s mati
í pozorovatelnosti p°ibliºnélineariza
e by totiº dal²í diferen
iály Lieový
h deriva
í, spo£tený
h v ekvilib-riu, musely být lineárn¥ závislé na t¥
h z (3.6).V p°ípad¥, ºe má nelineární systém pozorovatelnou p°ibliºnou lineariza
i,m·ºeme tedy vºdy najít ur£itý soubor n nezávislý
h funk
í, tj. soustavusou°adni
. Nabízí se otázka, jaký tvar bude mít nelineární systém v tétospe
iální soustav¥ sou°adni
. Tomuto tvaru budeme °íkat kanoni
ká formapozorovatelnosti (3.3), jinými slovy, platí následují
í v¥ta, kterou pro jed-nodu
host zformulujeme pouze pro systém s jedním výstupem.V¥ta 10 Systém (3.3) s jedním výstupem, de�novaný v n¥kterém okolí po£átku,který je jeho ekvilibriem, je lokáln¥ ekvivalentní pomo
í hladké zm¥ny sou°ad-ni
 kanoni
ké form¥ pozorovatelnosti
ż =




z2...
zn

f̂n(z1, . . . , zn)


+ ĝ1(z)u1 + . . .+ ĝm(z)um, y = ĥ(z) = z1, (3.7)tehdy a jen tehdy, jestliºe je jeho p°ibliºná lineariza
e v po£átku pozorovatelná.Kanoni
ká forma pozorovatelnosti (3.7) sestává pro u ≡ 0 z °et¥z
e n in-tegrátor·, zakon£ený
h výstupem a do za£átku tohoto °et¥z
e je zapojenaobe
ná funk
e v²e
h stav·. P°ípad systému s ví
e vstupy se li²í pouze tím, ºe°et¥z
· m·ºe být ví
e, tj. tolik, kolik je nezávislý
h výstup·, p°i£emº sou£etjeji
h délek je roven dimenzi stavového prostoru.Z kanoni
ké formy pozorovatelnosti je jasn¥ vid¥t, ºe p°íslu²ný systém je po-zorovatelný, p°i£emº i s vyuºitím identi
ky nulového vstupu. Ni
mém¥, tatoforma stále není posta£ují
í pro konstruk
i pozorovatele, a to ze dvou zák-ladní
h d·vod·. Prvním z ni
h je, ºe pozorovatel musí rekonstruovat stav,alespo¬ asymptoti
ky, pro kaºdý známý vstup, a p°itom v (3.7) není obe
nostzávislosti na vstupu nijak omezena. Druhým d·vodem je, ºe i p°i u = 0 jeposlední °ádka závislá na v²e
h stave
h. Pro konstruk
i pozorovatele pot°e-bujeme je²t¥ spe
iáln¥j²í tvar, kterému budeme °íkat kanoni
ká forma po-zorovatele:
ż = Fz + φ(Hz, u), y = Hz, (3.8)kde (F,H) je pozorovatelná dvoji
e. Tuto kanoni
kou formu jsme jiº probíraliv záv¥ru p°ed
házejí
ího seminá°e 30.4.2010, kde jsme ji nazývali také jakosystém linearizovatelný výstupní injek
í, £i systém s lineární 
hybovou dy-29



namikou. Ukázali jsme si tam, mimo jiné, ºe systém ve tvaru (3.8) má globál-ního exponen
iálního pozorovatele Luenbergerova typu.Je tedy ºádou
í ur£it podmínky, které musí být spln¥ny n¥kterým nelineárnímsystémem, aby existovaly nové sou°adni
e, ve který
h by m¥l tvar (3.8). Projednodu
host uvedeme tyto nutné a posta£ují
í podmínky jen pro systém sjedním výstupem a bez vstupu.V¥ta 11 Nelineární systém s jedním výstupem ẋ = f(x), y = h(x), je moºnétransformovat lokáln¥ v okolí po£átku pomo
í hladké zm¥ny sou°adni
 dotvaru
ż = Fz + φ(Hz), y = Hz,tehdy a jen tehdy, jestiºe platí1. dim span{dh(0), dLfh(0), . . . , dLn−1

f h(0)} ,2. [adkfg, adlfg] ≡ 0 ∀k, l = 0, 1, . . . , n − 1, kde vektorové pole g je de�-nováno následují
ím vztahem
LgL

j
fh(x) ≡

{
0, j = 0, 1, . . . , n− 2

1, j = n− 1.D·kaz této v¥ty zde nebudeme z úsporný
h d·vod· uvád¥t, zájem
e odkazu-jeme na £etnou literaturu. Ob¥ podmínky transforma
e v této v¥t¥ lze ov¥°itp°ímo£arým výpo£tem. V²imn¥te si, ºe pokud by platila pouze podmínka 1V¥ty 11, potom by bylo moºné dle V¥ty 10 transformovat p°íslu²ný systém dokanoni
ké formy pozorovatelnosti (3.7). Kanoni
ká forma pozorovatelnosti jetedy mén¥ omezují
í, neº kanoni
ká forma pozorovatele. Ni
mén¥, je d·leºitéuv¥domit si, ºe i p°i spln¥ní obou podmínek V¥ty 11 ob¥ kanoni
ké formyvyºadují r·zné sou°adni
e, jak ukazuje následují
í p°íklad.P°íklad 8 Uvaºujme následují
í systém
ẋ1 = x2 + x31, ẋ2 = x2 + x21, y = x1,který se o£ividn¥ na
hází v kanoni
ké form¥ pozorovatele, av²ak není v kanon-i
ké form¥ pozorovatelnosti. Zm¥níme-li sou°adni
e na nové

z1 = x1, z2 = x2 + x31,dostaneme
ż1 = z2, ż2 = z2 + z21(1− z1 + 3z2),
oº je zase kanoni
ká forma pozorovatelnosti, nikoliv v²ak kanoni
ká formapozorovatele. Zárove¬ je z°ejmé z provedeného výpo£tu i z de�ni
e kanoni
kéformy pozorovatelnosti, ºe její sou°adni
e jsou jediné moºné. Skute£n¥, prvnísou°adni
í má být sám výstup a druhou jeho £asová deriva
e podle trajektorií,takºe není ºádný prostor pro alternativy.30



Kapitola 4Nutné a posta£ují
í podmínky exaktnílineariza
e
Zde naváºeme na problematiku exaktní lineariza
e probíranou jiº p°i sem-iná°i �Matemati
ké základy teorie a aplika
í nelineární
h dynami
ký
h sys-tém·�, 30.4. 2010, kde byly probrány posta£ují
í podmínky lineariza
e typuvstup-výstup. Dále, pomo
í volby vhodného linearizují
ího výstupu s rel-ativním stupn¥m rovným n byla 
harakterizována i úplná exaktní stavoválineariza
e. P°esn¥ji, bylo konstatováno, ºe existen
e takového linearizují
íhovýstupu je nutnou a posta£ují
í podmínkou úplné stavové lineariza
e, alejeho hledání je v obe
ném p°ípad¥ obtíºné. V této kapitole proto proberemekonstruktivn¥ ov¥°itelné podmínky, kdy je exaktní lineariza
e moºná, a kdytedy má smysl p°íslu²né transforma
e hledat. Naví
, z t¥
hto podmínek vy-plynou i ur£ité postupy hledání linearizují
ího výstupu, a tím i linearizují
í
htransforma
í. Velmi podrobn¥ rozebereme p°ípad systém· s jedním vstupem,zatím
o p°ípad ví
e vstup· nebude z £asový
h d·vod·, a také z d·voduomezeného rozsahu t¥
hto materiál·, rozebírán. Ni
mén¥, základní postupyjsou obdobné, a dá se °í
í, ºe se jedná o obdobná zobe
n¥ní, jako v p°ípad¥lineární teorie, tj. zavedení Krone
kerový
h index·, index· °iditelnosti apod.Jde totiº, stejn¥ jako v lineární teorii, o bohat²í moºnosti výb¥ru pro r·znékanoni
ké formy, kdy je moºné bu¤ se snaºit maximáln¥ vyuºít jeden vstup,anebo 
o nejví
e v²e
hny vstupy. Tím také nebude rozebírána ani exaktnílineariza
e pomo
í dynami
ké zp¥tné vazby, která má, jak známo, významprav¥ jen pro systémy s ví
e vstupy.4.1 Distribu
e, involutivita a Frobeniova V¥taNejprve doplníme n¥které poznatky z diferen
iální geometrie, týkají
í sep°edev²ím pojmu distribu
e.De�ni
e 8 Distribu
í1 ∆(x), de�novanou na n¥které oblasti Ω ⊂ R

n, nazvememnoºinu hladký
h vektorový
h polí ∆(x), x ∈ Ω, ∆(x) ⊂ V ∞(Ω), pro kterou1Jedná se o úpln¥ jiný pojem, neº je distribu
e v teorii zobe
n¥lý
h funk
í, £ipravd¥podobnostní distribu
e. Navzdory této terminologi
ké kolizi budeme tento termínpouºívat, nebo´ je v teorii nelineární
h systém· dlouhodob¥ a ²iro
e zaveden.



platí, ºe
f(x), g(x) ∈ ∆(x) ⇒ α(x)f(x)+β(x)g(x) ∈ ∆(x) ∀α(x), β(x) ∈ C∞(Ω).Distribu
i ∆(x) nazveme hladkou, pokud existuje kone£ný soubor hladký
hvektorový
h polí f 1, . . . , f d ∈ V ∞(Ω) takový
h, ºe

∆(x) := {∀f ∈ V ∞(Ω) | ∃α1, . . . , αd ∈ C∞(Ω), f =
d∑

i=1

αif
i}.V tomto p°ípad¥ budeme °íkat, ºe hladká vektorová pole f 1, . . . , f d ∈ V ∞(Ω)generují distribu
i ∆(x), a zkrá
en¥ to téº ozna£ovat jako

∆(x) = span{f 1(x), . . . , f d(x)}.Distribu
i nazveme d-dimenzionální regulární distribu
í, jestliºe je gen-erována d hladkými vektorovými poli, která jsou lineárn¥ nezávislá v kaºdémbod¥ oblasti Ω ⊂ R
n.Generují
í vektorová pole nejsou jediná, tutéº d-dimenzionální regulární hlad-kou distribu
i budou generovat jakákoliv vektorová pole, která do distribu
epat°í, jsou v kaºdém bod¥ lineárn¥ nezávislá, a je ji
h d. Distribu
e je zobe
-n¥ním pojmu vektorového pole v tom smyslu, ºe vektorové pole m·ºeme
hápat jako distribu
i obsahují
í toto jedno vektorové pole a jeho násobkylibovolnou hladkou funk
í. Pokud je toto vektorové pole v kaºdém bod¥ n¥k-teré oblasti nenulové, p°íslu²ná distribu
e bude hladká a regulární na tétooblasti s dimenzí rovnou jedné.V dal²ím výkladu budeme také £asto pouºívat následují
í zna£ení
< dh,∆ >:= L∆h := {Lfh | ∀f ∈ ∆},

[∆1,∆2] := {[f, g] | ∀ f ∈ ∆1, g ∈ ∆2}, . . . ,apod. i v dal²í
h obdobný
h situa
í
h.Nadále tedy budeme pod distribu
í 
hápat ur£itou mnoºinu vektorový
h polí,která je uzav°ena vzhledem k lineárním opera
ím. Je d·leºité si proto uv¥-domit, ºe p°i nelineární zm¥n¥ sou°adni
 stavového prostoru se vektorovápole v distribu
i budou m¥nit dle vzor
e pro zm¥nu vektorový
h polí.2 Vn¥který
h sou°adni
í
h m·ºe tedy mít distribu
e obzvlá²t¥ jednodu
hý tvar,zatím
o v jiný
h komplikovan¥ závisí na stavu.2Snadno si ov¥°íme, ºe distribu
e je hladká a regulární bu¤ ve v²e
h sou°adni
í
h,nebo v ºádný
h. Je to v souladu s geometri
kým 
hápáním vektorového pole. Ov¥°te si,ºe vektorové pole α(x)f(x) + β(x)g(x), α(x), β(x) ∈ C∞(Ω), f(x), g(x) ∈ V ∞(Ω) má vnový
h sou°adni
í
h z = T (x) tvar α(z)f (z) + β(z)g(z), kde α(z), f(z), β(z), g(z) jsoureprezenta
e p°íslu²ný
h vektorový
h polí a funk
í v nový
h sou°adni
í
h.32



Jako ilustra
i uvaºujme distribu
i v R
3 generovanou dv¥ma konstantnímivektorovými poli g1(x) := [1, 0, 0]⊤, g2(x) := [0, 1, 0]⊤ a zm¥¬me sou°adni
ena z = [x1 + x22, x2, x3 + x21]

⊤. Potom budou mít pole v nový
h sou°adni
í
htvar
g1(z) =

∂z

∂x
[1, 0, 0]⊤ =




1 2x2 0

0 1 0
2x1 0 1






1

0
0


 =




1

0
2x1


 =




1

0
2(z1 − z22)


 ,

g2(z) =
∂z

∂x
[0, 1, 0]⊤ =




1 2x2 0

0 1 0
2x1 0 1






0

1
0


 =




2x2
1
0


 =




2z2
1
0


 .V nový
h sou°adni
í
h má distribu
e sloºit¥j²í tvar, v²imn¥te si, ºe nelinear-itu ve t°etí °ád
e není moºné odstranit ani volbou jiný
h generují
í
h polí.Vzniká otázka, kdy je moºný opa£ný postup, komplikovan¥ zadanou distribu
izjednodu²it p°e
hodem k jiným sou°adni
ím. To vede k následují
í de�ni
i.De�ni
e 9 Regulární d-dimenzionální hladkou distribu
i ∆(x) nazveme in-tegrovatelnou, jestliºe existují sou°adni
e z = T (x), ve který
h je generovánanásledují
ími spe
iálními vektorovými poli:

∆(z) = span





d︷ ︸︸ ︷


1

0
0...
0...
0
0




,




0

1
0...
0...
0
0




, . . . ,




0

0...
0

1
0...
0








.

Následují
í v¥ta poskytuje nutné a posta£ují
í podmínky integrovatelnosti,které je moºné pouºít i jako ekvivalentní de�ni
i integrovatelnosti. Naví
,tyto podmínky spo£ívají v integrovatelnosti ur£ité soustavy par
iální
h difer-en
iální
h rovni
, 
oº vysv¥tluje zvolenou terminologii.V¥ta 12 Regulární d-dimenzionální distribu
e je integrovatelná na oblasti Ωtehdy a jen tehdy, pokud na této oblasti existuje n− d hladký
h nezávislý
h33P°ipome¬me si z p°ed
hozí kapitoly, ºe soubor hladký
h funk
í nazýváme nezávislýmna n¥které oblasti, pokud je moºné jej na této oblasti doplnit do úplné sady funk
í de�nu-jí
í nové sou°adni
e. Mimo jiné, lokální nezávislost v okolí n¥kterého bodu je ekvivalentnílineární nezávislosti diferen
iál· t¥
hto funk
í.33



funk
í h1, . . . , hn−d, takový
h, ºe
< dh1,∆ >:= L∆h1 ≡ 0, . . . , < dhn−d,∆ >:= L∆hn−d ≡ 0.D·kaz Pokud je distribu
e integrovatelná ve smyslu De�ni
e 9, potom sta£ívzít v nový
h sou°adni
í
h h1 = zd+1, . . . , hn−d = zn. Naopak, pokud jsouspln¥ny podmínky dokazované v¥ty, doplníme p°íslu²ný soubor funk
í doúplné zm¥ny sou°adni
 a tyto pak budou novými sou°adni
emi, ve který
hmá distribu
e poºadovaný spe
iální tvar.K formula
i kritéria integrovatelnosti distribu
e zavedeme je²t¥ jednu její
harakteristiku.De�ni
e 10 Regulární d-dimenzionální hladkou distribu
i ∆(x), d ≤ n,nazveme involutivní, jestliºe pro kaºdá dv¥ vektorová pole f, g, která do nípat°í, platí, ºe jeji
h Lieova závorka také pat°í do ∆(x), tj.

∀f, g ∈ ∆ ⇒ [f, g] ∈ ∆.Op¥t si p°ímo£arým, by´ pra
ným, výpo£tem m·ºeme ov¥°it, ºe involutivitaje geometri
ký pojem, tj. ºe nezávisí na zm¥n¥ sou°adni
. To podtrhuje i jejíklí£ový význam, daný následují
í v¥tou.V¥ta 13 Frobeniova V¥ta. Regulární d-dimenzionální hladká distribu
e,
d ≤ n, je integrovatelná tehdy a jen tehdy, jestliºe je involutivní.Na rozdíl od integrovatelnosti, která je vlastn¥ poºadavkem vy°e²it soustavupar
iální
h diferen
iální
h rovni
, involutivitu je moºné vºdy ov¥°it p°ímýmkonstruktivním výpo£tem a dle Frobeniovy v¥ty tak zjistit, má-li v·be
 smyslse o °e²ení t¥
hto rovni
 pokou²et.D·kaz Vysv¥tlíme zde pouze, pro£ je involutivita nutnou podmínkou in-tegrovatelnosti. Opa£ná implika
e je analyti
ky náro£n¥j²í, nebo´ je p°i nít°eba zkonstruovat p°íslu²nou transforma
i. P°ípadné zájem
e proto op¥todkazujeme na [9℄. K d·kazu zmín¥né nutnosti posta£í, kdyº si uv¥domíme,ºe v �jednodu
hý
h� sou°adni
í
h z platí, ºe pole pat°í do distribu
e práv¥tehdy, kdyº má poslední
h n − d komponent nulový
h. Podíváme-li se nade�ni
i Lieovy závorky, snadno uvidíme, ºe pokud dv¥ pole mají poslední
h
n − d komponent nulový
h, jeji
h Lieova závorka má také poslední
h n − dkomponent nulový
h. V sou°adni
í
h z tedy involutivita platí. Nyní si sta£íuv¥domit, ºe rovnost de�nují
í involutivitu se nem·ºe zm¥nit p°e
hodem knovým sou°adni
ím, tj. distribu
e je involutivní bu¤ ve v²e
h sou°adni
í
h,nebo v ºádný
h. Tato invariantnost, £i geometri
ký 
harakter, involutivityo£ividn¥ platí díky základní vlastnosti Lieovy závorky, tj. jejímu geometri
k-ému 
harakteru danému V¥tou 3. Tím je dokázáno, ºe involutivita je nutnou34



podmínkou integrovatelnosti. Alternativn¥ je moºné nutnost ve Frobeniov¥V¥t¥ dokázat i odkazem na V¥tu 12 a Tvrzení 3, dle kterého
L[f,g]h = LfLgh− LgLfh,a tedy

Lgh ≡ 0 ∧ Lfh ≡ 0 ⇒ L[f,g]h ≡ 0.Jinými slovy, distribu
e obsahují
í v²e
hna vektorová pole f , pro která Lfh1 ≡
. . . ≡ Lfhd ≡ 0, je vºdy involutivní.Poznámka 6 Pro kaºdou distribu
i ∆, m·ºeme de�novat tzv. její anihilátor
∆⊥ jako mnoºinu °ádkový
h vektor·, závisejí
í
h na stavu,4 takový
h, ºe

< ∆,∆⊥ >≡ 0.Diferen
iál hladké funk
e dh := ( ∂h∂x1 , . . . ,
∂h
∂xn

) je spe
iálním p°ípadem difer-en
iální formy, kdy v²e
hny její komponenty jsou par
iálními deriva
emi jed-iné skalární funk
e. Frobeniovu v¥tu pak m·ºeme formulovat také tak, ºedistribu
e je involutivní a regulární tehdy a jen tehdy, kdyº její anihilátor jegenerován pouze diferen
iály vzájemn¥ nezávislý
h skalární
h funk
í.V²e
hny uvedené post°ehy týkají
í se diferen
iál· a Frobeniovy v¥ty m·ºemeshrnout do následují
í v¥ty.V¥ta 14 - Duální verze Frobeniovy v¥ty. Budiº dána n¥která d-rozm¥r-ná regulární, hladká distribu
e ∆. Potom existuje n−d nezávislý
h hladký
hfunk
í h1, . . . , hn−d takový
h, ºe
< ∆, dhi >:= L∆hi ≡ 0, i = 1, . . . , n− d,práv¥ tehdy, kdyº je ∆ involutivní.D·kaz D·kaz plyne p°ímo z V¥t 12 a 13.Neº p°ejdeme k vyuºití Frobeniovy v¥ty k popisu strukturální
h podmínekr·zný
h typ· exaktní lineariza
e, uvedeme je²t¥ její dv¥ upravené verze, kterébudou pozd¥j²ímu výkladu lépe vyhovovat.V¥ta 15 - Duální verze Frobeniovy v¥ty s dopln¥ním. Budiº dána n¥k-terá d-dimenzionální regulární, hladká involutivní distribu
e ∆ a l hladký
hfunk
í h1, . . . , hl, l < n− d, pro které platí
< ∆, dhi >:= L∆hi ≡ 0, i = 1, . . . , l.4�íkáme jim diferen
iální formy. Také to zd·vod¬uje jiº d°íve zavedené zna£ení

< dh, f >:= Lfh, nebo´ Lieova deriva
e hladké funk
e h podle vektorového pole f jeprost¥ sou£inem °ádkového vektoru (tj. diferen
iálu funk
e) a sloup
ového vektoru (tj.vektorového pole) jehoº výsledkem je skalár závislý na stavu, tj. jiná hladká funk
e.35



Potom existuje n−d− l nezávislý
h hladký
h funk
í hl+1, . . . , hn−d takový
h,ºe
< ∆, dhi >:= L∆hi ≡ 0, i = 1, . . . , n− d.D·kaz plyne p°ímo z V¥ty 14. Dle této v¥ty existuje n − d nezávislý
hhladký
h funk
í h1, . . . , hn−d takový
h, ºe
< ∆, dhi >:= L∆hi ≡ 0, i = 1, . . . , n− d.Nyní vezmeme l funk
í h1, . . . , hl daný
h dle formula
e dokazované v¥ty abudeme k nim p°idávat n¥které z funk
í h1, . . . , hn−d tak, aby
hom dostali n−

d nezávislý
h funk
í. Pokud by to nebylo moºné, byl by to spor s p°edpokladyv¥ty, znamenalo by to totiº, ºe n − d nezávislý
h funk
í je závislý
h na l <
n− d jiný
h funk
í
h, 
oº není moºné.5Díky duální verzi Frobeniovy v¥ty s dopln¥ním m·ºeme dokázat i verzi Frobe-niovy v¥ty pro posloupnost do sebe vloºený
h distribu
í.V¥ta 16 Frobeniova V¥ta pro posloupnost do sebe vloºený
h dis-tribu
í. Budiº dána následují
í posloupnost do sebe vloºený
h hladký
h dis-tribu
í

∆0 ⊂ ∆1 ⊂ . . . ⊂ ∆k. (4.1)Potom existují nové sou°adni
e z = T (x), ve který
h
∆i(z) = span





di︷ ︸︸ ︷


1

0
0...
0...
0
0




,




0

1
0...
0...
0
0




, . . . ,




0

0...
0
1

0...
0








, i = 0, 1, 2, . . . , k,

tehdy a jen tehdy, kdyº pro v²e
hna i = 0, . . . , k je ∆i regulární, involutivnía dim∆i = di, d0 ≤ d1 ≤ . . . ≤ dk.D·kaz V²imn¥me si, ºe dle Frobeniovy v¥ty (V¥ta 13) bude pro kaºdou z duvedený
h distribu
í existovat její vlastní zm¥na sou°adni
, zaru£ují
í kýºený5Pouºitím jiº n¥kolikrát zmín¥ného kritéria závislosti, tj. lineární závislosti diferen
iál·,by to totiº znamenalo, ºe n − d lineárn¥ nezávislý
h vektor· je lineárn¥ závislý
h na
l < n− d jiný
h vektore
h. 36



tvar, tehdy a jen tehdy, pokud jsou involutivní a regulární s poºadovanýmidimenzemi. Jinými slovy, jediné, 
o je t°eba dokázat naví
 k Frobeniov¥ V¥t¥13, je, ºe to je moºné zabezpe£it jedinou spole£nou zm¥nou sou°adni
.Toto pom¥rn¥ snadno plyne z V¥ty 12 a jejího d·kazu v kombina
i s V¥tou 15.Skute£n¥, za£neme s poslední distribu
í v posloupnosti (4.1), pro kterou dleV¥ty 12 a jejího d·kazu existuje n− dk funk
í h1, . . . , hn−dk , které je moºnédoplnit do úplné zm¥ny sou°adni
 p°evád¥jí
í ∆k do kýºeného tvaru. Potép°ejdeme k p°edposlední distribu
i v posloupnosti (4.1) a aplikujeme na ní ana funk
e h1, . . . , hn−dk V¥tu 15. Tím dostaneme funk
e h1, . . . , hn−dk−1
, kteréje moºné doplnit do úplné zm¥ny sou°adni
, po které získají ob¥ distribu
e

∆k,∆k−1 kýºený tvar. Op¥t aplikujeme V¥tu 15 na funk
e h1, . . . , hn−dk−1
adistribu
i ∆k−1, atd. m·ºeme pokra£ovat, dokud v²e
hny distribu
e nezískajíkýºené tvary díky jednotné zm¥n¥ sou°adni
.Poznámka 7 Podobnou úvahou, jako jsme dosp¥li k tomu, ºe involutivitaplatí bu¤ ve v²e
h sou°adni
í
h, nebo ºádný
h, m·ºeme dosp¥t i k obe
-n¥j²ímu nástroji pro analýzu vlastností soubor· vektorový
h polí, a tím idynami
ký
h °ízený
h systém·. P°esn¥ji, ne
h´ máme jakýkoliv výraz, ob-sahují
í vektorová pole a jeji
h Lieovy závorky, násobené n¥kterými hlad-kými funk
emi, o kterém víme, ºe je na n¥které oblasti v ur£itý
h sou°ad-ni
í
h identi
ky nulový. Potom je tento výraz identi
ky nulový i v ostatní
hsou°adni
í
h na p°íslu²ný
h oblaste
h (tj. obraze
h p·vodní oblasti vzhledemk p°íslu²né zm¥n¥ sou°adni
). Skute£n¥, p°íslu²ný výraz je roven nulovémuvektorovému poli, a nulové vektorové pole je vºdy a ve v²e
h sou°adni
í
hprost¥ sloup
em nul. Na druhé stran¥, dle V¥ty 3 toto pole v nový
h sou°ad-ni
í
h rovno
enn¥ spo£ítáme i tak, ºe nejprve zm¥níme sou°adni
e ve v²e
hingredien
í
h výrazu, a poté provedeme v²e
hny opera
e výrazu, 
oº znamená,ºe studovaný výraz je nulový i v nový
h sou°adni
í
h. Tento postup je moºné£asto vyuºít p°i studiu nutný
h podmínek zjednodu²ení dynami
ký
h °ízený
hsystém·, k £emuº p°ejdeme v následují
í kapitole. Podobné úvahy lze pouºíti duáln¥ pro diferen
iální formy.4.2 Systémy s jedním vstupemK odvození pouºijeme my²lenku shrnutou v Poznám
e 7. Pro jednodu
hostuvaºujme systém s jedním vstupem a jeho úplnou lineariza
i pomo
í stavovézp¥tné vazby a zm¥ny sou°adni
. Vyjdeme z kýºeného 
íle, kterým je linární°iditelný systém s jedním vstupem, tj.

ż = Fz + gv, z ∈ R, v ∈ R.37



Pouºijeme nelineární stavovou zp¥tnou vazbu, tj. zavedeme vstup v = α(z)+
β(z)u, α(0) = 0, β(z) 6= 0, z ∈ Ωz, a dostaneme následují
í nelineárnísystém

ż = (Fz + α(z)g) + β(z)gu = f z(z) + ugz(z), z ∈ R, u ∈ R.Dle Tvrzení 3 a de�ni
e Lieovy závorky platí
[f z, gz] = β(z)[Fz, g]− LFzβ(z)g − Lgαg + Lgβg = −β(z)Fg + α1(z)g,kde α1(z) je n¥která hladká funk
e. Nyní prozkoumáme distribu
i ∆1 :=

span{gz, [f z, gz]}, a proto op¥t pomo
í Tvrzení 3 spo£teme, ºe
[[f z, gz], gz] = ad2gzf

z = β2(z)Fg + α2(z)g,kde β2(z), α2(z) jsou op¥t n¥které hladké funk
e, z £ehoº plyne, ºe ∆1 je in-volutivní. V²imn¥te si také, ºe distribu
e ∆0 := span{gz} je také involutivní,nebo´, z de�ni
e involutivity, kaºdá jedno-dimenzionální distribu
e je involu-tivní. Krom¥ toho, díky °iditelnosti vý
hozího lineárního systému a známémuKalmanovu kritériu má v n¥kterém malém okolí po£átku ∆0 dimenzi jednaa ∆1 dimenzi dv¥.Tyto výpo£ty m·ºeme rutinn¥ opakovat i pro dal²í, sloºit¥j²í Lieovy závorky,a dostaneme, ºe platí
(i) dim∆i = i+ 1,

(ii) ∆i je involutivní,kde ∆i := span{g, adfg, . . . , adifg}, ∀i = 0, . . . , n− 1.
(4.2)V této podmín
e jsme jiº úmysln¥ vypustili horní index odkazují
í na p·vodnísou°adni
e. Aplika
í prin
ipu popsaného v Poznám
e 7 totiº dostaneme, ºetato podmínka je spolu s f(x0) = 0 a g(x0) 6= 0 nutnou podmínkou exaktnílineariza
e nelineárního systému, nebo´ musí platit ve v²e
h sou°adni
í
h.Ukazuje se, ºe se jedná i o posta£ují
í podmínku.V¥ta 17 Budiº dán nelineární systém

ẋ = f(x) + ug(x), ξ ∈ R
n, u ∈ R, f(x0) = 0, g(x0) 6= 0,potom je tento systém lokáln¥ exaktn¥ linearizovatelný v okolí stavu x0 po-mo
í hladké zm¥ny sou°adni
 a stavové zp¥tné vazby tehdy a jen tehdy,jestliºe pro n¥j platí lokáln¥ v okolí stavu x0 podmínka (4.2).D·kaz Implika
i �jen tehdy� jsme jiº dokázali p°i p°ed
hozím odvozování.Implika
i �tehdy� dokáºeme pomo
í Frobeniovy V¥ty, resp. její modi�ka
e,38



kterou je V¥ta 16. Protoºe pro v²e
hny distribu
e platí podmínka (4.2), ex-istují lokální sou°adni
e, ve který
h
∆i := span





i+1︷ ︸︸ ︷


1
0

0...
0...
0
0




,




0
1

0...
0...
0
0




, . . . ,




0
0...
0

1
0...
0








.

Tyto sou°adni
e ozna£me ξ = (ξ1, . . . , ξn)
⊤ a ne
h´ ξ0 je obrazem x0. P°ede-v²ím je z°ejmé, ºe v nový
h sou°adni
í
h

g(ξ) = (g1(ξ), 0, . . . , 0)
⊤ , g1(ξ0) 6= 0,nebo´

∆0 := span{g(ξ)} ∧ ∆0 = span{(1, 0, . . . , 0)⊤}.Dále, protoºe
∆1 = span{(1, 0, . . . , 0)⊤ , (0, 1, 0, . . . , 0)⊤},a p°itom [f, g] ∈ ∆1, platí, ºe

[f, g] = (α1(ξ)g1(ξ), β
1(ξ), 0, . . . , 0)⊤ ⇒ [f, (g1(ξ), 0, . . . , 0)

⊤] =

(−Lfg1(ξ), 0, . . . , 0)⊤ + g1(ξ)

(
∂f1
∂ξ1

,
∂f2
∂ξ1

,
∂f3
∂ξ1

, . . . ,
∂fn
∂ξ1

)⊤
=

(α1(ξ)g1(ξ), β
1(ξ), 0, . . . , 0)⊤,z £ehoº plyne, ºe

∂f3
∂ξ1

≡ . . . ≡ ∂fn
∂ξ1

≡ 0Jinými slovy, t°etí aº n-tá komponenta vektorového pole f nezávisí na ξ1.Podobn¥ m·ºeme postupovat s distribu
í ∆2 a dostaneme, ºe £tvrtá aº n-tákomponenty vektorového pole f nezávisí na ξ2. Pokud budeme pokra£ovati pro zbývají
í distribu
e, dostaneme, ºe ve zmín¥ný
h ξ sou°adni
í
h, má39



nelineární systém spe
iální tvar
ξ̇1 = ug1(ξ1, . . . , ξn) + f1(ξ1, ξ2, ξ3, . . . , ξn−1, ξn)

ξ̇2 = f2(ξ1, ξ2, ξ3, . . . , ξn−1, ξn)

ξ̇3 = f3(ξ2, ξ3, . . . , ξn−1,ξn)

ξ̇4 = f4(ξ3, . . . , ξn−1,ξn)...
ξ̇n = fn(ξn−1, ξn)

.

Nyní je moºné d·kaz dokon£it pomo
í znalostí z p°ed
hozího seminá°e, p°es-n¥ji °e£eno, v²imn¥te si, ºe s pomo
ným výstupem y := ξn má systémdob°e de�novaný relativní stupe¬ n. Je z°ejmé, ºe se °ízení objeví aº po
n derivování
h tohoto pomo
ného výstupu. Podmínka LgLn−1

f ξn(ξ0) 6= 0,poºadovaná v de�ni
i relativního stupn¥, je ekvivalentní6 podmín
e
g1(ξ0) 6= 0 ∧ ∂f2

∂ξ1
(ξ0) 6= 0 ∧ ∂f3

∂ξ2
(ξ0) 6= 0 ∧ . . . ∧ ∂fn

∂ξn−1
(ξ0) 6= 0,která plyne p°ímo£arým výpo£tem z podmínky (i) v (4.2). Tak nap°íklad,jelikoº

∆0 := span{g(ξ)} ∧ ∆0 = span{(1, 0, . . . , 0)⊤},musí platit g(ξ0) 6= 0, a tudíº i g1(ξ0) 6= 0, nebo´ g(ξ) = (g1(ξ), 0, . . . , 0)
⊤.Dále, protoºe

∆1 = span{(1, 0, . . . , 0)⊤ , (0, 1, 0, . . . , 0)⊤},máme, ºe
[f, g] = (−Lfg1(ξ), 0, . . . , 0)⊤ + g1(ξ)

(
∂f1
∂ξ1

,
∂f2
∂ξ1

, 0, . . . , 0

)⊤
∈ ∆1,a musí tedy platit, ºe

g1(ξ0) 6= 0 ∧ ∂f2
∂ξ1

(ξ0) 6= 0.Podobn¥ lze ov¥°it i zbylé nerovnosti
∂f3
∂ξ2

(ξ0) 6= 0 ∧ . . . ∧ ∂fn
∂ξn−1

(ξ0) 6= 0,£ímº je d·kaz zavr²en.6Ov¥°te si to p°ímým derivováním pomo
ného výstupu ξn podle £asu.40



P°íklad 9 Uvaºujme následují
í nelineární systém s jedním vstupem
ẋ1 = x21 + u

ẋ2 = x1 + x21
ẋ3 = x2 − 2x31 − 2x1u.Vidíme, ºe systém není ve tvaru, ve kterém m·ºeme snadno zvolit n¥k-terý pomo
ný výstup tak, aby jeho relativní stupe¬ existoval a byl roven 3.Tento výstup bude ur£itou nelineární funk
í stavu a neº ho zkusíme najít,p°esv¥d£íme se, zda to má smysl, tj. zda platí nutné a dosta£ují
í podmínkyexaktní lineariza
e stanovené V¥tou 17. Nejprve pro p°ehlednost zapí²emesystém ve standardním tvaru jako

ẋ = f(x) + ug(x), f =




x21
x1 + x21
x2 − 2x31


 , g =




1
0

−2x1


 .Z de�ni
e Lieovy závorky postupn¥ dostaneme

adfg = [f, g] =
∂g

∂x
f − ∂f

∂x
g =




0 0 0
0 0 0

−2 0 0






x21
x1 + x21
x2 − 2x31


−




2x1 0 0
1 + 2x1 0 0

−6x21 1 0






1
0

−2x1


 =




−2x1
−1− 2x1

4x21


 ,

ad2fg = [f, [f, g]] =



−2 0 0
−2 0 0

8x1 0 0






x21
x1 + x21
x2 − 2x31


−




2x1 0 0
1 + 2x1 0 0

−6x21 1 0






−2x1
−1− 2x1

4x21


 ,

ad2fg =




2x21
2x1 + 2x21

−4x31 + 1 + 2x1


 .M·ºeme tedy ur£it distribu
e ∆0,∆1,∆2, �gurují
í v podmín
e (4.2), jako

∆0 = span








1

0
−2x1





 , ∆1 = span








1

0
−2x1


 ,




−2x1
−1− 2x1

4x21







∆2 = span








1
0

−2x1


 ,




−2x1
−1− 2x1

4x21


 ,




2x21
2x1 + 2x21

−4x31 + 1 + 2x1





 .Z toho o£ividn¥ plyne, ºe

dim∆0(0) = 1, dim∆1(0) = 2, dim∆2(0) = 3,41



a první £ást podmínky (4.2) tedy platí. Zbývá tedy ov¥°it involutivitu t¥
htodistribu
í. Involutivita distribu
e ∆0 je o£ividná, nebo´ z Tvrzení 3 máme, ºe
[α(x)g(x), β(x)g(x)] = γ(x)g(x), kde γ = Lg(α− β). Involutivita distribu
e
∆2 je o£ividná, nebo´ tato distribu
e má dimenzi rovnou 3, 
oº je dimenzestavového prostoru, a tudíº do ní pat°í jakékoliv vektorové pole. Jinýmislovy, jediný netriviální výpo£et je t°eba provést pro �prost°ední"distribu
i ∆1.Ta má dimenzi rovnou dv¥ma a v kaºdém bod¥ tedy generuje dvourozm¥rnýpodprostor t°írozm¥rného te£ného prostoru. Musíme ov¥°it, zda kaºdá Lieovaderiva
e polí, pat°í
í
h do této distribu
e, bude také pat°it do této distribu
e.Spo£ítáme tedy následují
í kombina
i Lieový
h závorek

[[f, g], g] = [adfg, g] =



0 0 0
0 0 0

−2 0 0






−2x1
−1− 2x1

4x21


−




−2 0 0
−2 0 0

8x1 0 0






1
0

−2x1


 =




2
2

−4x1


 .Platí proto, ºe

[adfg, g] =
2

1 + 2x1
(g − adfg) ,z £ehoº jiº snadno plyne involutivita ∆1, nebo´ díky de�ni
i Lieovy závorkya jejím vlastnostem z Tvrzení 3

[α(x)g + β(x)adfg, γ(x)g + δ(x)adfg] =

(Lg(α− γ)) g+
(
Ladfg(β − δ)

)
adfg+[adfg, g]

(
Lg(β − δ) + Ladfg(α− γ)

)
,jinými slovy, pokud g, adfg, [adfg, g] ∈ ∆1, potom i

[α(x)g + β(x)adfg, γ(x)g + δ(x)adfg] ∈ ∆1pro jakékoliv hladké funk
e α(x), δ(x), β(x), γ(x). Podle V¥ty 17 je tedy sys-tém exaktn¥ linearizovatelný.Nyní se pokusíme najít transforma
i do sou°adni
, ve který
h bude distribu
e
∆2 
o nejjednodu²²í. V²imn¥me si, ºe pokud zm¥níme sou°adni
e, v²e
hnyvektory v distribu
i se vynásobí zleva jakobiánem této transforma
e. Nabízíse vynásobit první °ádek 2x1 a p°i£íst ho k poslednímu, který tak bude nulový.Proto budeme hledat transforma
i ξ = T (x) takovou, ºe

∂T

∂x
=




1 0 0
0 1 0

2x1 0 1


 , nebo´ ∂T

∂x
∆1 =




1 0 0
0 1 0

2x1 0 1


×

span








1

0
−2x1


 ,




−2x1
−1− 2x1

4x21





 = span








1

0
0


 ,




2x1
1 + 2x1

0





 .42



V²imn¥me si, ºe tento jakobián je jakobiánem následují
í transforma
e
ξ1 = x1, ξ2 = x2, ξ3 = x21 + x3.To, ºe k dané £tver
ové mati
i, jejímiº prvky jsou funk
e a která zjednodu²ujetvar distribu
e, umíme najít zobrazení, jehoº jakobián je touto mati
í, jevlastn¥ ur£ité integrování, a je moºné práv¥ a jen tehdy, pokud je vý²e uve-dená distribu
e involutivní. To £áste£n¥ oprav¬uje terminologii Frobeniovyv¥ty, která mluví o integrovatelnosti distribu
e.7Vý²e odvozené sou°adni
e transformují systém do následují
ího tvaru

ξ̇1 = ξ21 + u, ξ̇2 = ξ1 + ξ21 , ξ̇3 = ξ2,
oº si ov¥°te sami p°ímým výpo£tem v rám
i pro
vi£ení. Ukaºte také, ºevýsledný systém má relativní stupe¬ 3 vzhledem k výstupu ξ3, a p°íslu²nýmpostupem spo£t¥te linearizují
í transforma
e.Ukazuje se, ºe nejen v p°ed
házejí
ím p°íklad¥, ale i obe
n¥ platí, ºe sta£íov¥°it jen malou £ást z podmínek uvedený
h v (4.2). P°esn¥ji °e£eno, platínásledují
í v¥ta.V¥ta 18 Budiº dán nelineární systém
ẋ = f(x) + ug(x), x ∈ R

n, u ∈ R, f(x0) = 0, g(x0) 6= 0,potom je tento systém lokáln¥ exaktn¥ linearizovatelný v okolí stavu x0 po-mo
í hladké zm¥ny sou°adni
 a stavové zp¥tné vazby tehdy a jen tehdy,jestliºe pro n¥j platí lokáln¥ v okolí stavu x0
(i) dim∆n−1 = n, ∆n−1 := span{g, adfg, . . . , adn−1

f g}
(ii) ∆n−2 je involutivní, ∆n−2 := span{g, adfg, . . . , adn−2

f g}

} (4.3)Neº p°ejdeme k d·kazu této v¥ty, odvodíme následují
í pomo
né tvrzení.Tvrzení 6 Pro nelineární systém ve V¥t¥ 18 a pro distribu
e (4.2) platí:1. [f,∆i] ⊂ ∆i+1, i = 0, 1, . . . , n− 2, kde [f,∆i] := {[f, h] | h ∈ ∆i},2. Jestliºe platí, ºe dim∆n−1(0) = n, potom platí i dim∆i−1(0) = i, kde
∆i−1 := span{g, adfg, . . . , adi−1

f g}, i = 1, . . . , n− 1.7Pozornému £tená°i neunikne, ºe postup zjednodu²ení distribu
e vynásobením £tver-
ovou mati
í zleva je standardním lineárn¥-algebrai
kým postupem a je tedy moºný ipro neinvolutivní distribu
i spl¬ují
í podmínku konstantní dimenze v okolí rovnováºnéhostavu. Ni
mén¥, pouze a práv¥ pro involutivní distribu
i je tato £tver
ová mati
e realizo-vatelná jako Jakobián n¥které transforma
e sou°adni
.43



3. Jestliºe platí, ºe
[adjfg, ad

j+1
f g] ∈ ∆j+1, ∀j = 0, 1, . . . , n− 3,potom jsou v²e
hny distribu
e ∆i−1 := span{g, adfg, . . . , adi−1

f g}, i =
1, . . . , n− 1 involutivní.D·kaz První £ást dokazovaného tvrzení plyne z de�ni
e p°íslu²ný
h dis-tribu
í a Tvrzení 3.Druhou £ást dokazovaného tvrzení dokáºeme sporem. P°edpokládejme, ºe

dim∆i−1 < i pro n¥které i < n, potom existují reálná £ísla α0, . . . , αi−1, zni
hº alespo¬ jedno není nulové, taková, ºe
α0g(0) + α1adfg(0) + . . .+ αi−1ad

i−1
f g(0) = 0.Bez ztráty obe
nosti m·ºeme p°edpokládat, ºe αi−1 6= 0 (pokud tomu taknení, je moºné vzít men²í i, pro které tomu tak bude). De�nujme vektorovépole

h(x) := α0g(x) + α1adfg(x) + . . .+ αi−1ad
i−1
f g(x),pro které z°ejm¥ platí, ºe h(0) := 0, a protoºe také f(0) = 0, platí

0 =

[
∂h

∂x
f − ∂f

∂x
h

]
(0) = [f, h](0) = α0adfg(0)+α1ad

2
fg(0)+. . .+αiad

i
fg(0).Jinými slovy, také dim∆i < i, a postup je moºné o£ividn¥ opakovat, dokudnedosp¥jeme k dim∆n−1 < i, 
oº je spor s p°edpokladem.D·kaz t°etí £ásti dokazovaného tvrzení provedeme induk
í. Nejprve si pov²im-n¥me, ºe pro i = 0 je o£ividné, tj. ∆0 je involutivní. P°edpokládejme, ºe platípro n¥které i, n − 2 > i > 0, tj., ºe distribu
e ∆0, . . . ,∆i, jsou involutivní(tzv. induk£ní p°edpoklad). Z t¥
hto p°edpoklad· dokáºeme, ºe i distribu
e

∆i+1 je involutivní. Dle induk£ního p°edpokladu platí
[adi−1

f g, adifg] ∈ ∆ia proto
∆i+1 ∋ [f, [adi−1

f g, adifg]] = −[adifg, [f, ad
i−1
f g]]− [adi−1

f g, [adifg, f ]] =

−[adifg, ad
i
f ] + [adi−1

f g, adi+1
f g] = [adi−1

f g, adi+1
f g],kde jsme nejprve pouºili jiº dokázanou vlastnost [f,∆i] ⊂ ∆i+1, poté Ja
o-biho identitu a antikomutativitu Lieovy závorky, viz V¥ta 4. Dokázali jsmetedy, ºe

[adi−1
f g, adi+1

f g] ∈ ∆i+1.Obdobným zp·sobem dle induk£ního p°edpokladu platí, ºe
[adi−2

f g, adifg] ∈ ∆i,44



a tedy
∆i+1 ∋ [f, [adi−2

f g, adifg]] = −[adifg, [f, ad
i−2
f g]]− [adi−2

f g, [adifg, f ]] =

−[adifg, ad
i−1
f ] + [adi−2

f g, adi+1
f g].Jelikoº dle induk£ního p°edpokladu platí, ºe

[adi−1
f g, adifg] ∈ ∆i ⊂ ∆i+1,musí platit také, ºe
[adi−2

f g, adi+1
f g] ∈ ∆i+1.Obdobným zp·sobem je moºné postupn¥ dokázat, ºe

[adi−1
f g, adi+1

f g] ∈ ∆i+1, [ad
i−2
f g, adi+1

f g] ∈ ∆i+1, . . . , [g, ad
i+1
f g] ∈ ∆i+1,p°i£emº dle induk£ního p°edpokladu platí také

[adkfg, ad
l
fg] ∈ ∆i+1, k, l = 0, 1 . . . i.Jediná inkluze, kterou je²t¥ pot°ebujeme a kterou nelze z induk£ního p°ed-pokladu odvodit, je inkluze [adifg, adi+1

f g] ∈ ∆i+1. To je ale práv¥ p°edpokladnámi dokazovaného bodu 3. Shrnuto, platí
[adkfg, ad

l
fg] ∈ ∆i+1, k, l = 0, 1 . . . i, i+ 1.Z t¥
hto v²e
h vlastností jiº plyne involutivita distribu
e ∆i+1, nebo´ prolibovolná hladká vektorová pole h1, . . . , hj a hladké funk
e α1(x), . . . , αj(x),

β1(x), . . . , βj(x) pouºitím Tvrzení 3 platí, ºe
h1, . . . , hj ∈ ∆i+1, [h

k, hl] ∈ ∆i+1, k, l ∈ {1, . . . , j}, ⇒

[

j∑

k=1

αkhk,

j∑

k=1

βkhk] ∈ ∆i+1.Dokázali jsme tedy, ºe z involutivity ∆i vyplynula involutivita ∆i+1, 
oºznamená, ºe bod 3 platí pro v²e
hna uvedená i. Tím je d·kaz zavr²en.D·kaz V¥ty 18. O£ividn¥ posta£í dokázat, ºe nutné a dosta£ují
í podmínkyexaktní linearizovatelnosti (4.2) jsou spln¥ny, pokud platí podmínky (4.3) for-mulované ve V¥t¥ 18. Díky bodu 2. práv¥ dokázaného Tvrzení 6 z podmínky(i) v (4.3) plyne o£ividn¥ podmínka (i) v (4.2). K d·kazu, ºe podmínka (ii)v (4.3) plyne z (ii) v (4.3)) posta£í dokázat, ºe z involutivity distribu
e ∆n−2plyne involutivita v²e
h distribu
í ∆i, ∀i = 0, 1, . . . , n−3. Budeme postupo-vat sporem a proto p°edpokládejme, ºe k je maximální p°irozené £íslo, pro45



které ∆k+1 není involutivní. Díky p°edpokladu involutivity distribu
e ∆n−2platí k < n− 2. Pouºitím bodu 3 Tvrzení 6 dostaneme, ºe musí platit
[adk+1

f g, adkfg] 6∈ ∆k+1,jinými slovy, díky podmín
e (i) v (4.3), platí pro n¥kterou hladkou funk
i
α(x) a p°irozené £íslo l > k + 1, ºe

[adk+1
f g, adkfg] = α(x)adlfg + h(x), h ∈ ∆l−1.Pomo
í Ja
obiho identity, antikomutativity a Tvrzení 3 z tohoto p°edpokladupostupn¥ dostaneme

[adk+2
f g, adkfg] = [[f, adk+1

f g], adkfg] = −[[adkfg, f ], ad
k+1
f g]−[[adk+1

f g, adkfg], f ] =

−[[adk+1
f g, adkfg], f ] = (Lfα)ad

l
fg + α(x)adl+1

f g + [f, h].Shrnuto, dostali jsme
[adk+2

f g, adkfg] = (Lfα)ad
l
fg + α(x)adl+1

f g + [f, h],kde o£ividn¥
adlfg ∈ ∆l, α(x)ad

l+1
f g ∈ ∆l+1, [f, h] ∈ [f,∆l−1] ⊂ ∆l.Díky jiº dokázané podmín
e (i) v (4.2) platí adl+1

f g 6∈ ∆l, jinak by dim∆l+1 <

l + 2, 
oº je spor s (i) v (4.2). Jinými slovy, dokázali jsme, ºe
[adk+2

f g, adkfg] 6∈ ∆l, l > k + 1,
oº je spor s p°edpokladem, ºe k je maximální £íslo, pro které ∆k+1 neníinvolutivní.Na základ¥ postup· p°ed
hozího d·kazu a také pomo
í duální verze Frobe-niovy v¥ty m·ºeme 
harakterizovat relativní stupe¬ a nejv¥t²í exaktn¥ lineari-zovatelnou £ást dynamiky systému. Za£neme tím, ºe alternativním zp·sobemdokáºeme v¥tu, kterou jsme zformulovali jiº d°íve ve zmín¥ném p°ed
hozímseminá°i.V¥ta 19 Nelineární systém s jedním vstupem
ẋ = f(x) + ug(x), x ∈ R

n, u ∈ R, f(0) = 0, g(0) 6= 0,má lokáln¥ exaktn¥ linearizovatelnou dynamiku tehdy a jen tehdy, jestliºe pron¥j m·ºeme ur£it výstup
y = h(x)tak, aby s tímto výstupem existoval relativní stupe¬ a byl roven dimenzistavového prostoru n. 46



D·kaz S pouºitím V¥ty 18 je d·kaz V¥ty 19 zaloºen na tom, ºe podmínka(4.3) je díky duální verzi Frobeniovy v¥ty ekvivalentní existen
i hladké funk
e
h takové, ºe

< dh, adkfg >:= Ladkfg
h ≡ 0 ∀k = 0, 1, . . . , n− 2

< dh, adn−1
f g > (0) := Ladn−1

f gh(0) 6= 0.Skute£n¥, díky (i) v (4.3) je ∆n−2 involutivní n−1 dimenzionální distribu
í aproto existuje funk
e h(x), dh(0) 6= 0, jejíº diferen
iál dh anihiluje v²e
hnavektorová pole z této distribu
e, 
oº dává první
h n− 1 podmínek. Zbývají
ínerovnost plyne z (ii) v (4.3), nebo´ pokud by místo ní byla rovnost, po-tom by °ádkový vektor dh(0) byl kolmý k n lineárn¥ nezávislým sloup
ovýmvektor·m, 
oº je spor s dh(0) 6= 0.Naopak, pokud p°edpokládáme existen
i funk
e vý²e popsané funk
e h, op¥tdíky duální verzi Frobeniovy v¥ty musí platit (i) v (4.3), a naví
 dim∆n−2 =

n−1. Protoºe je dh(0) 6= 0, z nerovnosti Ladn−1

f gh(0) 6= 0 plyne, ºe adn−1
f g(0)je lineárn¥ nezávislý na vektore
h z ∆n−2, tj. dim∆n−1 = n− 2, 
oº je (ii) v(4.3).Funk
e h má popsané vlastnosti prav¥ tehdy, kdyº je výstupem, pro kterýmá daný nelineární systém relativní stupe¬ roven dimenzi stavového prostoru

n. Toto tvrzení, a tím i 
elou v¥tu, dokáºeme následovn¥. Nejprve p°edpok-ládejme, ºe zkoumaný nelineární systém má s výstupem y = h(x) relativnístupe¬ n, potom
0 ≡ Lgh ≡ LfLgh ≡ L[f,g]h+ LgLfh ≡ L[f,g]h ⇒ L[f,g]h ≡ 0,kde jsme postupn¥ pouºili vlastnost, ºe Lieova deriva
e nulové funk
e jenulová funk
e, dále identitu L[f,g]h = LfLgh − LgLfh (viz Tvrzení 3), a

Lgh ≡ 0, LgLfh ≡ 0 z de�ni
e relativního stupn¥ (viz minulá kapitola).Máme tedy jiº dokázáno, ºe
Lgh ≡ 0, L[f,g]h ≡ 0.Obdobn¥, platí

Lad2fg
h ≡ LfL[f,g]h− L[f,g]Lfh ≡ −L[f,g]Lfh ≡

− (LfLg − LgLf)Lfh ≡ −LfLgLfh+ LgLfLfh ≡ LgL
2
fh ≡ 0.Opakováním tohoto postupu dostaneme, ºe pokud má systém relativní stupe¬

n, potom platí
Lgh ≡ 0, L[f,g]h ≡ 0, Lad2fg

h ≡ 0 . . . , Ladn−2

f gh ≡ 0, Ladn−1

f gh 6= 0,47




oº jsme m¥li dokázat. Snadno nahlédneme, ºe ve vý²e odvozený
h °et¥z
í
hidentit lze postup obrátit, tj. pokud platí
Lgh ≡ 0, L[f,g]h ≡ 0, Lad2fg

h ≡ 0 . . . , Ladn−2

f gh ≡ 0, Ladn−1

f gh 6= 0,potom dostaneme, ºe i
Lgh ≡ 0, LgLfh ≡ 0, LgL

2
fh ≡ 0 . . . , LgL

n−2
f h ≡ 0, LgL

n−1
f h 6= 0,£ímº je d·kaz zavr²en.Poznámka 8 D·kaz V¥ty 19, který byl uveden v p°ed
hozím seminá°i jejednodu²²í neº ten práv¥ dokon£ený. Celý výklad je moºné i obrátit, a to tak,ºe dokáºeme V¥tu 19 zp·sobem z p°ed
hozího seminá°e, a poté z ní odvodímeplatnost V¥ty 18. Cílem na²eho výkladu bylo ukázat vzájemnou provázanostobou postup·. Naví
, nyní m·ºeme popsat algoritmus, jak hledat linearizu-jí
í výstup, ten bude °e²ením následují
í soustavy par
iální
h diferen
iální
hrovni


Ladkfg
h ≡ 0 ∀k = 0, 1, . . . , n− 2

Ladn−1

f gh(0) ≡ α(x), α(0) 6= 0,kde funk
e α(x) m·ºe být volena libovoln¥, tj. usnadní nám hledání °e²ení.Duální verze Frobeniovy v¥ty pak °íká, ºe podmínky (4.3) zaru£ují existen
i°e²ení této soustavy par
iální
h diferen
iální
h rovni
 alespo¬ pro n¥kteroutakovou funk
i α(x). Podmínky (4.3) zdaleka nejsou spln¥ny pro kaºdý sys-tém, 
oº lze po
hopit, nebo´ vý²e popsaná soustava má 
elkem n par
iální
hdiferen
iální
h rovni
 má vlastn¥ jen dv¥ neznámé funk
e α(x), h(x) k jeji
hspln¥ní a proto je její °e²ení moºné jen ve spe
iální
h p°ípade
h. Jakmile senám poda°í získat n¥kterou funk
i h, jejím derivováním p°ímo£a°e vypo£temelinearizují
í transforma
e a zp¥tnou vazbu.
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Kapitola 5 Dal²í problémy a p°íklady vyuºitínelineárního °ízení
5.1 Bro
kettova podmínka hladké a spojité stabiliza
eUvaºujme nelineární systém

ẋ = f(x, u), x ∈ R
m, u ∈ R

m, f(0, 0) = 0. (5.1)De�nujme jeho p°ibliºnou lineariza
i, tj. dvoji
i (A,B):
A :=

∂f

∂x
(0, 0), B :=

∂f

∂u
(0, 0). (5.2)Potom platí následují
í nutné podmínky hladké stabiliza
e.V¥ta 20 Ne
h´ je systém (5.1) lokáln¥ asymptoti
ky stabilizovatelný hlad-kou zp¥tnou vazbou v okolí rovnováºného stavu v po£átku, potom musí platitnásledují
í podmínky.1. Systém (5.1) je tzv. lokáln¥ asymptoti
ky °iditelný, tj. existuje takovéokolí po£átku, ºe pro kaºdý stav x0 v tomto okolí existuje °ízení u(t, x0),takové, ºe pro p°íslu²nou trajektorii x(t) platí limt→∞ x(t) = 0.2. Dvoji
e (A,B), de�novaná v (5.2), nemá ne°iditelné a zárove¬ nestabil-ní módy, tj. existuje K p°íslu²ný
h rozm¥r· taková, ºe v²e
hna vlastní£ísla mati
e A+ BK leºí v uzav°ené levé komplexní polorovin¥.3. Zobrazení f(·, ·) : Rn × R

m 7→ R
n je lokáln¥ surjektivní v okolí po£átku,tj. obraz kaºdého okolí po£átku v R
n × R

m obsahuje okolí po£átku v R
n.V²imn¥me si také, ºe pojem lokální surjektivity je pon¥kud sloºit¥j²í, neºpouhá surjektivita1 zobrazení mezi dv¥ma prostory. Nap°íklad, jednodu
hézobrazení, de�nované jako x 7→ x2 − x3 je nesporn¥ surjektivní jakoºto zo-brazení R 7→ R v obvyklém pojetí, ni
mén¥ není lokáln¥ surjektivní, nebo´pro x ∈ [−1, 1] o£ividn¥ nabývá jen kladný
h hodnot. Oproti tomu, zo-brazení, de�nované jako x 7→ x3 − x je i lokáln¥ surjektivní.T°etí z podmínek této vý²e euvedené v¥ty se v literatu°e nazývá Bro
ket-tovou podmínkou stabilizovatelnosti. Sám Bro
kett tuto podmínku publikoval1Tj., ºe kaºdý prvek prostoru, do kterého zobrazujeme, má alespo¬ jeden vzor.



práv¥ jako podmínku hladké stabilizovatelnosti, ni
mén¥, sám také dokázal,ºe se jedná o nutnou podmínku stabilizovatelnosti spojitou zp¥tnou vazbou.Jinýmo slovy, pokud je Bro
kettova podmínka poru²ena, systém nelze sta-bilizovat ani spojitou zp¥tnou vazbou. Je p°itom z°ejmé, ºe podmínka £. 2V¥ty 20 má smysl pouze pro hladké systémy a hladkou zp¥tnou vazbu. Pronejvý²e spojité systémy a spojitou zp¥tnou vazbu je moºné nutné podmínkyproto formulovat následovn¥.V¥ta 21 Ne
h´ je systém (5.1) lokáln¥ asymptoti
ky stabilizovatelný spoji-tou zp¥tnou vazbou v okolí rovnováºného stavu v po£átku, potom musí platitnásledují
í podmínky.1. Systém (5.1) je tzv. lokáln¥ asymptoti
ky °iditelný, tj. existuje takovéokolí po£átku, ºe pro kaºdý stav x0 v tomto okolí existuje °ízení u(t, x0),takové, ºe pro p°íslu²nou trajektorii x(t) platí limt→∞ = 0.2. Zobrazení f(·, ·) : Rn × R
m 7→ R

n je lokáln¥ surjektivní v okolí po£átku,tj. obraz kaºdého okolí po£átku v R
n × R

m obsahuje okolí po£átku v R
n.Situa
i nejlépe osv¥tlíme na n¥kolika jednodu
hý
h p°íklade
h.P°íklad 10 �Aeyels·v p°íklad�. Následují
í systém, Aeyels, SCL 1984:

ẋ1 = x1 + x32, ẋ2 = unelze hlad
e stabilizovat, nebo´ jeho p°ibliºná lineariza
e (sta£í zanedbat ku-bi
kou nelinearitu) má ne°iditelný nestabilní podsystém ẋ1 = x1, který jez
ela izolován od °iditelného zbytku, a tedy podmínka £. 2 V¥ty 20 neplatí.Ni
mén¥, platí ob¥ zbývají
í podmínky této v¥ty, tj. podmínky V¥ty 21. Sku-te£n¥, první podmínka platí, nebo´ systém je lokáln¥ °iditelný v malém £ase,viz výklad v £ásti o °iditelnosti, a druhou snadno ov¥°íme. To si
e je²t¥ ni
nezaru£uje, nebo´ v¥ta formuluje jen nutné podmínky, ni
mén¥ se ukazuje, ºesystém lze stabilizovat (Kawski, SCL 1989), pomo
í spojité nehladké zp¥tnévazby ust = −ax1/31 − bx2, 0 < a < b. Shrnuto, Ayels·v p°íklad je stabili-zovatelný spojitou zp¥tnou vazbou, ale ur£it¥ neexistuje hladká zp¥tná vazba,která by ho stabilizovala.P°íklad 11 Následují
í systém
ẋ1 = x22 + x32, ẋ2 = u,není stabilizovatelný ºádným zp·sobem v po£átku, nebo´ ani není nijak lokáln¥°iditelný. Skute£n¥, pro x2 ∈ (−1, 1) stavová komponenta x1 roste bez ohleduna to, 
o se d¥je se vstupem. Naví
, z téhoº d·vodu neplatí ani Bro
kettovapodmínka, nebo´ lokální surjektivity nelze dosáhnout.50



5.2 Vztah °iditelnosti a stabilizovatelnostiPoslední dva p°íklady ukazují, ºe Bro
kettova podmínka m·ºe být n¥kdyp°ímým d·sledkem lokální °iditelnosti, lépe °e£eno, vyplývá z t¥
hºe vlast-ností pravé strany systému. Omezíme-li se na spojitou stabilizovatelnost,a tedy nemusíme splnit podmínku stabilizovatelnosti p°ibliºné lineariza
e,nabízí se otázka, zda neplatí implika
e, ºe z lokální °iditelnosti v malém £asevyplývá i asymptoti
ká stabilizovatelnost spojitou zp¥tnou vazbou. Ukazujese, ºe v obe
ném p°ípad¥ to neplatí, ni
mén¥, platí to pro n¥které spe
i�
két°ídy systém·.V¥ta 22 Uvaºujme tzv. triangulární2 systém s jedním vstupem
ẋ1 = f1(x1, x2), ẋ2 = f2(x1, x2, x3), . . . ,

ẋn−1 = f1(x1, . . . , xn), ẋn = fn(x1, . . . , xn, u).Potom je tento systém stabilizovatelný spojitou zp¥tnou vazbou jestliºe jelokáln¥ °iditelný v malém £ase.D·kaz a dal²í s ním spojené výsledky byly publikovány v [4℄, v prá
i [5℄ jepak podobný výsledek zobe
n¥n i pro n¥které netriangulární systémy. Obe
n¥v²ak pro systémy s jedním vstupem a netriangulární pravou stranou m·ºenastat situa
e, kdy je systém lokáln¥ °iditelný v malém £ase, av²ak neníspojit¥ lokáln¥ stabilizovatelný, jak ukazuje následují
í p°íklad.P°íklad 12 Následují
í systém
ẋ1 = x22 + x33, ẋ2 = x3, ẋ3 = u,není stabilizovatelný spojitou zp¥tnou vazbou, nebo´ Bro
kettova podmínkaneplatí. Ni
mén¥, je moºné dokázat, ºe tento systém je lokáln¥ °iditelný vmalém £ase, viz dal²í diskuze a referen
e v £lán
í
h [4, 5℄.Bro
kettova podmínka surjektivity je obvykle dokazována na základ¥ ur£itý
htopologi
ký
h úvah. Ná£rt d·kazu je zajímavý: existuje-li asymptoti
ky sta-bilizují
í spojitá zp¥tná vazba ust(x), potom podle jedné z verzí tzv. obrá-
ené Lyapunovovy v¥ty3 existuje pro systém ẋ = f̃(x), f̃(x) := f(x, ust(x))Ljapunovská funk
e V (x). Mimo jiné tedy V (x) = c, c > 0, jsou uzav°enézak°ivené plo
hy a vektor f̃(x) na ni
h musí v²ude sm¥°ovat dovnit° objemu2�asto se mu v literatu°e °íká "stri
t feedba
k system", nebo´ obsahuje integrátory,stati
ké nelinearity a mexi nimi jen zp¥tné smy£ky.3Obrá
ené Lyapunovovy v¥ty °íkají, ºe pokud je n¥který systém asymptoti
ky stabilní,potom existuje n¥která Lyapunovská funk
e ur£ité t°ídy.51



vymezeného p°íslu²nou plo
hou. Zárove¬ spojit¥ závisí na stavu, 
oº v kom-bina
i s ur£itými topologi
kými vlastnostmi znamená, ºe musí nabývat v²e
hhodnot alespo¬ z ur£itého okolí. Z toho pak vyplývá samotná Bro
kettovapodmínka.Uzav°eme tuto £ást zajímavou interpreta
í Bro
kettovy podmínky pro lineárnísystémy ẋ = Ax+Bu, kde mati
e a vektory mají obvyklé rozm¥ry a významy.Zde vede Bro
kettova podmínka na poºadavek, ºe Ax + Bu : R
n+m 7→ R

nje surjektivní, 
oº znamená, ºe hodnost mati
e [A,B] = [A − 0 · I, B] = n.Ke spln¥ní Bro
kettovy podmínky tedy práv¥ posta£í, aby p°ípadné nulovévlastní £íslo mati
e A bylo °iditelné, 
oº je si
e nutná podmínka stabilizo-vatelnosti lineárního systému, ni
mén¥, ani kdyº k ní p°idáme podmínku £.2 V¥ty 20, stále nedává úplné dosta£ují
í podmínky, tj. ºe kaºdé vlastní £íslomati
e A je bu¤ °iditelné, nebo má zápornou reálnou £ást. Mezera je totiº vnenulový
h vlastní
h £ísle
h na mezi stability, nap°. ne°ízený lineární os
ilá-tor ẋ1 = x2, ẋ2 = −x1 o£ividn¥ Bro
kettovu podmínku splní, p°itom v²akasymptoti
ky stabilní není.To jen dokresluje, ºe Bro
kettova podmínka stability je jen velmi základní anezbytnou nutnou podmínkou asymptoti
ké stabilizovatelnosti spojitou zp¥t-nou vazbou. Je o to ví
e p°ekvapují
í, jak £asto, a to i v pom¥rn¥ prakti
ký
hsitua
í
h, poslouºí k jejímu vylou£ení. Jedním z t¥
hto p°íklad· jsou tzv. ne-holonomní systémy.5.3 Neholonomní systémy, jeji
h °iditelnost a stabili-zovatelnostZkrá
eným termínem neholonomní systémy jsou obvykle ozna£ovány me-
hani
ké systémy s neholonomními omezeními. Omezení nazýváme neholonom-ními, pokud omezují zárove¬ ry
hlosti a sou°adni
e, p°i£emº ry
hlosti jsoujimi omezeny neintegrovatelným zp·sobem. Konkrétn¥, je-li me
hani
ký sys-tém popsán sou°adni
emi x1, . . . , xn a ry
hlostmi ẋ1, . . . , ẋn, neholonomníomezení vyºaduje, aby za v²e
h okolností platilo
φ(x1, . . . , xn, ẋ1, . . . , ẋn) = 0,

[
∂φ

∂ẋ1
, . . . ,

∂φ

∂ẋn

]
6= 0,poslední nerovnost vyjad°uje skute£nost, ºe omezení opravdu na n¥kteréry
hlosti netriviáln¥ závisí. Naví
, omezení nesmí být integrovatelné, tj.

φ(x1, . . . , xn, ẋ1, . . . , ẋn) 6=
n∑

i=1

∂ψ

∂xi
ẋi ∀ψ(x1, . . . , xn).52



Integrovatelné omezení je totiº d·sledkem n¥kterého holonomního omezení,tj. omezení pouze na sou°adni
e. Je totiº z°ejmé, ºe kaºdé omezení na sou°ad-ni
e automati
ky generuje ur£ité omezení na ry
hlosti, které je d·sledkemderivování holonomního omezení podle £asu. To pak zpravidla umoº¬ujezavedení takový
h sou°adni
, ve který
h holonomní omezení redukuje po£etstup¬· volnosti a vede tak na neomezený systém s mén¥ stupni volnosti. P°ík-ladem m·ºe být pohyb hmotného bodu po kruºni
i v rovin¥ ve vzdálenosti
l od st°edu. V kartézský
h sou°adni
í
h s po£átkem ve st°edu otá£ení hopopí²eme sou°adni
emi x1, x2 s holonomním omezením x21 + x22 = l2. De-rivováním tohoto omezení podle £asu dostaneme omezení na ry
hlosti ẋ1x1+
ẋ2x2 = 0, které má v²eobe
n¥ známý fyzikální smysl, ºe obvodová ry
hlostpohybu po kruºni
i je kolmá na pr·vodi£. Zavedením polární
h sou°adni

r =

√
x21 + x22, ϕ = arctanx2/x1 pak omezení bude mít jednodu
hý tvar

r = l, jehoº d·sledkem je ṙ = 04 a pohyb lze tak popsat systémem bezomezení a s pouze jedním stupn¥m volnosti: úhlem ϕ opsaným pr·vodi£ema jeho úhlovou ry
hlostí. Skute£n¥, sou°adni
e r je omezena na jedinou kon-stantní hodnotu l a sou°adni
e ϕ se omezení nijak neú£astní a je tedy z
elavolná.V p°ípad¥ neholonomní
h omezení toto moºné není, zjednodu²en¥ °e£eno sejedná o omezení na ry
hlosti, které nelze spárovat s ºádným omezením nasou°adni
e a to vede k nevyváºenosti v po£tu nezávislý
h sou°adni
 a po£tunezávisle volitelný
h ry
hlostí. To pak zp·sobuje, nap°íklad, nemoºnost °íditsystém pomo
í lineární aproxima
e, jak bude dále podrobn¥ji vysv¥tleno.

x1

x2

u1

x3

Obrázek 5.1: Neholonomní systém - rovinný model kinematiky auta4Proto se tedy nejedná o neholomomní omezení, i kdyº omezuje ry
hlost - je totiºd·sledkem holonomního omezení. 53



P°íklad 13 Jednodu
hý kinemati
ký model auta na obr 5.1 má následují
ítvar
ẋ1 = u1 cosx3, ẋ2 = u1 sin x3, ẋ3 = u2,kde x1, x2 jsou kartézské sou°adni
e polohy auta, které pro jednodu
hostpopí²eme jedním bodem v rovin¥, vzhledem k zvolenému po£átku, x3 je úhelnato£ení auta vzhledem ke kladnému sm¥ru osy x1, u1 je p°ímo °ízená dop°ednáry
hlost auta a u2 je p°ímo °ízená ry
hlost natá£ení auta.Systém je neholonomní, nebo´ z první
h dvou rovni
 vyplývá, ºe

ẋ2 = ẋ1 tanx3.Po£et volný
h sou°adni
 je tedy roven t°em, ale p°itom nezávisle volitelnéry
hlosti jsou jen dv¥. P°itom to nesouvisí s malým po£tem ak£ní
h £len·,i kdyby
hom p°idali dal²í vstupy, nemohou na ry
hlosti p·sobit nezávisle,protoºe uvedené neholonomní omezení musí vºdy platit. Neholonomní je pakproto, ºe si
e omezuje ry
hlosti, ale nijak neomezuje p·vodní sou°adni
e, 
oºje z°ejmé i intuitivn¥. Projeví se v²ak v mí°e sloºitosti, se kterou je moºnétyto sou°adni
e °ídit, 
oº si nyní p°edvedeme.Zkoumaný systém je °iditelný snad ve v²e
h smysle
h zmín¥ný
h v kapitole o°iditelnosti, nap°. lokáln¥ v malém £ase, ale i globáln¥. Jeho p°ibliºná lineari-za
e v po£átku je p°itom ne°iditelná, naví
, je o£ividn¥ naprosto nepouºitelná,nebo´ má tvar ẋ1 = u1, ẋ2 = 0, ẋ3 = u2. Takovýmto systém·m proto takén¥kdy °íkáme ryze nelineární, nebo´ neobsahují ºádné relevantní lineární£leny. Nelineární °iditelnost snadno ov¥°íme pomo
í p°íslu²ný
h Lieový
hzávorek, nebo´
[g1, g2] =




sin x3
− cosx3

0


 , kde g1 :=  cosx3

sin x3
0


 , g1 :=




0

0
1


 ,a tedy

span
[
g1(0), g2(0), [g1, g2](0)

]
= R

3.P°itom Bro
kettova podmínka spln¥na není, nebo´ uvaºujeme-li pro sebe-men²í ε > 0 hodnoty pravé strany (0, ε, 0)⊤, potom v kaºdém okolí ekvilibria
(0, 0, 0)⊤, kde cosx3 6= 0, platí

u1 cosx3 = 0 ⇒ u1 = 0 ⇒ u1 sin x3 = 0 6= ε > 0,
oº je spor a tedy pravá strana nem·ºe nabývat hodnot (0, ε, 0)⊤ pro ºádné
ε > 0 a zobrazení pravé strany tedy není lokáln¥ surjektivní. Bro
kettova pod-mínka proto neplatí a systém nem·ºe být stabilizovatelný do po£átku spojitouzp¥tnou vazbou. 54



t = [0, ε]
u1(t) = 0, u2(t) = 1

x(0) → x(ε)

t = [ε, 2ε]
u1(t) = 1, u2(t) = 0

x(ε) → x(2ε)

t = [2ε, 3ε]
u1(t) = 0, u2(t) = −1

x(2ε) → x(3ε)

t = [3ε, 4ε]
u1(t) = −1, u2(t) = 0

x(3ε) → x(4ε)

Obrázek 5.2: Parkova
í manévry pomo
í Lieovy závorky. Postupn¥ po sm¥ruhodinový
h ru£i£ek £ty°i manévry od zleva naho°e doprava, dol· a aº vlevodole. Stavy x(0) = [0, 0, 0]⊤, x(ε) = [0, 0, ε]⊤, x(2ε) = [ε cos ε, ε sin ε, ε]⊤,
x(3ε) = [ε cos ε, ε sin ε, 0]⊤, x(4ε) = [ε cos ε− ε, ε sin ε, 0]⊤. Výsledek - autoposunuté do strany kolmo ke kol·m - lze vyjád°it pomo
í Taylorova rozvojejako x(4ε) = [−ε3/2 + o(ε3), ε2 + o(ε3), 0]⊤ = [0, 1, 0]⊤ε2 + o(ε3).
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Záv¥rem tohoto p°íkladu uve¤me zajímavou interpreta
i °iditelnosti auta vy-plývají
í z Tvrzení 4. P°ipom¥¬me si, ºe toto tvrzení, zhruba °e£eno, approx-imuje Lieovu závorku dvou polí st°ídáním krátkého pohybu podél jednotlivý
hpolí tam a zp¥t. V p°ípad¥ auta to znamená, ºe nejprve krát
e nato£ímeauto o malý úhel, potom popojedeme krát
e v tomto mírn¥ poto£eném sm¥ru,poté pooto£íme auto nazp¥t do vý
hozí orienta
e a nakone
 za
ouváme krát
enazp¥t. Výsledkem je posun o ε2 ve sm¥ru kolmém k podélné ose auta, kde εje doba, po kterou probíhal kaºdý ze 4 popsaný
h manévr·. Od
hylka posunuje dokon
e jen o(ε3), viz Obrázek 5.2. Pro prakti
ké vyuºití je tedy t°eba volitrozumnou velikost ε, pro malé hodnoty se posouváme p°esn¥ do strany, ale ovelmi malý posun, zatím
o pro v¥t²í hodnoty ε je posun výrazn¥j²í, ale neníp°esn¥ do strany.Vidíme, ºe v²eobe
n¥ pouºívaná te
hnika parkování auta, spo£ívají
í v krátkémpojíºd¥ní vp°ed a vzad se st°ídavým p°íslu²ným natá£ením volantu, neníni£ím jiným, neº aproxima
í Lieovy závorky!

x1

x2

x2 = ϕ(x1)

x3

Obrázek 5.3: Holonomní systém - model vlakuP°íklad 14 Jednodu
hý kinemati
ký model vlaku na obr. 5.3 m·ºeme taképopsat 3 sou°adni
emi x1, x2, x3 a jeji
h £asovými deriva
emi stejným zp·-sobem, jako model auta
ẋ1 = u1 cosx3, ẋ2 = u1 sin x3, ẋ3 = u2,ni
mén¥, v tomto p°ípad¥ s následují
ími omezeními

x2 = ϕ(x1), tanx3 = ϕ′(x1), ẋ2 = ẋ1 tanx3.56



Zde sm¥r osy x1 je spojni
í vý
hozího bodu a 
íle vlaku a pro jednodu
hostp°ijateln¥ p°edpokládáme, ºe k°ivka, podél které se táhnou koleje má jed-nozna£nou projek
i na tento sm¥r. Poslední omezení ze t°í je identi
ké sneholonomním omezením v p°ípad¥ auta, ni
mén¥, protoºe platí tanx3 =

ϕ′(x1), je moºné jej nahradit omezením ẋ2 = ẋ1ϕ
′(x1), které je p°ímýmd·sledkem derivování holonomního omezení x2 = ϕ(x1) podle £asu. Jinýmislovy, tento model vlaku má t°i stupn¥ volnosti a dv¥ holonomní omezení,takºe se vlastn¥ jedná o systém s jedním stupn¥m volnosti a k jeho °ízeníposta£í jeden skalární vstup. Tím je p°irozen¥ ry
hlost ve sm¥ru te£ny kekolejím u1, zatím
o u2 je díky omezením pevn¥ dáno a musí tedy neustáleplatit

u2 = ẋ3 =
1

(tanx3)′
ϕ′′(x1)ẋ1 = ϕ′′(x1)ẋ1 cos

2 x3 =
u1ϕ

′′(x1)

(1 + [ϕ′(x1)]2)3/2
,nebo´

cos2 x3 =
1

1 + tanx23
, tanx3 = ϕ′(x1).Dosadíme-li tedy v²e
hna omezení a jeji
h d·sledky do vý
hozí
h rovni
, do-staneme

ẋ1 = u1
1√

1 + [ϕ′(x1)]2
, ẋ2 = u1

ϕ′(x1)√
1 + [ϕ′(x1)]2

, ẋ3 =
u1ϕ

′′(x1)

(1 + [ϕ′(x1)]2)3/2
,p°i£emº vidíme, ºe tento popis je ekvivalentní

ẋ1 = u1
1√

1 + [ϕ′(x1)]2
, ẋ2 = ϕ′(x1)ẋ1 =

d

dt
[ϕ(x1)],

d

dt
[tanx3] =

d

dt
[ϕ′(x1)],a tedy

ẋ1 = u1
1√

1 + [ϕ′(x1)]2
, x2 = ϕ(x1), tanx3 = ϕ′(x1),
oº pln¥ odpovídá prakti
kému pojetí, kdy pouhým °ízením dop°edné ry
hlostivlaku podél te£ny ke kolejím °ídíme jediný stupe¬ volnosti x1 (ujetá vzdálenostpodél hlavního sm¥ru jízdy p°ímo na 
íl jízdy) a ostatní dva (odklon odhlavního sm¥ru a nato£ení vlaku) jsou pak jeho jednozna£nými funk
emi,danými k°ivkou, podél které se táhnou koleje. Vlak je tedy pln¥ popsán jed-ním stupn¥m volnosti, který je °iditelný a hlad
e stabilizovatelný.Není t¥ºké ukázat, ºe situa
e popsaná na jednodu
hémmodelu auta je typi
kápro kaºdý kinemati
ký neholonomní systém, tj. bez ohledu na 
elkový po£etak£ní
h £len·, je po£et nezávisle p·sobí
í
h ak£ní
h £len· vºdy men²í neºpo£et sou°adni
. Proto kaºdý takový systém vede na popis

ẋ = g1(x)u1 + . . .+ gm(x)um, x ∈ R
n, m < n,57



jehoº p°ibliºná lineariza
e nem·ºe být °iditelná, nebo´ její mati
e A = 0 apo£et vstup· je men²í neº po£et stav·. Nelineární °iditelnost je pak op¥tmoºná jen s vyuºitím dal²í
h Lieový
h závorek generovaný
h vektorovýmipoli na pravé stran¥.Také u dynami
ký
h5 model· vede neholonomní omezení na stejné problémyspojené s poru²ením Bro
kettovy podmínky. Ukáºeme si to na následují
ímpom¥rn¥ realisti
kém modelu auta.P°íklad 15 Sloºit¥j²í kinemati
ko-dynami
ký model auta má následují
í tvar
ẋ1 = x4 cosx3, ẋ2 = x4 sin x3, ẋ3 = x5, ẋ4 = u1,

ẋ5 = Kx4 sin x6, ẋ6 = x7, ẋ7 = u2.kde x1, x2 jsou kartartézské sou°adni
e polohy auta, které pro jednodu
hostpopí²eme jedním bodem v rovin¥, vzhledem k zvolenému po£átku, x3 je úhelnato£ení auta vzhledem ke kladnému sm¥ru osy x1, x4 je dop°edná ry
hlostauta, x5 je úhlová ry
hlost natá£ení auta, x6 je úhel nato£ení p°ední
h kol,
x7 je úhlová ry
hlost natá£ení p°ední
h kol. Auto pak °ídíme pomo
í u1 -p°ímo °ízená dop°edná síla na auto, a pomo
í u2 - momentu p·sobí
ího navolant natá£ejí
í p°ední kola. Dále, K > 0 je vhodná konstanta vyjad°ují
í
itlivost vozu na nato£ení p°ední
h kol.Systém je op¥t neholonomní, nebo´ z první
h dvou rovni
 stále vyplývá, ºe

ẋ2 = ẋ1 tanx3.Po£et volný
h sou°adni
 je nyní roven 4 (p°ibyla sou°adni
e - úhel nato£eníkol), ale p°itom nezávisle volitelné ry
hlosti jsou jen t°i (úhlová ry
hlostnatá£ení kol není omezena).Zkoumaný systém je op¥t °iditelný lokáln¥ v malém £ase, ale i globáln¥.Jeho p°ibliºná lineariza
e v po£átku je p°itom op¥t ne°iditelná, nebo´ mátvar ẋ1 = x4, ẋ2 = 0, ẋ3 = x5, ẋ4 = u1, ẋ5 = 0, ẋ6 = x7, ẋ7 = u2.Je moºné op¥t ov¥°it, ºe s pouºitím dal²í
h Lieový
h závorek dokáºeme ne-lineární °iditelnost. Ni
mén¥, Bro
kettova podmínka op¥t spln¥na není, nebo´uvaºujeme-li pro sebemen²í ε > 0 hodnoty pravé strany (0, ε, 0, 0, 0, 0, 0)⊤,potom v kaºdém okolí ekvilibria (0, 0, 0, 0, 0, 0, 0)⊤, kde cosx3 6= 0, platí
x4 cosx3 = 0 ⇒ x4 = 0 ⇒ x4 sin x3 = 0 6= ε > 0,
oº je spor a tedy pravá strana nem·ºe nabývat hodnot (0, ε, 0, 0, 0, 0, 0)⊤ proºádné ε > 0 a zobrazení pravé strany tedy není lokáln¥ surjektivní. Bro
ket-tova podmínka proto neplatí a systém nem·ºe být stabilizovatelný do po£átkuspojitou zp¥tnou vazbou.5�Dynami
ký� je zde mín¥no ve fyzikáln¥-me
hani
kém smyslu, tj. model nezahrnují
íjen kinematiku pohybu, ale i síly pohyb vyvolávají
í.58



5.4 Vyuºití £áste£né exaktní lineariza
e p°i °ízení 
h·zeV problemati
e roboti
ké 
h·ze [12, 8℄ rozli²ujeme stati
kou a dynami
kou
h·zi, stati
ká je vºdy pln¥ aktuovaná, dynami
ká m·ºe být jak pln¥ aktuo-vaná, tak i podaktuovaná. P°i stati
ké 
h·zi se t¥ºi²t¥ neustále na
hází vestabilní poloze, zjednodu²en¥ °e£eno, robot nem·ºe ani p°i výpadku °ízeníupadnout, na rozdíl od dynami
ké 
h·ze, která je zpravidla sloºit¥j²í verzínestabilního pohybu inverzního kyvadla. P°i pln¥ aktuované 
h·zi je nutnéneustále ov¥°ovat tzv. �zero moment point� (ZMP), aby nedo²lo ke ztrát¥plo²ného kontaktu 
hodidla s povr
hem, p°i£emº ZMP nesmí být mimo 
ho-didlo, a tedy, £ím men²í 
hodidlo, tím obtíºn¥j²í je toho dosáhnout. Podak-tuovaná 
h·ze je vlastn¥ mezním p°ípadem zanedbateln¥ malého 
hodidla, vbodovém míst¥ dotyku je pohyb neaktuovaný. Reálnou 
h·zi je pak moºnépovaºovat za kombina
i pln¥ aktuované a podaktuované fáze - 
hodidlo 
elouplo
hou na zemi se st°ídá s p°ípadn¥ 
hodidlem na ²pi£
e, £i hran¥ 
ho-didla. Podaktuovaná 
h·ze je realisti£t¥j²í a ekonomi£t¥j²í, av²ak obtíºn¥j²íz pohledu metod teorie °ízení. Teoreti
ky p°esn¥ji de�nováno, podaktuovanýme
hani
ký systém má mén¥ ak£ní
h £len·, neº stup¬· volnosti a podaktuo-vaný krá£ejí
í robot je pak spe
i�
kým druhem podaktuovaného me
hani
k-ého systému, je °et¥z
em n £lánk·, mezi nimi je vºdy pohon, jediný nepo-hán¥ný úhlel je úhel mezi zemí a op¥rnou nohou.Klí£ovým problémem krá£ejí
í robotiky je tedy vºdy kontakt s povr
hem,a´ uº je to zmín¥ný problém ZMP, £i nárazového zobrazení (impa
t map)p°i st°ídání nohou, matemati
ký popis je nutn¥ hybridní, sestává s fáze vespojitém £ase (oby£ejná diferen
iální rovni
e, fáze na jedné noze) a impulsivnífáze, skoková zm¥na ry
hlostí p°i dopadu na ob¥ nohy.Podaktuovaný me
hani
ký systémA
robot (také "Biped", £i "Compass Gait"),viz obr. 5.4 je spe
iálním a nejjednodu²²ím p°ípadem me
hani
kého °et¥z
es n £lánky a s n − 1 ak£nímí £leny, obe
n¥j²í krá£ejí
í °et¥ze
 je moºnémetodou transforma
í a dekompozi
í rozloºit na pln¥ aktuovaný systém a A
-robot. Úhlem bez pohonu je úhel v op¥rném bod¥ a jedná se o nejjednodu²²íp°íklad krá£ivého pohybu. Vyuºijeme tohoto problému k ilustra
i metodyp°esné £áste£né lineariza
e a toho, ºe u me
hani
ký
h systém· má linearizu-jí
í výstup £asto fyzikální smysl. Model získáme pomo
í Euler-Lagrangehometody, tj. sestrojíme Lagrangián L(q, q̇) = K − V = 1
2
q̇TD(q)q̇− V (q), a sjeho pomo
í pak dynami
ké rovni
e ve form¥ Euler-Lagrangeho rovni


[
d
dt
∂L
∂q̇1

− ∂L
∂q1

d
dt
∂L
∂q̇n

− ∂L
∂qn

]
= u =

[
0
τ2

]
,které jsou nutnou podmínkou minimaliza
e Lagrangiánu podél systémové59



x

y

q1

q2

τ2

m1

m2

l1 l2

Obrázek 5.4: A
robot.trajektorie (tzv. prin
ip nejmen²í ak
e). Dal²í výpo£ty vedou na standardnírovni
e me
hani
kého systému
D(q)q̈ + C(q, q̇)q̇ +G(q) = u,kde D(q) je mati
e setrva£nosti, C(q, q̇)q̇ jsou Coriolisovy a odst°edivé síly,

G(q) jsou gravita£ní síly a u jsou vn¥j²í °ídí
í momenty. Pro krá£ejí
í robotyplatí d·leºitý prin
ip kineti
ké symetrie vzhledem ke q1, tj. D(q) ≡ D(q2),jinými slovy, kineti
ká energie nezávisí na q1K °ízení modelu A
robot vyuºijeme £áste£né p°esné lineariza
e. Uvaºujmetzv. zobe
n¥lý moment
σ =

∂L
∂q̇1

= d11(q2)q̇1 + d12(q2)q̇2.Díky shod¥ neaktuované prom¥nné s prom¥nnou kineti
ké symetrie platí
σ̇ =

∂L
∂q1

= −∂V
∂q1

= G1(q).Na zobe
n¥lý moment σ má tedy p°ímý vliv pouze gravita
e, a nikoliv pohon
τ2. Proto má σ tzv. relativní stupe¬ 3 a zaru£uje existen
i p°esné transfor-ma
e na systém, který je dekomponován na 3-dimenzionální lineární podsys-tém a 1-dimenzionální nelineární reziduum.Zobe
n¥lý moment má v p°ípad¥ modelu A
robot tvar

σ =
∂L
∂q̇1

= (θ1 + θ2 + 2θ3 cos q2)q̇1 + (θ2 + θ3 cos q2)q̇2Dal²í prom¥nnou s relativním stupn¥m 3 je
p = q1 +

q2
2
+

2θ2 − θ1 − θ2√
(θ1 + θ2)2 − 4θ23

arctan

(√
θ1 + θ2 − 2θ3
θ1 + θ2 + 2θ3

tan
q2
2

)
.60



Platí ṗ = d−1
11 σ, a proto transforma
e

T : ξ1 = p, ξ2 = σ, ξ3 = σ̇, ξ4 = σ̈vede na novou reprezenta
i dynamiky pro A
robot
ξ̇1 = d−1

11 (q2) ξ2, ξ̇2 = ξ3, ξ̇3 = ξ4, ξ̇4 = α(q, q̇)τ2 + β(q, q̇) = w.Ke sledování referen£ní trajektorie vyuºijeme tuto práv¥ odvozenou dynamikupo £áste£né p°esné lineariza
i. Sledovat budeme spe
iální referen£ní trajek-torii, navrºenou také pomo
í £áste£n¥ lineární
h sou°adni

ξ̇r1 = d−1

11 (q
r
2) ξ

r
2, ξ̇r2 = ξr3, ξ̇r3 = ξr4, ξ̇r4 = wr = 0,které °íkáme pseudo-pasivní. Je to proto, ºe nepouºívá ºádný referen£ní vstup

w, v p·vodní
h sou°adni
í
h to ale znamená, ºe τ r2 = −β(q, q̇)/α(q, q̇).Pseudo-pasivní trajektorie má konstantní pohyb t¥ºi²t¥ a k jejímu návrhuje t°eba nalézt p°esné po£áte£ní podmínky, aby krok za£al a skon£il nazemi. Máme-li referen£ní trajektorii, potom jejího exponen
iáln¥ stabilníhosledování dosáhneme následovn¥. Ozna£me e := ξ − ξr, potom
ė1 = d−1

11 (φ2(ξ1, ξ3))ξ2 − d−1
11 (φ2(ξ

r
1, ξ

r
3))ξ

r
2

ė2 = e3, ė3 = e4, ė4 = w − wr.Po dal²í
h úpravá
h
ė1 = µ1(t)e1 + µ2(t)e2 + µ3(t)e3 + o(e)

ė2 = e3, ė3 = e4, ė4 = w − wrNyní zbývá navrhnout zp¥tnou vazbu w = wr+K1e1+K2e2+K3e3+K4e4,která stabilizuje tuto 
hybovou dynamiku. K tomu byla vyvinuta 
elá °adametod návrhu zesílení K1, K2, K3, K4, v£etn¥ i jeji
h £asov¥ prom¥nné verze.Detaily je moºné nalézt v [1, 2, 3℄, a dal²í
h publika
í
h tam 
itovaný
h.Zde bylo 
ílem demonstrovat metodu £áste£né exaktní lineariza
e a hledánífunk
í s vhodným relativním stupn¥m.5.5 Optimální °ízení produk
e mikro°asyNejprve zformulujeme konkrétní verzi Pontrjaginova prin
ipu maxima (PMP)pro pot°eby minimaliza
e integralního kritéria na pevn¥ daném £asovémúseku, s �xní po£áte£ní podmínkou a volnou kon
ovou podmínkou. Uvedemetaké, jak tato konkrétní verze plyne z obe
né formula
e v [10℄.Tvrzení 7 Uvaºujme následují
í systém a integrální kritérium
ẋ = f(x, u), x = [x1, . . . , xn]

⊤ ∈ R
n, u ∈ U ⊂ R

m, (5.3)61



J =

∫ tf

t0

f0(x, u)dt, x(t0) = x0, x(tf) ∈ R
n, (5.4)které má být minimalizováno volbou m¥°itelné funk
e u(t), kde x0 ∈ R

n, 0 ≤
t0 < tf a kompaktní U jsou pevn¥ dány. Ne
h´ uopt je optimální °ízení min-imalizují
í kritérium (5.3,5.4) a ne
h´ xopt(t), xopt(0) = x0, je odpovídají
ístavová trajektorie. Potom existuje netriviální °e²ení ψ(t) = [ψ1(t), . . . , ψn(t)]

⊤následují
í adjungované rovni
e
ψ̇ =

[
∂f0
∂x

(uopt, xopt)

]⊤
−
[
∂f

∂x
(uopt, xopt)

]⊤
ψ, ψ(tf) = 0,takové, ºe

max
u∈U

[
− f0(x

opt, u) + ψ⊤f(xopt, u)

]
=

[
− f0(x

opt, uopt) + ψ⊤f(xopt, uopt)

]
.D·kaz P°edev²ím si uv¥domíme, ºe uopt, které existuje podle p°edpokladu,°e²í také následují
í optimaliza£ní problém:pro dané t0, tf , x0, U , nalézt T0 < Tf ∈ R a m¥°itelné

uopt(t) ∈ U, t ∈ [T0, Tf ], které minimalizuje x0(Tf), kde:
ẋ0 = f0(x, u), ẋ = f(x, u), ẋn+1 = 1, [x0, x, xn+1](T0) = (0, x0, t0),

[x0, x, xn+1](Tf) ∈ {x̃ = [x̃0, x̃, x̃n+1, ] ∈ R
n+2 | x̃n+1 = tf}.Podle V¥ty 3 v [10℄, jestliºe uopt(t) ∈ U, t ∈ [T0, Tf ], je °e²ením p°eformulo-vaného problému, potom musí existovat netriviální °e²ení ψ(t) následují
íhosystému rovni
6

ψ̇0 = 0, ψ̇ = −
[
∂f0
∂x

]⊤
ψ0 −

[
∂f

∂x

]⊤
ψ, ψ̇n+1 = 0 (5.5)

ψ := [ψ0, ψ, ψn+1]
⊤, ψ(Tf) = 0, (5.6)takové, ºe platí

H(ψ(t), uopt(t), xopt(t)) = max
u∈U

H(ψ(t), u, xopt(t)) (5.7)
ψ0(Tf) ≤ 0, H(ψ(Tf), u

opt(Tf), x
opt(Tf)) = 0, (5.8)6Druhá rovni
e v (5.6) je obvykle nazývána podmínkou transversality, která poºaduje,aby adjugovaný vektor byl v po£áte£ním a kon
ovém £ase kolmý k hrani
i po£áte£ní akone£né mnoºiny stav·, a to ve stave
h, které jsou po£átkem a kon
em optimální stavovétrajektorie. V na²em p°ípad¥ je kon
ová mnoºina nadrovinou, tj. jedin¥ poslední kompo-nenta roz²í°eného stavu je za�xována. V²imn¥me si také, ºe v (5.5) ∂f0

∂x
(x, u) a ∂f

∂x
(x, u)jsou po£ítány podél uopt(t) a ºe p°íslu²ná trajektorie je xopt(t), xopt(0) = x0.62



kde H := ψ0f0 + ψ⊤f + ψn+1 je Hamiltonián roz²í°eného systému. Pomo
í(5.6) máme, ºe podmínky (5.8) jsou ekvivalentní
ψn+1(Tf) + ψ0(Tf)f0(Tf) = 0, ψ0(Tf) ≤ 0,a pomo
í (5.5,5.6) máme, ºe je tato vlastnost ekvivalentní
ψn+1(Tf) + ψ0(Tf)f0(Tf) = 0, ψ0(Tf) < 0, (5.9)jinak by ψ0(Tf) = 0 a tudíº by °e²ení adjugované rovni
e bylo triviální, 
oºodporuje PMP. Dále si pov²imn¥me, ºe ψ0(Tf) < 0 a první podmínka v (5.9)m·ºe být vºdy spln¥na vhodnou volbou ψn+1(Tf). Poslední hodnota naví
nikde jinde ne�guruje, takºe podmínka (5.9) je redukována na ψ0(Tf) < 0.Kone£n¥, díky homogenit¥ jak adjugované rovni
e (5.5), tak i Hamiltoniánu

H := ψ0f0 + ψ⊤f + ψn+1 vzhledem k ψ = [ψ0, ψ, ψn+1]
⊤, musí existovattaké °e²ení s ψ0(Tf) = −1. Zbylé podmínky jsou pak práv¥ ty obsaºené veformula
i dokazovaného Tvrzení. �Nyní p°ejdeme ke konkrétnímu problému optimaliza
e modelu r·stu mikr-o°asy. R·st mikro°as je modelován na základ¥ následují
í
h experimentáln¥podloºený
h p°edpoklad·: (i) ustálená kinetika je Haldanova typu ; (ii)mikro°asa má v ºivném roztoku s
hopnost integrovat sv¥telný ú£inek, tj.p°i velmi ry
hlém st°ídání sv¥tla a tmy odpovídá její r·st konstantnímupr·m¥rnému osv¥tlení. Ví
e a podrobn¥ji viz [7℄, a dal²í literatura tam uve-dená. Rovn¥º v²e
hny d·kazy tvrzení uvedený
h dále v této podkapitole viz[7℄.Uvedené vlastnosti vedly k vytvo°ení fenomenologi
kého modelu r·stu °as,zobrazeném s
hemati
ky na obr. 5.5. Kaºdá bu¬ka se m·ºe na
házet v jed-nom ze t°í stav·: aktivovaném, inhibovaném a odpo£ívají
ím, tyto stavy oz-na£ujeme po °ad¥ jako A,B,R. Dále, vlivem osv¥tlení m·ºe kaºdá bu¬kap°ejít do jiného stavu, nebo z·stat ve stávají
ím stavu, míru ry
hlosti p°e-
hodu p°edpokládáme v a�nní závislosti na mí°e osv¥tlení. Kaºdá bu¬kase tedy s ur£itou pravd¥podobností na
hází v jednom ze zmín¥ný
h stav·a tyto pravd¥podobnosti ozna£íme jako xA, xR, xB. O£ividn¥ musí platit, ºe

xR + xA + xB = 1 a proto sta£í analyzovat jen kterékoliv dv¥ z t¥
hto t°íprom¥nný
h. Obvykle jimi jsou xA and xB, nebo´ jsou na rozdíl od xR p°ímom¥°itelné. To vede na následují
í bilineární dynami
ký systém
[
ẋA
ẋB

]
=

[
−γ 0

0 −δ

] [
xA
xB

]
+

u(t)

[
−(α+ β) −α

β 0

] [
xA
xB

]
+ u(t)

[
α
0

]
,

(5.10)63
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Obrázek 5.5: S
héma modelu fotosyntézy � tzv. Eilers-Peeters·v model.kde konstanty α = 1.935× 10−3µE−1m2, γ = 1.460× 10−1s−1, β = 5.785×
10−7 µE−1m2, δ = 4.796 × 10−4s−1 po
házejí z £etné literatury v oblastibiote
hnologií a u(t) je známý po £áste
h hladký vstup, který míru osv¥tleníreprezentuje v µEm−2s−1, kde µE ozna£uje mi
ro Einstein, 
oº je 10−3 en-ergie jednoho molu foton·. Jedná se o fyzikáln¥ pon¥kud netradi£ní, ni
mén¥v problemati
e fotosyntézy nej£ast¥ji pouºívanou jednotku, a to proto, ºe fo-tosyntéza zavisí spí²e na mnoºství dopadají
í
h foton·, neº na jeji
h 
elkovéenergii. Tato energie totiº je²t¥ závisí, jak známo, na vlnové dél
e dopada-jí
ího sv¥tla.Kýºený biote
hnologi
ký produkt je dán následují
ím kritériem de�novanémna pevném £asovém úseku [t0, tf ] ⊂ R

+ ∪ {0} následovn¥:
J = κγ(tf − t0)

−1

∫ tf

t0

xA(t)dt . (5.11)Zde κ je dal²ím biologi
ky motivovaným parametrem, který v²ak nebude mítna optimaliza£ní problém ºádný vliv.Pro konstantní vstupní signál u ≥ 0 je systém rovni
 (5.10) lineární a jehomati
e má dv¥ r·zná reálná záporná vlastní £ísla. Kaºdé °e²ení proto kon-verguje ke stabilnímu ekvilibriu a to v závislosti zmín¥né konstantní hodnot¥vstupu u ≥ 0:
xAss = αδuλ−1

F λ−1
S , xBss = αβu2λ−1

F λ−1
S , (5.12)zde λF,S < 0 jsou p°íslu²ná vlastní £ísla mati
e na pravé stran¥ (5.10) skonstantním vstupem.K maximaliza
i produktu (5.11) se tedy nabízí jednodu
há strategie: vybratkonstantní vstup u, který maximalizuje ustálenou hodnotu xAss. Takovouhodnotu ozna£ujeme uoptss a je moºné pom¥rn¥ p°ímo£a°e vypo£ítat jako:

uoptss = γ1/2δ1/2α−1/2β−1/2, u∗ := u/uoptss. (5.13)64



Tuto hodnotu uoptss budeme nadále, pon¥kud nep°esn¥, nazývat jako kon-stantní optimální vstup, £i °ízení. Nep°esn¥, nebo´ nemusí být tím nej-lep²ím moºným °ízením ani ve t°íd¥ konstantní
h °ízení, protoºe maximal-izuje jen ustálený stav a nebere v potaz to, 
o se d¥je b¥hem p°e
hodnéhoustalování. Nadále bude také uºite£né pouºívat normalizovaný vstup u∗, zave-dený v (5.13), tato nová prom¥nná má o£ividn¥ optimální konstatní hodnoturovnou 1.Model (5.10) je p°ijatelný z biologi
kého hlediska také proto, ºe oblast, vekteré jeho stavy dávají biologi
ký smysl, je invariantní. Tato oblast je dánapodmínkami, ºe xA, xB jsou nezáporné a jeji
h sou£et nesmí být v¥t²í neº 1,nebo´ také hodnota xR = 1 − xA − xB je nezáporná. Proto je d·leºité, ºeplatí následují
í Tvrzení.Tvrzení 8 Ne
h´
∆1 :=

{
[x1, x2]

⊤ ∈ R
2
∣∣ x1 + x2 ≤ 1, x1 ≥ 0, x2 ≥ 0

}
. (5.14)Potom, ∆1 je invariantní v £ase sm¥rem dop°edu mnoºinou systému (5.10)pro kaºdou m¥°itelnou a kladnou funk
i u(t).Pro dal²í analýzu bude výhodné p°epsat model (5.10-5.11) zavedením vhod-n¥j²í parametriza
e, konkrétn¥, uvaºujme nové parametry qi, i = 1, .., 5,de�nované jako

q1 :=
√

γδ
αβ , q2 :=

√
αβγ
δ

1
α+β , q3 := κγ

√
αδ
βγ , q4 := αq1, q5 :=

β
α , (5.15)které spolu s jiº d°íve zavedeným bezrozm¥rným znormovaným osv¥tlením

u∗ := u/uoptss vedou na následují
í nov¥ parametrizovaný model:
1
q4

[
ẋA
ẋB

]
= −

[
q2(1 + q5) 0

0 q5
q2(1+q5)

] [
xA
xB

]

−u∗
[
(1 + q5) 1
−q5 0

] [
xA
xB

]
+

[
u∗

0

]
,

(5.16)
J = q2q3(1 + q5)(tf − t0)

−1

∫ tf

t0

xA(t)dt . (5.17)Zde q1 je vyjád°eno v jednotká
h osv¥tlení (µE m−2 s−1), zatím
o q2, q5jsou bezrozm¥rné a q3, q4 jsou v s−1. V nové parametriza
i je role kaºdého zparametr· mnohem £iteln¥j²í. Skute£n¥, parametry q1, q2, q3 popisují vlast-nosti ustáleného stavu systému, zatím
o z de�ni
e platí, ºe q1 := uoptss,tj. konstantnímu optimálnímu °ízení. Naví
, q4 má vliv na 
elkovou dy-namiku jen p°es ur£ité konstantní ²kálování £asové prom¥nné, zatím
o q565



je malým parametrem, který od sebe separuje ry
hlou a pomalou dynamiku,nebo´ q5 ≈ 10−4. P°esn¥ji, na základ¥ (5.10) a m¥°ení publikovaný
h v [13℄byly v [11℄ spe
iální identi�ka
í pro mikro°asu mi
roalga Porphyridium sp.odhadnuty následují
í hodnoty: q1 := 250.106µEm−2s−1, q2 := 0.301591,
q3 := 0.000176498s−1, q4 := 0.483955s−1, q5 := 0.000298966.Také vzor
e (5.12) pro ustálený stav nabývají v nové parametriza
i jednodu²²ítvar.

xBss = u∗2(u∗2 + u∗/q2 + 1)−1, xAss = xBss(q2(1 + q5)u
∗)−1. (5.18)Mimo jiné je vid¥t, ºe u∗ = 1 maximalizuje hodnotu xAss na mnoºin¥ v²e
hkonstantní
h °ízení u∗ ≥ 0.Cílem nyní bude s vyuºitím Pontrjaginova prin
ipu maxima (PMP) a také po-mo
í numeri
ké optimaliza
e ov¥°it hypotézu, obe
n¥ p°ijatou mezi biote
h-nologi
kými odborníky, ºe konstantní optimální °ízení je optimální i v 
elét°íd¥ po £áste
h hladký
h (£i dokon
e jen m¥°itelný
h) °ízení, shora omezený
hmaximálním osv¥tlením. Ukáºeme, ºe to není úpln¥ p°esný p°edpoklad a ºe�opravdové� optimální °ízení je £asov¥ prom¥nné, ni
mén¥, ºe £ím del²í £asovýúsek optimaliza
e, tím je prom¥nné optimální °ízení svým produktem bliº²íke konstantnímu optimálnímu °ízení.Bohuºel, pro vý
hozí dvourozm¥rný systém vede PMP na p°íli² sloºité vztahy,které se neda°í analyti
ky vy°e²it. Ni
mén¥, jak uº bylo nazna£eno, systémmá pomalou a ry
hlou dynamiku a nabízí se tedy redukovat ho jen na jed-norozm¥rnou pomalou dynamiku, kde je pak °e²ení pomo
í PMP moºné.Redukovaný model dostaneme, zjednodu²en¥ °e£eno, náhradou první °ádkydynami
ké rovni
e v (5.16) rovností její pravé strany nule, nebo´ druhá °ádka(5.16) je díky q5 ≈ 10−4 mnohem pomalej²í. Tak dostaneme následují
í re-dukovaný model, kde pouºijeme u v²e
h stav· horní index �S�, aby
hom jejodli²ili od stavu neredukovaného modelu (5.16):

xA
S =

u∗(1− xSB)

(u∗ + q2)(1 + q5)
, (5.19)

dxSB
dt

= − q4q5x
S
B

q2(1 + q5)
+
q4q5(1− xSB)u

∗2

(1 + q5)(u∗ + q2)
. (5.20)Tyto úvahy jsou podloºeny následují
ím Tvrzením, které p°esn¥ popisujemíru konvergen
e stav· neredukovaného modelu k odpovídají
ím trajek-toriím redukovaného modelu.Tvrzení 9 Ne
h´ x(t, x0), t ∈ I := [t0, t1], je °e²ením (5.16) genererovanýmpo£áte£ní podmínkou x0(t0) = (x0A, x

0
B)

⊤ ∈ ∆1, viz (5.14) a ne
h´ je dána66
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Obrázek 5.6: Saturovaný vliv vstupu na p°esnost aproxima
e. Vlevo funk
e
u(u+ q2)

−1, vpravo její deriva
e.omezená m¥°itelná funk
e u∗(t), t ∈ I. Dále, ne
h´ pro Uap ∈ [0, 1], P >
0, D > 0, ε > 0 a ∀t ∈ I platí:

∣∣∣∣
u∗(t)

u∗(t)+q2
− Uap

∣∣∣∣ ≤ D,

∣∣∣∣xA0 − Uap
1−x0B
1+q5

∣∣∣∣ ≤ P,

t1 − t0 > T (ε) = (D + 1)(q2q4)
−1 log

(
ε−1K̃(P −K)

)
,

(5.21)
K̃ =

√
2q25 + 6q5 + 5, K = max

{
D + q5, q5

(D + 1)2

4q22

}
. (5.22)P°edpokládejme, ºe q2,3,4,5 > 0, q2 < 1. Potom existuje °e²ení xS(t, x̃0),

xS := (xSA, x
S
B)

⊤ rovni
 (5.19,5.20) takové, ºe pro v²e
hna ε > 0 a P > Kplatí
‖xS(t, x̃0)− x(t, x0)‖ < K̃(K +D) + ε, ∀ t ≥ t0 + T (ε). (5.23)Naví
, pokud P ≤ K, potom platí ‖xS(t, x̃0)−x(t, x0)‖ < K̃(K+D) ∀t ≥ t0.D·sledek 1 P°edpokládejme, ºe platí v²e
hny p°edpoklady Tvrzení 9 s vý-jimkou toho, ºe Uap je nahrazeno po£áste
h spojitou funk
í Uap(t) ∈ [0, 1] ∀t ∈

I takovou, ºe její skoky v nespojitoste
h jsou v absolutní hodnot¥ men²íneº E > 0 a £asové úseky mezi jednotlivými skoky jsou del²í neº ∆T :=
(D + 1)(q2q4)

−1 log(2). Potom pro P > K platí ∀ t ≥ t0 + T (ε)

‖xS(t, x̃0)− x(t, x0)‖ < K̃(K +D + 2E) + ε. (5.24)Naví
, pokud P ≤ K, potom platí ‖xS(t, x̃0) − x(t, x0)‖ < K̃(K + D +
2E) ∀t ≥ t0.Poznámka 9 D·sledek 1 ukazuje ºe metoda singulární perturba
e aprox-imuje do
ela dob°e i systémy s nespojitými vstupy, pokud jsou hodnoty jeji
hskok· omezené a £as mezi nimi dostate£n¥ velký. Minimální povolená dobamezi skoky ∆T je pro dané hodnoty q2, q4 zhruba rovna ∆T ≈ (D + 1)4.8s,67



zatím
o K̃ ≈ 5, K ≈ max{D + 0.003, 0.0003}. D·leºité a uºite£né je, ºena aproxima
i má vliv hodnota u∗(t)/(u∗(t) + q2) a nikoliv sám vstup u∗(t).Obr. 5.6 ukazuje, ºe u∗(t)/(u∗(t) + q2) se ry
hle p°ibliºuje jedné pro u∗ ≈ 1,a dále uº se tém¥° nem¥ní, takºe aproxima£ní podmínka v D·sledku 1 m·ºebýt snadn¥ji spln¥na, zejména proto, ºe u∗ ≡ 1 je konstantním optimálním°ízením a p°ípadné £asov¥ prom¥nné optimální °ízení má být dle experi-ment· ≥ 1. Kone£n¥, v²imn¥me si, ºe minimální p°ípustná doba mezi skokyje skute£n¥ malá, nebo´ typi
ké optimaliza£ní produk£ní b¥hy jsou kolem 105s(tj., n¥kolik dní). Shrnuto, jedná se o rozumnou míru aproxima
e, i kdyº z£ist¥ teoreti
kého hlediska to neumoºní optimalitu dokázat, nebo´ nelze vy-lou£it, ºe optimální °ízení se m¥ní je²t¥ mnohem ry
hleji, neº je p°ípustámez platnosti aproxima
e reduk
í.Nyní tedy budeme °e²it analyti
ky optimaliza
i pro redukovaný systém (5.20)s kritériem, které vy
hází po dosazení xSA z (5.19) do xA v (5.17). P°ipome¬mesi, ºe po£áte£ní stav je pevn¥ dán, kone£ný stav je volný a £asový úsek jetaké pevn¥ dán. Nadále uvaºujme pro p°ehlednost a standardnost, ºe t0 =
0, t1 = T , ºe minimalizujeme integrál v (5.17) s opa£ným znaménkem aºe x1 := xB, u := u∗. Shrnuto, pro pevn¥ daná T > 0, U > 0, x0 ∈ R

2,je t°eba °e²it následují
í optimaliza£ní problém: najít me°itelnou na [0, T ]funk
i u(t)takovou, ºe:
J =

∫ T

0

(x1 − 1)
u(t)

u(t) + L
dt 7→ min, u(t) ∈ [0, U ], (5.25)

ẋ1 = −K
L
x1 +

(1−x1)u2
u+L

K, x1(0) = x01 ∈ [0, 1],

K := q4q5(1 + q5)
−1, L := q2.

(5.26)Nejprve si uv¥domíme, ºe v (5.25,5.26) vºdy platí x1(t) ∈ [0, 1], ∀t ≥ 0.K °e²ení tohoto problému pouºijeme PMP ve formula
i dané v úvodu tétopodkapitoly. Hamiltonián H a adjugovaný systém jsou pro (5.25,5.26):
H = −u(x1 − 1)

u+ L
+ ψ1K

(
(1− x1)u

2

u+ L
− 1

L
x1

)
, (5.27)

ψ̇1 =
u

u+ L
+ ψ1

(
K

L
+ u

u

u+ L
K

)
, ψ1(T ) = 0. (5.28)P°edpokládejme, ºe uo(t), t ∈ [0, T ], °e²í problém optimálního °ízení (5.25),(5.26), potom díky PMP platí pro v²e
hna t ∈ [0, T ], ºeH(ψ1(t), u

o(t), x(t)) =

maxu∈[0,U ]H(ψ1(t), u, x(t)) ≡ 0, pro n¥který adjugovaný stav (5.28) ψ1(t) 6≡
0, tj. φ(u0) = maxu∈[0,U ] φ(u), φ(u) := u(1−x1)(1+ψ1Ku)

u+L , kde ψ1(t) je práv¥68



jedno existují
í °e²ení (5.28). K ur£ení u0, vypo£teme φ′(u) a dostaneme
∂φ(u)

∂u
=

1− x1
(u+ L)2

(
Kψ1u

2 + 2KLψ1u + L

)
. (5.29)Za prvé je z°ejmé z (5.25,5.26), ºe x1(t) < 1 ∀t > 0. Protoºe je adjugovanýstav ψ1 dán rovni
emi (5.28), není teºké ukázat, ºe ψ1(t) ≤ 0 ∀t < T.Skute£n¥, pokud by ψ1(t

′) > 0 pro n¥které t′ < T , potom díky (p°ipome¬mesi, ºe K,L > 0) vztahu u
u+L ≥ 0, K

L + u u
u+LK > 0, ∀u ∈ [0, U ], platí,ºe ψ̇1(t) > 0, ∀t ≥ t′, i.e. ψ1(t) > 0, ∀t ≥ t′, 
oº odporuje podmín
e

ψ1(T ) = 0. Z téºe rovni
e je moºné, ºe odvodit ψ1 ≡ 0 na n¥kterém intervalu
[t′, T ] tehdy a jen tehdy, pokud u(t) ≡ 0, ∀t ∈ [t′, T ]. Ni
mén¥, na takovémintervalu by deriva
e v (5.29) byla rovna L > 0, tj. maximum φ nem·ºebýt dosaºeno pro u = 0. Proto je moºný jedin¥ p°ípad ψ1(t) < 0 ∀t < T .Nyní, pouºijeme-li (5.29) pro ψ1 < 0 a x1 ∈ [0, 1] (viz poznámku hned za(5.26)), vidíme, ºe φ′(u) > 0, u ∈ [0, ũ], φ′(ũ) = 0, φ′(u) < 0, u ∈ [ũ,∞],kde ũ(ψ1) = −L+

√
L2 − (Kψ1)−1.Shrnuto, jediné optimální °ízení je dáno vzor
em uo(t)

uo(t) = α(ψ1(t)), α(ψ1) = min
{
− L+

√
L2 − L

Kψ1
, U
}
, (5.30)kde ψ1(t) je °e²ení (5.28) s u = α(ψ1). Aby
hom na²li optimální °ízení (5.30),
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Obrázek 5.7: Optimální °ízení pro redukovaný systém v µE m−2s−1; £as v s.musíme ve skute£nosti nejprve vy°e²it nelineární diferen
iální rovni
i (5.28)69



s u = α(ψ1) a pak toto °e²ení dosadit do α(·). Tato nelineární diferen
iálnírovni
e nemá analyti
ky vyjád°ené °e²ení, ale je moºné ji °e²it numeri
ky.Ni
mén¥, v²e
hny zásadní vlastnosti optimálního °ízení m·ºeme odvodit rig-orózní kvalitativní analýzou nelineární rovni
e (5.28) s u = α(ψ1). Kvalita-tivní popis optimálního °ízení je dán následovn¥.Tvrzení 10 Optimální °ízení (5.30) roste na intervalu [0, T −T sat], zatím
ona intervalu [T − T sat, T ] platí u(t) ≡ U . Naví
, délka saturované £ásti T satnezávisí na T , a dokon
e platí
T sat =

L(U + L)

K(U + L+ LU 2)
log

(
U 2(U + 2L)

(U 2 − 1)(U + L)

)
.D·sledek 2 Optimální °ízení nezávisí na po£áte£ním stavu.D·kaz Je z°ejmý, na základ¥ uvedeného vzor
e pro optimální °ízení. V²im-n¥me si, ºe optimální hodnota kritéria závisí na po£áte£ní podmín
e, ale jedosaºena stejným optimálním vstupem nezávisle na po£áte£ní podmín
e. �Zjednodu²en¥ °e£eno, optimální °ízení závisí jen na dél
e £asového úseku a nasatura
i vstupu. Naví
, pro stejnou satura
i a r·zn¥ dlouhé £asové úseky se°ízení na pravém kon
i shoduje po posunutí o rozdíl v dél
e £asový
h úsek·.Sm¥rem doleva se p°i vzr·stají
í dél
e £asového úseku blíºí konstant¥ - jak,jinak, neº konstantnímu optimálnímu °ízení. P°esn¥ji to dokládá následují
íTvrzení.Tvrzení 11 Ne
h´ uoT (t) je optimální °ízení (5.30) na pevném £asovém úseku

[0, T ] a p°edpokládejme, ºe U ≥ 1. Potom platí:
∀ ǫ, T̃ > 0, ∃T (ǫ, T̃ ) > 0 : |uo

T (ǫ,T̃ )
(t)− 1| ≤ ǫ, ∀ t ∈ [0, T̃ ].

T in s u ≡ 250µE Obr. 5.7 Obr. 5.8
103 0.442 0.479 0.4796
104 0.5830 0.5893 0.58927
105 0.61951 0.62020 0.62013Tabulka 1. Hodnoty 1

T

∫ T

0
xA(t)dt pro (5.10) s r·znými vstupy.Tvrzení 11 matemati
ky exaktn¥ formuluje experimentáln¥ známou skute£-nost, ºe na dlouhém £asovém úseku je optimální °ízení tém¥° konstantní ablíºí se konstantnímu optimálnímu °ízení. Ni
mén¥, na kon
i £asového úsekuse vºdy stejn¥ zvedne a saturuje se na maximální moºné hodnot¥, takºe kon-vergen
i je nutné formulovat pre
izn¥ práv¥ tak, jak je tomu v Tvrzení 11.Obrázky 5.7, 5.8 a Tabulka 1 to p¥kn¥ dokládají. V prvním sloup
i tab-ulky jsou hodnoty produktu pro konstantní optimální °ízení, v druhém pro70



optimální °ízení redukovaného systému aplikovaného do neredukovaného sys-tému a ve t°etím výsledky numeri
ké optimaliza
e v neredukovaném systému.Aby
hom to podpo°ili, spo£etli jsme také optimální °ízení pro neredukovanýsystém numeri
ky. V²imn¥me si, ºe na dlouhý
h £asový
h úse
í
h je opti-mální °ízení pro redukovaný systém nejlep²í ze v²e
h! Toto optimální °ízeníp°itom aplikujeme také do neredukovaného systému, a v n¥m po£ítáme pro-dukt. Vysv¥tlení je v pomalé konvergen
i numeri
kého gradientního algo-ritmu, takºe jeho nep°esnost je v¥t²í, neº nep°esnost kv·li reduk
i. To je takévid¥t na obráz
í
h 5.7 a 5.8, které se li²í práv¥ okolo satura£ní
h bod·.
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ky pro neredukovaný systémv µE m−2s−1; £as v s.
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