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Kapitola 1

Matematické zaklady

V této kapitole shrneme nékteré dale pouzivané matematické nastroje z oblasti
matematické analyzy, algebry a diferencialni geometrie, podrobnéji rozvedeme
1 nékteré pojmy z predchoziho seminéare “Matematické zdklady teorie a ap-
likaci nelinedrnich dynamickych systémai”, 30.4. 2010.

1.1 Inverzni funkce, vektorova pole, Lieova derivace

Nejprve shrneme nékteré skutecnosti z pokrocilé matematické analyzy, tyka-
jici se invertovatelnosti vicerozmérnych hladkych zobrazeni. Plné dikazy neb-
udeme vzdy uvadét, nebot na toto téma existuje bohaté literatura. Budeme
pouzivat standardni oznaceni, nafiklad C*°(2) a V°°(€2) budou, po fadé,
oznaceni pro hladké funkce a hladka vektorova pole na oblasti €2, pricem?z
oblasti nazveme kazdou otevienou a souvislou podmnozinu R".

Véta 1 - Existence itnverzntho zobrazeni. BudiZ ddano hladké zobrazeni

1) ]

£ =T(x) = TQ@ . T:R"—R", T(xy) = &,

Tn(x)

a necht je jeho Jakobidn v bodé xy reguldrni ctvercovou matici, tj.

81‘1 axn
rank | @ . 1 | (%) =n.
o0xy oxy,

Potom je zobrazeni T'(z) lokdlné hladce invertovatelné, tj. existuje okoli Uy,
bodu g a jednoznacné hladké zobrazeni T-1(€), T1: T(Uy,) v Uy, takové,
ze

T Y T(z)) =2 Yz €Uy, T(T () =EVE €T (Uy),

kde T'(U,,) oznacuje tzv. obraz mnoziny Uy, tj.

T(Us) ={§ €R" | £ =T(x), x € Uy}



Navic, Jakobidn inverze lze vypocist ndsledovné
oT-'(¢) [(9T]_1
3 ox
Poznamka 1 Pokud je 71z dokdzdno, Ze hladkd inverze existuje, posledni
vzorec odvodime snadno pomoci poucky o derivaci sloZené funkce, nebot pro

VE € T(Uy,).

#=T-1(¢)

jednotkovou n X n matici I, plati, Ze
;_0x O[T {(T()] 0T '(§)aT _ T laT(l‘)]
' 0 Jaerg

_ — 7,

Ox Ox 0 Ox o€ ’
z cehoZ vyndsobenim maticovou inverzi plyne prislusny vzorec. Véta 1 je
wpravidla nazjvina Vetou o inverznd funkei.t Tato Véta md zajimavou in-
terpretaci, predpoklidejme, Ze pro nékteré zadané & € T'(U,,) chceme vyresit
nelinedrni rovnict

{=T(v),
kde & = T'(xg), potom Tayloroviym rozvojem plati, Ze
£ =T(w) = T(a) + 2oz — o) + ol — ml) =
0T 17!
0= 0= | T kaw)| (€= ollle = aol)
0T 17!
v=zot [0 @) (6~ g0 +ollle ~ &),

kde o(||z — xo||), o(||€ — &ol|) jsou ryze nelinedrni cleny vyssiho Tadu. Véta
o inverzni funkci tedy Tikd, Ze pribliznou linearizaci inverzniho zobrazeni
ziskdame tak, Ze budeme invertovat pribliznou linearizaci pivodniho zobrazend.
Navic, pokud to jde takto priblizne linedrné invertovat, lokdlné existuje 1
presnd nelinedrni inverze.

Piiklad 1 Uvazujme jednoduchou skaldarni funkci a jeji lokdlni inverzi, kterou
snadno ziskdme Tesenim kvadratické rovnice

) 1+ IF+4
2

E=x+2" = =

1 1
VE>S —— & x> ——.
§ 4 2
v, . . “ e 4. o . . . . 1
Primym vypoctem zjistime, Ze derivace inverzni funkce je 7T @ ke ste-

gnému vysledku dojdeme i pouzitim Veéty o inverzni funkci

Oz + x?) o - o= 1 1 1
_ — X — = — .
Ox o0& 1+2x 14 ozlividtd \él“ﬂf V144

LA to pfesto, Ze pojednava o invertovatelnosti zobrazeni mezi dvéma mnoharozmérnymi
prostory. Pripomenme si, ze funkci zpravidla chapeme zobrazeni se skalarnim oborem
hodnot.



V nasledujicim piikladé ukazeme dilezitou motivaci pro Vétu o inverzni
funkci, ktera slouzi hlavné k ovéreni, Ze ur¢ité zobrazeni ma hladkou inverzi,
bez toho, Ze by bylo tfeba tuto inverzi explicitné vypocitat.

Priklad 2 Uvazuyme jednoduchy dynamicky systém se vstupem u € R, vys-
tupem y € R a dvourozmérnym stavem x € R?

. 5 .
Ty =21+ T2+ T5+ X1T2, T2 =1U, Yy = 7.

Pripomenme si, Ze tzv. exaktni linearizace spocivda v pouziti noviyjch stavovijch
souradnic & a nového vstupu v nasledovné

€1 = 11,6 = m1+rotastamy, v = (14as) (21 +Tot-2i4-2120) + (14525 +21 )u.
Skutecné, primy vipocet (ovérte si sami) ukazuje, Ze

51252, 52207 y = &1,

cozZ je linedrni systém. Abychom vsak mohli opravdu hovorit o exaktni lin-
earizact, potrebujeme jeste zpistit, zda je linearizujici zobrazent opravdu hladce
invertovatelné. Pritom je ale zieymé, Ze nedokdzZeme prislusnou inverzi an-
alyticky vyjadrit. Diky Véteé o inverzni funkci to ani nepotiebujeme, nebot
staci overit Jakobidn zobrazeni v pocdtku:

o€ 1 0 4
rank[%]—rarlkll_'_%2 | + 528+ ) =2 & 14bdxy;+x #0,

coZ je splnéno v pomernée velkém okoli pocatku.

Exaktni linearizaci miZeme napt. vyuZit ke stabilizaci puivodniho nelinedrniho
systému. Nejprve stabilizuyme linearizovany systém pomoci linedrni zpétné
vazby v = —& — &, snadno totiZ ovérime, Ze systém v uzaviené smycce
fl = &9, fg = =& — &, je exponencidlné stabilni. Nyni vSe prepocteme po-
moci linearizujicich transformaci do pivodnich nelinedrnich souradnic. Plati

(1 + m9) (21 + 29 + 25 + 2129) + (1 + 525 + 71)u =
v=—& — &= —w1 — (11 + T2 +$g + 2122),
odkud vyjadrime piuvodni vstup u a dostaneme tak zpétnou vazbu

—x— (24 m) (21 + @ + 25+ 3120)
B 1+ 525+ a1

Puvodni nelinedarni systém uzavieme touto zpétnou vazbou do ndsledujiciho

systému

—x1 — (24 x9) (21 + T3 + 25 + 2129)
1+ 523 + a1

. 5 .
T1 =21+ T2+ 25+ 2122, To =

Y



ktery je lokdlne exponencidlné stabilni na néekteré invariantni oblasti, kterd je
podmmnoZinou mnoziny, kde plati 1+5z5+x, # 0. K dikazu tohoto turzent si
staci uvédomit, Ze trajektorie naseho nelinedrniho systému v uzaviené smycce
jsou na zmineéné oblasti presnym obrazem trajektorii exponencidlné stabilniho
linedarniho systému. V dané chvili to vsak ani nebylo hlavnim smyslem naseho
prikladu, mnohem dilezitejsi je uwvedomat si, Ze celd vypocetni procedura se
naprosto obesla bez explicitniho invertovdni nelinedrnich zobrazent, a
pritom jejim vysledkem je explicitnd vzorec pro stabilizujici zpétnou vazbu na
pomerné velké oblasti! Podminku, kterd urcuje tuto oblast, jsme pak ziskali
pouzitim Veéty o inverzni funkci. Skutecné tedy vidime, Ze se jednd o velm:
uZitecny ndstroy.

V predchézejicim prikladé se ndm podarilo tiplné linearizovat celou dynamiku
i vystupni vztah. Casto to viak nenf mo’né a podaii se linearizovat jen Cést
dynamiky a také ziskat jen ¢ast vztahti pro urceni zmény soutadnic. V téchto
situacich je velmi uzitecné néasledujici zobecnéni Véty o inverzni funkei.

Véta 2 - Existence rozsireni na tnvertovatelné zobrazeni. Budiz ddano
hladké zobrazeni

| (o) |
E=T(z)= : , T:R"—R", r<n, T(xg) =&,
T, (x)
a necht je jeho Jakobidn v bodé xo r X n matici o plné hodnosti, tj.
on ., 9
o0x1 oxy
rank | ¢ . 1| (mg) =T (1.1)
oT, T,
81‘1 T aCL'n

Potom existuje n — r hladkijch funkci T, (x), Tryo(x), . .., Tu(x), takovijch,
ze hladké zobrazeni

T
Ty(x)

E=T(x)=| : |, T:R"—R", T(x))=¢& = TT“:(Q“”O) ,
T, (x) T (x0)

je lokdlne hladce invertovatelné, tj. existuje okoli Uy, bodu xy a jednoznacné

hladké zobrazeni T=1(&), T : T(Uy,,) v U,, takové, e
T H(T(z)) =z Vo € Uy, T(T (€)= ¢ VE € T(Uy,).

Navic, Jakobidn inverze lze, stegné jako ve Veété 1, vypocist nasledovné 8T(;;(§)

16| ve € 7).




Poznamka 2 Je zrejmé, Ze pii r = n Véta 2 prechdzi ve Véetu 1 a je tedy
jegim zobecnénim. Navic, Véta 2 je také zobecnénim zndmého poznatku z
linedrni algebry, ktery tikda, Ze kaZdy soubor linedrné nezdvislijch vektori je
mozné doplnit do uplné baze celého vektorového prostoru. Dikaz Véty 2 je
pomerné konstruktivni a zminime zde jeho hlavni myslenku, abychom ukdzali,
jak doplnovat chybéjici funkce. Necht dle predpokladu Vety 2 plati, Ze

81‘1 aCL'n

rank | . | (%) =71
or, 0T,
o0x1 oxy,

Bez ztrdty obecnosti (v pripadé potieby staci piecislovat proménné a tim i
vhodné poprehazovat sloupce) predpoklidejme, Ze v X r matice sestdvajici z
pronich v sloupci je reqularni. Potom lze doplnujici funkce vybrat jako

Tr+1(37) = Tyq1y - - >Tn(37) = Tn,

nebot si lze snadno ovéfit, Ze celkovy (n X n) jakobidn bude requldrni a ke
konecnému dikazu Véty 2 je mozné pouZit Vétu 1.

Je prirozené zavést pojem nezavislosti nelinearnich funkei nasledovné.

Definice 1 Soubor funkci, které vyhovugi podmince plné hodnosti ve Véte 2
a tudiZ je mozné doplnit ho do hladce invertovatelného zobrazent, nazijvdime
lokdlné nezdvislym souborem funkci v okoli prislusného bodu. Obdobneé,
globdlné nezdvislym souborem funkci (resp. na uréité oblasti) nazveme
soubor, ktery lze doplnit do globdlné (resp. na urcité oblasti) hladce inverto-
vatelného zobrazend.

Vsimnéme si, Ze jednotlivé fadky matice (1.1) jsou vlastné diferencidly piis-
lusnych funkei, tj. fadkové vektory slozené z jejich parcidlnich derivaci. Véta
2 tak umoziuje interpretovat nezévislost souboru funkeci jakozto linearni
nezavislost jejich diferenciala.

Prejdéme nyni k pojmu vektorového pole a Lieovy derivace hladké realné
funkce podle vektorového pole, ktery zjednodusuje a zkracuje nékteré vyrazy
a jejich vypocty. Lieovu derivaci budeme pouzivat predevsim k opakovanému
derivovani vystupnich trajektorif podle ¢asu, proto budeme oznacovat realnou
funkei jako

y=h(z), h: R"— R
Definice 2 Uvazujme ndsledugici sloupcovyj vektor, sestdivagici z hladkijch (tj.

7



dostatecné krdt spojité diferencovatelngch) funkci stavu

I fl(xl,...,xn)
f(x) _ fg(ﬂfl,.s..,ﬂfn) ’
] fou(T1, .. zp) |

kterému budeme naddle rikat vektorové pole, nebot v kazZdém bode stavu
zaddvd urcity vektor. Ddle uvazujme libovolnou hladkou funkci stavu h(x),
potom Lieovou derivact této funkce podle vektorového pole f(z) nazveme
novou funkci, znacenou Lih(x), a definovanou ndsledujicim vypoctem

L) = 3 20 g

x.
i=1 ;i

neboli, v kompaktnim vektorovém znaceni

_ Oh(x) oh(xz) lﬁh(x) Oh(x)

Lih(z) = 5 f(x), ar = w7 o |

Pro opakované (iterované) Lieovy derivace budeme pouZivat ndasledujici znacent
: R O N J—1 07 .__
Vji=>1: Lih:= Lf[Lf h}, Lih :=h.

Poznamka 3 Pojmu vektorového pole, a tim i dynamickému systému, je
mozné dat geometrickou interpretaci. Jingmi slovy, je mozné jej chapat jako
urcity abstraktni objekt, nezdvisly na konkrétni volbé soutadnic. Pokud jsou
souradnice urceny, vektorové pole je v nich dano konkrétnim wvektorovym
sloupcem funkci stavu, kterému budeme nékdy tikat reprezentace vekto-
rového pole vzhledem k prislusné soustavé souradnic. Pokud zménime
souradnice, zmeni se i reprezentace. K viypoctu této zmeny uvaZuyme dynam-
icky systém
&= f(z), f:R"—R"
a definugme pro néj tzv. ekvivalentni systém pomoci zmény souradnic
E=T(x), 2=T"%¢), T:R"—R"

o které predpokladdame, Ze je vzdjemné jednoznacnd a hladkd véetné své in-
verze. Ekvivalentni systém v £-soutadnicich je systém, jehoZ trajektorie jsou
obrazem vijchoziho systému v x-souradnicich, a naopak. Rovnice tohoto ek-
vivalentniho systému je mozné odvodit nasledovné

. dAT(x(t))  OT(x). 0T(z), . [0T(x)

8




a tedy

E=1), f(&:= [agf)f (x)] _r1e)

Vsechny relevantni dynamické vlastnosti obou systémi jsou kvalitativné ste-
Jné, a kvantitativné si je lze snadno navzdjem piepocitat pomoci prislusné
zmeny souradnic. Geometricky pak mizZeme proto mluvit o tom, Ze se jednd
o jeden a tentyZ systém v rizngch souradnicich (obdobné, jako pevny bod v
prostoru je redlné stdle tyz, i kdyZ je v riznyjch soutadnicich popsdn riznymi
cisly). Jingmi slovy, vektory sloupce hladkijch funkci f(a:),f(ﬁ) jsou dvé
reprezentace téhoz vektorového pole v riznich souradnicich. Pro iplnost, dvé
funkce

h(z), h(E), hE):=h(T(E)),
povazujme za dveé konzistentni reprezentace téze funkce v rizniyjch souradni-

covyjch soustavdch.

Také Lieovu derivaci je mozné chapat geometricky, tj. nezavisle na konkrétni
volbé soutadnic. Je tomu tak diky nasledujicimu tvrzeni, které zarucuje, ze
pii prechodu k novym soufadnicim nedochézi k rozportm.

Tvrzeni 1 Uvazujme vektorové pole f(x) a funkci h(z) a zménu souradnic:
(=T(z), v=T"¢), T:R"—=R"

Fo= || e = )

Potom plati, Ze N
(Lph(@)] ey = Lh(8)-

Toto tvrzeni je opravdu klicové, nebot, mame-li funkci h, vektorové pole f a
Lieovu derivaci L rh, nabizeji se dva rovnocené postupy, jak prejit v k novym
soufadnicim pro Lyh. Prvni postup nejprve prevede do novych soufadnic
f a h a potom vypocte Lh v novych souradnicich. Druhy postup nejprve
vypocte Lrh v ptivodnich souradnicich a potom vysledek pievede do novych
soufadnic. Praveé zformulované tvrzeni pak zarucuje, zZe oba postupy vedou
ke stejnému vysledku. Jinymi slovy, diky Tvrzeni 1 je Lieova derivace operaci
s vektorovymi poli a funkcemi, jakozto objekty na souradnicich nezéavislymi.
Jeho diikaz nazorné doklada, Ze se jedné o jednoduse algebraicky odvozenou
identitu, ktera je ale pritom jadrem geometrické povahy Lieovy derivace.
Dikaz Tvrzeni 1. Diky Definici 2 a znaceni dokazovaného Tvrzeni 1 plati

= OhE) & OWTN(E)) [T (x) _
Lo = 75070 = M | 0| =

9



Oh(x) [0T(x)] 0T (2)
[ 0x [ Ox ] Ox f(z)LTl(x)

Upresnéme, ze predposledni rovnost plati diky zavedenému znaceni §& =
T(z), x=T71¢), T:R"— R" a dile diky poudce o derivaci slozené

x=T"1(x)

funkce ah(Taz(g)) = 82;‘@) aTé;(f) a poucce o derivaci inverzni funkce (Véta 1)
or—Y(&) _ roTr(x)1-1
5w = "o ]x:T—l(f)' -

Priklad 3 Uvazuyme ndsledugici hladkou funkci a vektorové pole

fi(z) vl T
h(z)=a +ao+a3, fla)=| fola) | = | 23 |, 2= | 22 | €R,
fg(LU) 1 T3

potom pruni ti iterované Lieovy derivace maji tvar

Ohy Ohs Ohs
L = — R — R — =
Lih = 8x1f1 + 8x2f2 + (9ng3

(a2 + 29 + x3)$ N (a2 + a9 + $3)x2 N (22 + x9 + 13)

1 =222+ 2241
o, 1 Oz 2 02 ri+xy+1,
O(LLh)  O(LIh)  O(LLh)
f 8$1 fl + 8$2 f2 + 81.3 f3
81‘1 a$2 (99:3
O(da? +203) | O(4ad+223) ,  O(dad + 203
pp = U 2m) Ol F2) | OUT T 20) e g
Ot Oz 0xs

Vsimnéme si nasledujici interpretace téchto, © yingjch, Lieovijch derivaci. Uvazu-
gme dynamicky systém bez vstupt a s jednim s vijstupem

fi(x) 1
g=| folx) | = | 23 |, y=nh(z) =22+ 25 + 23,
fg(ZC) 1

potom, jak zndmo, uplné casové derivace jeho vistupnich trajektorii spocitame
jako derivace sloZené funkce cas-stav-vystup y(t) = h(x(t)), pricemz za casové
derwace stavovijch trajektorii dosazujeme z dynamickijch rovnic stav:

§ = 2aydy+dgt+iy = 201 +as+1 = Lyh, §j = dxyd +2x0@y = 4x]+235 = Lih,
y®) = 8wy + 6xady = 8z + 623 = L}h.

Vidime, Ze se tyto casové derivace vystupu shoduji s prislusnyms iterovanymi
Lieovymi derivacemi, a tedy, Ze vypocetné nejjednodussi zpisob, jak vypocitat

10



Lieovy derivace L‘;h hladké funkce h podél vektorového pole f je ndasledujici:
sestavit si dynamicky systém & = f(x) a poté pocitat iplné casové derivace
trajektorie vystupu y = h(x) tohoto dynamického systému. Ve skutecnosti je
opacny postup tim hlavnim cilem, pro¢ Lieovu derivaci zavddime: pro obecné,
nespecifikované dynamické systémy chceme analyticky a strucné vyjadrovat
casové deriwace jeho vystupu. Lieova deriwace tedy mizZe byt chdpdina jako
urcitd “zkratka”, napriklad, jiz § pro & = f(x), y = h(x) vypadd ponékud
neprehledné:

o_dg_dLsh  d [ h . OhOfi
YT T T _dt[i ] ZZ[@ 0 oo, |17

a lze si jisté predstavit, Ze iplné vyrazy pro vyssi uplné casové derivace vis-

tupu by byly neunosné dlouhé a neprehledné.

Postieh z predchoziho piikladu pro tuplnost zformulujeme jako nasledujici
tvrzeni.

Tvrzeni 2 Uvazujme dynamicky systém & = f(x) s vistupem h(x), kde jeho
pravou stranu chapeme jako vektorové pole. Necht x(t) je jeho libovolnd tra-
jektorie, potom pro jeho vystup h(x) plati

W = Lih(x(t)).

Dikaz Postupné pouzijeme poucku o derivaci slozené funkce, dale stavovou
rovnici dynamického systému & = f(x) a definici Lieovy derivace hladké
funkce h podle vektorového pole f (viz Definice 2)

dh(z(t))  Oh(x)dx(t) Oh(z)
T o 4t~ or W@ = Lihla®),

¢imz je dikaz zavrsen. u

Cvicéeni 1 Vsimneéte si, Ze sloZend funkce

h(z(t)) : R+— R, kde z(t): R— R" h(z):R"— R,
viihec nezdvisi na volbé stavovych souradnic, protoZe na zdkladé znaceni ze
zdveru Pozndmky 3 h(E(t)) = h(THE(t))) = h(x(t)). Intuitivné vzato, stav

je zde jen mezistupném, a tak by tedy nemélo na jeho konkrétni reprezentaci
zdlezet. Mélo by proto také platit, Ze

dh(a(t)) _ dh(()
dt dt
11




nebot na obou strandch stoji casovd derivace téze funkce z R do R. Ouérte
tuto rovnost také pomoci Tvrzeni 1 a Tvrzeni 2. Ndpovéda: Nejprve kaZdou
z obou stran posledné uvedené rovnosti vyjadrete pomoci Tvrzeni 2 a vysledky
poté porovnejte pomoci Tvrzeni 1. u

Nasledujici lemma stanovi nékteré uzitecné vlastnosti Lieovské derivace.

Lemma 1 Predpoklddejme, Ze vektorové pole f a funkce h jsou hladké v okoli
bodu x. Potom plati
1. f(z) =0 = Lsh(z) =0, a to pro kaZdou hladkou funkci h;
2. %( )=0 = L;h(T) =0, ato pro kaZdé hladké pole f;
3. Pro kazZdé hladké pole f a funkci h plati:
f@) =0A%@) =0 = %) =0.

Dikaz Pripomenme si definici Lieovské derivace

Lsh(z Z fiz (%Z

a vidime hned, Ze prvni dvé dokazované vlastnosti zfejmé plati, nebot v

kazdy sc¢itanec na pravé strané definice je souc¢inem dvou cinitelti z nichz
nejméné jeden je v bodé T roven nule. Také treti vlastnost vyplyva z podobné
uvahy: pii derivovani v kazdém scéitanci postupujeme podle pravidla o derivaci
soucinu a ve vysledku dostaneme soucet, kde opét v kazdém sé¢itanci bude v
bodé T pritomen nulovy ¢initel. Provedte pfesné vypocty jako cviceni. u

Poznamka 4 Pripomenme si zde nekterd dalsi mozZnd oznaceni a rovnosti
souvisejici s parcidlnimi derivacemi a Lieovskymi derivacemi. Casto je pouZivdn
tzv. diferencidl hladké funkce h, znaceny jako

oh Oh Oh oh

oxr  |0x; Oxy  Ox,

Diferencidly jsou radkové vektory, zatimco vektorovd pole jsou sloupcové vek-
tory. To umoznuje zkracovat nékteré vyrazy pomoci maticovijch soucini, napr.

dh :=

Lieovskou derivaci proto casto znacime také jako
Lih =dhf, Lih =<dh, f > .

2V matematické analyze se spiSe pouziva termin gradient zatimco diferencial oz-
na¢uje infinitezimalni pfirastek dané funkcee, tj. dh = > | ax )dxz, tj. presnéji, linearni
funkcionél nad vektory infinitesimalnich prlrustku argumentu. V diferencidlni geometrii
je pak diferencial chapéan jako linearni funkcional nad teénym prostorem v daném bodég,
a tedy také jako line4rni operator nad vektorovymi poli. V tomto textu proto nebudeme

pro jednoduchost mezi terminy gradient a diferencial rozlisovat.
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V' prunim pripadé tedy jako soucin Tdadkového a sloupcového wvektoru, je-
hoz vysledkem je skalar. V druhém pripadé ji vnimdme jako skalarni soucin
dvou wvektori, toto znaceni obvykle pouZivame, pokud chceme zdiraznit f
jako ménici se argument linedrniho funkciondlu dh. Obecné se dd Tici, Ze v
ruznich situacich byvd vijhodné urcité specifické znacent, coz do urcité miry
vysvetluje jejich mnoZstur.

1.2 Lieova zavorka vektorovych poli

V predchozim oddile jsme zavedli pojem hladkého vektorového pole a Lieovy
derivace hladké funkce podél vektorového pole. Budeme nadale oznacovat
jako C*°(§2) mnozinu vsech hladkych funkei a V°°(€2) mnozinu v8ech hlad-
kych vektorovych poli definovanych na nékteré oblasti 2 C R™. Oblasti
chapeme, jak je obvyklé, otevienou a souvislou mnozinu. Hladké vektorové
pole je pak sloupcovym vektorem hladkych funkci, ktery se méni pii zméné
soufadnic urc¢itym specifickym zpusobem, viz predchozi a dalsi vyklad.
Lieova derivace byla operaci mezi vektorovym polem a hladkou funkei. Nésle-
dujici operace, tzv. Lieova zavorka, je operaci jen mezi vektorovymi poli.

Definice 3 Licovou zdvorkou dvou wvektorovijch poli f(x),g(x) na oblasti
Q C R, tj. f,g € V°(Q), nazveme nové vektorové pole [f, g](x) defino-
vané tamtéz, které vypocteme jako

0 0
5.0 = 2 iy - P g0y e
fi(x) g1(x) of g—ﬁ ng; dg
F=1 ¢ |oa=| ¢ o= L 0 s g =

Vsimnéme si, Ze piisluiné jakobidny jsou (n X n)-maticemi a Ze jsou nasobeny
sloupcovymi vektory o dimenzi n, takze vysledkem je skutecné sloupcovy
vektor o dimenzi n. Navic, operace Lieovy zavorky ma opét geometricky, tj.
na soufadnicich nezavisly, charakter, jak ukazuje nasledujici véta.

Véta 3 Budiz na nékteré oblasti 0 C R" ddna dvé hladkd vektorovd pole
f(x),g(x), jejich Licova zdvorka® h(z) = [f, g](z) a vzdjemné jednoznacnd
a vzajemné hladkd zména soutadnic

c=T(x), T: Qe T(Q).

3Vyjimeéné zde z tispornych diivodit pouZivame pismeno h pro vektorové pole.
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Oznacme jako f(2), §(2), h(z) reprezentace téchto poli v novijch sourad-
nicich, na oblasti T(2), tj.

(o) = T o)), a) = @) (2)),
h(z) = T (DHT(2)

Potom plati, Ze 3 3
h(z) = [f(z),9(z)].

Jinymi slovy, zménime-li souradnice, nabizi se dva riizné zpiisoby, jak urcit
Lieovu zavorku v novych souradnicich. Prvni spociva v tom, Ze nejprve dle
Definice 3 vypocteme Lieovu zavorku ve starych souradnicich a vysledek
poté prepocteme do novych souradnic. Druhy spociva v tom, Ze nejprve pre-
pocteme dvé vektorova pole f,g do novych soufadnic, a v novych soutrad-
nicich vypocteme jejich Lieovu zévorku dle Definice 3. Predchazejici véta
pak fiki, Ze oba postupy daji stejny vysledek. To je pak skutec¢nou geo-
metrickou podstatou* operace Lieovy zavorky, pokud by tomu tak nebylo,
nevédéli bychom, jak zménit Lieovu zavorku pii prechodu k novym sourad-
nicim. Uvidime, ze v dalsim vykladu bude tato vlastnost hojné vyuzivana,
napi. k odvozeni podminek exaktni linearizovatelnosti, a to tak, Ze pre-
pocteme vlastnosti Lieovych zévorek linearnich, ¢i konstantnich vektorovych
poli do obecnych nelinedrnich souradnic.

Dikaz Véty 3 je mozné provést primocarym, i kdyz ponékud pracnym
vypoctem. Je mozné jej nalézt v cetné literatute. Zde jej strucéné naznacime,
nebot tak uvidime divod, pro¢ je Lieova zavorka definovana prave tak, jak
je definovina. Méame

h(2) = (2, 3:)) = | 2o (@) ST (2)), T ()l ()| =
9 (L1 (:)a(T () oT

0z Ox

0 (ZL(11(2)f(T(2) OT

0z Ox
LT er
o) I ) ) + D

or ., O(f(T7'=)oT, 1 _
—o(T74(2)) 5 5 (L (2)9(T™ () = D =

‘Pfipomeiime si, ze geometricky p¥istup spociva v piedstavé, Ze existuje urcity jed-
notny objekt, nezavisly na soufadnicich, ktery mé rizné reprezentace v riznych sourad-
nicich a jasné definovany prechod mezi témito reprezentacemi.

(T (NAT (=)~

(T (2)9(T7(2)) =
oT
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or, _
pmd HIf gl (T (=),
Zde D znaci urcité ¢leny druhého radu obsahujici parcialni derivace T' druhého
radu, které se vyrusi diky specialni definici Lieovy zéavorky. u

Jinymi slovy, jak vyraz a%—(f)f(x), tak 1 vyraz ag—g)g(:c) obsahuji po zméné
souradnic urcité parcialni derivace transformacniho zobrazeni druhého radu
a nemohou tedy byt, samy o sobé&, konzistentné definovany ve vSech souradni-
covych systémech. Pokud je vSak od sebe odecteme, zminéné ¢leny se vyrusi a
dostaneme, ze Lieova zavorka je geometrickym objektem, jehoZ reprezentace
v ruznych souradnicovych systémech jsou konzistentné definovany.

Vsimnéme si, ze mnozina vsech vektorovych poli na oblasti €2 je také vek-
torovym prostorem nad realnymi ¢isly, tj. je definovan soucet dvou vek-

torovych poli a jejich ndsobeni redlnymi ¢isly, tj.

(f+9)(x) = f(z)+g(x), (af)(z) :=af(z) Ve € Q, YVa € R.

Veéta 4 Mnozina vsech hladkyjch vektoroviych poli na oblasti ) je Lieovou
algebrow’ nad télesem redlnyjch cisel s operaci Lieovy zdvorky, kterou znacime
jako V>°(Q). Jingmi slovy, plati

1. Bilinearita operace Lieovy zdvorky:

[afl +5f27g] - a[flag] +B[f27g]7 vflaf%g € VOO(Q)7 VOé,B € R’
L, ag1 + Bga] = alf, g1i] + Bf, 92), Va1, 92, f € V(Q) Vo, B € R.

2. Anti-komutativita [f,g] = =g, f] Vf, g € V=(Q), mimo jiné [f, f] =
0Vf e V>e(NQ).

3. Jacobiho identita, tj.
[[f, 9], B+ [[h, f1, 9] + [lg. ], f1=0 V[, 9,h € V().

Bilinearita operace Lieovy zavorky je vlastnosti, kterd plati i pro jiné typy
algeber. Dalsi dvé vlastnosti jsou specifické pro operaci Lieovy zavorky, ktera
nenf ani komutativni, ani asociativni. Anti-komutativita nahrazuje komu-
tativitu, zatimco Jacobiho identita asociativitu. Obou téchto vlastnosti je
mozné efektivné vyuzivat ke zjednodusovani nékterych vyrazi obsahujicich

®Algebra nad télesem realnych éisel je vektorovym prostorem, na némz je navic defi-
novana jesté binarni operace (lze ji nazvat nasobenim), tj. kazdé dvojici prvku algebry
je prirazen néktery dalsi prvek. Tato operace je vzdy linearni podle kazdého argumentu
vzhledem k operacim vektorového pole (s¢itani vektoru a jejich nasobeni realnym ¢islem).
Dalsi vlastnosti urcuji typ algebry, napt. tzv. asociativni algebra mé operaci spliujici
asociativni zakon. Piikladem asociativni algebry je algebra ¢tvercovych matic s realnymi
prvky a binarni operaci obvyklého nasobeni matic, kde pro vzajemné nasobeni matic plati
(AB)C = A(BC). Existuji vSak i neasociativni algebry a Lieovy algebry jsou jedny z nich.
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vicero Lieovych zavorek. Dukaz predchozi véty spociva v pfimocarém, byt
pomeérné pracném, vypoctu a nebudeme jej zde provadeét.

Definice 4 Adjungovanym operdtorem Lieovy algebry vektorovych poli V>°(QQ)
na oblasti ), generovanym vektorovim polem f € V°(Q), nazveme ndsle-
dugici linedrni zobrazeni Lieovy algebry do sebe

ady: V(Q) = V™(Q), adsg:=|[f, g]

Opakované pouziti adjugovaného operdtoru , generovaného vektorovym polem
feVv>e(Q), budeme oznacovat ad?, kde:

adg)cg =g Vg € V>(Q), %Judlj‘é+1 = ady (ad?ﬁ) , k=0,1,....

Terminologie “linedrni operator generovany polem f” zdiraznuje fakt, ze pro
pevné dané pole f jde o linearni® zobrazeni vzhledem k argumentu g. Pr-
votnim praktickym smyslem adjugovaného operétoru je zjednoduseni zapisu
vyrazi obsahujicich mnoho do sebe vlozenych Lieovych zavorek, napr.

adgadig = (g, [g, [£. [f, [f. [f, g1,

mé vSak 1 hlubsi vyznam pii obecném studiu Lieovych algeber, které vsak
jde za ramec naseho vykladu.
Jacobiho identitu lze pomoci adjugovaného operatoru zapsat jako

adrad,h + adjady, f + adpadsg = 0. (1.2)
Lieova zavorka a jiz diive zavedena Lieova derivace spolu také tzce souvisi.

Tvrzeni 3 Plati ndsledujici identity
1. Lipgp = Ly (Lgp) = Ly (L), Vf,g € V™,
2. [of gl =volf gl + o (L) g — ¢ (Lyp) [, VI, g €V, 9 € C.

Diikaz téchto vlastnosti je opét primocary, a ponechavame jej tedy na inicia-
tivé ctenére.

S vySe popsanymi algebraickymi vlastnostmi Lieovych zavorek a Lieovych
derivaci vystac¢ime pii zjednodusovani vétsiny podminek exaktni linearizace
a dalsich strukturdlnich vlastnosti nelinedrnich systémt. Pii jejich odvozeni
jsou vSak vyuzivany dalsi poznatky, a to predevsim diferencialné-geometrického
a analytického charakteru.

Mezi né patii pojem integrovatelné distribuce a Frobeniova Véta, k nimz se
vsak dostaneme az v kapitole o exaktni linearizaci, kde budou vyuzity. Jesté
predtim prejdeme k prvnim dvéma oblastem vyuziti Lieovy zavorky a Lieovy
derivace, kterymi jsou riditelnost a pozorovatelnost nelinedrnich systémii.

SLinearni je diky bilinearité Lieovy zavorky.
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Kapitola 2

Riditelnost nelinearnich systémii

Pojmy vektorového pole a jejich Lieovy zévorky jsou vhodné k popisu riditel-
nosti nelinedrnich systémii. Nez pfejdeme k formalnéjsim definicim riditel-
nosti, spolehneme se na urcitou intuitivni predstavu o ni a rozebereme néasle-
dujici tvrzeni, které je urcitou ilustraci a motivaci vyuziti Lieovy zavorky pro
analyzu riditelnosti.

Tvrzeni 4 BudiZ dina nékterd oblast ) a stav x¢ wvnitr této oblasti. UvazZu-
gme nasledugici Fizenyy dynamicky systém s dvéma vstupy

= urg' (1) +uzg’(x), 91,92 € VE(Q), g'(w0) # 0, g*(20) # 0, ur,up € R,

a pro kazdé € > 0 necht trajektorie x.(t), t € [0,4¢e], x-(0) = xo, je trajek-
torie generovand ndsledujicim vstupem

ul(t) =1 ”LLQ(t) =0, Vit € [ ]
= u(t) =0, w(t)=1, Vté€ e, 2]
u( ) a ul(t) =-1 UQ(t) = O Vt € [28 38]
U1 (t) =0, ”LLQ(t) —1, YVt € [38 46]

Potom plati, Ze
(4e) = 9", 9°](z0)e? + o(?).

Toto tvrzeni nebudeme z tspornych divodi dokazovat. Radéji se soustifedime
na smysl tohoto tvrzeni, kterym je realizovatelnost Lieovy zévorky pii rizeni.
Skutecné, zvolime-li popsanou fidici strategii pro dostateéné malé e (t]. takové,
7e o(e?) je zanedbatelné vzhledem k £2), potom vidime, %e se posuneme o
e? ve sméru [g1, go|(z0). Znamen4 to, Ze miZeme Fidit systém nejen podél
o¢ekdvanych smért gl(xg), g?(xp), ale i podél sméru [g1, g°](xq). Toto je ryze
nelinedrni vlastnost, porovnejme situaci s linearnim systémem

T = w191 + u292, 1,92 € R", 2(0) = xy,

kde g1, go jsou konstantni vektory. Potom, pro specialni vstupni trajektorii
popsanou v Tvrzeni 4 dostaneme stavovou trajektorii s

x(4e) = x,



tj., vratime se zpét do vychoziho stavu, nebot pro jakoukoliv integrovatenou
vstupni trajektorii plati, ze

z(t) = g1 /Ot ur(7)dT + g9 /Ot us(7)dT.

Tento zavér pro linearni systémy neni v rozporu s Tvrzenim 4, nebot snadno
nahlédneme z Definice 3, Ze Lieova zavorka dvou konstantnich vektorovych
poli je vzdy rovna nule.

Nyni prejdeme k definici riznych druhu fiditelnosti. K tomu nejprve definu-
jme mnozinu dosazitelnych stavi, tj. mnozinu stavi, do kterych je mozné
dany systém prevést pomoci nékterého pripustného fizeni. Pripustnym
Fizenim na Casovém intervalu [tg, 1], budeme nazyvat jakoukoliv po ¢astech
spojitou funkei ¢asu u(t) nabyvajici piipustnych hodnot, tj. u(t) € U C R™,
kde mnozinu U C R™ budeme nazyvat mnozinou piipustnych hodnot fizeni.
Pokud to nebude jinak specifikovano, budeme predpokladat, ze U = R™.
MnoZinu vSech pifpustnych Fizeni na ¢asovém intervalu [ty, t1] budeme oz-
nacovat Uy, ;. Déle, pfipustnou trajektorii na oblasti  C R" a
¢asovém intervalu [tg, 1], budeme nazyvat kazdou trajektorii generovanou
piipustnym fizenim na ¢asovém intervalu [to, ¢1], ktera neopusti na tomto
¢asovém intervalu oblast 2.

Definice 5 Budiz dan nelinedrni Tizeny systém
= f(z,u), x€eR" uwelUCR™ (2.1)

Mnozinou dosazitelnyjch stavi ze stavu xo v c¢ase t > 0 na oblasti
Q C R" nazveme mnozinu

Rt x0) = {x € R" | & = x(wo, us, t), ur € Up g}, (2.2)

kde x(xg,us, t) oznacuje trajektorii generovanou pocdatecni podminkou xg v
case 0 a vstupem uy, kterd je pripustnd na oblasti Q2. Pokud 0 = R", budeme
jej vynechdvat. Ddle, budeme oznacovat jako

Rg (t7 'IO) - UTG[O,t]RQ(Ta $0)7 (23)

a budeme této mnoziné rikat mnoZina dosaZitelnyjch stavi ze stavu x
v case neprekracujicim t > 0.

Nyni mizeme definovat riizné varianty a zobecnéni riditelnosti pro nelinearni
systémy.

Definice 6 Nelinedrni rizeny systém (2.1) nazveme
1. Dostupnym (D) ze stavu xq, jestlize R<(t,xo) md pro kazdé t > 0

neprazdny vnitrek.
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2. Silné dostupnym (SD) ze stavu x, jestlize R(t,z¢) md pro kazdé
t > 0 neprazdny vnitrek.

3. Lokdlné Fiditelngm (LR) v okoli ekvilibria x, jestlize Uref0,00)R(T, 70)
obsahuje pro kazdé t <'T' nekteré okoli ekvilibria xg.

4. Lokdlné Fiditelngm v malém éase (LRMC) v okoli ekvilibria x,
jestlize existuje takové T > 0, Ze R<(t,xg) obsahuje pro kazdé t < T
nekteré okoli ekvilibria x.

5. Lokdlné-lokdlné Fiditelnym (LLR) v okoli ekvilibria x, jestlize pro
kaZdou oblast € obsahujici ekvilibrium xo plati, Ze UTG[O,OO)RQ(T, xy) ob-
sahuje néekteré okoli ekuvilibria x.

6. Globdlné viditelnym (GR) jestlize pro kazdé xo € R™ plati
UTG[O’OO)R(T, 5170) = R".

Osvétlime si tyto definice na jednoduchych ptikladech.

1. Dostupnym je nasledujici systém: 1 = 1, 29 = u, u € R. Tento systém
vSak nenf fiditelny v zadném z definovanych smysli, nebot prvni kom-
ponenta stavu se dostane jen do kladnych hodnot. Tento systém vsak
neni ani silné dostupny, nebot do nékteré presné dané kladné hodnoty
prvni komponenty stavu se dostaneme jen v urc¢itém presném c¢asovém
okamziku.

2. Silné dostupnym je nasledujici systém: &1 = u3, Zo = ug, [u1, us]' € R
Tento systém vsak neni fiditelny v zadném z definovanych smysli nebot
prvni komponenta stavu se dostane jen do kladnych hodnot.

3. Lokalné fiditelnym v okoli poc¢éatku ve viech smyslech (t;j. i LLR a Lfv{Mé)
je ofividné systém @y = uy, @y = ug, [ug,us]’ € R2.

4. Nésledujici systém je jak Lfv{Mé, tak i Lfv{, nenf viak LLR:

T =25 — 13, Zo=u, uck.
Skutecné, povsimnéte si, ze pokud xo < 1, prvni komponenta stavu
nemiize klesat, protoze jeji derivace je kladné. To okamzité vylucuje LLf{,
nebot k dosazeni sebemensi zaporné hodnoty prvni komponenty musi tra-
jektorie nejprve opustit oblast, kde x9 < 1. LRMC je pak realizovana jen
diky tomu, Ze vstup neni omezen, a zminény manévr miize probéhnou
libovolné rychle. Pokud v tomto piikladé omezime vstup jakoukoliv hod-
notou, coz je prakticky pozadavek, systém nebude ani LIVDLM(VJ, a bude
pouze LR.

Posledni vlastnost je mozné zformulovat a dokazat obecné, viz [4].
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Véta 5 Pokud je mnozZina pmpustnych hodnot Tizeni U omezend, potom
kazdyj LRMC systém je i LLR.

Opacna implikace neplati, existuji LLR systémy, které nejsou LRMC. Pifs-
lusny piiklad nalezne zéjemce také v [4].

Globalni riditelnost je velmi vyjimecné a slozité uchopitelna vlastnost, kterou
se nebudeme v tomto textu podrobnéji zabyvat. Nasim hlavnim cilem je
ukézat tzkou souvislost zavedenych pojmu s vlastnostmi Lieovych algeber
vektorovych poli v malém okoli piislusnych ekvilibrii. Globalni vlastnosti
takto jednoduse popsat nelze. Tento nas zamér také vysvétluje ponékud kom-
plikovany charakter pojmu LLR a LRMC. Tyto jsou vedeny snahou zajistit,
aby skutec¢né vyplyvaly jen z vlastnosti systému v libovolné malém okoli
ekvilibria, coz nebyl pfipad probraného prikladu.

Nadale se budeme pro jednoduchost zabyvat afinnim systémem s jednim
vstupem, t;j.

T = f(z)+ug(z), ue|[-A A, A>D0, (2.4)
a to v okoli tzv. regularntho ekvilibria v poc¢atku, tj.
f(O) + uqu(O) = 07 Ueq = (_A7 A)a g(O) 7é 07 (25)

coz je priméfreny pozadavek. Definujme nasledujici pojmy

1. Lieova algebra dostupnosti systému (2.4) LA je definovana jako
LA :=span{f,g.[f, g],[f,[f. gll.g. ] gl]. -},

tj. je generovana vSemi moznymi iterovanymi Lieovymi zavorkami ob-
sahujicimi pole f, g, a také sama tato pole f, g.

2. Lieova algebra silné dostupnosti systému (2.4) LA je definovana
jako

LSA :=span{g,[f, g], [f.[] 9], 9, [[. g]l .-},

tj. je generovana vSemi moznymi iterovanymi Lieovymi zavorkami ob-
sahujicimi pole f, g, a také samo pole g.

3. Déle definujme nésledujici podmnoziny predchozich mnozin zavorek, které

oznac¢ime Ly, k = 1,2,..., tyto mnoziny budou sestavat z iterovanych
Lieovych zavorek obsahujicich pole g nejvyse k-krat. Napriklad,

L1 ={g,adyg, adfg, b
Ly = L1U{[g, g, f1] [ad}g, ad}gl,i,j = 0,1,.. },

apod. Zamérné hovofime o mnozinach, protoze se nejednd o podalge-
bry, které by byly uzaviené vzhledem k operaci Lieovy zavorky. Z jejich
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definice je zfejmé, ze plati
L1 CLyCLs. ...
Neni vylouceno, 7ze pro nékteré k > 1 muze platit

dim/£;(0) = ... = dimL;(0), dimL;(0) < dimL;11(0).

Véta 6 Systém (2.4) je
1. Dostupny tehdy a jen tehdy, jestlize dimLA(0) = n.
2. Silné dostupny tehdy a jen tehdy, jestlize dimLSA(0) = n.

3. LRMC jestlize je silné dostupng a dimLy(0) = dimLy41(0) pro viechna
lichd k.

Diikaz i podrobnéjsi vyklad prvnich dvou bodu predchozi véty viz naptiklad
9]. Tfeti bod viz podrobnéji [4], [5], kde jsou, mimo jiné, uvedeny i odkazy
na piislusné dikazy.

Poznamka 5 1. Vsimnéme si, Ze dle podminek ¢. 1 a 2 Vety 6 je mez
dostupnosti a silnou dostupnosti rozdil pouze tehdy, pokud je vijchozi bod
xo nerovnovazny, tj. f(xo) # 0. Jingmi slovy, dostupnost mize vyuzit i
nerizeného pohybu vlivem pole f, zatimco silnd dostupnost vyuZivd pouze
vhwu rizeni. Je to proto, Ze v pevné daném case se nefizend trajektorie
dostane jen do jednoho konkrétniho bodu a nemiZe tak pomoci vyplnit
vnitrek nekteré mnoziny. Viz téZ predchozi jednoduché priklady dostup-
niych a silné dostupnijch systémii.

2. Ve vztahu k LRMC si povsimnéme si, Ze pokud plati, Ze
dim£4(0) = {g, adyg, ad?g, ...}(0) = n,

potom je treti podminka Veéty 6 pro LRMC trividlne splnéna, nebot di-
menze dalsich mnozin Lo, L3, ... se jiZ ddle nemohou zvétsovat. Pod-
minka dimLy(0) = n je pak ekvivalentni Fiditelnosti priblizné linearizace
v ekuvilibriu, coZ si podrobné ukdZeme. Skutecné, pribliznd linearizace v
pocdtku je dana dvojici (F,g), kde

gi=g(0), F:=500), f(0)=0, 4(0) #0
Pritom plati
£.91(0) = 520)7(0) ~ 32 0)g(0) = ~ 2L 0)g(0) = ~F,



1, 11.600) = 22 510)50) 2L 0)15.6100) = -2 )11, 41(0) =

a podobné mizZeme pokracovat a odvodit 1

adffg(O) = (=F)'g, i=34,...,

odkud vidime, e dimL;(0) = rank [g|Fg|F?g|...]. Tém jsme viastné
dostali 1 nejjednodussi a ocekdvanou dostacujici podminku lokdlni Fiditel-
nosti: nelinedrni systém je LRMC, jestlize jeho p#ibliznd linea-
rizace je riditelnd v linedrnim smyslu.

3. Pokud dimL(0) < n, pmslusny systém nemd riditelnou pribliznou lin-
earizaci, nicmeéne mize bijt LRMC diky vhodngm clenim vyssiho rddu.
Pokud je alespon silné dostupny, potom zreymé musi existovat [ > 1,
pro které dimL;(0) = n, nebot algebra silné dostupnosti je sjednocenim
vsech Ly, | = 1,2,... . ProtoZe plati L1 C Ly C L3 C ... C Ly, musi
v tomto Tetézci dochdzet ke striktnimu ristu dimenze, tj. pro nékterd
k, 1 <k <, plat dimL;(0) < dimLy.1(0). Podminka pro LRMC si
pak Zadd, aby tomu tak bylo jen pro sudd k, tj. v sudiych krocich dimenze
rist muze a nemusi, v lichych rist nesmi.

Situaci osvétlime nésledujicimi dvéma typickymi piiklady.
Priklad 4 UvazZuyme systém
Zbl = X179, jfg = Uu.
Mdame
g = [07 1]T7 f = ['7;137270]—'—7
a tedy
[f7 g] - [_xla O]Ta Hfa g]vg] = 07 ad?fg = [xl — I1T2, O]T

Vidime tedy, zZe dimLA(0) = 1 a systém tedy neni ani dostupny. Tuto
skutecnost snadno nahlédneme i primo, vsimnéte si, Ze pokud vybereme pocatecni
podminku z(0) = (0,29)7, potom x(t) = (0,z2(t))" bez ohledu na to, jakij
zvolime vstup.
Priklad 5 UvazZuyme systém
:tl — $l27 'j72 = u,

kde l =1,2,... je nekteré celé cislo. Mdme

g=1[0,1]", f=[25,0]",
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a tedy
[f, 9] = [=lay 1,017, [[f.gl.g] = [I(1 — 1)ah 2, 0],

I— - ! ! _
ad, ' f = (—=1)!"'[llz,0]7, ad, f = (=1)'[11,0]", ad," f =[0,0]".
Navic je zreymé, Ze
ad, f,ad) f] =0 Vi, j = 1,2,..., adjad,f =04,j=12,...,
nebot vsSechna pole, mezi kterymi pocitame posledni Lieovy zdvorky, maji

druhou Tadku nulovou a prvni zdvislou jen na xo. Vidime tedy, Ze jediné
nenulové Lieovy zdvorky jsou jiZ zminéné

[frg) =l 101, ([, gl 9] = [1(1 = D)2y 2,007, .. ady f = [1g, 0],
ad) f = [11,0]",
a proto plati, Ze
dim£;(0) = dimLy(0) = ... = dimL;_1(0) = 1, dimL;(0) = 2
Plati tedy, e
dim£;(0) = dimLy,11(0), Yk # 1 — 1, dim£(0) =

Pouzitim druhého bodu Veéty 6 tedy dostaneme, Ze zkoumany systém je pro
vsechna [ lokdlne silné dostupny v pocatku Pouzitim tretiho bodu Veéty 6 pak
dostaneme, Ze zkoumany systém je LRMC v pocdtku, jestlize | je liché. Pro
sudé | systém ocividne tiditelny neni, dokonce ani ve slabsim smyslu, neZ
je LéMC’V, nebot casovd derivace prvni komponenty by nemohla byt nikdy
zapornd a systém se tedy nikdy nedostane z pocdatku do Zdadného bodu se zd-
pornou prvni komponentou stavu.
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Kapitola 3

Pozorovatelnost nelinearnich systémii

1

Budeme se zabyvat autonomnimi® fizenymi systémy s vystupem v nasledu-

jicim tvaru
= f(zx,u), y=h(x), xeR" yeR ueR", (3.1)

kde vSechny proménné maji obvykly vyznam. Obdobné, jako v predchozim
vykladu, pfipustnym Fizenim na ¢asovém intervalu [ty, t1], budeme nazy-
vat jakoukoliv po ¢éastech spojitou funkei ¢asu u(t) nabyvajici pripustnych
hodnot, tj. u(t) € U C R™, kde mnozinu U C R™ budeme nazyvat mnoZi-
nou piipustnych hodnot fizeni. Pokud to nebude jinak specifikovano, budeme
predpokladat, ze U = R™. Mnozinu vSech piipustnych fizeni na ¢asovém in-
tervalu [tg, 1] budeme oznacovat Uy, 4.

Jak jiz bylo zminéno diive, z praktického hlediska nevystac¢ime s feSenimi tiloh
fizeni pomoci stavové zpétné vazby, nybrz potiebujeme feSeni pomoci vys-
tupni zpétné vazby. Nejpouzivanéjsi zpiisob, jak toho dosdhnout, je doplnit
stavové feSeni pozorovatelem, ktery dokize rekonstruovat stav z prislusného
métreného vystupu.

Pozorovatelnost pak je, podobné jako v linearnim piipadé, urcitou zakladni
vlastnosti, bez které nema smysl se o sestrojeni pozorovatele pokouset. Nefor-
méalné feceno, v nepozorovatelném systému mohou existovat dva riizné stavy,
ktery budou generovat pro vSechny piipustné vstupy naprosto stejny méteny
vystup, a je tedy jasné, Ze v takovém systému by rekonstrukce nebyla mozna.
Prejdéme nyni k formalni definici pozorovatelnosti.

Definice 7 O systému (3.1) Fekneme, Ze je pozorovatelny na oblasti Q@ C R",
jestlize pro kaZdou dvojici pocitecnich stavii x(, x3 € Q existuje dostatecné
malé T'> 0 a néekteré pripustné rizeni u; € Uy ) takové, Ze

h(z(t, x5, up)) # h(x(t, x5, u)) Yt € [0,T],

kde
.fl?(t, Zo, ut)

Vyklad pro neautonomi systémy je obdobny, pfipadné mtZeme pievést neautonomni
Y
systém na autonomni vyssiho fadu dobfe zndmym zptsobem, kdy budeme povazovat c¢as
za dodatec¢nou stavovou komponentu z,1, popsanou, jako &, = 1.



oznacuge fesent rovnice (3.1) s pocatecni podminkou x(0) = x¢ a vstupem u =
ur. O systému (3.1) Fekneme, Ze je lokdlné pozorovatelny v okoli nekterého
pracovniho bodu, jestlize zminénd oblast 0 C R™ je néekterym dostatecné
malym okolim tohoto stavu. Dile, o systému (3.1) Fekneme, Ze je globdlné
pozorovatelny, jestlize € = R™.

Pripomenme si, ze v linearnim pripadé nemusime zkousSet vSechna pripustna
fizeni a vSechny dvojice pocatecnich podminek, abychom se presvédcili, zda
je systém pozorovatelny, ¢i nikoliv. Skutecné, uvazujme linedrni systém

t=Fx+Gu, y=Hzx, xeR" yeR ueR", (3.2)
potom plati nasledujici vlastnost.

Tvrzeni 5 Linedrni systém (3.2) s U = R™ je gobdlné pozorovatelnyj tehdy
a jen tehdy, pokud Vxy € R", xy # 0,

Hexpltay #£0,

t5. odezva na nulovy vstup a jakykoliv nenulovy pocatecni stav neni identicky
nulovou funkci. Tato podminka je pak ekvivalentni podmince

H

HF
rank _ =n.

Hanl

Dikaz Pripomenme si struc¢né diikaz, abychom si 1épe uvédomili, jak klicovou
tlohu v ném linearita sehrava. M&jme dvé riizné pocatecni podminky z, 23 €
R™ a jakykoliv vstup u, potom pro prislusné vystupy plati

y' = Hz', @' = Fz' + Gu, 2'(0) =z

y? = Ho?, i* = F2® + Gu, 2°(0) = 2,

a odectenim predchazejicich radek mezi sebou dostaneme
y' =y = Hr, 2 :=2' — 2% &= Fr 2(0) = z) — 23,

odkud zjevneé plyne prvni vlastnost. Druhou vlastnost dostaneme nasledovne.
Necht nejprve systém neni pozorovatelny, potom dle pravé dokazané vlast-
nosti existuje xy # 0 takové, ze

Hexpftzy =0
plati identicky na nékteréem ¢asovém useku [0, T]. Proto musi tato identita

platit i v ¢ase t = 0, véetné vSech jejich ¢asovych derivaci, tj.

d
Hexp!™zy = Hay, E[Hexpﬂxo} = HF exp'tay = HFzy=0, ...,
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dn—l
dtn—l
To ale znamené, 7e

[H exp’?t :Uo] — HF" Yexpftay = HF" 2y =0.

H H
HF HF
_ xo=0, xr9g #0, = rank . <n,
HFn—l HFn—l

nebot netrivialni linedrni kombinace sloupct v dané matici je nulova. Jinymi
slovy, z predpokladu, Ze systém neni pozorovatelny, vyplynulo, Zze podminka
hodnosti neplati. To znamena, Ze pokud podminka hodnosti plati, systém
musi byt pozorovatelny, jinak by doslo ke zjevnému sporu.
Naopak, predpokladejme, zZe podminka hodnosti neplati, potom existuje zy €
R", 29 # 0, takové,? Ze

H

HF
Q?():O

HFn—l

a tudiz plati i
HF*zo=0Vk=0,1,2,...,

a odtud

Hexp'tazy:=H

coz bylo treba dokazat. u

Nasledujici priklady nam ukézi, Ze nic z pravé dokazaného nemusi platit pro
nelinedrni systém.

Priklad 6 Uvazuyme nelinedrni systém s jednim vstupem, jednim viystupem
a trems stavy
Ty =Ty, Te=urs, T3=0, y=ua1.

Je zrejmé, Ze pro u = 0 a pro nenulovou pocdtecni podminku zo = (0,0,1)T
plati, Ze prislusny vystup je identicky nulovy. Pro u =1 se vsak jednd o po-
zorovatelny systém, nebot se jednd o linedrni systém, sice bez Tizent, nicméné
splnugici kritérium pozorovatelnosti.

2Komponenty zy # 0 jsou vlastné koeficienty nulové linearni kombinace sloupcii v dané
matici.
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Priklad 7 UvazZuyme nelinedarni systém bez vstupu, s jednim viystupem a
trema stavy
T1 = X9, T2 =x123, T3=0, y=ux.

Je ziejmé, Ze pro menulovou pocdatecni podminku xy = (0,0,1)" plati, Ze
prislusny vystup je identicky nulovy. Nicméne, jakékoliv dva rizné pocatecni
stavy, z nichZ alespon jeden md nenulovou proni ¢i druhou komponentu,
generuji ruzné vystupy.

Nasledujici véta charakterizuje lokalni pozorovatelnost v okoli nékterého pra-
covniho bodu, za ktery budeme bez ztraty obecnosti povazovat pocatek. Pro
jednoduchost ji zformulujeme opét pro afinni nelinedrni systém ve tvaru

= f(x)+ Y wg(z), v€R" u=(uy... ,um)T e R™,
(3.3)
y=nh(z)=(h(x),...,h(x))", yeR,
kde f,gt,..., g™ € V>(Q) jsou hladka vektorova pole na urcité pracovni
oblasti €2.

Véta 7 Systém (3.3) je lokdlné pozorovatelny v nekterém okoli pocitku, jestlize
v ndsledujici mnoziné

hjyLopLgr ... Lygehj,j=1,...,p,k=1,2,....¥¢' € {f,g",.... 9"}, (3.4)

existuje n vzajemné lokdlné nezdvislych funkci. MnozZinu funkct definovanou v
(3.4) budeme nazjvat prostorem pozorovatelnosti systému (3.3) v pocdtku.

Prostor pozorovatelnosti se vlastné sklada z vystupnich funkci a jejich vse-
moznych libovolné opakovanych Lieovych derivaci podle vektorovych poli
pravé strany systému.

Diikaz této véty je mozné nalézt v ¢etné literature. Aplikujme tuto vétu pro
ilustraci na Piiklady 6 a 7. V prvnim z nich mame

Lih =9, L3h =0, LyLy = a3,

a protoze jsou tii funkce h = x1, Lyh = x9, LyLy = x3 nezévislé, nemusime
dalsf iterované Lievy derivace pocitat a miizeme udélat dle Véty 7 zaveér, ze

je systém pozorovatelny, a to dokonce globalné.
V Prikladé 7 pak mame

L¢h = x9, L?h = X371, Lf}h = X379, L;Lvh = x%:cl, L?:h = x%xg,
L}h = aiay, Lih = iz, . ..

takze je zfejmé, Ze v okoli jakéhokoliv bodu s x1 = x9 = 0, neni mozné tii
nezavislé funkce najit, zatimco v okoli kazdého jiného bodu ano, ¢imz Véta
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7 vlastné potvrzuje zavér Prikladu 7, nebot postacujici podminka této véty
neni splnéna.
Prostor pozorovatelnosti obsahuje jako svoji podmnozinu nasledujici mnozinu

Lshj, j=1,...,p, k=0,1,....n— 1. (3.5)

Plati proto nésledujici véta, ktera dostacujici podminkou pozorovatelnosti a
je ziejmym disledkem Véty 7.

Véta 8 Systém (3.3) je lokdlné pozorovatelny v nekterém okoli pocitku, jestlize
mezi funkcemi v (8.5) existuje n vzdjemné lokdlné nezdvislych funkei.

Uvazujme nyni mnozinu diferencialii funkei z (3.5), tj. mnozinu p.n fadkovych
vektori, zavislych na stavu:

dLhh;, j=1,...,p, k=0,1,....,n— 1. (3.6)

Plati nasledujici véta, ktera ukazuje souvislost mezi pozorovatelnosti priblizné
linearizace a lokalni pozorovatelnosti vychoziho nelinearnfho systému.

Véta 9 Systém (3.3) je lokdlné pozorovatelnyj v nékterém okoli pocitku, ktery
je jeho ekuvilibriem, jestlize jeho pribliznd linearizace v pocdtku je pozorovatelnd.

Diikaz plyne z Véty 8 a z postiehu, Ze hodnoty diferenciali z (3.6) v poc¢éatku
se shoduji s fadky matici pozorovatelnosti priblizné linearizace. Skutecné,
matice F, H priblizné linearizace v poc¢atku maji tvar

of oh
F=>"(0), H=>/(0),
a proto plati
dhy dLhy
: (0)=H, : 0) =
dh, dL¢h,
d [fdhq] dfdhy + fd®h dhy
: (0) = ? (0)=df) | : |(0)=HF
d[fdh,) dfdh, + fd?h, dh,
kde jsme vyuzili, 7e f(0) =0adf = %, dh = %. Obdobné je mozné ukazat
1 zbylé rovnosti
dLﬂihl dL}‘_lhl
: (0)=HF* k=2,...n—2, : (0) = HF" !,
dL’Jihp dL?_lhp
Tim je véta dokazana. u
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Pravé dokazana véta mimo jiné vysvétluje, pro¢ jsme v definici podmnoziny
funkei (3.5) a jejich diferenciala (3.6) uvazovali iterované Lieovy derivace
pouze do fadu n — 1. Diky jejich vztahu s matici pozorovatelnosti priblizné
linearizace by totiz dalsi diferencialy Lieovych derivaci, spoctenych v ekvilib-
riu, musely byt linearné zévislé na téch z (3.6).

V pripadé, Ze mé nelinedrni systém pozorovatelnou pribliznou linearizaci,
muzeme tedy vzdy najit urcity soubor n nezavislych funkci, tj. soustavu
soutadnic. Nabizi se otazka, jaky tvar bude mit nelinearni systém v této
specialni soustavé soufadnic. Tomuto tvaru budeme rikat kanonicka forma
pozorovatelnosti (3.3), jinymi slovy, plati nésledujici véta, kterou pro jed-
noduchost zformulujeme pouze pro systém s jednim vystupem.

Véta 10 Systém (3.3) s jednim vystupem, definovany v nékterém okoli pocitku,
ktery je jeho ekuvilibriem, je lokdlne ekvivalentni pomoci hladké zmeény soutad-
nic kanonické formé pozorovatelnosti

z9

5= . +7 (2Jur+ ..+ 7" (2)um, y=h(z) =2, (3.7)

_ﬁl(zl,...,zn) .

tehdy a jen tehdy, jestliZe je jeho pribliznd linearizace v pocdtku pozorovatelnd.

Kanonicka forma pozorovatelnosti (3.7) sestava pro u = 0 z Fetézce n in-
tegratort, zakoncenych vystupem a do zacatku tohoto fetézce je zapojena
obecné funkce vsech stavi. Pripad systému s vice vstupy se lisi pouze tim, ze
retézci muze byt vice, tj. tolik, kolik je nezavislych vystupt, pficemz soucet
jejich délek je roven dimenzi stavového prostoru.
7 kanonické formy pozorovatelnosti je jasné vidét, ze prislusny systém je po-
zorovatelny, pficemz i s vyuzitim identicky nulového vstupu. Nicmémé, tato
forma stale neni postacujici pro konstrukeci pozorovatele, a to ze dvou zak-
ladnich divodi. Prvnim z nich je, Ze pozorovatel musi rekonstruovat stav,
alespon asymptoticky, pro kazdy znamy vstup, a pfitom v (3.7) neni obecnost
zavislosti na vstupu nijak omezena. Druhym davodem je, ze i pii u = 0 je
posledni radka zavisla na vSech stavech. Pro konstrukei pozorovatele potie-
bujeme jesté specidlnéjsi tvar, kterému budeme iikat kanonicka forma po-
zorovatele:

i=Fz+¢(Hz,u), y= Hz, (3.8)

kde (F, H) je pozorovatelné dvojice. Tuto kanonickou formu jsme jiz probirali
v zavéru predchazejiciho seminate 30.4.2010, kde jsme ji nazyvali také jako
systém linearizovatelny vystupni injekci, ¢i systém s lineadrni chybovou dy-
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namikou. Ukazali jsme si tam, mimo jiné, Ze systém ve tvaru (3.8) ma global-
niho exponencidlniho pozorovatele Luenbergerova typu.

Je tedy zadouci urcit podminky, které musi byt splnény nékterym nelinearnim
systémem, aby existovaly nové soufadnice, ve kterych by mél tvar (3.8). Pro
jednoduchost uvedeme tyto nutné a postacujici podminky jen pro systém s
jednim vystupem a bez vstupu.

Véta 11 Nelinedrni systém s jednim vistupem & = f(x),y = h(x), je mozné
transformovat lokdlné v okoli pocatku pomoci hladké zmeény soutadnic do
tvaru

i=Fz+¢(Hz), y=Hz,
tehdy a jen tehdy, jestize plati
1. dim span{dh(0),dLh(0),..., dL}‘_lh(O)} ,

2. [adfcg,adffg] =0VkI1=0,1,...,n — 1, kde vektorové pole g je defi-
novdano ndsledujicim vztahem

LyLih(x) = {

Diikaz této véty zde nebudeme z tspornych divodi uvadét, zajemce odkazu-
jeme na ¢etnou literaturu. Obé podminky transformace v této vété lze ovérit

0, 7=0,1,....n—2
1, j=n—1

piimocarym vypoctem. Vsimnéte si, ze pokud by platila pouze podminka 1
Véty 11, potom by bylo mozné dle Véty 10 transformovat prislusny systém do
kanonické formy pozorovatelnosti (3.7). Kanonicka forma pozorovatelnosti je
tedy méné omezujici, nez kanonické forma pozorovatele. Nicméné, je dulezité
uvédomit si, ze 1 pii splnéni obou podminek Véty 11 obé kanonické formy
vyzaduji rizné souradnice, jak ukazuje nasledujici priklad.

Priklad 8 Uvazuyme ndsledujici systém

1 :$2+$§), igzxg—l—ﬁ, Yy = 7,

ktery se ocividné nachdzi v kanonické formé pozorovatele, avsak neni v kanon-
ické formé pozorovatelnosti. Zménime-li souradnice na nové

2 =1, 29 = Ty + 1},
dostaneme
2.11 = Z9, 22 = 29 + Z%(l —2z1+ 322),
coZ je zase kanonickd forma pozorovatelnosti, nikoliv vsak kanonickd forma
pozorovatele. Zdroven je ziejmé z provedeného vypoctu 1 z definice kanonické
formy pozorovatelnosti, Ze jeji soutadnice jsou jediné mozné. Skutecne, proni

souradnici md byt sam vystup a druhou jeho casovd derivace podle trajektori,
takzZe neni Zdadny prostor pro alternativy.

30



Kapitola 4

Nutné a postacujici podminky exaktni
linearizace

Zde navazeme na problematiku exaktni linearizace probiranou jiz pfi sem-
inaii “Matematické zdklady teorie a aplikaci nelinedrnich dynamickych sys-
temai”, 30.4. 2010, kde byly probrany postacujici podminky linearizace typu
vstup-vystup. Dale, pomoci volby vhodného linearizujiciho vystupu s rel-
ativnim stupném rovnym n byla charakterizovana i dplna exaktni stavova
linearizace. Pfesnéji, bylo konstatovano, 7Ze existence takového linearizujiciho
vystupu je nutnou a postacujici podminkou tplné stavové linearizace, ale
jeho hledéani je v obecném piipadé obtizné. V této kapitole proto probereme
konstruktivné ovéritelné podminky, kdy je exaktni linearizace mozna, a kdy
tedy mé smysl prislusné transformace hledat. Navic, z téchto podminek vy-
plynou i urcité postupy hledani linearizujictho vystupu, a tim i linearizujicich
transformaci. Velmi podrobné rozebereme piipad systému s jednim vstupem,
zatimco piipad vice vstupti nebude z casovych divodu, a také z divodu
omezeného rozsahu téchto materiali, rozebirdn. Nicméné, zédkladni postupy
jsou obdobné, a da se fici, Ze se jednd o obdobna zobecnéni, jako v pripadé
linearni teorie, tj. zavedeni Kroneckerovych indexti, indexti fiditelnosti apod.
Jde totiz, stejné jako v linearni teorii, o bohatsi moznosti vybéru pro rizné
kanonické formy, kdy je mozné bud se snazit maximalné vyuzit jeden vstup,
anebo co nejvice vSechny vstupy. Tim také nebude rozebirana ani exaktni
linearizace pomoci dynamické zpétné vazby, kterd ma, jak znamo, vyznam
pravé jen pro systémy s vice vstupy.

4.1 Distribuce, involutivita a Frobeniova Veéeta

Nejprve doplnime nékteré poznatky z diferencialni geometrie, tykajici se
predevsim pojmu distribuce.

Definice 8 Distribuci® A(x), definovanou na nékteré oblasti Q C R™, nazveme
mnozinu hladkych vektorovgch poli A(z), x € Q, A(x) C V>(Q), pro kterou

!Jednid se o dplné jiny pojem, ne7 je distribuce v teorii zobecnélych funkei, &
pravdépodobnostni distribuce. Navzdory této terminologické kolizi budeme tento termin
pouzivat, nebot je v teorii nelinearnich systému dlouhodobé a Siroce zaveden.



plati, Ze

f(x),9(z) € Alx) = afz)f(z)+8(r)g(x) € Ax) Va(z), B(x) € C(Q).

Distribuci A(x) nazveme hladkou, pokud existuje konecny soubor hladkiyjch
vektorovijch poli f1, ..., f¢ € V>(Q) takovych, Ze

d
Alz) :={Vf e V>(Q) | 3a1,...,as € C¥(Q), f =D _auf'}.
1=1

V tomto pripade budeme vikat, Ze hladkd vektorovd pole f*,..., f¢ € V>=(Q)
generuji distribuci A(x), a zkracené to téZ oznacovat jako

A(x) = span{ f'(a), .., ()}

Distribuci nazveme d-dimenziondlni requldrni distribuci, jestliZe je gen-
erovdna d hladkymi vektoroviymai poli, kterd jsou linedrné nezdvisld v kaZdém

bode oblasti 2 C R™.

Generujici vektorova pole nejsou jedind, tutéz d-dimenzionélni regulédrni hlad-
kou distribuci budou generovat jakakoliv vektorova pole, které do distribuce
patii, jsou v kazdém bodé linedrné nezévisla, a je jich d. Distribuce je zobec-
nénim pojmu vektorového pole v tom smyslu, Ze vektorové pole muzeme
chapat jako distribuci obsahujici toto jedno vektorové pole a jeho nasobky
libovolnou hladkou funkeci. Pokud je toto vektorové pole v kazdém bodé nék-
teré oblasti nenulové, prislusna distribuce bude hladka a regularni na této
oblasti s dimenzi rovnou jedné.

V dalsim vykladu budeme také c¢asto pouzivat nasledujici znaceni

< dh, A >:= Lah = {L;h | Vf € A},

AL, Ao] i ={[f.g] |V fEAL g€ lo},...,

apod. 1 v dalsich obdobnych situacich.

Nadale tedy budeme pod distribuci chédpat urc¢itou mnozinu vektorovych poli,
ktera je uzaviena vzhledem k linedrnim operacim. Je dilezité si proto uvé-
domit, Ze pii nelinearni zméné soufadnic stavového prostoru se vektorova
pole v distribuci budou ménit dle vzorce pro zménu vektorovych poli.? V
nékterych souradnicich mize tedy mit distribuce obzvlasté jednoduchy tvar,
zatimco v jinych komplikované zavisi na stavu.

2Snadno si ovéfime, Ze distribuce je hladkd a regularni bud ve viech soufadnicich,
nebo v zadnych. Je to v souladu s geometrickym chapanim vektorového pole. Ovéite si,
ze vektorové pole a(x)f(x) + B(z)g(x), a(x),B(z) € C=(Q), f(x), g(x) € V>(Q) ma v

novych soutadnicich z = T'(z) tvar @(z)f(z) + 5(2)g(z), kde @(z), f(2), 8(2),g(z) jsou
reprezentace piislusnych vektorovych poli a funkci v novych soutradnicich.
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Jako ilustraci uvazujme distribuci v R? generovanou dvéma konstantnimi

vektorovymi poli g*(z) :=[1,0,0]", ¢*(x) :=[0,1,0]" a zméhme souiadnice
na z =[xy + 3, 29, 13 + 23] . Potom budou mit pole v novych soutadnicich
tvar
92 1 229 0 1 1 1
g'(2) = a_[l’O’O]T: 0 1 o||o0o]|=|0|= 0 :
v 2¢, 0 1|0 21 (21 — 22)
9> 1 2z9 0 0 29 229
7(z) = 8—[0, Lo'=1 0 1 0 1= 1]|=]1
v 2z, 0 1] [0 0 0

vvvvvv

V novych souradnicich mé distribuce slozitéjsi tvar, vSimnéte si, ze nelinear-
itu ve tfeti radce neni mozné odstranit ani volbou jinych generujicich poli.
Vznika otazka, kdy je mozny opacny postup, komplikované zadanou distribuci
zjednodusit pfechodem k jinym souradnicim. To vede k nasledujici definici.

Definice 9 Reguldrni d-dimenziondlni hladkou distribuci A(x) nazveme in-
tegrovatelnou, jestlize existuji souradnice z = T(x), ve kterych je generovina
ndsledujicimi specidlnimi vektorovyma poli:

p

4
T17 [0 07
0 1 0
0 0
A(z) = span { , e X ;-
0 0 1
0
0 0
[ 0] | 0] | 0]
\ Vs

Nasledujici véta poskytuje nutné a postacujici podminky integrovatelnosti,
které je mozné pouzit i jako ekvivalentni definici integrovatelnosti. Navic,
tyto podminky spocivaji v integrovatelnosti urcité soustavy parcialnich difer-
encialnich rovnic, coz vysvétluje zvolenou terminologii.

Véta 12 Regularni d-dimenziondlni distribuce je integrovatelnd na oblasti )
tehdy a jen tehdy, pokud na této oblasti existuje n — d hladkijch nezdvisljch?

SPripomeiime si z pfedchozi kapitoly, Ze soubor hladkych funkei nazyvime nezavislym
na nékteré oblasti, pokud je mozné jej na této oblasti doplnit do aplné sady funkci definu-
jici nové souradnice. Mimo jiné, lokalni nezavislost v okoli nékterého bodu je ekvivalentni
line&rni nezavislosti diferencialu téchto funkei.
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funkei hq, ..., hy_q, takovych, Ze
< dhy,A >=Lah1 =0,...,<dhp_g,A >= Lah,_4=0.

Dikaz Pokud je distribuce integrovatelna ve smyslu Definice 9, potom staci
vzit v novych soutadnicich hy = z441,...,hy_q = 2z,. Naopak, pokud jsou
splnény podminky dokazované véty, doplnime prislusny soubor funkci do
tuplné zmeény souradnic a tyto pak budou novymi soufadnicemi, ve kterych
mé distribuce pozadovany specialni tvar. |

K formulaci kritéria integrovatelnosti distribuce zavedeme jesté jednu jeji
charakteristiku.

Definice 10 Reguldrni d-dimenziondlni hladkou distribuci A(x), d < n,
nazveme involutivnt, jestlize pro kazdd dveé vektorovda pole f, g, kterd do ni
patii, plati, Ze jejich Lieova zdvorka také patii do A(x), tj.

Vi,ge A = [f gl €A,

Opét si pfimocarym, byt pracnym, vypoctem miizeme ovéfit, ze involutivita
je geometricky pojem, tj. Ze nezévisi na zméné souradnic. To podtrhuje i jeji
klicovy vyznam, dany nasledujici vétou.

Véta 13 Frobeniova Véta. Regularni d-dimenziondlni hladkd distribuce,
d < n, je integrovatelnd tehdy a jen tehdy, jestlize je involutivnd.

Na rozdil od integrovatelnosti, ktera je vlastné pozadavkem vyftesit soustavu
parcialnich diferencialnich rovnic, involutivitu je mozné vzdy ovérit prfimym
konstruktivnim vypoctem a dle Frobeniovy véty tak zjistit, ma-li viibec smysl
se o TeSeni téchto rovnic pokouset.

Dikaz Vysvétlime zde pouze, pro¢ je involutivita nutnou podminkou in-
tegrovatelnosti. Opac¢na implikace je analyticky nérocnéjsi, nebot je pii ni
treba zkonstruovat prislusnou transformaci. Pripadné zajemce proto opét
odkazujeme na [9]. K dikazu zminéné nutnosti postaci, kdyz si uvédomime,
ze v “jednoduchych” soutfadnicich z plati, Ze pole patii do distribuce prave
tehdy, kdyz méa poslednich n — d komponent nulovych. Podivame-li se na
definici Lieovy zévorky, snadno uvidime, ze pokud dvé pole maji poslednich
n — d komponent nulovych, jejich Lieova zavorka mé také poslednich n — d
komponent nulovych. V soutadnicich z tedy involutivita plati. Nyni si staci
uvédomit, Ze rovnost definujici involutivitu se nemuze zménit prechodem k
novym souradnicim, tj. distribuce je involutivni bud ve v8ech soufadnicich,
nebo v zadnych. Tato invariantnost, ¢i geometricky charakter, involutivity
oc¢ividné plati diky zakladni vlastnosti Lieovy zavorky, tj. jejimu geometrick-
ému charakteru danému Vétou 3. Tim je dokdzano, Ze involutivita je nutnou
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podminkou integrovatelnosti. Alternativné je mozné nutnost ve Frobeniové
Vété dokazat 1 odkazem na Vétu 12 a Tvrzeni 3, dle kterého

Liggh = LiLgh — LgLh,
a tedy
Lgh =0 A th =0 = L[f,g]h = 0.
Jinymi slovy, distribuce obsahujici vSechna vektorova pole f, pro ktera Lshy =
...=L¢hg =0, je vzdy involutivni. u

Poznamka 6 Pro kaZdou distribuct A, muzZeme definovat tzv. jeji anthildtor
A* jako mnoZinu Fadkovijch vektori, zdvisejicich na stavu,* takoviych, Ze

<A At>=0.

Diferencidl hladké funkce dh := (g—:Z, o g_aﬁz) je specidlnim pFipadem difer-
encidlni formy, kdy vsechny jeji komponenty jsou parcidlnimi derivacemsi jed-
iné skaldrni funkce. Frobeniovu vétu pak miZeme formulovat také tak, Ze
distribuce je involutivni a requldrni tehdy a jen tehdy, kdyzZ jeji anihildtor je
generovdan pouze diferencidly vzajemné nezdavislych skalarnich funkct.

Vsechny uvedené postiehy tykajici se diferenciéli a Frobeniovy véty mtzeme
shrnout do nasledujici véty.

Véta 14 - Dudlni verze Frobeniovy véty. BudiZ dina nekterd d-rozmér-
nd reqularnt, hladkd distribuce A. Potom existuje n — d nezdvislych hladkijch
funkei hq, ..., hy_q takovych, Ze

< A,dh; >=Lah; =0, i=1,....n—d,
prave tehdy, kdyz je A involutivnd.
Dikaz Dikaz plyne piimo 7z Vét 12 a 13. u

Nez prejdeme k vyuziti Frobeniovy véty k popisu strukturdlnich podminek
riznych typt exaktni linearizace, uvedeme jesté jeji dvé upravené verze, které
budou pozdéjsimu vykladu 1épe vyhovovat.

Véta 15 - Dudlni verze Frobeniovy véty s doplnénim. BudiZ ddina neék-
terd d-dimenziondlni requldrni, hladkd involutivnd distribuce A a | hladkijch
funkci hq, ..., hy, | <n—d, pro které plati

< Adh; >=Lahi=0, i=1,....1.

1Rikéme jim diferencidlni formy. Také to zduvodiuje jiz dfive zavedené znaceni
< dh, f >:= Lysh, nebot Lieova derivace hladké funkce h podle vektorového pole f je
prosté sou¢inem fadkového vektoru (tj. diferencialu funkce) a sloupcového vektoru (tj.
vektorového pole) jehoz vysledkem je skalar zavisly na stavu, tj. jind hladka funkce.
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Potom existuje n—d—1 nezduvislyjch hladkijch funkci hyiq, ..., hy_q takovijch,
ze

<A,dh; >=LAah; =0, i=1,...,n—d.
Dikaz plyne piimo z Véty 14. Dle této véty existuje n — d nezavislych

hladkych funkei hy, . .., h,_q takovych, ze
< A,dh; >=Lah; =0, i=1,....n—d.

Nyni vezmeme [ funkci hq, ..., h; danych dle formulace dokazované véty a
budeme k nim ptidavat nékteré z funkei hy, . . ., hy,_q tak, abychom dostali n—
d nezavislych funkci. Pokud by to nebylo mozné, byl by to spor s predpoklady
véty, znamenalo by to totiz, ze n — d nezévislych funkci je zévislych na [ <

n — d jinych funkeich, coZ nenf mozné.? |

Diky dualni verzi Frobeniovy véty s doplnénim miizeme dokazat i verzi Frobe-
niovy véty pro posloupnost do sebe vlozenych distribuci.

Véta 16 Frobeniova Véta pro posloupnost do sebe vloZeniych dis-
tribuci. BudiZ dana nasledugici posloupnost do sebe vloZengjch hladkijch dis-
tribuct

Ay CAyC...CA; (4.1)
Potom ezistuji nové souradnice z = T(x), ve kteryjch

f d; \

T17] 0] 0]
1 0
0 0 :

A;(z) = span 4 : : e ¥ >, 1=20,1,2,...,k,

0 0 1
: 0
0 0 '
0 0 0

\ /
tehdy a jen tehdy, kdyZ pro vSechna i =0, ...,k je A; requldrni, involutivni

Dikaz Vsimnéme si, Ze dle Frobeniovy véty (Véta 13) bude pro kazdou z d
uvedenych distribuci existovat jeji vlastni zména soutadnic, zarucujici kyzeny

SPouzitim jiz nékolikrat zminéného kritéria zavislosti, tj. linearni zavislosti diferenciéli,
by to totiz znamenalo, ze n — d linedrné nezavislych vektori je linearné zavislych na
[ <n —d jinych vektorech.
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tvar, tehdy a jen tehdy, pokud jsou involutivni a regularni s pozadovanymi
dimenzemi. Jinymi slovy, jediné, co je tfeba dokazat navic k Frobenioveé Véte
13, je, ze to je mozné zabezpecit jedinou spole¢nou zménou soufadnic.

Toto pomérné snadno plyne z Véty 12 a jejiho diikazu v kombinaci s Vétou 15.
Skutecné, za¢neme s posledni distribuci v posloupnosti (4.1), pro kterou dle
Veéty 12 a jejiho dikazu existuje n — dy funkei hy, ..., hy_g,, které je mozné
doplnit do tplné zmény souradnic prevadéjici Ap do kyzeného tvaru. Poté
piejdeme k predposledni distribuci v posloupnosti (4.1) a aplikujeme na ni a
na funkce hy, ..., h,—q, Vétu 15. Tim dostaneme funkce hy, ..., hy_q, ., které
je mozné doplnit do tplné zmény souradnic, po které ziskaji obé distribuce
Ay, Ap_1 kyzeny tvar. Opét aplikujeme Vétu 15 na funkce hy, ..., hp_qg, , &
distribuci Ay_1, atd. mizeme pokracovat, dokud vSechny distribuce neziskaji
kyzené tvary diky jednotné zméné soutradnic. u

Poznamka 7 Podobnou tvahou, jako jsme dospéli k tomu, Ze involutivita
plati bud ve vSech soufadnicich, nebo Zdadnijch, mizZeme dospét i k obec-
néjsimu ndstrogr pro analyzu vlastnosti soubori vektoroviych poli, a tim 1
dynamickyjch Tizengjch systémai. Presnéji, necht mdme jakykoliv vijraz, ob-
sahujici vektorovd pole a jejich Lieovy zdvorky, ndsobené nékterymi hlad-
kymi funkcemi, o kterém wvime, Ze je na nékteré oblasti v urcityjch soutad-
nicich identicky nulovy. Potom je tento vyraz identicky nulovy © v ostatnich
soufadnicich na prislusnijch oblastech (tj. obrazech pivodni oblasti vzhledem
k prislusné zmeéné souradnic). Skutecné, prislusny viraz je roven nulovému
vektorovému poli, a nulové vektorové pole je vZdy a ve vsech souradnicich
prosté sloupcem nul. Na druhé strane, dle Véty 3 toto pole v novijch sourad-
nicich rovnocenné spocitame i tak, Ze nejprve zmeénime souradnice ve vsech
ingrediencich vijrazu, a poté provedeme vsechny operace vijrazu, coZ znamend,
Ze studovany vyraz je nulovy 1 v novych souradnicich. Tento postup je mozné
casto vyuzit pri studiv nutnych podminek zjednodusent dynamickych Fizengjch
systémai, k cemuz prejdeme v nasledujici kapitole. Podobné tvahy lze pouZit
i dudlné pro diferencidlni formy.

4.2 Systémy s jednim vstupem

K odvozeni pouzijeme myslenku shrnutou v Poznamce 7. Pro jednoduchost
uvazujme systém s jednim vstupem a jeho tplnou linearizaci pomoci stavové
zpétné vazby a zmény soufadnic. Vyjdeme z kyzeného cile, kterym je linarni
fiditelny systém s jednim vstupem, tj.

:=Fz4+gv, z€R, veR
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Pouzijeme nelinearni stavovou zpétnou vazbu, tj. zavedeme vstup v = a(z)+
B(z)u, a(0) =0, B(z2) # 0, z € QF a dostaneme nasledujici nelinearni
systém

2= (Fz+a(2)g) + B(z)gu = f*(2) +ug’(z), 2 € R, ueR.

Dle Tvrzeni 3 a definice Lieovy zavorky plati

[f%,9°1 = B(2)[Fz, 9] — Lp.B(2)g — Lyag + LyBg = —B(2)Fg + o' (2)g,

kde a'(z) je néktera hladkd funkce. Nyni prozkoumame distribuci A; :=
span{g®, [f*, g°]}, a proto opét pomoci Tvrzeni 3 spocteme, Ze

[/, 9], "] = ad_. f* = B*(2) Fg + o*(2)g,

kde B%(2), a?(2) jsou op&t nékteré hladké funkce, z éehoZ plyne, ze Al je in-
volutivni. V&imnéte si také, Ze distribuce A := span{g*} je také involutivni,
nebot, 7z definice involutivity, kazdé jedno-dimenzionalni distribuce je involu-
tivni. Kromeé toho, diky fiditelnosti vychoziho linearniho systému a zndmému
Kalmanovu kritériu ma v nékterém malém okoli poc¢atku Ag dimenzi jedna
a Ay dimenzi dvé.

vvvvvv

a dostaneme, 7e plati

(i) dimA; =i + 1,

(i) A; je involutivni, (4.2)

kde A; := span{g,adyg,...,ad}g}, Vi=0,...,n— 1.
V této podmince jsme jiz imyslné vypustili horni index odkazujici na ptivodni
soufadnice. Aplikaci principu popsaného v Poznamce 7 totiz dostaneme, ze
tato podminka je spolu s f(xg) = 0 a g(z¢) # 0 nutnou podminkou exaktni

linearizace nelinearniho systému, nebot musi platit ve vSech souradnicich.
Ukazuje se, Ze se jedna i o postacujici podminku.

Véta 17 BudiZ ddn nelinedrni systém

&= f(z)+ug(z), {€ER", ueR, flzo)=0, glxo) #0,

potom je tento systém lokdlné exakiné linearizovatelny v okoli stavu xy po-
moci hladké zmeény soutadnic a stavové zpétné wvazby tehdy a jen tehdy,
jestlize pro néj plati lokdlné v okoli stavu xo podminka (4.2).

Dikaz Implikaci “jen tehdy” jsme jiz dokazali pti pfedchozim odvozovani.
Implikaci “tehdy” dokiZeme pomoci Frobeniovy Véty, resp. jeji modifikace,
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kterou je Véta 16. Protoze pro vSechny distribuce plati podminka (4.2), ex-
istuji lokalni souradnice, ve kterych

( i+1

T17 [0 07
0 1 0
0 0 :
: : 0

Ai .= Spall < 0 ) 0 ) ) 1 > .
0 0
| 0] [ 0] | 0 ]
\ J
Tyto soufadnice oznacme € = (&1,...,&,)" a necht & je obrazem zy. Piede-

vSim je zfejmé, ze v novych soufadnicich
g(&) - (91(5)7 07 SR O)T ) 91(50) 7é 07

nebot
AVRES Span{g(g)} ANAVES Span{(L 0,..., O)T}

Dale, protoze
Ay = span{(1,0,...,0)",(0,1,0,...,0)"},
a pritom [f, g] € Ay, plati, 7ze
[f.9] = (@'(€)g1(6). (),0,...,0" = [£(01(€).0,....0)'] =

0fr 0fs 0fs %>T:
06 06, 06 06

(~Lyg1(©).0,....0)T + (&) (

z ¢ehoz plyne, ze

Jinymi slovy, tfeti az n-t4 komponenta vektorového pole f nezavisi na &.
Podobné miuzeme postupovat s distribuci Ay a dostaneme, Ze ¢tvrta az n-ta
komponenty vektorového pole f nezavisi na &. Pokud budeme pokracovat
1 pro zbyvajici distribuce, dostaneme, Ze ve zminénych & soutfadnicich, mé
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nelinedrni systém specialni tvar

& = ugi(€n, &) + Ail6 6,8, 601, 60)
L = fo(&1, 82,85, 61, 6n)
§3 — f3(£27£37---7£n—1,£n)
§4 = Ja(&s, . &n1.6n)
sn : fn(gnflagn)

Nyni je mozné dikaz dokoncit pomoci znalosti z predchoziho seminére, pres-
néji feceno, v8imnéte si, ze s pomocnym vystupem y := &, ma systém
dobfe definovany relativni stupen n. Je ziejmé, Ze se Tizeni objevi aZ po
n derivovanich tohoto pomocného vystupu. Podminka LgL}‘_lgn(fo) £ 0,
pozadovana v definici relativniho stupné, je ekvivalentni® podmince

Ofy ofs O fn

96 3! 3fn 1
ktera plyne piimoc¢arym vypoctem 7 podminky (i) v (4.2). Tak napiiklad,
jelikoz

91(&) #0 N (&) #0 A (&) #0 A ... (&) # 0,

Ay :=span{g(§)} N Ay =span{(1,0,..., O)T},

musi platit g(&) # 0, a tudiz i g1(&) # 0, nebot g(€) = (g1(€),0,...,0)T.
Déle, protoze

Ay = span{(1,0,...,0)",(0,1,0,...,0)"},

mame, ze
Of 0fs !
gl = (=L 0,...,0)" + (—,—,0,...,0) e Ay,
.61 = (~Len(©):0.-..0) +01(6) G 52 1
a musi tedy platit, ze
0
g1(&) #0 A > 7 (&) # 0.
23]
Podobné lze ovérit i zbylé nerovnosti
af?) fn
0N ...
96, (o) # (%n 1(50) # 0,
¢imz je dikaz zavrsen. u

SOvéite si to piimym derivovanim pomocného vystupu &, podle ¢asu.
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Priklad 9 UvazZuyme ndsledujici nelinedrni systém s jednim vstupem

1 = x]+u
. 2
Ty = T1+ T
T3 = T9— 21‘:{) — 2x1U.

Vidime, Ze systém neni ve tvaru, ve kterém miZeme snadno zvolit nek-
tery pomocny vystup tak, aby jeho relationi stupen existoval a byl roven 3.
Tento vystup bude urcitou nelinedrni funkci stavu a neZ ho zkusime nayjit,
presveédcéime se, zda to ma smysl, tj. zda plati nutné a dostacujici podminky
exakini linearizace stanovené Vétou 17. Nejprve pro prehlednost zapiseme
systém ve standardnim tvaru jako

2

X7 1

&= f(x)+tug(x), f=| om+ai |, g=| O
$2—2x:f —217

Z definice Lieovy zdvorky postupné dostaneme

0 00 7 221 0 0 1 —214
0 00 v1+22 |—| 142z 00 0 = | —-1-2m
-2 00 Ty — 2173 —627 1 0 —2x4 4o
fg =[f,[f,9]] =

—2 00 :c% 2c1 0 0 —217

-2 00 ri+22 | — | 1+2x 00 —1 -2z |,

8r; 0 0 Ty — 273 —622 1 0 4o

213
adfg = 211 + 227

—423 + 1 + 271
Mizeme tedy urcit distribuce Ao, Ay, Ay, figurugici v podmince (4.2), jako

1 1 —214
Ay = span 0 , Ay =span { 0 ;| —1— 214
—2x —2x 4o
1 —2xy | 217
Ay = span 0 | —1—2x |, 211 + 212
—2x1 4oy | —423 + 1+ 21

Z toho ocividné plyne, Ze

dimAy(0) = 1, dimA;(0) = 2, dimA,(0) =
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a proni ¢dist podminky (4.2) tedy plati. Zbyjvd tedy ovérit involutivitu téchto
distribuct. Involutivita distribuce Ag je ocividnd, nebot z Tvrzeni § mdame, Ze
[a(x)g(x), B(x)g(x)] = y(x)g(x), kde v = Ly(aw — B). Involutivita distribuce
Ay je ocividnd, nebot tato distribuce md dimenzi rovnou 3, coZ je dimenze
stavového prostoru, a tudiZ do ni patii jakékoliv vektorové pole. Jinymi
slovy, jediny netrividlni vijpocet je tieba provést pro “prostiedni”distribuci Ay .
Ta md dimenzi rovnou dvéema a v kaZdém bodé tedy generuje dvourozmérny
podprostor tFirozmeérného tecného prostoru. Musime ovérit, zda kaZdd Lieova
derwace poli, patricich do této distribuce, bude také patrit do této distribuce.
Spocitaime tedy ndsledujici kombinaci Lieovijch zdavorek

[/, 9], 9] = [adyg, g] =

0 00 —2x -2 00 1 2
0 00 —1—-2x1 | —| =2 0 0 0 = 2
—2 00 4:6% 8r1 0 0 —21 —4axq
Plati proto, Ze
2
d = —ad

z cehoZ 71z snadno plyne involutivita Ay, nebot diky definici Lieovy zdvorky
a jeyim vlastnostem z Tvrzeni 3

[a(x)g + B(x)adrg, v(x)g + d(x)adsg] =

(Lg(er =) g+ (Ladyq (8 — 0)) ad g +[ad g, g] (Lg(B — 8) + Laa,g(a — 7)) ,
gingmi slovy, pokud g,ad;g, [adsg, g] € Ay, potom i

[a(x)g + B(x)adsg, v(z)g + d(x)adsg] € Ay

pro jakékoliv hladké funkce a(x),0(x), B(x),v(x). Podle Véty 17 je tedy sys-
tem exaktne linearizovatelny).

Nyni se pokusime najit transformaci do souradnic, ve kteryjch bude distribuce
Ay co nejjednodussi. Vsimneéme si, Ze pokud zménime souradnice, vSechny
vektory v distribuci se vyndsobi zleva jakobidnem této transformace. Nabizi
se vynasobit pruni rddek 2x1 a pricist ho k poslednimu, ktery tak bude nulovy).
Proto budeme hledat transformaci & = T'(x) takovou, Ze

1 00 1 00
T T
g— = 0 1 0 [,nebot g—Al = 0 1 0| x
o2 01 v 221 0 1
1 —21 1 211
span 0 | —1— 224 = span 0, 1422
—2x 423 0 0
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Vsimnéme si, Ze tento jakobidn je jakobianem ndsledujici transformace

9
&1 =21, & =1m9, & =]+ T3

To, Ze k dané ctvercové matici, jejimiZ proky jsou funkce a kterd zjednodusuje
tvar distribuce, umime najit zobrazeni, jehoZ jakobidn je touto matici, je
vlastné urcité integrovdani, a je mozné prave a jen tehdy, pokud je viyse uve-
denda distribuce involutivni. To cdstecné opravnuje terminologii Frobeniovy
vety, kterd mluvi o integrovatelnosti distribuce.”

Vise odvozené souradnice transformuji systém do ndsledujiciho tvaru

€1Z§%+U7 €2Z£1+£%7 & = &,

coZ si overte sami primym vypoctem v rdmci procviceni. UkaZte také, Ze
vysledny systém md relativni stupen 3 vzhledem k vystupu &3, a prislusngm
postupem spoctéte linearizugici transformace.

Ukazuje se, ze nejen v predchézejicim prikladé, ale i obecné plati, ze staci
oveFit jen malou ¢ast z podminek uvedenych v (4.2). Presngji feceno, plati
nasledujici véta.

Véta 18 BudiZ ddn nelinedrni systém
&= f(z) +ug(z), v€R" ueR, f(xg) =0, g(zo) #0,

potom je tento systém lokdlne exakiné linearizovatelny v okoli stavu xq po-
moci hladké zmeéeny soutadnic a stavové zpétné wvazby tehdy a jen tehdy,
jestlize pro néj plati lokdlné v okoli stavu x

(i) dimA,_1 =n, A,_; :=span{g,adsg,..., adff‘_lg} 43)

4.3
(ii) A,—g je involutivni, A,_s := span{g, ad;g,..., ad?’*Qg}

Nez piejdeme k dikazu této véty, odvodime nasledujici pomocné tvrzeni.

Tvrzeni 6 Pro nelinedrni systém ve Véte 18 a pro distribuce (4.2) plati:

1. [faAZ] CAiJrla izoala"'an_27 kde [f)AZ] = {[f7h] | hEAZ})

2. Jestlize plati, Ze dimA,,_1(0) = n, potom plati i dimA;_1(0) = i, kde
A;_; :=span{g, adyg, . .., adff_lg}, i=1,...,n—1.

"Pozornému ¢tenafi neunikne, 7e postup zjednoduseni distribuce vynasobenim &tver-
covou matici zleva je standardnim linedrné-algebraickym postupem a je tedy mozny i
pro neinvolutivni distribuci spliiujici podminku konstantni dimenze v okoli rovnovazného
stavu. Nicméné, pouze a pravé pro involutivni distribuci je tato ¢tvercova matice realizo-
vatelna jako Jakobian nékteré transformace soutradnic.
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3. Jestlize plati, Ze
[ad‘}g, ad‘jf“g] €eAjy, Vi=0,1,...,n—3,

potom jsou vsechny distribuce A;_; = span{g,adsg,..., adzjflg}, i =
1,...,n— 1 involutivni.
Diukaz Prvni ¢ast dokazovaného tvrzeni plyne z definice prislusnych dis-
tribuci a Tvrzeni 3.
Druhou ¢ast dokazovaného tvrzeni dokdZeme sporem. Predpoklddejme, Ze
dimA; 1 < 7 pro nékteré ¢ < n, potom existuji redlna cisla «y,...,q;_ 1, z
nichZ alespon jedno neni nulové, takové, Ze

Oéog(O) + aladfg(O) +...+ oziflad’]'c_lg(()) = 0.

Bez ztraty obecnosti mizeme predpokladat, ze o;—1 # 0 (pokud tomu tak
neni, je mozné vzit mensi ¢, pro které tomu tak bude). Definujme vektorové
pole
h(z) = apg(x) + cnadsg(z) + ... + ozi_ladzjflg(w),
pro které ziejmé plati, ze h(0) := 0, a protoze také f(0) = 0, plati
o= [0y,
Ox oz

Jinymi slovy, také dimA,; < i, a postup je mozné ocividné opakovat, dokud

] (0) = [f, h](0) = apad;g(0)+aradtg(0)+. . .+asad;g(0).

nedospéjeme k dimA"~! < ¢, co je spor s predpokladem.

Diikaz tfeti ¢asti dokazovaného tvrzeni provedeme indukci. Nejprve si povSim-
néme, ze pro ¢ = 0 je ocividné, tj. Ag je involutivni. Pfedpokladejme, Ze plati
pro nékteré i, n — 2 > ¢ > 0, tj., ze distribuce Ao, ..., A;, jsou involutivni
(tzv. indukéni predpoklad). Z téchto predpokladi dokazeme, 7Ze i distribuce
A, 11 je involutivni. Dle indukéniho predpokladu plati

[ad?flg, adffg] € A
a proto
Ai1 3 [f, [ad g, ad}g]] = —[ad}g, [f,ad} 'g]] — [ad) g, [ad}g, f]] =
[ad g,ad’] [ad g,ad’“g] = [ad g,ad’“g],

kde jsme nejprve pouzili jiz dokdzanou vlastnost [f, A;] € Aji1, poté Jaco-
biho identitu a antikomutativitu Lieovy zévorky, viz Véta 4. Dokazali jsme
tedy, ze

[ad?ilg ng] € Ay

Obdobnym zpiisobem dle indukéniho predpokladu plati, ze
[ad g,ad gl € A,
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a tedy

Ai—i-l > [f? [ad?;Qg? ad?fg“ - _[ad}g7 [f? ad?ng]] o [ad§:2g7 [ad?fga f” -

—[adicg, ad?l] + [ad?ng, ad?lg].
Jelikoz dle indukéniho predpokladu plati, Ze
[ad?flg, adffg] e A; C A,
musi platit take, Ze
[ad} ?g,ad} g € Ajp.

Obdobnym zpiisobem je mozné postupné dokazat, ze

[adlf_lga ad?lg] SEAVEER [adlf_QQ, ad?lg] SIVAVER TN [/3 ad?lg] € Ajya,
pricemz dle indukéniho predpokladu plati také

lad}g, ad}g] € A, k,1=0,1...i.

Jedina inkluze, kterou jesté potfebujeme a kterou nelze z indukéniho pred-
pokladu odvodit, je inkluze [ad}g, ad}“g] € Aj.1. To je ale prave predpoklad

nami dokazovaného bodu 3. Shrnuto, plati
[adﬁg, adffg] e Niy1, k,1=0,1...4,i+ 1.

Z téchto v8ech vlastnosti jiz plyne involutivita distribuce A;;q, nebot pro
libovoln4 hladké vektorova pole hl,... k7 a hladké funkce at(z), ..., o' (z),
BYz), ..., 3 (x) pouzitim Tvrzeni 3 plati, 7e

Rl B € Ay, [RF R e Ay, kile{1,...,}, =
J J
[Z Oékhk, Z Bkhk] SAVERYD
k=1 k=1
Dokazali jsme tedy, Ze z involutivity A; vyplynula involutivita A;.q1, coz
znamenad, ze bod 3 plati pro vSechna uvedend i. Tim je dikaz zavrSen. |

Dikaz Véty 18. Ocividné postaci dokazat, ze nutné a dostacujici podminky
exaktni linearizovatelnosti (4.2) jsou splnény, pokud plati podminky (4.3) for-
mulované ve Vété 18. Diky bodu 2. prave dokazaného Tvrzeni 6 z podminky
(i) v (4.3) plyne oc¢ividné podminka (i) v (4.2). K dikazu, ze podminka (ii)
v (4.3) plyne z (ii) v (4.3)) postaci dokéazat, Ze 7 involutivity distribuce A,,_o
plyne involutivita vSech distribuci A;, V2 = 0,1,...,n—3. Budeme postupo-
vat sporem a proto predpokladdejme, ze k je maximalni pfirozené ¢islo, pro
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které Ap,q nenf involutivni. Diky pfedpokladu involutivity distribuce A, _»
plati & < n — 2. Pouzitim bodu 3 Tvrzeni 6 dostaneme, zZe musi platit

[adlj—i_lg) ad];”g] ¢ Ak—i—la

jinymi slovy, diky podmince (i) v (4.3), plati pro nékterou hladkou funkci
a(z) a prirozené ¢islo [ > k + 1, ze

[ad?ﬁ“g, ad];ég] = a(z)adlfg + h(x), h e A1.

Pomoci Jacobiho identity, antikomutativity a Tvrzeni 3 z tohoto predpokladu
postupné dostaneme

ad g, adfg] = [[f,ad}"'g], ad}g] = —[[ad}g, f],ad} ' g]—[[ad} g, ad}g], f] =

—[[ad’}“g, ad?g], fl= (Lfa)adivg + oz(x)adff“g + [f, hl.
Shrnuto, dostali jsme

[ad*?g, adg] = (Lya)adlg + a(x)ad[ g + [f, k],

kde ocividné

adrg € Ay, a(x)ad g € A, [fh] € [f. A1) C A
Diky jiz dokazané podmince (i) v (4.2) plati adff“g ¢ /A, jinak by dim4A; 1 <
[ 42, coz je spor s (i) v (4.2). Jinymi slovy, dokizali jsme, ze

[ad?”g, ad?ﬁg] N, Il >k+1,

coz je spor s predpokladem, Ze k je maximalni ¢islo, pro které Aj,; neni

involutivni. [ |

Na zakladé postupt predchoziho dikazu a také pomoci duélni verze Frobe-
niovy véty muzeme charakterizovat relativni stupen a nejvétsi exaktné lineari-
zovatelnou ¢ast dynamiky systému. Zac¢neme tim, ze alternativnim zptisobem
dokazeme vétu, kterou jsme zformulovali jiz dfive ve zminéném piedchozim
seminari.

Veéta 19 Nelinearni systém s jednim vstupem

= f(x)+ug(zr), reR" vweR, f(0)=0, g(0)#D0,

mda lokdlné exaktné linearizovatelnou dynamiku tehdy a jen tehdy, jestlize pro
neéj) miuzZeme urcit vystup

y = h(x)
tak, aby s timto wviystupem existoval relativni stupen a byl roven dimenzi
stavového prostoru n.
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Dikaz S pouzitim Véty 18 je dukaz Véty 19 zalozen na tom, Zze podminka
(4.3) je diky dudlni verzi Frobeniovy véty ekvivalentni existenci hladké funkce
h takové, ze

< dh,adjg >i= Loy, h =0 Vk=0,1,...,n 2

< dh,ad} 'g > (0) := Lyq-1,h(0) # 0.

Skutecné, diky (i) v (4.3) je A,—2 involutivni n— 1 dimenzionélni distribuci a
proto existuje funkce h(x), dh(0) # 0, jejiz diferencial dh anihiluje vSechna
vektorova pole 7z této distribuce, coz déava prvnich n — 1 podminek. Zbyvajici
nerovnost plyne z (ii) v (4.3), nebot pokud by misto ni byla rovnost, po-
tom by radkovy vektor dh(0) byl kolmy k n linedrné nezavislym sloupcovym
vektorim, coZ je spor s dh(0) # 0.

Naopak, pokud predpokldadame existenci funkce vyse popsané funkce h, opét
diky duélni verzi Frobeniovy véty musi platit (i) v (4.3), a navic dimA,,_o =
n—1. Protoze je dh(0) # 0, z nerovnosti Lad}ﬂgh(O) # 0 plyne, ze ad}‘_lg(O)
je linearné nezéavisly na vektorech z A, o, tj. dimA, 1 =n — 2, coz je (ii) v
(4.3).

Funkce h mé popsané vlastnosti pravé tehdy, kdyz je vystupem, pro ktery
mé dany nelinearni systém relativni stupen roven dimenzi stavového prostoru
n. Toto tvrzeni, a tim i celou vétu, dokazeme nasledovné. Nejprve predpok-
ladejme, ze zkoumany nelinedrni systém mé s vystupem y = h(z) relativni
stupen n, potom

0= Lgh = Lngh = L[ﬁg]h + Lgth = L[f,g]h = L[ﬁg]h =0,

kde jsme postupné pouzili vlastnost, 7ze Lieova derivace nulové funkce je
nulova funkce, déle identitu Liynh = LyLsh — LyLyh (viz Tvrzeni 3), a
L,h =0, LyLih = 0 z definice relativntho stupné (viz minula kapitola).
Mame tedy jiz dokazano, ze

Lsh =0, Lipgh =0.
Obdobné, plati
Lypyh = LyLiggh — LiggLih = —=LiygLsh =
—(LyLy — LyLy) Lgh = —LyLyLh + LyLyLsh = LyL3h = 0.

Opakovanim tohoto postupu dostaneme, ze pokud ma systém relativni stupen
n, potom plati

Lh=0, Lipgh=0, Lgh=0.. Lyzh=0, Lgih#0,
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coz jsme méli dokézat. Snadno nahlédneme, Ze ve vyse odvozenych fetézcich
identit lze postup obratit, tj. pokud plati

Lyh =0, Lypgh=0, L2 h=0...,Lg-2h=0, Lyg-1,h#0,
potom dostaneme, 7e i
Leh =0, LyLih=0, LyLih=0...,L,L}*h=0, LyL} 'h+#0,

¢imz je dikaz zavrsen. u

Poznamka 8 Dikaz Vety 19, ktery byl wveden v predchozim semindri je
jednodussi nez ten prave dokonceny. Cely viklad je mozné i obrdtit, a to tak,
zZe dokdZeme Vétu 19 zpiusobem z predchoziho semindie, a poté z ni odvodime
platnost Vety 18. Cilem naseho vykladu bylo ukdzat vzdajemnou provdzanost
obou postupti. Navic, nyni miuZeme popsat algoritmus, jak hledat linearizu-
gici vystup, ten bude Tesenim nasledujici soustavy parcidlnich diferencidlnich
TOUNIC

Ldk h=0 \V/kZO,l,...,n—Q
adfg
Lad}l_lgh(o) = Od(.%'), &(0) 7é 07

kde funkce a(x) mize byt volena libovolné, tj. usnadni ndam hleddni reSend.
Dudlni verze Frobeniovy véty pak Fikd, Ze podminky (4.3) zarucugi existenci
resent této soustavy parcidlnich diferencidlnich rovnic alespon pro nekterou
takovou funkci a(x). Podminky (4.3) zdaleka nejsou splnény pro kazdy sys-
tém, coZ lze pochopit, nebot vise popsand soustava md celkem n parcidlnich
diferencidlnich rovnic md vlastné jen dve nezndamé funkce a(x), h(x) k jejich
splnéni a proto je jeji Feseni mozné jen ve specidlnich pripadech. Jakmile se
ndam podari ziskat néekterou funkci h, jejim derivovdnim primocare vypocteme
linearizujici transformace a zpétnou vazbu.
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Kapitola 5

Dalsi problémy a priklady vyuziti
nelinearniho rizeni

5.1 Brockettova podminka hladké a spojité stabilizace

Uvazujme nelinearni systém
= f(zx,u), v€R™ uweR™ f(0,0)=0. (5.1)

Definujme jeho pfibliznou linearizaci, tj. dvojici (A, B):

_of _of
A= 22(0,0), Bi=5-(0.0). (5.2)

Potom plati nasledujici nutné podminky hladké stabilizace.

Véta 20 Necht je systém (5.1) lokdlné asymptoticky stabilizovatelny hlad-
kou zpétnou vazbou v okoli rovnovdzného stavu v pocdtku, potom musi platit
ndsledujici podminky.

1. Systém (5.1) je tzv. lokalné asymptoticky fiditelny, tj. existuje takové
okoli pocidtku, Ze pro kazdij stav x° v tomto okoli existuje Fizeni u(t, z"),
takové, Ze pro prislusnou trajektorii x(t) plati limy o x(t) = 0.

2. Dvojice (A, B), definovand v (5.2), nemd neiditelné a zdrovern nestabil-
ni mody, tj. existuje K prislusniyjch rozmeéeri takovd, Ze vsechna vlastni
cisla matice A+ BK leZi v uzaviené levé komplexni poloroviné.

3. Zobrazenid f(-,-) : R" x R™ +— R"™ je lokdlné surjektivni v okoli pocdtku,
t5. obraz kazZdého okoli pocdatku v R™ x R™ obsahuje okoli pocatku v R™.

vvvvvv

Vsimnéme si také, ze pojem lokalni surjektivity je ponékud slozitéjsi, nez
pouhd surjektivita! zobrazenf mezi dvéma prostory. Napiiklad, jednoduché
zobrazeni, definované jako z — x> — 3 je nesporné surjektivni jakozto zo-
brazeni R — R v obvyklém pojeti, nicméné neni lokdlné surjektivni, nebot
pro x € [—1,1] oc¢ividné nabyva jen kladnych hodnot. Oproti tomu, zo-
brazeni, definované jako x — 23 — x je i lokalné surjektivni.

Tteti z podminek této vysSe euvedené véty se v literatufe nazyva Brocket-
tovou podminkou stabilizovatelnosti. SAm Brockett tuto podminku publikoval

'Tj., ze kazdy prvek prostoru, do kterého zobrazujeme, ma alespoii jeden vzor.



praveé jako podminku hladké stabilizovatelnosti, nicméné, sém také dokazal,
ze se jedné o nutnou podminku stabilizovatelnosti spojitou zpétnou vazbou.
Jinymo slovy, pokud je Brockettova podminka porusena, systém nelze sta-
bilizovat ani spojitou zpétnou vazbou. Je pfitom ziejmé, Ze podminka ¢. 2
Véty 20 méa smysl pouze pro hladké systémy a hladkou zpétnou vazbu. Pro
nejvyse spojité systémy a spojitou zpétnou vazbu je mozné nutné podminky
proto formulovat nasledovné.

Véta 21 Necht je systém (5.1) lokdlné asymptoticky stabilizovatelny spoji-
tou zpétnou vazbou v okoli rovnovdzného stavu v pocdatku, potom musi platit
ndsledujici podminky.

1. Systém (5.1) je tzv. lokdlné asymptoticky Fiditelny, #j. existuje takové
okoli pocidtku, Ze pro kaZdij stav ¥ v tomto okoli existuje Fizeni u(t, z"),
takové, Ze pro prislusnou trajektorii x(t) plati lim;_, = 0.

2. Zobrazeni f(-,-) : R" x R™ +— R" je lokdlné surjektivni v okoli pocatku,
t5. obraz kazZdého okoli pocatku v R™ X R™ obsahuje okoli pocatku v R™.

Situaci nejlépe osvétlime na nékolika jednoduchych ptikladech.
Priklad 10 “Aeyelstv priklad”. Ndsledujici systém, Aeyels, SCL 1984:
i‘l :$1+$§, i?gzu

nelze hladce stabilizovat, nebot jeho pribliznd linearizace (staci zanedbat ku-
bickou nelinearitu) md nefiditelny nestabilni podsystém i1 = x1, ktery je
zcela izolovdn od Tiditelného zbytku, a tedy podminka ¢. 2 Vety 20 neplati.
Niecméne, plati obé zbyjvajici podminky této vety, tj. podminky Vety 21. Sku-
tecne, proni podminka plati, nebot systém je lokdlné Tiditelny v malém case,
viz vyklad v cdsti o Tiditelnosti, a druhou snadno ovétime. To sice jesté nic
nezarucuje, nebot véta formuluje jen nutné podminky, nicméné se ukazuje, Ze
systém lze stabilizovat (Kawski, SCL 1989), pomoci spojité nehladké zpétné
/3 _ bry, 0 < a < b. Shrnuto, Ayelsiv priklad je stabili-
zovatelny spojitou zpetnou vazbou, ale urcité neexistuje hladkd zpétnd vazba,
ktera by ho stabilizovala.

1
vazby ug = —axy

Priklad 11 Nasledujici systém
T =254+ 23, iy =u,

nent stabilizovatelny Zadnym zpisobem v pocdtku, nebot ani neni nijak lokdlné
Fiditelny. Skutecné, pro o € (—1,1) stavovd komponenta x1 roste bez ohledu
na to, co se déje se vstupem. Navic, z téhoZ divodu neplati ani Brockettova
podminka, nebot lokdlni surjektivity nelze dosahnout.
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5.2 Vztah riditelnosti a stabilizovatelnosti

Posledni dva priklady ukazuji, Ze Brockettova podminka miize byt nékdy
piimym dusledkem lokéalni fiditelnosti, lépe feceno, vyplyva z téchze vlast-
nosti pravé strany systému. Omezime-li se na spojitou stabilizovatelnost,
a tedy nemusime splnit podminku stabilizovatelnosti pfiblizné linearizace,
nabizi se otazka, zda neplati implikace, Ze z lokalni fiditelnosti v malém case
vyplyva i asymptoticka stabilizovatelnost spojitou zpétnou vazbou. Ukazuje
se, ze v obecném pripadé to neplati, nicméné, plati to pro nékteré specifické
tridy systémaii.

Véta 22 Uvazujme tzv. trianguldrn? systém s jednim vstupem
i1 = fi(x1,x2), T2 = fo(x1, 22, 23), ...,

Tno1 = fi(zy, ... xn), Tn = folzr, ... 20, 0).

Potom je tento systém stabilizovatelny spojitou zpétnou wvazbou jestlize je
lokdlne riditelny v malém case.

Ditkaz a dalsi s nim spojené vysledky byly publikovény v [4], v praci [5] je
pak podobny vysledek zobecnén i pro nékteré netriangularni systémy. Obecné
vSak pro systémy s jednim vstupem a netriangularni pravou stranou mize
nastat situace, kdy je systém lokalné riditelny v malém case, avSak neni
spojité lokalné stabilizovatelny, jak ukazuje nasledujici priklad.

Priklad 12 Nasledujici systém
. _ 2 3 o . o o
r1 =23 +x3, To=2T3 I3=1U,

neni stabilizovatelny spojitou zpétnou wvazbou, nebot Brockettova podminka
neplati. Nicméne, je mozné dokdzat, Ze tento systém je lokdlné Fiditelny v
malém case, viz dal§i diskuze a reference v ¢lancich [4, 5].

Brockettova podminka surjektivity je obvykle dokazovana na zékladé urcitych
topologickych uvah. Nacrt dikazu je zajimavy: existuje-li asymptoticky sta-
bilizujici spojita zpétna vazba ug (), potom podle jedné z verzi tzv. obra-
cené Lyapunovovy véty® existuje pro systém & = f(x), f(z) = f(z, ug(x))
Ljapunovska funkce V(x). Mimo jiné tedy V(z) = ¢, ¢ > 0, jsou uzaviené
zaktivené plochy a vektor f () na nich musi v§ude sméfovat dovniti objemu

2Casto se mu v literature ¥ika "strict feedback system", nebof obsahuje integratory,
statické nelinearity a mexi nimi jen zpétné smycky.

30bracené Lyapunovovy véty fikaji, Ze pokud je néktery systém asymptoticky stabilni,
potom existuje nékterd Lyapunovska funkce urcité tiidy.
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vymezeného piislusnou plochou. Zaroven spojité zavisi na stavu, coz v kom-
binaci s ur¢itymi topologickymi vlastnostmi znamena, ze musi nabyvat vSech
hodnot alespon z urc¢itého okoli. Z toho pak vyplyva samotné Brockettova
podminka.

Uzavieme tuto ¢ast zajimavou interpretaci Brockettovy podminky pro linearni
systémy © = Ax+ Bu, kde matice a vektory maji obvyklé rozmeéry a vyznamy.
Zde vede Brockettova podminka na pozadavek, Ze Az + Bu : R"™ s R"
je surjektivni, coZ znamend, %e hodnost matice [A, B] =[A—0-1,B] = n.
Ke splnéni Brockettovy podminky tedy praveé postaci, aby ptripadné nulové
vlastni ¢islo matice A bylo riditelné, coz je sice nutnd podminka stabilizo-
vatelnosti linedarniho systému, nicméné, ani kdyz k ni pridame podminku ¢.
2 Vety 20, stale nedava uplné dostacujici podminky, tj. ze kazdé vlastni ¢islo
matice A je bud riditelné, nebo mé zapornou realnou ¢ast. Mezera je totiz v
nenulovych vlastnich ¢islech na mezi stability, napr. nefizeny linearni oscila-
tor 1 = x9, T9 = —x1 oCividné Brockettovu podminku splni, pfitom vsak
asymptoticky stabilni neni.

To jen dokresluje, ze Brockettova podminka stability je jen velmi zékladni a
nezbytnou nutnou podminkou asymptotické stabilizovatelnosti spojitou zpét-
nou vazbou. Je o to vice piekvapujici, jak ¢asto, a to i v pomérné praktickych
situacich, poslouzi k jejimu vylouceni. Jednim z téchto piikladi jsou tzv. ne-
holonomni systémy.

5.3 Neholonomni systémy, jejich riditelnost a stabili-
zovatelnost

Zkracenym terminem neholonomni systémy jsou obvykle oznacoviny me-
chanické systémy s neholonomnimi omezenimi. Omezeni nazyvame neholonom-
nimi, pokud omezuji zaroven rychlosti a souradnice, pricemz rychlosti jsou
jimi omezeny neintegrovatelnym zptisobem. Konkrétné, je-li mechanicky sys-
tém popsan souradnicemi zq,...,x, a rychlostmi z1,...,x,, necholonomni
omezeni vyzaduje, aby za vSech okolnosti platilo

I Y

¢(5E17 y Lpy L1 x ) [al_l axn

posledni nerovnost vyjadiuje skutecnost, ze omezeni opravdu na nékteré
rychlosti netrivialné zavisi. Navic, omezeni nesmi byt integrovatelné, t;.

Oy, o T, X1, ) F Zg—wxl V(g ..., xy).



Integrovatelné omezeni je totiz disledkem nékterého holonomniho omezent,
tj. omezeni pouze na soutadnice. Je totiz ziejmé, Ze kazdé omezeni na soutfad-
nice automaticky generuje urc¢ité omezeni na rychlosti, které je disledkem
derivovani holonomnfho omezeni podle ¢asu. To pak zpravidla umozinuje
zavedeni takovych souradnic, ve kterych holonomni omezeni redukuje pocet
stupnt volnosti a vede tak na neomezeny systém s méné stupni volnosti. Prik-
ladem muze byt pohyb hmotného bodu po kruznici v roviné ve vzdalenosti
[ od stfedu. V kartézskych souradnicich s pocatkem ve stfedu otaceni ho
popiSeme soufadnicemi 1, z2 s holonomnim omezenim 27 + 23 = [, De-
rivovanim tohoto omezeni podle ¢asu dostaneme omezeni na rychlosti 2121 +
Toxy = 0, které ma vseobecné znamy fyzikdlni smysl, Ze obvodova rychlost
pohybu po kruznici je kolmé na privodi¢. Zavedenim polérnich souradnic
r = /2?4123, ¢ = arctanxy/x; pak omezeni bude mit jednoduchy tvar
r = 1, jehoz diisledkem je 7 = 0% a pohyb lze tak popsat systémem bez
omezeni a s pouze jednim stupném volnosti: thlem ¢ opsanym privodicem
a jeho thlovou rychlosti. Skutecné, souradnice r je omezena na jedinou kon-
stantni hodnotu [ a soufadnice ¢ se omezeni nijak netucastni a je tedy zcela
volné.

V pripadé neholonomnich omezeni toto mozné neni, zjednodusené receno se
jedna o omezeni na rychlosti, které nelze sparovat s zadnym omezenim na
soufadnice a to vede k nevyvazenosti v poctu nezavislych souradnic a poc¢tu
nezavisle volitelnych rychlosti. To pak zptisobuje, naptiklad, nemoznost ridit
systém pomoci linearni aproximace, jak bude dale podrobnéji vysvétleno.

x2

ul

X3

T

Obréazek 5.1: Neholonomni systém - rovinny model kinematiky auta

‘Proto se tedy nejedna o neholomomni omezeni, i kdyZ omezuje rychlost - je totiz
diisledkem holonomniho omezeni.
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Priklad 13 Jednoduchy kinematicky model auta na obr 5.1 md ndasledujict
tvar
T1 = U1 COST3, To = Uy SINT3, T3 = Uo,

kde x1,x9 jsou kartézské souradnice polohy auta, které pro jednoduchost
popiseme jednim bodem v roviné, vzhledem k zvolenému pocdtku, x3 je hel
natocent auta vzhledem ke kladnému sméru osy x1, uy je primo tizend doprednd
rychlost auta a us je primo Tizend rychlost natdceni auta.

Systém je neholonomni, nebot z prunich dvou rovnic vypljvd, Ze

To9 = T tan xs.

Pocet volnijch souradnic je tedy roven trem, ale pritom nezdvisle volitelné
rychlosti jsou jen dvé. Pritom to nesouvisi s malym poctem akcnich clent,
i kdybychom pridali dalsi vstupy, nemohou na rychlosti pisobit nezdvisle,
protoZe uvedené neholonomni omezeni musi vZdy platit. Neholonomni je pak
proto, Ze sice omezuje rychlosti, ale nijak neomezuje pivodni souradnice, coZ
je zieymé 1 intuitivné. Projevi se vSak v miTe sloZitosti, se kterou je mozné
tyto souradnice Fidit, coZ si nyni predvedeme.

Zkoumanyj systém je Tiditelny snad ve vsech smyslech zminényjch v kapitole o
riditelnosti, napr. lokdlne v malém case, ale i globdlné. Jeho pribliznd lineari-
zace v pocdtku je pritom neriditelnd, navic, je ocividné naprosto nepouzitelnd,
nebot md tvar 1 = uy, To = 0, 3 = uy. Takovymto systémim proto také
néekdy rikame ryze nelinedrni, nebot neobsahuji Zddné relevantni linedrni
cleny. Nelinedrni tiditelnost snadno oveérime pomoci prislusngch Lieovijch
zavorek, nebot

sin 3 COS T3 0
[91792] = | —cosx3 |, kde g1 = | sinxg |, g1 =101,
0 0 1

a tedy
span [¢'(0), ¢°(0), [¢', 67 (0)] = R.
Pritom Brockettova podminka splnéna neni, nebot uvazZujeme-li pro sebe-

mensi € > 0 hodnoty pravé strany (0,¢,0)T, potom v kazdém okoli ekvilibria
(0,0,0)T, kde cosxs # 0, plati

uyrcosry3 =0=u; =0= uysinzg3 =0+#¢ >0,

coZ je spor a tedy pravd strana nemiZe nabyvat hodnot (0,£,0)" pro Zidné
e > 0 a zobrazent pravé strany tedy neni lokdlné surjektivni. Brockettova pod-
minka proto neplati a systém nemizZe bijt stabilizovatelny do pocdtku spojitou
zpetnou vazbou.
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Obrazek 5.2: Parkovaci manévry pomoci Lieovy zavorky. Postupné po sméru
hodinovych rucicek ¢tyii manévry od zleva nahote doprava, doli a az vlevo
dole. Stavy x(0) = [0,0,0]", z(¢) = [0,0,¢]", x(2¢) = [ecose,esing, ],
7(3¢) = [ecose,esine, 0], x(4e) = [ecose — €,esine, 0] . Vysledek - auto
posunuté do strany kolmo ke koltim - lze vyjadrit pomoci Taylorova rozvoje
jako x(4e) = [—€3/2 + o(e?),e* + 0(£%),0] " =[0,1,0]"e? + o(&?).
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Zdaverem tohoto prikladu uvedme zajimavou interpretaci Fiditelnosti auta vy-
plyvagici z Tvrzent 4. Pripoménme si, Ze toto turzend, zhruba veceno, approz-
imuje Lieovu zavorku dvou poli stridanim kratkého pohybu podél jednotlivijch
poli tam a zpét. V pripadé auta to znamend, Ze mejprve krdtce natocime
auto o maly ihel, potom popojedeme krdatce v tomto mirné potoceném smeéru,
poté pootocime auto nazpet do vijchozi orientace a nakonec zacouvame krdtce

2 we smeéru kolmém k podélné ose auta, kde ¢

nazpet. Viysledkem je posun o e
je doba, po kterou probihal kaZdy ze 4 popsangch manévri. Odchylka posunu
je dokonce jen o(e?), viz Obrdzek 5.2. Pro praktické vyuZiti je tedy treba volit
rozumnou velikost £, pro malé hodnoty se posouvdame presné do strany, ale o
velme maly posun, zatimco pro vétsi hodnoty € je posun viyraznéjsi, ale neni
presné do strany.

Vidime, Ze vSeobecné pouzivand technika parkovdani auta, spocivajici v krdtkém
pojizdéni vpred a wvzad se stridavym prislusnym natdcenim volantu, neni
nicim gingm, nez aprozimaci Lieovy zdvorky!

x2

Obrézek 5.3: Holonomni systém - model vlaku

Priklad 14 Jednoduchy kinematicky model vlaku na obr. 5.8 miZeme také
popsat 3 souradnicemi xq,xs, T3 a jejich casovymi derivacemi stejnym zpii-
sobem, jako model auta

T1 = U] COST3, To = U] SINT3, T3 = U9,
nicméne, v tomto pripadée s ndasledujicimi omezenima
_ t _ / . _ . t
o = @(x1), tanxs = ¢'(x1), T2 = &1 tanzs.
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Zde smeér osy x1 je spojnici vijchoziho bodu a cile vliaku a pro jednoduchost
prijatelne predpokladdme, Ze kiivka, podél které se tahnou koleje md jed-
noznacnou projekci na tento smér. Posledni omezeni ze tri je identické s
neholonomnim omezenim v pripadé auta, nicméné, protoZe plati tanxg =
' (x1), je mozné jej nahradit omezenim Ty = 1 (x1), které je primiym
diisledkem derivovdni holonomniho omezeni o = p(x1) podle casu. Jingmi
slovy, tento model vlaku mda tri stupné volnosti a dveé holonomni omezent,
takzZe se vlastné jednd o systém s jednim stupném wvolnosti a k jeho Tizeni
postaci jeden skaldrni vstup. Tim je prirozené rychlost ve sméru tecny ke
kolejim wy, zatimco uq je diky omezenim pevné ddano a musi tedy neustdle
platit

"
= s = G 0 = st =
nebot 1
cos® x5 = Fpr—— tanxs = ¢'(z1).
Dosadime-li tedy vsechna omezent a jejich disledky do viychozich rovnic, do-
staneme
i = 1 : ¢’ (1) . ur” (1)

Uy y T2 = U y L3 = )
V1 (@) V1 (@) (1 + [¢/(21)]?)%2

pricemZ vidime, Ze tento popis je ekvivalentni

1 , , d d d

JI+ [P @) Ty = ¢ (z1)21 = a[%p(l’l)], E[tanxg] = a[ap'(:cl)],

:'clzul

a tedy
1

IRV i

coZ plne odpovidd praktickému pojeti, kdy pouhym Fizenim dopredné rychlosti
vlaku podél tecny ke kolejim ridime jeding stuperi volnosti x1 (ujetd vzddlenost
podél hlavniho sméru jizdy piimo na cil jizdy) a ostatni dva (odklon od
hlavniho sméru a natoceni vlaku) jsou pak jeho jednoznacngmi funkcemi,
danymi krivkou, podél které se tahnou koleje. Viak je tedy plné popsan jed-
nim stupném volnosti, ktery je Tiditelny a hladce stabilizovatelny).

T To = 90($1), tanrs = 90/(961),

Neni tézké ukazat, ze situace popsana na jednoduchém modelu auta je typicka
pro kazdy kinematicky neholonomni systém, tj. bez ohledu na celkovy pocet
ak¢nich clent, je pocet nezavisle ptisobicich akénich ¢lent vzdy mensi nez
pocet soufadnic. Proto kazdy takovy systém vede na popis

=g (2)u + ...+ ¢"(@)uy, xeR", m<n,
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jehoz priblizna linearizace nemuze byt riditelna, nebot jeji matice A = 0 a
pocet vstupl je mensi nez pocet stavii. Nelinedrni riditelnost je pak opét
mozna jen s vyuzitim dalsich Lieovych zévorek generovanych vektorovymi
poli na pravé strané.

Také u dynamickych® modeli vede neholonomni omezeni na stejné problémy
spojené s porusenim Brockettovy podminky. UkédZeme si to na nésledujicim
pomérné realistickém modelu auta.

Priklad 15 Slozitéjsi kinematicko-dynamicky model auta md ndsledugici tvar
T1 = T4COS8X3, To = T4SINT3, T3 = T5, Tq4 = Ui,
T5 = Kxysinzg, T = 27, T7 = Us.

kde x1,x9 jsou kartartézské souradnice polohy auta, které pro jednoduchost
popisSeme jednim bodem v roviné, vzhledem k zvolenému pocdtku, x3 je thel
natoceni auta vzhledem ke kladnému smeéru osy x1, x4 je doprednd rychlost
auta, x5 je uhlovd rychlost nataceni auta, x¢ je whel natoceni prednich kol,
x7 je uhlovd rychlost natdceni prednich kol. Auto pak Fidime pomoci uy -
primo Tizend doprednd sila na auto, a pomoci us - momentu piusobiciho na
volant natdcegici predni kola. Ddle, K > 0 je vhodnd konstanta vyjadrujici
citlivost vozu na natoceni prednich kol.

Systém je opet neholonomni, nebot z pronich dvou rovnic stdle vyplyvd, Ze

Zbg = Zbl tanxg.

Pocet volngjch souradnic je nyni roven 4 (pribyla soufadnice - whel natocent
kol), ale piitom nezdvisle volitelné rychlosti jsou jen tii (ihlovd rychlost
natdceni kol neni omezena).

Zkoumany systém je opét Tiditelny lokdlné v malém case, ale 1 globdlné.
Jeho pribliznd linearizace v pocdtku je pritom opét neriditelnd, nebot md
tvar Zbl = T4, jfg = 0, jfg = Is, j74 = Uj, Zb5 = O, Zb6 = X7, Lt7 = Uy.
Je moziné opét ovérit, Ze s pouzitim dalsich Lieovijch zavorek dokdZeme ne-
linedarnt miditelnost. Nicméné, Brockettova podminka opet spinéna nent, nebot
wvazujeme-li pro sebemensi € > 0 hodnoty pravé strany (0,¢,0,0,0,0,0)",
potom v kazdém okoli ekvilibria (0,0,0,0,0,0,0)", kde cosxzz # 0, plati

xgcosry3=0= 24 =0= aysinzg3 =0F#¢e >0,

co? je spor a tedy pravd strana nemize nabsjvat hodnot (0,,0,0,0,0,0)" pro
Zadné € > 0 a zobrazeni pravé strany tedy neni lokdlné surjektivni. Brocket-
tova podminka proto neplati a systém nemuze byt stabilizovatelny do pocdatku
spojitou zpetnou vazbou.

Dynamicky” je zde minéno ve fyzikalné-mechanickém smyslu, tj. model nezahrnujic
jen kinematiku pohybu, ale i sily pohyb vyvolavajici.
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5.4 \/yuziti castecné exaktni linearizace pri rizeni chiize

V problematice robotické chiize [12; 8] rozlisujeme statickou a dynamickou
chtizi, staticka je vzdy plné aktuovana, dynamicka muze byt jak plné aktuo-

N4

vvvvvv

nestabilntho pohybu inverzniho kyvadla. Pii plné aktuované chiizi je nutné
neustale ovérovat tzv. “zero moment point” (ZMP), aby nedoslo ke ztraté
plosného kontaktu chodidla s povrchem, pficem7z ZMP nesmi byt mimo cho-
didlo, a tedy, ¢im mensi chodidlo, tim obtizZnéjsi je toho dosahnout. Podak-
tuovana chiize je vlastné meznim pripadem zanedbatelné malého chodidla, v
bodovém misté dotyku je pohyb neaktuovany. Realnou chiizi je pak mozné
povazovat za kombinaci plné aktuované a podaktuované faze - chodidlo celou
plochou na zemi se stfida s pripadné chodidlem na Spicce, ¢i hrané cho-
z pohledu metod teorie fizeni. Teoreticky presnéji definovano, podaktuovany
mechanicky systém méa méné akénich ¢lent, nez stupnu volnosti a podaktuo-
vany kréacejici robot je pak specifickym druhem podaktuovaného mechanick-
¢ho systému, je fetézcem n Clankl, mezi nimi je vzdy pohon, jediny nepo-
hanény thlel je tithel mezi zemi a opérnou nohou.

Klicovym problémem kréacejici robotiky je tedy vzdy kontakt s povrchem,
at uz je to zminény problém ZMP, ¢ narazového zobrazeni (impact map)
pri stfidani nohou, matematicky popis je nutné hybridni, sestava s faze ve
spojitém Case (oby¢ejna diferencialni rovnice, faze na jedné noze) a impulsivni
faze, skokova zména rychlosti pii dopadu na obé nohy.

Podaktuovany mechanicky systém Acrobot (také "Biped", ¢i "Compass Gait"),
viz obr. 5.4 je speciadlnim a nejjednodussim piipadem mechanického tetézce
s n ¢lanky a s n — 1 akénimi ¢leny, obecnéjsi kracejici fetézec je mozné
metodou transformaci a dekompozici rozlozit na plné aktuovany systém a Ac-
robot. Uhlem bez pohonu je thel v opérném bodé a jedna se o nejjednoduss
piiklad kracivého pohybu. Vyuzijeme tohoto problému k ilustraci metody
presné ¢astecné linearizace a toho, Ze u mechanickych systémi ma linearizu-
jici vystup casto fyzikalni smysl. Model ziskdme pomoci Euler-Lagrangeho
metody, tj. sestrojime Lagrangian £(q,¢) = K —V = %QTD(q)q —Vi(g),as
jeho pomoci pak dynamické rovnice ve formé Euler-Lagrangeho rovnic

doc _ oc
dt 8q1 8q1 . _ 0
doc _oc | T T 4
dt g, Oqn

které jsou nutnou podminkou minimalizace Lagrangianu podél systémové
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Obrazek 5.4: Acrobot.

trajektorie (tzv. princip nejmensi akce). Dalsi vypocty vedou na standardni
rovnice mechanického systému

D(q)i+ C(q.4)q + G(q) = u,

kde D(q) je matice setrvacnosti, C(q, ¢)q jsou Coriolisovy a odstfedivé sily,
G(q) jsou gravitacni sily a u jsou vnéjsi fidici momenty. Pro kréacejici roboty
plati dilezity princip kinetické symetrie vzhledem ke ¢, tj. D(q) = D(q2),
jinymi slovy, kineticka energie nezéavisi na ¢;

K fizeni modelu Acrobot vyuzijeme Céstecné presné linearizace. Uvazujme
tzv. zobecnély moment

oL ) )
0= 5 = dii(q@)@ + di2(q2) ¢

e
Diky shodé neaktuované proménné s proménnou kinetické symetrie plati

oL oV
=——=—=G )
oq oq 1(Q)

Na zobecnély moment o mé tedy primy vliv pouze gravitace, a nikoliv pohon

o

Ty. Proto méa o tzv. relativni stupen 3 a zarucuje existenci pfesné transfor-
mace na systém, ktery je dekomponovéin na 3-dimenzionalni linedrni podsys-
tém a 1-dimenzionalni nelinearnf reziduum.

Zobecnély moment ma v pripadé modelu Acrobot tvar

oL
Oqu
Dalsi proménnou s relativnim stupném 3 je

p:ql—i—%%— 20, — 6 — 0 arctan \/91+62_293tan%
2 /(61 +6,)* — 463 01 +0:+20; 2 )
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Plati p = dila, a proto transformace

T: 51:]), 5220-7 53:0._7 5420-

vede na novou reprezentaci dynamiky pro Acrobot

Sl - d;ll(QQ) 527 52 — 537 53 — 547 54 - a<q7 Q)TQ + B(qa Q) = w.

Ke sledovani referencni trajektorie vyuzijeme tuto praveé odvozenou dynamiku
po castecné presné linearizaci. Sledovat budeme specidlni referencéni trajek-
torii, navrzenou také pomoci ¢astecné linearnich souradnic

: . : : :
57{ = dll (qg) 557 55 = 557 fg = 527 gi = ’wr = 07

které rikime pseudo-pasivni. Je to proto, ze nepouziva zadny referenc¢ni vstup

w, v puvodnich soufadnicich to ale znamend, ze 73 = —pB(q,q)/a(q,q).

Vvt

je treba nalézt presné pocatecni podminky, aby krok zacal a skoncil na
zemi. Mame-li referenc¢ni trajektorii, potom jejiho exponencialné stabilniho
sledovani dosahneme nasledovné. Oznacme e := & — £", potom

é1 = dyy (9261, 63))6 — di)' (92(€1, 5))E5
é2=€3, é3=€4, é4:w—wr.
Po dalsich dpravach
él = ,LLl(t)el + ,LLQ(t)GQ + ,Ltg(t)eg + 0(6)
€y =e3, €3=¢€4, €4=wW— W

Nyni zbyva navrhnout zpétnou vazbu w = w" 4+ Kie1 + Koes + Kzez + K ey,

kterd stabilizuje tuto chybovou dynamiku. K tomu byla vyvinuta cela rada
metod navrhu zesileni Ky, Ko, K3, K4, véetné i jejich ¢asové proménné verze.
Detaily je mozné nalézt v [1, 2, 3|, a dalich publikacich tam citovanych.
Zde bylo cilem demonstrovat metodu ¢astecné exaktni linearizace a hledani
funkei s vhodnym relativnim stupném.

5.5 Optimalni rizeni produkce mikrorasy

Nejprve zformulujeme konkrétni verzi Pontrjaginova principu maxima (PMP)
pro potfeby minimalizace integralniho kritéria na pevné daném casovém
useku, s fixni poc¢ate¢ni podminkou a volnou koncovou podminkou. Uvedeme
také, jak tato konkrétni verze plyne z obecné formulace v [10].

Tvrzeni 7 Uvazujme ndsledujici systém a integralni kritérium

&= f(z,u),x=|21,...,2,) €ER",ucUCcCR", (5.3)
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J = ’ fo(z,u)dt, x(ty) = 2°, x(t;) € R", (5.4)

to
které md byt minimalizovdno volbou mévitelné funkee u(t), kde 2° € R™, 0 <
to <ty a kompakini U jsou pevné ddany. Necht u" je optimdlni Fizeni min-
imalizugici kritérium (5.5,5.4) a necht x°P'(t), zP'(0) = 2°, je odpovidagici
stavovd trajektorie. Potom existuje netrividlng veseni (t) = [Y1(t),. .., ¥a(t)]T
nasledugici adjungované rovnice

. [0 toJo !
i = |G| | ) v, vt = o

takové, Ze

mae [ a0+ 7 )| = [ = Al )+ 0 |

uel

Diikaz Piedeviim si uvédomime, ze u®", které existuje podle predpokladu,
resi také nasledujici optimaliza¢ni problém:

pro dané to, ts, 2", U, nalézt Ty < Ty € R a mévitelné
u?t(t) € U, t € [Ty, T¢|, které minimalizuje xo(Ty), kde:

o = fo(z,u), & = f(x,u), Tpy1 =1, [zo,x,2,11](Th) = (O,xo,to),

[x())x)anrl](Tf) € {j - [5707j757n+17] € Rn+2 | £n+1 = tf}

Podle Vaty 3 v [10], jestlize u?*(t) € U,t € [T, T¥], je FeSenim pieformulo-
vaného problému, potom musi existovat netrivialni feseni ¢(¢) néasledujiciho

systému rovnic®
o =0, ¢ = — [%r%— [%]T% Y1 =0 (5.5)
0= [0, ¥, nia] s B(Ty) =0, (5.6)

takové, 7e plati
H (1), u(£), 2(t)) = max H((t), u, 2" (1)) (5.7)
Yo(Ty) <0, H((Ty), u™(Ty),x(Ty)) = 0, (5.8)

5Druh4 rovnice v (5.6) je obvykle nazyvéna podminkou transversality, kterd pozaduje,
aby adjugovany vektor byl v pocatec¢nim a koncovém case kolmy k hranici pocatecni a
konec¢né mnoziny stavu, a to ve stavech, které jsou pocatkem a koncem optiméalni stavové
trajektorie. V nasem pripadé je koncova mnozina nadrovinou, tj. jediné posledni kompo-
nenta rozsifeného stavu je zafixovana. VSimnéme si také, 7e v (5.5) 9f 0 (z,u) a gf (z,u)
jsou pocitany podél u*(t) a ze piislusna trajektorie je x‘)pt(t) xOpt(O) = 20,
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kde H = ¥ofo + 9" f + ¥p+1 je Hamiltonidn rozsifeného systému. Pomoci
(5.6) mame, ze podminky (5.8) jsou ekvivalentni

i1 (Ty) + 1ho(Ty) fo(Ty) = 0, tho(Ty) <0,

a pomoci (5.5,5.6) mame, Ze je tato vlastnost ekvivalentni

Unt1(Tr) + %o(Ty) fo(Ty) = 0, ho(Ty) <0, (5.9)

jinak by ¢0(Ty) = 0 a tudiz by feseni adjugované rovnice bylo trivialni, coz
odporuje PMP. Déle si poviimnéme, ze 1y(7y) < 0 a prvni podminka v (5.9)
mize byt vzdy splnéna vhodnou volbou t,,11(7). Posledni hodnota navic
nikde jinde nefiguruje, takze podminka (5.9) je redukovana na y(7y) < 0.
Konecné, diky homogenité jak adjugované rovnice (5.5), tak i Hamiltonianu
H = Yofo + " f + Ppyr vzhledem k o = [1, %, Ypi1] |, musi existovat
také Teseni s 1y(Ty) = —1. Zbylé podminky jsou pak pravé ty obsazené ve
formulaci dokazovaného Tvrzeni. ]
Nyni pfejdeme ke konkrétnimu problému optimalizace modelu ristu mikr-
ofasy. Rust mikrofas je modelovan na zékladé néasledujicich experimentalné
podlozenych predpokladi: (i) ustalena kinetika je Haldanova typu ; (ii)
mikrofasa mé v zivném roztoku schopnost integrovat svételny tucinek, tj.
pii velmi rychlém stiidani svétla a tmy odpovida jeji rist konstantnimu
primérnému osvétleni. Vice a podrobnéji viz [7], a dalsi literatura tam uve-
dené. Rovnéz vSechny dikazy tvrzeni uvedenych dale v této podkapitole viz
7]

Uvedené vlastnosti vedly k vytvoreni fenomenologického modelu ristu fas,
zobrazeném schematicky na obr. 5.5. Kazd4 bunka se miize nachézet v jed-
nom ze tif stavi: aktivovaném, inhibovaném a odpocivajicim, tyto stavy oz-
nacujeme po radé jako A, B, R. Dale, vlivem osvétleni miize kazda bunka
prejit do jiného stavu, nebo zistat ve stavajicim stavu, miru rychlosti pre-
chodu predpokladame v affinni zavislosti na mife osvétleni. Kazda bunka
se tedy s urcitou pravdépodobnosti nachézi v jednom ze zminénych stavi
a tyto pravdépodobnosti oznac¢ime jako x4, xg, xp. Oc¢ividné musi platit, ze
Tr + x4+ xp = 1 a proto stacéi analyzovat jen kterékoliv dvé z téchto tii
proménnych. Obvykle jimi jsou x4 and x g, nebot jsou na rozdil od x g piimo
méfitelné. To vede na nasledujici bilinearni dynamicky systém

eI
o | ST ] e 5]
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Obrézek 5.5: Schéma modelu fotosyntézy — tzv. Eilers-Peetersiiv model.

kde konstanty o = 1.935 x 10 3uE'm?, v = 1.460 x 10~ s, 8 = 5.785 x
1077 uE'm?, 6 = 4.796 x 10~*s~! pochazeji z Getné literatury v oblasti
biotechnologii a u(t) je znamy po ¢astech hladky vstup, ktery miru osvétleni
reprezentuje v uEm s, kde uE ozna¢uje micro Einstein, coz je 1072 en-
ergie jednoho molu fotont. Jedna se o fyzikalné ponekud netradicéni, nicméné
v problematice fotosyntézy nejcastéji pouzivanou jednotku, a to proto, ze fo-
tosyntéza zavisi spie na mnozstvi dopadajicich fotont, nez na jejich celkové
energii. Tato energie totiz jesté zavisi, jak zndmo, na vinové délce dopada-
jiciho svétla.

Kyzeny biotechnologicky produkt je ddn nésledujicim kritériem definovaném
na pevném Casovém tseku [to, t¢] C RT U {0} nésledovné:

J = rky(ty —to) ™! /tf xa(t)dt . (5.11)

to

Zde k je dalsim biologicky motivovanym parametrem, ktery vsak nebude mit
na optimalizac¢ni problém zadny vliv.

Pro konstantni vstupni signal u > 0 je systém rovnic (5.10) linearni a jeho
matice méa dvé rizna realna zaporna vlastni ¢isla. Kazdé feSeni proto kon-
verguje ke stabilnimu ekvilibriu a to v zavislosti zminéné konstantni hodnoté
vstupu v > O:

Tags = AOUNFAGY,  Tpg = aBuPApt NG, (5.12)

zde Apg < 0 jsou piislusna vlastni ¢isla matice na pravé strané (5.10) s
konstantnim vstupem.

K maximalizaci produktu (5.11) se tedy nabizi jednoduché strategie: vybrat
konstantni vstup u, ktery maximalizuje ustalenou hodnotu z4,,. Takovou
hodnotu oznacujeme u,y,, a je mozné pomérné piimocare vypocitat jako:
V251207123712 i= wf gy, (5.13)

Uoptss = 7Y
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Tuto hodnotu u,,,, budeme nadale, ponékud nepfesné, nazyvat jako kon-
stantni optimalni vstup, ¢i fizeni. Nepfesné, nebot nemusi byt tim nej-
lepsim moznym fizenim ani ve tfidé konstantnich fizeni, protoze maximal-
izuje jen ustaleny stav a nebere v potaz to, co se déje béhem prechodného
ustalovani. Nadale bude také uziteéné pouzivat normalizovany vstup u*, zave-
deny v (5.13), tato nova proménna mé oc¢ividné optimalni konstatni hodnotu
rovnou 1.

Model (5.10) je piijatelny z biologického hlediska také proto, 7ze oblast, ve
které jeho stavy davaji biologicky smysl, je invariantni. Tato oblast je déana
podminkami, Ze x4, xp jsou nezéporné a jejich soucet nesmi byt vétsi nez 1,
nebot také hodnota rp = 1 — x4 — xp je nezdporna. Proto je dilezité, ze
plati néasledujici Tvrzeni.

Tvrzeni 8 Necht

Al .= {[xl,g;Q]T ER |21+ a0 < 1,01 > 0,29 > 0}. (5.14)

Potom, Al je invariantni v case smerem dopredu mnoZinou systému (5.10)
pro kazdou mévitelnou a kladnou funkci u(t).

Pro dalsi analyzu bude vyhodné pfepsat model (5.10-5.11) zavedenim vhod-
néjsi parametrizace, konkrétné, uvazujme nové parametry ¢;, ¢ = 1,..,5,
definované jako

5 /
¢ =1/2, ¢ = O‘Tmﬁ, g3 = K7/ S, qui=aq, g5 = 2 (5.15)

které spolu s jiz diive zavedenym bezrozmérnym znormovanym osvétlenim

U i= u/Ugp,, vedou na nasledujici nové parametrizovany model:

1[@1]_ [CI2(1+CI5) 0 }[9&4]

a | g - —

“ 1B 0 ‘D(lj‘%) B (516)

—u (1+Q5) 1 T A 4 u*
—qs 0] | 7B 0 |’
tr
J = goas(1 + g5)(t — to)_1/ ea(t)dt (5.17)

to

Zde q je vyjadieno v jednotkdch osvétleni (uE m~=2 s71), zatimco ¢, g5
jsou bezrozmérné a ¢z, g4 jsou v s—1. V nové parametrizaci je role kazdého z
parametri mnohem ¢itelnéjsi. Skutecné, parametry qi, ¢o, g3 popisuji vlast-
nosti ustalené¢ho stavu systému, zatimco z definice plati, Ze ¢ = ugp,.,
tj. konstantnimu optimalnimu fizeni. Navic, ¢4 méa vliv na celkovou dy-
namiku jen pfes urcité konstantni skalovani ¢asové proménné, zatimco ¢s
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je malym parametrem, ktery od sebe separuje rychlou a pomalou dynamiku,
nebot g5 ~ 1074, PFesnéji, na zdklads (5.10) a méfen{ publikovanych v [13]
byly v [11] speciélni identifikaci pro mikrofasu microalga Porphyridium sp.
odhadnuty nasledujici hodnoty: ¢; = 250.106uEm 21, g5 := 0.301591,
g3 := 0.000176498s 71, q4 := 0.4839555 1, g5 := 0.000298966.

Také vzorce (5.12) pro ustaleny stav nabyvaji v nové parametrizaci jednodussi
tvar.

LBss = U*2(UJ*2 + U*/QQ + 1)717 T Ass = sts(QQ(l + Q5)U*)71- (518)

Mimo jiné je vidét, ze v* = 1 maximalizuje hodnotu x 4,, na mnoziné vsech
konstantnich rizeni u* > 0.

Cilem nyni bude s vyuzitim Pontrjaginova principu maxima (PMP) a také po-
moci numerické optimalizace ovérit hypotézu, obecné prijatou mezi biotech-
nologickymi odborniky, Ze konstantni optiméalni rizeni je optimalni i v celé
tridé po ¢astech hladkych (¢ dokonce jen méfitelnych) Fizeni, shora omezenych
maximalnim osvétlenim. UkaZeme, 7Ze to neni uplné presny predpoklad a Ze
“opravdové” optimalni fizeni je ¢asové proménné, nicméné, ze ¢im delsi casovy
tsek optimalizace, tim je proménné optimélni fizeni svym produktem blizsi
ke konstantnimu optimélnimu fizeni.

Bohuzel, pro vychozi dvourozmérny systém vede PMP na prilis slozité vztahy,
které se nedari analyticky vyresit. Nicméné, jak uz bylo naznaceno, systém
mé pomalou a rychlou dynamiku a nabizi se tedy redukovat ho jen na jed-
norozmérnou pomalou dynamiku, kde je pak feseni pomoci PMP mozné.
Redukovany model dostaneme, zjednodusené feceno, nahradou prvni radky
dynamické rovnice v (5.16) rovnosti jeji pravé strany nule, nebot druhé réadka
(5.16) je diky g5 ~ 10~* mnohem pomaleji. Tak dostaneme nésledujici re-
dukovany model, kde pouZzijeme u vsech stavii hornf index “S”, abychom jej
odlisili od stavu neredukovaného modelu (5.16):

*(1 — S
oS = = 2p) (5.19)
(u* +q2)(1+ gs)
@ _ Q4Q5ZU% q4q5(1 o $%)U*2 (5 20)
dt e(1+q¢)  (1+g)(u*+ q)

Tyto uvahy jsou podlozeny nésledujicim Tvrzenim, které piesné popisuje
miru konvergence stavi neredukovaného modelu k odpovidajicim trajek-
torifm redukovaného modelu.

Tvrzeni 9 Necht z(t,2Y),t € T := [to, t1], je FeSenim (5.16) genererovanym
pocitecni podminkou x2°(ty) = (2%, 2%)" € Al, viz (5.14) a necht je dina
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Obrazek 5.6: Saturovany vliv vstupu na pifesnost aproximace. Vlevo funkce
u(u + q2) 7%, vpravo jeji derivace.

omezend meéritelnd funkce u*(t),t € Z. Ddle, necht pro Uy, € [0,1], P >
0,D>0,e >0 aVtel plati:

u*(t) 0 1—29
v+ Uap < D7 raA — Uaquj: < P) (521)
t1—to>T(e) = (D + 1)(qoqs) ‘log (e 'K(P — K)),
~ — D+ 1)?
2
Predpoklddejme, Ze qa345 > 0, q@ < 1. Potom existuje Feseni z°(t,7°),
r° = (x5, 2)" rovnic (5.19,5.20) takové, Ze pro viechnae >0 a P > K
plati
125(t,7°) — z(t,2°)|| < K(K + D) +e, Yt>to+T(e). (5.23)

Navic, pokud P < K, potom plati ||z5(t, 2% —xz(t, 2°)|| < K(K+D) Vt > t.

Disledek 1 Predpokladesme, Ze plati vsechny predpoklady Tuvrzeni 9 s vij-
gimkou toho, Ze Uy, je nahrazeno pocdstech spojitou funkci Ugy(t) € [0, 1] Vt €
T takovou, Ze jeji skoky v mespojitostech jsou v absolutni hodnoté mensi
nez B> 0 a casové useky mezi jednotlivymi skoky jsou delsi nezZ AT =
(D + 1)(goqq) tlog(2). Potom pro P > K plati ¥ t > to + T(¢)

125(t, 2°) — z(t,2")|| < K(K + D +2E) +¢. (5.24)
Navic, pokud P < K, potom plati ||z°(t,2°) — z(t,2°)| < [?(F + D +
2E) Vt > t.

Poznamka 9 Disledek 1 ukazuje Ze metoda singularni perturbace aproz-
imuje docela dobre 1 systémy s nespojitymi vstupy, pokud jsou hodnoty jejich
skoki omezené a cas mezi nimi dostatecné wvelky. Minimdalni povolend doba
mezi skoky AT je pro dané hodnoty g2, qs zhruba rovna AT ~ (D + 1)4.8s,
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zatimeo K = 5, K ~ max{D + 0.003,0.0003}. Dilezité a uZitecné je, Ze
na aprorimaci md vliv hodnota w*(t)/(u*(t) + q2) a nikoliv sam vstup u*(t).
Obr. 5.6 ukazuje, Ze u*(t)/(u*(t) + q2) se rychle priblizuje jedné pro u* ~ 1,
a ddle uZ se témer nemeénd, takZe aproximacni podminka v Disledku 1 miZe
byt snadnéji splnéna, zejména proto, Ze u* = 1 je konstantnim optimdlnim
rizenim a pripadné casové promenné optimdlni Tizeni md byt dle experi-
menti > 1. Konecné, vsimnéme si, Ze minimdlni pripustnd doba mezi skoky
je skutecné mald, nebot typické optimalizacni produkcéni béhy jsou kolem 10°s
(tj., nekolik dni). Shrnuto, jednd se o rozumnou miru aproximace, i kdyz z
éisté teoretického hlediska to neumozni optimalitu dokdzat nebot’ nelze vy—

vvvvv

mez platnostz aprorimace redukct.

Nyni tedy budeme fesit analyticky optimalizaci pro redukovany systém (5.20)
s kritériem, které vychédzi po dosazeni 2% z (5.19) do x4 v (5.17). P¥ipometime
si, ze pocatecni stav je pevné dan, konecny stav je volny a casovy tusek je
také pevné dén. Nadéle uvazujme pro prehlednost a standardnost, ze ty) =
0,t; = T, 7e minimalizujeme integral v (5.17) s opa¢nym znaménkem a
7e x1 = xp,u := u*. Shrnuto, pro pevné dana T > 0,U > 0,2° € R?,
je tfeba Tesit nésledujici optimalizacni problém: najit mefitelnou na [0, 7]
funkci u(t)takovou, ze:

J :/0 (x1 — 1)% dt +— min, u(t) € [0,U], (5.25)

iy = Ly e e xl(()) = 2% €0, 1],

K :=qqg(1+q¢)Y, L:=q.

Nejprve si uvédomime, 7ze v (5.25,5.26) vzdy plati x(t) € [0,1], V& > 0.
K tegeni tohoto problému pouzijeme PMP ve formulaci dané v tvodu této
podkapitoly. Hamiltonian H a adjugovany systém jsou pro (5.25,5.26):

o u(r —1) (1—x)u® 1

(5.26)

: u

K T)=0. .28
b= (oK) ) (525)
Predpokladejme, ze u®(t),t € [0,T], fesi problém optimalniho fizeni (5.25),
(5.26), potom diky PMP plati pro viechna t € [0, T, 7e H(¢1(t), u’(t), z(t)) =
maxyep,v] H(¥1(t), u, z(t)) = 0, pro nektery adjugovany stav (5.28) 11 (t) #

0, 4. G(u) = maxcpo 6(w), H(u) = AN Loy (1) fo prave
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jedno existujici fesent (5.28). K uréenf u", vypocteme ¢'(u) a dostaneme

0p(u)  1—mx
ou  (u+L)?

Za prvé je ziejmé 7 (5.25,5.26), 7e z1(t) < 1 Vt > 0. Protoze je adjugovany
stav ¢; dan rovnicemi (5.28), neni tezké ukézat, ze ¢¥1(t) < 0 V& < T.
Skutecné, pokud by v (t') > 0 pro nékteré t' < T, potom diky (pfipomenme
s, e K,L > 0) vztahu 5 > 0, % +u7 K > 0, Yu € [0,U], plati,
ze P1(t) > 0, Vt > t', ie. Y(t) > 0, V& > t/, coz odporuje podmince
Y1 (T) = 0. Z téze rovnice je mozné, Ze odvodit 1 = 0 na nékterém intervalu
[t',T] tehdy a jen tehdy, pokud u(t) = 0, Vt € [/, T]. Nicméng, na takovém
intervalu by derivace v (5.29) byla rovna L > 0, tj. maximum ¢ nemize
byt dosazeno pro u = 0. Proto je mozny jediné piipad () < 0 Vt < T.
Nyni, pouzijeme-li (5.29) pro ¢4 < 0 a x; € [0,1] (viz poznamku hned za
(5.26)), vidime, 7e ¢'(u) > 0,u € [0,4], ¢'(a) =0, ¢'(u) < 0,u € [T, 0],
kde a(th1) = —L + /L2 — (Kd) L.

Shrnuto, jediné optimalni fizeni je dano vzorcem u°(t)

o _ _ : 2 L
u’(t) = a((t)), a(yr) —mln{—L—l—“L _K—@Dl7U}’ (5.30)

kde 11 () je feSeni (5.28) s u = a(1)1). Abychom nasli optimalni fizeni (5.30),

(K¢1u2 + 2K Lpyu + L) . (5.29)
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Obrézek 5.7: Optiméalni izeni pro redukovany systém v uE m~2s7!; ¢as v s.

musime ve skutecnosti nejprve vyfesit nelinearni diferencialni rovnici (5.28)
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s u = (1) a pak toto feseni dosadit do «a(-). Tato nelinearni diferenciélni
rovnice nemé analyticky vyjadiené feSeni, ale je mozné ji fesit numericky.
Nicméné, vSechny zasadni vlastnosti optimalniho fizeni miizeme odvodit rig-
orozni kvalitativni analyzou nelinearni rovnice (5.28) s u = «a(1);). Kvalita-
tivni popis optimalniho fizeni je ddn nasledovne.

Tvrzeni 10 Optimdlni Fizeni (5.30) roste na intervalu [0, T —T*™], zatimco
na intervalu [T — T T plati u(t) = U. Navic, délka saturované édasti T

nezdavisi na T', a dokonce plati

LU+1L) < U?(U + 2L) >.

Tsat —
KU+L+L0?) 2\ - DU+ L)

Dusledek 2 Optimdlni rizeni nezdvisi na pocdtecnim stavu.

Dikaz Je ziejmy, na zakladé uvedeného vzorce pro optimalni rizeni. V8im-
néme si, ze optimalni hodnota kritéria zavisi na pocatecni podmince, ale je
dosazena stejnym optimalnim vstupem nezavisle na pocatecni podmince. []
Zjednodusené feceno, optimalni fizeni zavisi jen na délce ¢asového tseku a na
saturaci vstupu. Navic, pro stejnou saturaci a rizné dlouhé casové tseky se
Iizeni na pravém konci shoduje po posunuti o rozdil v délce ¢asovych tseki.
Smérem doleva se pii vzriustajici délce ¢asového tseku blizi konstanté - jak,
jinak, nez konstantnimu optimalnimu fizeni. Piesnéji to doklada nasledujici
Tvrzeni.

Tvrzeni 11 Nechtu$.(t) je optimdind Fizeni (5.30) na pevném casovém useku
[0,T] a predpoklidejme, Ze U > 1. Potom plati:

Ve, T >0, 3T(e,T) >0 \u%(ef)(t) — 1] <e¢ Vte[0,T].

Tins | u=250uE | Obr. 5.7 | Obr. 5.8
103 0.442 0.479 0.4796
10* 0.5830 0.5893 | 0.58927
10° 0.61951 0.62020 | 0.62013

Tabulka 1. Hodnoty %fOT x4 (t)dt pro (5.10) s ruznymi vstupy.

Tvrzeni 11 matematicky exaktné formuluje experimentalné znamou skutec-
nost, ze na dlouhém c¢asovém tseku je optimélni fizeni témér konstantni a
blizi se konstantnimu optimalnimu rizeni. Nicméné, na konci ¢asového tiseku
se vzdy stejné zvedne a saturuje se na maximalni mozné hodnoté, takze kon-
vergenci je nutné formulovat precizné pravé tak, jak je tomu v Tvrzeni 11.
Obrazky 5.7, 5.8 a Tabulka 1 to pékné dokladaji. V prvnim sloupci tab-
ulky jsou hodnoty produktu pro konstantni optimalni fizeni, v druhém pro
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optimalni fizeni redukovaného systému aplikovaného do neredukovaného sys-
tému a ve tretim vysledky numerické optimalizace v neredukovaném systému.
Abychom to podporfili, spocetli jsme také optimalni fizeni pro neredukovany
systém numericky. V§imnéme si, Ze na dlouhych ¢asovych tsecich je opti-
malni fizeni pro redukovany systém nejlepsi ze vSech! Toto optimalni fizeni
pritom aplikujeme také do neredukovaného systému, a v ném pocitame pro-
dukt. Vysvétleni je v pomalé konvergenci numerického gradientniho algo-
ritmu, takze jeho nepiesnost je vétsi, nez nepresnost kvili redukcei. To je také
vidét na obrazcich 5.7 a 5.8, které se lisi pravé okolo saturacnich bodii.
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Obrazek 5.8: Optimélni fizeni spo¢tené numericky pro neredukovany systém
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v uE m™2s71; ¢as v s.
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