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Kapitola 1

Modelovani mechanickych systémii

V této kapitole budeme kromé obvyklého znaceni pouzivaného v textech z
automatického tizeni pouzivat i nékteré fyzikalni zvyklosti. Zejména, aby-
chom predesli nedorozuméni, vektory ve skutec¢ném trojrozmérném fyzikal-
nim prostoru budeme znacit tuénymi pismeny, ¢asto totiz s témito vektory
pracujeme bez toho, Ze bychom vypisovali jejich jednotlivé komponenty. Ne-
tucénou sazbou budeme znacit skalary, pokud nebude zfetelné zavedeno jiné
znaceni, ze kterého bude patrné, zda se jedna o skalar, ¢i vektor, a kolik
komponent tento vektor ma.

1.1 Holonomni a neholonomni omezeni,
zobecnéné souradnice

Mechanika je oborem fyziky, ktery se zabyva soustavami vzéjemné provaza-
nych hmotnych bodi. Konkrétni soustavu, ktera se skladad z N hmotnych
bodi muzeme tedy popsat souborem kartézskych souradnic vzhledem ke
vhodné zvolené soustavé kartézskych soutadnic pomoci N > 1 vektori

1 2 N
T T N L

b= o) |, et= 22|, .. N =|2)|. (1.1)
1 2 N
L3 L3 L3

Vazbami mezi body pak rozumime skutecnost, ze v obecném pripadé se
tyto body nemohou pohybovat nezavisle, nybrz musi neustale spliovat urcita
omezeni. Tak napiiklad, bod mize byt neustale na urcité plose, ¢i kiivece, tuhé
téleso je pak mozné popsat jako soustavu bodt, jejichz vzajemné vzdalenosti
se nemeéni, apod. Takovouto soustavu budeme nadale nazyvat mechanickym
systémem, pfipadné jen systémem.

Mechanicky systém nazveme holonomnim systémem, jestlize prislusna
omezeni (necht je jich M > 1) Ize vyjadiit jako

op(rt, . ..tV ) =0, k=1,...,M. (1.2)

Omezenim v (1.2) fikime holonomni omezeni. Neholonomnim sys-
témem nazveme jednoduse jakykoliv systém, ktery neni holonomni, ne-
holonomni omezeni je pak omezeni, které nelze vyjadrit ve tvaru (1.2). Pokud



omezeni zavisi explicitné na case, fikAme mu navic rheonomni omezeni,
pokud ¢as neni v (1.2) explicitné pfitomen, fikime mu skleronomni ome-
zeni. Nadale se budeme prevazné zabyvat skleronomickymi omezenimi.
Prikladem neholonomnich omezeni jsou omezeni, ktera v sobé zahrnuji rych-
losti, a nejsou jen pouhym disledkem derivovani nékterého holonomniho
omezeni podle ¢asu. Je totiz zfejmé, Ze kazdé omezeni typu (1.2) implikuje
1 ur¢itou vazbu mezi rychlostmi. Napr., podminka, Zze dva body pohybujici
se na stejné primce si zachovavaji stejnou vzdélenost, nutné vyzaduje, aby
rychlosti obou bodu byly identické. Jinym piikladem neholonomnich omezeni
je omezeni, které zahrnuje kromé rovnosti i nerovnost. Naptiklad soustava
molekul uzavienych v kulové nadobé je neholonomnim systémem, molekuly
chapané jako hmotné body splhuji omezeni, Ze jejich vzdalenosti jsou mensi,
nez prumér zminéné kulové nadoby, a tedy je nelze vyjadiit ve tvaru (1.2).

Priklad 1 UvazZuyme pohyb pohyb hmotného bodu po kruznici v roviné ve
vzddalenosti | od stredu. V kartézskych souradnicich s pocdtkem ve stredu
otdceni ho popiseme souradnicemi x1, Ty s holonomnim omezenim 3 + 23 =
[2. Derivovdnim tohoto omezeni podle casu dostaneme omezeni na rychlosti
T1x1 + Towe = 0, které md vsSeobecné znamy fyzikdlni smysl, Ze obvodovd
rychlost pohybu po kruznici je kolmd na privodic. Zavedenim poldrnich sourad-
nic r = \/x? + x3, p = arctanxs/x1 pak omezeni bude mit jednoduchy tvar
r =1, jehoz dusledkem je v = 0! a pohyb lze tak popsat systémem bez omezent
a s pouze jednim stupném volnosti: ihlem @ opsangm privodicem a jeho
ihlovou rychlosti. Skutecné, souradnice v je omezena na jedinou konstantni
hodnotu | a souradnice ¢ se omezeni nijak neicastni a je tedy zcela volnd.

Priklad 2 Jednoduchy kinematicky model auta na obr 1.1, které se pohybuje
beze smyku, je mozné popsat souradnicemi a rychlostmi zndzornénymi na
zmineném obrdazku s omezenimi

To9 = T tanxs.

Pocet volniyjch soutadnic je tedy roven trem, ale pritom nezdvisle volitelné
rychlosti jsou jen dve. Uvedené omezeni je neholonomni proto, Ze sice omezuje
rychlosti, ale nijak neomezuje piivodni soutadnice, coZ je zireymé i intuitione.
Matematicky je pak také mozné pomeérne snadno dokdzat, Ze toto omezeni
nelze integrovat, tj. Ze neni dusledkem derivovdni nekterého holonomniho
omezent podle casu. Skutecné, predpoklddejme, Ze by toto omezent bylo diisled-
kem nékterého derivovdni holonomniho omezeni typu

¢($17 X2, x3) =0

'Proto se tedy nejedna o neholomomni omezeni, i kdyZ omezuje rychlost - je totiZ
diisledkem holonomniho omezeni.




x2

X3

T

Obréazek 1.1: Neholonomni systém - rovinny model kinematiky auta

podle casu. Potom by tedy timto deriwovdanim podle casu a porovndnim s
omezenim muselo platit

qblﬂl = Oz(ﬂ?) tan(xg), qb!ﬂz = —Oé(LU), ¢x3 - 07

kde a(x) # 0 je libovolnd diferencovatelnd skaldarni funkce, nebot omezeni lze
touto funkci vyndsobit a viyslednd rovnost pak bude ekvivalentnim omezenim.
Jelikoz ale ¢y 2y = Puany N Prozs = Pugz,, muselo by platit

a(x)(cosx3) " + ag,(z) tan(zs) = (o) tan(zs))y, = 0., =0
A g, (x) =0, =0,

z éehoZ plyne, Ze a(x) = 0 vsude, kde cosxg # 0 coZ je spor.

Priklad 3 Jednoduchy kinematicky model vlaku na obr. 1.2 miZeme také
popsat 8 soufadnicemi xy,Tq,x3 a jejich casovymi derivacemi (rychlostmi)
stegnym zpusobem, jako model auta nicméne, v tomto pripade s ndasledujicimi
omezenimi
To = @(x1), tanxs = ¢ (1), T2 = &1 tan xs.

Zde smer osy x1 je spojnici vychoziho bodu a cile vlaku a pro jednoduchost
prijatelne predpokladdme, Ze krivka, podél které se tahnou koleje md jednoz-
nacnou projekcit na tento smeér. Posledni omezeni z téchto tri je identické
s neholonomnim omezenim v pripadé auta, nicméné, protoZe plati tanxs =
¢'(x1), je disledkem pronich dvou omezent, nebot derivovdnim proniho z nich
o = (1) podle casu dostaneme To = T1¢'(x1). Jingmi slovy, tento model
vlaku [ze popsat tremi souradnicemi a dvémi holonomnimi omezenima

19 = @(x1), tanzs = o (11),
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Obréazek 1.2: Holonomni systém - model vlaku

takzZe jednd o holonomni systém.

Ve vsech tfech prikladech jsme se dopustili drobné terminologické neptes-
nosti, nebot jsme nepouzili disledné kartézské souradnice nékterych bodi,
ale také nékteré thly. Je pfitom zfejmé, Ze bychom to mohli snadno napravit
a misto thlu zvolit napt. dalsi bod na auté, ¢i vlaku. Vyuzijeme tuto nepres-
nost k osvétleni zakladniho pojmu, kterym jsou zobecnéné souradnice.
Predpokléddejme, Ze méame systém N hmotnych bodt s M, M < 3N, holonom-
nimi omezenimi, ktera jsou nezavisla, tj. zadna z rovnosti v (1.2) nenf diisled-
kem zbyvajicich rovnosti. Matematicky je toto lokalné zajisténo nezavislosti
diferenciali funkci definujicich omezeni, pokud by omezeni byla pro jednodu-
chost napf. linearni, potom by to znamenalo plnou hodnost ptislusné matice.
Podle véty o implicitni funkci to znamena, ze ze 3NN soufadnic lze z omezeni
M soufadnic vyjadiit (alesponi lokélné) pres 3N — M zbyvajicich kartézskych
soufadnic. Prislusny mechanicky systém je pak mozné popsat jednoznacné
jen pomoci téchto 3N — M ¢iselnych hodnot. Této skutecnosti pak rikame,
ze systém mé 3N — M stupni volnosti.

Jesté efektivnéjsi postup je vybrat 3N — M vhodnych ¢iselnych veli¢in, které
jiz svym vybérem zajisti splnéni omezeni a jsou na sobé nezavislé. Takovymto
velicinam pak fikime zobecnéné souiadnice. Slovo zobecnéné je pak
pouzivano predevsim proto, ze fyzikilni rozmér téchto souradnic muze byt
libovolny. Zatimco soufadnicemi se v mechanice vzdy rozumi veli¢ina, ktera
mé rozmeér v metrech, zobecnéna sourfadnice miize byt napt. thlem, ktery je
bezrozmeérny.

V drtivé vétsiné konkrétnich situaci, tedy napt. i v aplikacich, je holonomni
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mechanicky systém od samého pocatku popisovan zobecnénymi souradnicemi,
jejichz vyznam 1 vzidjemné nezavizlost jsou zfejmé, takze omezeni nemusi
byt viibec explicitné popisovana. Tak naptiklad, roboticky manipulator je
od pocatku popsan souborem urcitych uhli, a nikoliv souborem kartézskych
soufadnic jeho ramen s prislusnymi omezenimi.

Nicméné, k odvozeni teoretickych zakladi mechaniky je nezbytné uvazovat
1 ptvodni popis soustavy hmotnych bodi a omezeni na jejich souradnice,
véetné rovnic pfechodu mezi timto popisem a vhodnymi zobecnénymi souiad-
nicemi. Jediné v pivodnim popisu totiz mizeme pracovat s pojmy jako je
energie, ¢i prace. Omezime se na holonomni omezeni (1.2) a predpokladejme,
ze studovany mechanicky systém ma N hmotnych bodi s M omezenimi a
tedy 3N — M stupni volnosti. Necht jsou dany zobecnéné souradnice

q1,492, - --,4s, s =3N — M. (13)

Pivodni popis systému N hmotnych bodi (1.1) 1ze pfes (1.3) vyjadiit pomoci
3N skalarnich funkci, které zapiseme strucnéji pomoci N vektorovych rovnic:

rl = ¢1(Q17Q27 . '7QS)

: (1.4)
N =N (q1, q2, ..., qs).
Podstatou zobecnénych soufadnic (1.3) je Ze jsou vzéalemné nezévislé a 7ze
dosazeni z (1.4) do (1.2) vede na trividlni identity.
Od konkrétni volby zobecnénych souradnic se pak odviji i dalsi zobecnéné
veli¢iny, napf. zobecnéna hybnost, zobecnéna sila, zobecnéna rychlost apod.
Je to proto, 7ze mechanika vychazi predevsim z pojmu préce, jehoz rozmér
v Nm musi byt zachovan, a dale, musi byt zachovan vztah pro infinitez-
iméalni prirtstek prace, ktery je roven zobecnélé sile nasobené infinitezimal-
nim prirtistkem zobecnéné soutadnice. Déle je zfejmé, ze zobecnéné rychlost
je jednoduse ¢asovou derivaci prislusné zobecnéné souradnice. Tak napiiklad,
pokud je zobecnénou soutfadnici tihel, zobecnénou silou musi byt moment kla-
sické sily vzhledem k bodu, okolo kterého prirustek tihlu mérime. Zobecnénou
rychlosti pak bude thlova rychlost apod.
Osvétlime to na pifkladu zobecnéné sily. Pokud na kazdy bod r’ soustavy
hmotnych bodu (1.1) s holonomnimi omezenimi (1.2) ptisobi sila F;, 7 =
1,..., N, potom pfi infinitesimalné malych pohybech téchto bodt dr’ bude

N
=1

Tyto pohyby ale musi spliiovat holonomni omezeni (1.2), ze kterych plyne i

vykonana souhrna prace

omezeni na zminény infinitezimélni pohyb vyjadiené pres zobecnéné sourad-
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nice, které jsou jiz navzajem nezavislé, ale je jich méné. Konkrétné, pokud
matematicky zminény infinitezimalni pohyb vyjadiime prislusnymi diferenci-
ialy, z (1.4) plyne

Dosazenim do vzorce pro praci mame

S N

Zm —ZZF s g = i b0, = Y Qi
j=1 i=1 J j=1

Souhrnou praci tedy vyjadiime jako

ZF ot _ZQJ(S%, Q; = ZF?Z. (1.6)

V (1.6) budeme Q;,j = 1,...,s nazyvat zobecnénou silou odpovidajici
soufadnici ¢;,j = 1,. .., s. Z definice zobecnéné sily v (1.6) je pak jasné vidét,
ze fyzikalni rozmérnost zobecnéné sily bude Nm déleny fyzikalni rozmérnosti
zobecnéné soutadnice. VSimnéme si také, zZe v definici kazdé zobecnéné sily
v (1.6) je ve skutecnosti 3N skaldrnich s¢itanci, nebot pouziviame vektorovy
zapis pro silu a kartézské souradnice.

V pripadé neholonomnich systémi postupujeme obdobné s tim, ze volime
zobecnéné souradnice tak, aby byla splnéna automaticky ta z omezeni, ktera
jsou holonomni a ztstala jen ta neholonomni, ktera jsou ale pak ve formeé
omezeni na zobecnéné soufadnice a zobecnéné rychlosti, jejichz volba je déna
holonomni ¢asti omezeni. S témito omezenimi je pak mozné déle praco-
vat obecnéj§imi postupy [20]. V tomto textu se dale omezime na systémy
s holonomnimi omezenimi.

1.2 d“Alembertiiv princip a Lagrangeho rovnice

Lagrangetv pristup k sestavovani dynamickych rovnic je Siroce pouzivan,
nebot je velmi prakticky. Nejprve se kratce zminime o jeho fyzikalnich zak-
ladech. Odvozeni vychazi z principu virtualni priace a z d’Alembertova prin-
cipu, o kterych se proto struéné zminime nejdiive.

Predpokladejme nejprve, ze se mechanicky systém N hmotnych bodi s M
omezenimi se nachazi v rovnovazném stavu, jinymi slovy, zabyvame se prob-
lémy statiky. To znamena, Ze na kazdy hmotny bod, ktery ho tvofi, ptisobi sily
s nulovym vektorovym souctem, tj. znac¢ime-li tyto sily jako F;,i =1,..., N,
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plati F; = 0,2 =1,..., N, a potom také musi platit, ze

N
Z Flérl = O,
1=1

kde dr; jsou tzv. infinitezimalni premisténi, kompatibilni s omezenimi. Jinymi
slovy, jednéa se o tak maly pohyb neporusujici omezeni, Ze sily a samotné
omezeni se béhem tohoto pohybu prakticky nezmeéni. Dale, kazdou silu F;, 1 =
1,..., N miZeme vyjadfit souc¢tem sily reakce na omezeni F; a akeni (¢i
vnucené, vngjsi) sily F{ a tudiz mame, ze

N

> [F; + F{]or; = 0.

i=1
Nadale budeme predpokladat, Ze se zabyvame systémy, ve kterych je celkova
priace vykonana reakcemi na omezeni rovna nule, tj.

N
i=1

Tento predpoklad je jednim ze zakladi mechaniky a je vlastné praptvodni
podstatou d’Alembertova principu, ktery uvedeme o néco pozdéji. V mnoha
pripadech je jeho platnost zfejmé z jinych fyzikdlnich principt. Za prvé, velmi
¢asto nastane nejjednodussi situace, kdy je reakcéni sila omezeni kolma na
kompatibilni virtualni pfemisténi, napr. obiha-li hmotny bod na zavésu po
kruznici, a tedy v pfedchozim souctu plati, ze Vi = 1,..., N, F or; = 0,
coz zarucuje i nulovost celkového souc¢tu. Nicméné, je rada situaci, kdy jsou
jednotlivé s¢itance F;dr; nenulové a jen celkova prace reakci na omezeni je
nulova, napf. dvé stejné hmoty na kladce, kazda z nich vykona pii malém
premisténi pfesné opacnou praci, nez druha. Tato situace je opét velmi ¢asto
prostym diisledkem zédkona akce a reakce, tak jako v pripadé hmot na kladce.
Nicméné, existuji situace, kdy skutecnost, Ze sily reakci na omezeni v souhrnu
konaji nulovou praci, nelze nijak dokazat z jinych principi. Proto je tato
vlastnost povazovana za jeden ze zakladnich postulat mechaniky, tj. k dalsimu
rozvoji teorie musime jeji platnost predpokladat. Je pott eba si uvédomit, ze
situace, kdy je tieba pfedpoklddat nulovou souhrnou praci reakci na omezeni
jako postulat, se omezuje na systémy s neholonomnimi omezenimi. V piipadé
holonomnich omezeni lze totiz tento postulat také odvodit z predpokladu,
ze sily vyvolané omezenimi ptisobi ve sméru normél k varietAm popisujicim
omezeni, coz je vlastné opét diusledkem zakona akce a reakce, a naslednym
dosazenim do (1.6). Toto lze také vyjadiit tak, ze pro holonomni omezeni jsou
vSechny sily reakei na omezeni prevedeny vztahem (1.6) na nulové zobecnéné
sily.



Z, tohoto postulatu jiz snadno odvodime kombinaci poslednich dvou rovnic
zminhovany princip virtualni prace:

N
> Fyor; =0, (1.7)
=1

jinymi slovy, Ze systém se muze nachazet v rovnovazném stavu jediné tehdy,
pokud je celkova virtualni prace vnéjsich sil rovna nule. VSimnéme si v
(1.7) dalezité okolnosti, soucet je roven nule jiz netrivialng, tj. jednotlivé
sCitance mohou byt rizné od nuly a rovnice nam tedy umoziuje ziskat
potiebné vztahy mezi v8emi vnéjsimi silami piisobicimi na systém, zarucu-
jicimi rovnovahu. Princip virtualnf prace tedy umoznuje efektivné fesit prob-
lémy statiky, tj. silové podminky rovnovahy.

d “Alembert pak dokézal vyuzit princip virtudlni prace i v dynamice. V dy-
namické nerovnovazné situaci totiz uvazujeme setrvacné sily jednotlivych
hmotnych bodd systému, tj. F;;2 = 1,..., N, pro které plati Newtonuv
zakon F; = p,;, kde p;,7 = 1,..., N jsou hybnosti jednotlivych bodi sys-
tému. Proto plati

N

> [F; - p,Jor; =0, (1.8)
i=1
a dale muzeme pokracovat podobnymi tvahami, jako ve statickém pripadé:
sily opét vyjadiime jako soucet vnéjsich sil a sil reakei na omezeni, pouzijeme
postulat o nulové souhrné praci omezeni a dospéjeme tak ke vztahu

N

> [F¢ —p,Jor; = 0. (1.9)

1=1

Rovnice (1.9) vyjadiuje d “Alembertiv princip. Tento princip je pak mozné
vyuzit k odvozeni Largangeovy metody. Samotny d “Alembertiv princip totiz
nebot v (1.9) jsou jednotlivé kartézské souradnice mezi sebou stéle zavislé.
Jinymi slovy, d “Alembertuv princip eliminuje sily reakci omezeni, ale stale je
jesté treba eliminovat nékteré zavislé souradnice hmotnych bodi. To muze
Zakladnim krokem pri odvozeni Lagarangeovych rovnic je proto prechod ke
zobecnénym soutfadnicim. Protoze se zabyvame jen systémy s holonomnim
omezenim, pii prechodu ke zobecnénym soufadnicim neni mezi (1.8) a (1.9)
rozdil, coz je také moznd formulace d “Alembertova principu. Nicméné, aby-
chom si byli jisti obecnosti, vyjdeme ze vztahu (1.8). Pokud v ném dosadime
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z (1.5), dostaneme ziejmé vztah typu

S

S ()0 =0 & ¢()=0V,j=1,...,55=3N~M,

j=1

nebot dg;,j = 1,..., s jsou navzajem nezavislé. Zde c;(-) jsou urcité vyrazy
zévislé na (nezobecnénych) silach, souradnicich, rychlostech a zrychlenich.
Pokud ¢;(-),j = 1,...,s disledné vyjadiime také pres zobecnéné soufad-

nice, zobecnéné rychlosti a zobecnéna zrychleni, odvodime tak i vlastni La-
grangeovy rovnice.

Nejprve si uvédomime, ze ¢ast totoho tkolu uz jsme vlastné udélali pti defi-
novani zobecnéné sily v (1.6), odkud plyne, 7ze

N 5
1=1 j=1

a zbyva tedy “jenom” v (1.8) upravit vyraz Zf\;l p,0r;, coZ je pocetné ponékud
pracnejsi. Diky nerelativistickému postulatu nezéavislosti hmot vSech hmot-
nych boda m;,i =1,..., N na jejich rychlostech a diky (1.5) totiz mame

Z pZ(SI‘ = Z mlrzérl = Z mlr g—;éqj,

=1 j=1
Déle plati
Z qkql + Z ka ,’L — ’ ,N
=1,
a tedy
” a2ri 5 ari ari
Z ; ; k§1;1 g ; Oqp " | Oq; (1.11)

Uvazujme nyni kinetickou energii K systému a vyjadieme ji ve zobecnénych

souradnicich
K = Zm Zm [Z ) ] (1.12)

Pomoci pracnych vypoctu, které z prostorovych divodii vynechame, je mozné
ovérit, ze V5 = 1,..., s plati:

(9%

N 5
d oK 0K o°r!
Qo 9% N, + 1.13
dt 9q; g, ; k; 0 Qk(ﬂ Z Gk (9% (1.13)



a vztah (1.11) lze zapsat néasledovné

N s

, d oK 0K
E '-(5225 ——— — —| dq;. 1.14
i=1 o [dt dq; aqj] b (114

J=1

Kombinaci (1.10) a (1.14) pak dostaneme

N S
, d oK 0K
Eﬁwﬁ=§:k_f————@r%:u (1.15)
i1 i1 dt 8qj 8qj
coz vede diky zmifhované vzajemné nezavislosti vSech dg;,j = 1,...,s, na
rovnice
d oK 0K
—— — —=Q,;, Vj=1...s. 1.16

[ kdyZ se rovnice (1.16) lisi od obvykle uvadénych Lagrangeovych rovnic,
je tfeba si uvédomit, Ze pravé rovnice (1.16) jsou skuteénou podstatou La-
grangeova pristupu. Navic, jsou velmi uzite¢né v problémech tizeni, kde jsou
piitomny akéni ¢leny. Dale si pov§imnéme, Ze v rovnicich (1.16) neni pfitomna
potenciadlni energie, jen zobecnéné sily, tyto rovnice jsou proto obecnéjsi, nez
obvykle uvadéné.

Ke znaméjsimu tvaru Lagrangeovych rovnic se dostaneme nasledovné. Pred-
pokladejme, 7e c¢ast sil mé& potencidlni ptuvod, tj. je polem vektorl, gen-
erovanych urcitou skalarni funkei V (g, . . ., g, ), zvanou potencidlem, ¢i jednoduse
potencialni energii. Vétsinou touto funkei byva potencidlni energie gravi-
tacniho pole, ale jak je vidét, mize to byt jakakoliv potencialni energie,
napi. elektromagneticka apod. Pro jednoduchost uz také predpokladame, ze
zname vyjadieni potencialni energie ve zobecnénych soutradnicich. Bez po-
drobné&jgiho odvozeni? také uvedeme, 7e zobecnéné sila odpovidajici zobec-

oV

néné souradnici g; je v tomto pifpadé rovna —00 Pridame-li tuto silu na
J

pravou stranu (1.16), dostaneme

a tedy

dI[K -V] 9K -V] |
_ —Q, =1,...
dt  0q; g po W=k,

>Toto odvozeni je podobné jako doposud. Jedna se o primocaré vyuziti vztahu (1.6).
Nejprve pouzijeme skutecnost, ze sila ptisobici na hmotny bod je gradientem potencialu
vzhledem k jeho kartézskym soutradnicim se znaménkem minus. Poté opét piejdeme ke
zobecnénym soutradnicim, coz zptisobi zménu sil na zobecnéné sily.
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nebot potencidl nezavisi na rychlostech. Tim se dostavame k jiz znamému
tvaru Lagraneovych rovnic s Lagrangianem L:

%2—;—2—2:@]-, Vi=1,...,s, L:=K-V. (1.17)

Zobecnéné sily Q;,V5 = 1,...,s, v (1.17) jsou pak vSechny zobecnéné sily,
které plisobi na systém.
Pr1i praktickém sestavovani rovnic pro fizené systémy s akénimi ¢leny je pak
také velmi uzitecné, 7ze zobecnéné sily se snadno definuji, nebot pfirozené
vyplyvaji z popisu problému. Neni tfeba je slozité pocitat z prislusnych
vzorci, nebot se vlastné pri volbé zobecnénych souradnic postupuje tak, aby
akéni zasahy byly piimo zobecnénymi silami. Tak napiiklad, u mechanickych
fetézcl je to pravé jeden z klicovych davodi, proc¢ volime tihly mezi ¢lanky
jako zobecnéné soutadnice, nebot tyto thly jsou pfimo aktuované.
Veli¢inam o7, . .., 04 definovanym jako

oL 0K
= — = — 1=1,..

(9qj (9qj

iikime zobecnéné hybnosti odpovidajici prislusnym zobecnénym sourad-

s, Li=K-—V. (1.18)

gj

nicim. Slovo zobecnéné opét vyjadiuje skutecnost, Ze fyzikalnim rozmérem
zobecnénych hybnosti nemusi byt nutné kg - m - s7!, jak je tomu u kla-
ické systémy primou souvislost s celkovou hybnosti systému. Zobecnéné hyb-
nosti sehravaji dilezitou tilohu v Hamiltonovském ptistupu, ktery probereme
pozdéji.

1.3 Zobecnéné hybnosti a Hamiltoniv pristup

Hamiltontv piistup je rovnocenym piistupem Lagrangeovu a oba pristupy
se vhodné dopliuji, nebot v riznych problémech a jejich formulacich muze
byt jeden z nich prehlednéjsi.

Zakladem Hamiltonovského ptispupu je vyuziti jinych veli¢in pro proménné
popisujici dynamiku systému. Zatimco Lagrangetv vyuziva zobecnéné sourad-
nice a zobecnéné rychlosti, Hamiltontuv ptistup vyuziva zobecnéné souradnice
a zobecnéné hybnosti definované v (1.18). K sestaveni dynamickych rovnic
vyuziva tzv. Hamiltonian H(qq, . .., qs, 01, .. ., 0s) definovany jako soucet ki-
netické a potencidlni energie systému

H<Q1, vy (5,01, .. '708) = K(Qla vy (s, 01, .. '705) + V(Qla . ~7QS)- (119)

Pro pochopeni Hamiltonova pristupu je tfeba si uvédomit, ze kinetickd en-
ergie je jinou funkci, nez v Lagrangeové piistupu, nebot je vyjadiena pres
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zobecnéné hybnosti, a ne pfes zobecnéné rychlosti. Proto také budou par-
cialni derivace KC podle zobecnénych soutadnic jiné, nez pro K v Lagrangeové

pristupu. Konkrétné, ukidzeme si, Zze pro vSechna j = 1,..., s plati
oK (qi, ... 0K (q, ... My’
(q17 y (s, 01, 705) _ (q17 » 4sy 41, 7q5) (120)
dq; dq;

V obecném piipadé je odvozeni tohoto vztahu zaloZzeno na technice vy-
chéazejici z tzv. Legendreovy transformace [20], nicméné, pokud se omezime
na specialni typ kinetické energie, miizeme ho dokézat i piimo. Konkrétné,
budeme uvazovat kinetickou energii K ve tvaru

K=¢'D()d, ¢ =(q,---,4q5), ¢ =(d1,-..,ds), D(q)" = D(q) > 0.

Jinymi slovy, kinetickd energie je kvadratickou positivné definitni formou
zobecnénych rychlosti, pfi¢emz s x s matice této formy D(q) zavisi na zobec-
nénych soutadnicich. Tato situace je ve skutec¢nosti velmi obecna, neni viibec
lehké vymyslet byt i ryze akademicky ptiklad s obecnéjsi kinetickou energii.
V tomto piipadé maji zobecnéné hybnosti tvar

(o1,...,09)" =D(q)(d1,...,q) ",

a proto z (Gi,...,q4s) = D(q) Yoy,...,04)" a K = ¢' D(q)¢ dostaneme,
ze
K(qi,....q01,...,05) =0 ' D(q) o, 0" =(0o1,...,04).

Nyni zbyva jen uvédomit si, ze

—a[Da(jj)_ l_ —D(q)lggéjg)D(q)l, Vi=1,...,s, (1.21)
nebot Vj = 1,..., s plati
dlls] _ J[D(g)"'D(q)] 10D(q)  9[D(q)"]
V= "0q ~ dg; = D) g, | og Pla)

z Gehoz snadno plyne (1.21). Poznamenejme, Ze derivace matice D(q) podle ¢;
je v (1.21), 1 dale, chdpana jako matice, jejiz kazda komponenta je derivovéna
;. Pomoci (1.21) jiz snadno dokazeme, ze (1.20) skuteéné plati, nebot

oK +0[D(q)"] T ~19D(q) 1 79D(q) . oK
— =0 ——————0o0=-—0 D(q) —D(q) 0=—¢ —¢=——.
8qj 8qj ( ) 8qj ( ) 8qj 8qj
Dale, plati nasledujici vztah pro zobecnéné rychlosti

. :aK(Qla"'aqS)Ul)"')Us)’ \V/jzl,...,s, (122)

Qj (90j
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ktery dokazeme nasledovneé

OK oK do; 0 OK
K 1) = L= — ) = — 1 - J —
_ooc ook 00k 0K
00;0q;  04; 0o - 94; 0o, U ooy

Nyni pouzijeme (1.20,1.22) k odvozeni dynamickych rovnic pomoci Hamil-
tonianu. Lagrangeovy rovnice (1.17) je o¢ividné mozné zapsat pomoci zobec-
nénych hybnosti (1.18) jako

do; 0L

— - — = : =K —
dt 86]3 Qj? v.] S, 'C V)
a tedy Vj = 1,...,s plati, ze
do;, 0K 0V oK oV OH
= — +Qj=—F 5 +Qj=—F + Q5.
dt 8%’ (9qj Qj (9qj 8%’ Qj 8%’ Qj
Odvodili jsme tedy vztah
, oM]"
a:—[a—q] +Q, o' =(01,...,04), Q" =(Q1,...,Qy).

Kromé toho, z (1.22) a ze skutecnosti, Ze potencialni energie nezavisi na
zobecnénych hybnostech vyplyva, Ze

- [2] -2]

Shrnuto, dostavame tedy nasledujici kone¢nou podobu Hamiltonovych dy-
namickych rovnic

q = [%—ZT, (1.23)
b = — [%—?]T+Q, (1.24)

kde
qT = (Ch,-- .,qs), O'T = (0'1,.. ) QT (Ql;- .. Q ) (125)

Z (1.23-1.24) okamzité plyne zakon zachovani energie, nebot

A _oH, oM, OH[0H +6HQ+87{ oH1T aHQ
a0’ T 9g?T a0 |oq do 3q | 6o
Mame tedy
dH oM . -
20 = 1.2
n 80@ q Q, (1.26)
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coz pii @) = 0 znamen4, ze Hamiltonian je konstantni v ¢ase. Vztah (1.26)
ukazuje, ze ¢asova derivace Hamilnonidnu je rovna okamzitému vykonu vnéjsich
sil. Kromé toho, v terminologii teorie fizeni znamené (1.26), Ze pokud vektor
zobecnénych rychlosti ¢ budeme povazovat za vystup a () budeme povazovat z
vstup, je mechanicky systém, jehoz potencialni energie je zdola omezena, pa-
sivni a je ho mozné stabilizovat zpétnou vazbou zavislou jen na ¢. Skutecné,
zpétna vazba () = —¢ vede na

dH

dt
coz pomoci LaSallova principu (viz seminaf dne 30. 4. 2010) dokazuje asymp-
totickou stabilitu polohy, ve které je potencialni energie minimalni.

= —|ll*

Hamiltoniv pfistup vede na soustavu 2s rovnic prvniho fadu s 2s promeén-
nymi, kde s je pocet stupnt volnosti. Na druhé strané, Lagrangetiv pristup
vede na s rovnic druhého radu s s proménnymi.

1.4 Priklad mechanického systému s narazy

Nejprve si procvi¢ime Lagrangetuv pristup a sestavime dynamicky model sys-
tému na obr. 1.3. Nasim cilem je sestavit pozdéji hybridni dynamicky popis,
kdy kulicky se bud volné pohybuji po parabolickém povrchu s vlivem grav-
itace, ¢i se srézeji s dokonalym odrazem, se zachovanim energie i hybnosti.
Za¢neme modelem jedné kulicky, pripad dvou kulicek bez nérazi je jeho
pouhou kopif.

X

Obréazek 1.3: Kulicky na naklonéném parabolickém povrchu.

Necht ma kulicka hmotnost m a ¢ je gravitacni zrychleni, predpokladejme
dale pro jednoduchost, Ze neptisobi zadny typ treni. Pocatek kartézské sous-
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tavy soutadnic zy predpoklddame ve vrcholu paraboly, smér osy x je vodor-
ovny, smér osy y je svisly. Lagrangian ma tedy tvar

1 1
L= §m[$2 + 9% + mgy = §m[x2 + 4k*2*3%) + mgka?,

Lagrangeovy rovnice tedy maji tvar

d |1 1
QL 9 2,20 _Loqp2.:2 1 o _
%5 2m[ T + 8k“x” 1 2mSk xi® + 2mgkx = 0,

coz vede po potfebnych tpravach k

29k + 4k
T
1+ 4k222

Nyni odvodime podminky narazu dvou kuli¢ek na rovné plose s jednou di-
menzi. Predpokladejme, 7Ze do sebe narazi kulicky o hmotnostech my, mo
a rychlostech vy, v tak, Ze se zachova energie a hybnost, odraz probéhne
nekonec¢né rychle a bez deformace, at uz elastické, ¢i plastické. Potom musi
platit
mivy + movy = mv; + mav,
Smloi T+ cmalof P = comlor P gmoles 7

kde rychlosti s plusem jsou rychlosti tésné po narazu a rychlosti s minusem
jsou tésné pred narazem. Odectenim obou stran rovnic a dalsimi jednoduchymi
tupravami dostaneme

my Mo ][U1_U1]:0

my(v] +07) ma(vy +uy) | | vy — vy '
Naraz mizeme definovat jako situaci, kdy se alespon jedna z rychlosti musi
zménit, protoze kulicky nemohou pokracovat v ptuvodnim pohybu. Proto
musi mit predchozi soustava rovnic, ktera je nelinedrni, vnimana jako lin-
earnf soustava vzhledem k neznamym v;” — vy, v5 — v5, netrividln{ Feeni, a
to je mozné jen kdy7 je matice na pravé strané singuladrni. To oc¢ividné plati,
jestlize v +v{ = vy + vy, a tedy musime linearn{ fesit jiz plnd soustavu

rovnic
+ + _ — —
mivy + Moy = M1y + Moty ,
- R —
U] — Uy = —U; + Uy,
a tedy

SR ER
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odkud jiz snadno plyne, Ze

+ mi—ms 2mo _
Uy | _ | mitma mitma Uy (1.27)
,U+ - 2mq mo—"mM1 v - : .

2 mi+ms  mi+mse 2

Pro nazornost, v pripadé kuli¢ek stejnych hmotnosti snadno dostaneme

1]-[23]12]

coz znamenad, ze si kulicky pfi narazu prohodi své rychlosti. Naopak, pokud
je jedna z hmotnosti zanedbatelné mala vzhledem k druhé, napt. m; > mea,
dostaneme po tpravach a limitnim pfechodu, Ze

)=l Al ]

coz znamena, ze tézka kulicka nezméni viibec rychlost, ale ta zanedbatelné
lehké po narazu zrychli maximalné o rozdil jejich rychlosti pred nérazem.
Piimym vypoc¢tem pak také snadno zjistime, Ze pro jakékoliv hmotnosti ma
matice v (1.27) vlastni ¢isla rovna £1. Z pohledu vniméni narazu jakozto jed-
norazové aplikace diskrétniho dynamického systému je tedy naraz systémem
na mezi stability.

1.5¢

Obrazek 1.4: Trajektorie poloh kuli¢ek pri 150 narazech, vodorovna sourad-
nice na obrézku je polohou prvni kulicky, svisla soufadnice je polohou druhé
kulicky. Narazy na obrazku probihaji, pokud se trajektorie dostane na pifimku
tésné pod osou 1ho a 3ho kvadrantu, tato piimka je z obrazku zretelna.

Nynfi jiz snadno popiSeme hybridni dynamicky systém na obr. 1.3. Oznac¢ime
jako 1, x9 vodorovné polohy piislusnych kulicek, a dale pro vétsi redlnost
uvazujeme, ze kulicky maji polomér r > 0, a tedy 1 = z9 + 2rkzs je
podminkou, pii které dojde k narazu. Pro jednoduchost zde uvazujeme, Ze
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polomér je mnohem mensi, nez zaktiveni paraboly a naraz tak probiha rovné,

podél tecny k parabole. Médme tedy hybridni dynamicky systém s nésledujici

dynamikou, kde zavedeme, jako obvykle, i stavy x3 := &1 a x4 := T9:

( . . . 2gk+4k%x-
Ty 7# T3 + 2rkxs : L1 = X3, L3 —931—1+4k2$%37
- - 2gk+4k>z4
Tog = Ty, Ty = —To 554
2 4,44 2 1+4k222
\ ©1 = x2 +2rkxy: 2] =1],75 =15,

+ mi—ms 2ms _
[ L3 ] _ mi+me  mi+mse L3
+ - 2mq mo—mq —
x T
\ 4 mi+mse  Mmit+me 4

(1.28)

Vsimnéme si, ze zatimco narazovi faze je ovlivnéna hmotnostmi kulicek,

presnéji, jejich vzajemnym pomérem, spojitd fize na hmotnostech nezéavisi.
Systém (1.28) ma slozitou dynamiku, jak ukazuji simulace na obr. 1.4, které
byly provedeny pro pfipad poméru hmotnosti kulicek 1 : 2. Obr. 1.5 pak
ukazuje, jak se vyviji rozdil trajektorii s dvéma velmi blizkymi poc¢atecnimi

podminkami. Zfetelné indikuje tzv. citlivou (silnou) zavislost na pocétecnich

podminkach, a tudiz i pravdépodobné chaoticky charakter dynamiky.

150

20 T T

o

-20 !
0

150

150

-10 L
50 100

150

Obrazek 1.5: Rozdil mezi trajektoriemi s poc¢atecnimi podminkami, které se

lisi jen o 1072
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Kapitola 2

Podaktuované systémy

2.1 Mechanické systémy s akcnimi cleny. Definice po-
daktuovanych systémii

Pti odvozeni Lagrangeovych i Hamiltonovych rovnic jsme postupovali tak,
abychom mohli vysledovat ptisobeni vSech vnéjsich sil bez rozdilu, jak poten-
cialnich tak i moznych sil akénich ¢lentt v problémech automatického rizeni.
Vyjdeme tedy nejprve z Lagrangeova piistupu a pouzijeme rovnice (1.17),
které si pro prehlednost zopakujeme

%2—;—2—2:@]-, Vi=1,...,s, L:=K-V. (2.1)
Jak uz bylo zminéno, vyhodou tohoto popisu je pravé prehledné zavislost na
zobecénych silach. Pfi popisu mechanického systému s akénimi ¢leny, ¢i déle
stru¢né aktuovaného mechanického systému, proto volime zobecnéné
soufadnice s prvotnim ohledem na akéni ¢leny. V tomto pripadé pak budou
Iizenim v popisu fizeného systému pravé zobecnéné sily a vychozi model
fizeného mechanického systému ma tedy tvar (nadéle budeme pouzivat pro
pocet stupnil volnosti s pismeno n, které je obvyklejsi v literatufe o fizeni
mechanickych systémi):

i doL _ oL ] _ -
dt O¢1 oq1 0
d oL 0L )
At Anpg  Vdnng 0
=u = ;o 0<n,,<n (2.2)
da_ oL — L unna+1
dt aqnnaJrl aq’ﬂnaJrl .
daoL _ 9L Unp
dt 0y, Oqn, i - -

V tomto popisu tedy muze byt az n akcénich ¢lent, celé ¢islo n,, nazveme
stupném podaktuovanosti mechanického systému. Systém (2.2) nazveme
plné aktuovanym, pokud n,, = 0, podaktuovanym pokud 0 < n,, < n,
a neaktuovanym, pokud n,, = n. Jinymi slovy, plné aktuovany systém ma
pravé tolik nezavislych akénich clent, kolik mé stupnt volnosti, podaktuo-
vany jich ma méné a neaktuovany systém neni viibec nijak rizen.



Existuji také rozsahlé studie tzv. preaktuovanych systému, ve kterych je
vice ak¢énich ¢lenil, nez stupnt volnosti. Tyto systémy se oc¢ividné vymykaji
popisu (2.2), na pravé strané musi byt misto n urcity soubor n funkei vétsiho
poctu akcénich ¢lent m > n, tyto funkce navic zavisi i na zobecnénych sourad-
nicich a ¢i rychlostech, a to tak, Ze pouze lokdlné, na urc¢itych prekryvajicich
se podoblastech prostoru zobecnénych souradnic a rychlosti dokazeme vybrat
n nezavislych akénich ¢lenii. Tento vybér je pak tfeba ménit od podoblasti k
podoblasti, jinak by popis bylo snadno mozné pfevést na plné aktuovany sys-
tém. Jinymi slovy, preaktuovany popis miizeme chéapat jako riznych soubor
lokalnich prekryvajicich se plné aktuovanych popisii, a hlavnim problémem
je prechod od jednoho popisu ke druhému na oblasti jejich prekryvu. Proto je
obvykle tcelné vyuzivat na celém prostoru vsechny akéni ¢leny, coz je mozné
zajistit nejriznéjsimi optimaliza¢nimi postupy, které i v jinych matematick-
ych problémech pomahaji fesit rovnice s vétsim poctem neznamych, nez je
pocet rovnic. V tomto seminafi se nebudeme pifeaktuovanymi systémy déle
zabyvat, a tento odstavec je tfeba chapat jen jako velmi volné, strucné, a tedy
1 ne tiplné presné dokresleni celkového kontextu problematiky fizeni mechan-
ickych systémii. Pro pripadné zadjemce o hlubsi studium této problematiky
muZe poslouzit jako vhodny startovni bod citace [32].

Prejdéme nyni k popisu dynamiky systému, ktery bude odpovidat standard-
nimu tvaru, jak jej zndme z teorie rizeni. Predpoklddejme opét, a nadéle,
7e kinetickd energie ma tvar K = ¢' D(q)¢, kde D(q) je positivné definitni
symetrickd matice, které dale budeme fikat matice setrva¢nosti mechan-
ického systému. Provedenim prislusnych operaci na levé strané Lagrangeova
popisu dostaneme

D(q)§ +C(q,q)q + G(q) = u,
Glg) =%, D(q)i+Clg,9)q+Glq) =u, (2.3)
Glg) =%, Clg,4)q= FD(@)dl — &3¢ " D(g)q)"

V tomto popisu déle nazyvame G(q) vektorem gravita¢nich ¢lend a
C'(q, ¢) matici Coriolisovych o odstfedivych ¢lent, piip. C(q, ¢)¢ nazveme
Coriolisovymi a odstiedivymi €¢leny. Jejich tvar je v (2.3) jen naznacen,
nicméné, zjednodusené feceno, odstredivym clenem je ten, ktery obsahuje
druhou mocninu nékteré zobecnéné rychlosti, zatimco Coriolistiv ¢len ob-
sahuje soucin dvou riznych zobecnénych rychlosti, vSechny tyto ¢leny také
obecné zavisi na zobecnénych souradnicich. Gravitac¢ni ¢leny pak zévisi jen
na zobecnéné soutradnici.

Od popisu (2.3), ktery je souborem n rovnic druhého fadu, pak prejdeme ke
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standardnimu stavovému popisu teorie fizeni zavedenim 2n-dimensionélniho
stavu

T . .
= (T1,. ., To) , T1=q1, - Ty = qn, Tpil = G1,---,Ton = Gn  (2.4)

k popisu, pouzivanému v Priloze A:

Ty L1, Tp41
| = : , : = D(xy,...,2,) " (2.5)
x.'n Lon, i?Qn
Tn+1
X | —=C(x1,...,29,) : — G(xy, ... xn) Ful . (2.6)
Ton

Zavérem této podkapitoly uvedeme postup, kterym je mozné snadno navrho-
vat Fizeni plné aktuovanych systémii, coz bude zaroven motivaci pro hlubsi
studium podaktuovanych systémi ve zbytku tohoto textu. Uvazujme plné
aktuovany systém ve tvaru

T Tptl, Tl
. — : , . = D(ﬂfl, - xn)_l (2 7)
-%.'n 'IQTU 'j?Qn
Tn+t1 uy
X | =C(x1,...,29,) : —G(xy, .. xp) + | ¢ : (2.8)
Ton U,
Snadno nahlédneme, 7ze y = (21, ...,x,) je pomocnym linearizujicim vystu-
pem, ktery ma vektorovy relativni stupen (2,...,2), viz Pfiloha A. Systém

(2.7) je tedy tplné exaktné linearizovatelny pomoci zmény souradnic a zpé&tné
vazby. Navic, je zfejmé, Ze zména soufadnic je ve skutec¢nosti identitou, tj.
stavové soufadnice neni tfeba ménit a staci zpétnd vazba, tj. jednoznacné
zavedeni nového vstupu v ve tvaru

Ln41 u1
v=D(x1,...,2,)"" | -C(x) : —G(r1,. .. xn) + | , (2.9)

Ton Un,
kterd vede na exaktné zlinearizovany systém

X1 Tn41, Tn+1 (%]

I
<
I

(2.10)

Tn Lon, Lon Un
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Exaktni linearizaci je pak mozné pouzit k ndvrhu rizeni nasledovné. Necht je
jakékoliv kyzené chovini zobecnénych souradnic a rychlosti, a tedy i stavu
x, realizovano reguldtorem v = v(z) v systému (2.10). Potom regulator pro
ptvodni mechanicky systém ve tvaru

u(x) = D(q)v(z) + C(q,Q)d + G(q), v=(qu,- -, Gn, G1,---5Gn) ", (2.11)

pro néj zajisti totéz kyzené chovani. Vidime, ze tento postup je prijatelny i z
vypocetniho hlediska, nebot matici setrvacnosti neni tfeba viibec invertovat.
To je velmi dulezité, pozdéji uvidime, Ze 1 pro pomérné jednoduché systému
miva tato matice slozity tvar. V robotice byl tento postup znam jesté diive,
nez v teoril rizeni exaktni zpétnovazebna linearizace, a proto ma robotika pro
néj svilj vlastni termin “computed torque”, nebo-li predvypocteny moment. V
robotice, kde jsou zobecnénymi soufadnicemi tihly a zobecnénymi silami jsou
tedy momenty, ma jasny fyzikalni vyznam: predvypocteme moment akénich
¢lenti, ktery nam zajisti kyzenou dynamiku thli popisujicich stav robotického
systému.

Pri praktické realizaci tohoto postupu pak zbyva prekonat dvé prekazky.
Prvni je méfeni, ¢i odhadovani stavu, zejména pak rychlosti. Druhou jsou
saturace akcénich ¢lenti. Oba problémy jsou spiSe realizacniho razu, a bohuzel
se vymykaji rozsahu tohoto seminére, zajemce odkazujeme na seznam liter-
atury k témto materialim.

2.2 Priklady podaktuovanych systémii a jejich mode-
lovani

Podaktuované systémy jsou zpravidla klasifikovany podle poc¢tu stupnu vol-
nosti a stupné podaktuovanosti. Prehled fady z nich lze nalézt v monografii
[19]. Zde rozebereme podrobnéji dva typické piiklady pro podaktuovanou
chizi: tzv. "Acrobot", coz je mechanicky retézec slozeny ze 2 ¢lanki s dvéma
ak¢énimi ¢leny a mechanicky fetézec slozeny ze 4 ¢lanki s tremi akénimi ¢leny,
ktery modeluje nohy s koleny a kyclemi, ale bez chodidel. Oba systémy maji
stupen podaktuovanosti rovny jedné.

2.2.1 Model podaktuovaného retéezce 2 clankii

Pro chuzi je klicovy tzv. Acrobot na obr. 2.1, ktery sestéava ze dvou ¢lanku
a ma jeden akcéni ¢len spojujici tyto ¢lanky. Pokud je opfen jednim z ¢lanki
o podlozku, mize poslouzit jako nejjednodussi priklad idealizované chtize. V
tomto pripadé se mu v literatuie ¢astéji fika “ Compas Gait Walker”, my se
pridrzime kratsiho terminu Acrobot.
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Acrobot neni jedinym moznym Fetézcem slozenym ze dvou ¢lanka s jednim
ak¢énim ¢lenem. Druhou moznosti je tzv. Pendubot, ktery je naopak pripojen
akénim c¢lenem k pevné a nehybné konstrukei, je to vlastné podaktuovana
roboticka paze, kterd ma akéni ¢len v “rameni”, ale nikoliv v “lokti”. Uvidime
pozdéji, ze mezi obéma systémy je zasadni rozdil v jejich struktufe.

Model Acrobota ziskdime pomoci Lagrangeho metody, tj. sestrojime Lagrangian
L(g,q) = K -V = 3¢"D(q)¢ — V(g), a s jeho pomoci pak nasledujici dy-

namické rovnice
doL _ oL
dton ~ oo | _ |0
doL _ oL To |’

které jsou nutnou podminkou minimalizace Lagrangianu podél systémové
trajektorie (tzv. princip nejmensi akee). Dalsi vypocty vedou na standardni
rovnice mechanického systému

Dl + Clani)i+ Gl =u=| |,
kde D(q) je matice setrvacnosti, C(q, ¢)q jsou Coriolisovy a odstfedivé sily,
G(q) jsou gravitacéni sily a u jsou vnéjsi fidici momenty. Pro kracejici roboty
plati dilezity princip kinetické symetrie vzhledem ke ¢y, tj. D(q) = D(q2),
jinymi slovy, kinetick4 energie nezavisi na gq;. Casto je takova proménné takeé
oznacovana jako cyklickd.!

Aby byl model tGplny, je tfeba urc¢it matici setrvacnosti, Coriolisovu matici
a vektor gravitacnich sil. V tomto pripadé pro konfiguraci na obr. 2.1 maji

tvar
o 291 — 262 + 293 COS Q2 61 — 262 + 63 COS (2
Dla) = [ 01 — 205 + 03 cos g2 0; |’ (2.12)
: —2038in qogs  —03sin ¢oq
C(g,4) = [ 6 sin qu?l I (2.13)
| —bssing; — Ossin (g1 + ¢2)
Gla) = [ —05sin (q1 + g2) ’ (2:14)

kde jednotlivé parametry uréime z pfipojenych hmotnosti, délek ¢lanku a
vlastnich momenti setrvac¢nosti ¢lanki. K tomu, s vyuzititm popisu pomoci
Lagrangeovy metody, staci spravné spocitat kinetickou a potencialni energii,

!Tento termin, ktery je ¢asto pouzivan v literatuie o Fizeni, je mirné nepiesny z pohledu
mechaniky [20], kde je definovana jako cyklické ta zobecnéna proménné, na niz Lagrangian
viubec nezavisi, tj. ani potencidlni energie. V nasi terminologii zavislost potencialni energie
na cyklické proménné pripoustime, vyzadujeme jen nezavislost kinetické energie.
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Coriolisova matice je jiz pouhym pocetnim disledkem kinetické energie. V
konfiguraci na obr. 2.1 je to pomérné snadné, potencidlni energie je témér
o¢ividna a u kinetické energie je jedinou komplitaci spocteni pohybu svi-
hového ¢lanku vzhledem k inercialni soustavé spojené se zemi. Uhel ¢o a
jeho thlova rychlost jsou totiz definovany relativné vzhledem ke zbyvajicimu
¢lanku. Poté pouzijeme znamou fyzikalni poucku, Ze kineticka energie tuhého
télesa je souctem kinetické energie celkové hmoty pohybujici se rychlosti po-

vvvvvvvv

2.1 takto dostaneme
O, = mi®>+ 1, 0y =ml.d, 03 =ml? 0, =mgl, 05 =mgl. (2.15)

Konfigurace na obr. 2.1 je vSak prilis idealizovana a je ve skutecnosti nereal-
izovatelnd. Chceme-li totiz realny ¢lanek reprezentovat jako celkovou hmotu
nemize byt tplné na konci. Obecnéjsi rozlozeni hmot bude popsano pozdéji,
kde také uvidime postup pri urc¢ovani potencialni a kinetické energie systému.
Nicméné, zakladni struktura modelu Acrobota dané vztahy (2.12,2.13,2.14) je
stejna pro jakékoliv rozlozeni hmotnosti, které zméni jen hodnoty parametri
61 az 65 A% (215)

Obrézek 2.1: Acrobot.

Model zminéného systému Pendubot, ktery ma oproti modelu Acrobot pro-
hozené aktuované a neaktuované ihly, méa témeér dplné stejny popis, jako
Acrobot, a sice

Dl + Cland)i+ Gl =u=| § |

tj. jediny rozdil je v piisobeni akéniho ¢lenu, vSechny prvky na levé strané
rovnic jsou definoviany tuplné stejné, pokud jsou vSechny prvky konstrukce,
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jako rozlozeni hmot, délky ¢lankt apod., stejné. Toto vyplyva zcela zie-
jmym zpusobem z Lagrangeova pristupu, nebot kineticka a potencialni en-
ergie jsou v tomto pripadé definovany stejné. Dilezitym rozdilem, ktery je
klicovy pro navrh fizeni pomoci exaktni linearizce, ktery uvedeme pozdéji, je,
ze u modelu Acrobot je neaktuovanou zobecnénou soufadnici pravé cyklicka
soutadnice, na které nezavisi kineticka energie. U modelu Pendubot tomu tak
o¢ividné neni. V pripadé modelu Acrobot diky tomu plati, Ze zobecnéné hyb-
nost o1 muze poslouzit, jako virtualni vystup s relativnim stupném rovnym
trem a Acrobot ma tedy exaktni zpétnovazebnou linearizaci o dimenzi rovné
trem. Tuto vlastnost lze formulovat také nasledovné, pokud ma Acrobot pii
krac¢ivém pohybu jednu nohu ve vzduchu, existuje zobecnény moment, ktery
neni ovlivnén pifmo akénim ¢lenem, ale pouze gravita¢nim piisobenim na
Acrobot.
Presnéji, muzeme prejit k Hamiltonovskému popisu Acrobota, konkrétné:
Lo+ o di1(g2) di2(q2)
H(q,0) = V(g + 50 D(q)"'o, D(q) = D(q2) = [ dio(2) doalgo) }

o = (0-170_2)T — (£q17£q2)—r — D(q)(qDQQ)a q= (qlan)Ta

g = OH(q, 0) _ daz(q2) o1 — d12(q2) 09
doy dll(QQ)dQQ(Q2) - d12(Q2)2
i — OH(q,0) _ di1(q2)o1 — di2(q2) 02
doy d11(q2)da2(q2) — di2(g2)?
5 — _87—[(q,0)
Iq
0.'2 = —LH(%O) —|‘7'2.
g2

Odvodili jsme tedy Hamiltonovsky popis dynamiky modelu Acrobot:

. dy(g)or — dia(g)oy
= d11(q2)d22(q2) — di2(q2) (2.16)
d11(Q2)01 - d12(Q2)U2

(

>
d11(q2)d22(q2) — d12(q2)?

G = (2.17)

dl = —Gl(Q) (218)
1 +0D(q2)7 !

d2 = —GQ((]) + §JT%0’ + To. (219)

Rovnice (2.16,2.17) nenesou konkrétni informaci o daném modelu, nebot jsou
jen formélnim disledkem definice zobecnénych hybnosti. Rovnice (2.18) pak
ukazuje, ze zobecnéna hybnost o1 ma relativni stupen (viz Priloha A) roven
trem, nebot jeji prvni derivace je zavisla pouze na thlech, je tedy mozné ji
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déle nejméné dvakrat derivovat podle ¢asu, nez se objevi explicitni zavislost
na case.

Hamiltonovsky popis pak lze v pfipadé modelu Acrobot doplnit jesté zave-
denim dalsich dvou soutfadnic p1(q), p2(q), misto zobecnénych souradnic:

q2
pla) = ot [ duls)d (s (2.20)

0

q2
pa(q) = ql+/ doo(s)dyy (5)ds. (2.21)

0

Plati
Op [ 1 dypdiy dp| 1 1

3—q = [1 d22d1_21 , det 3q = doodiy — diody] = (2.22)
dlgdndetD(q) 7é 0 & d12(QQ) 7é 0OA d11((]2) 7é 0. (2.23)

Pokud plati pro nékterou oblast konfiguraci ahli Acrobota (2.23), je mozné
na celé této oblasti prejit k novym souradnicim, tj. implicitné je jednoznacné
definovan i inverzni vztah ¢(p) a dostaneme néasledujici popis modelu Acrobot

P = d*l(qz)al (2.24)
P2 = diy(g2)o2 (2.25)
61 = —Gl<> ) (2.26)
0"2 = —Gg(Q)—F —0 %0‘1‘7—2, (227)

kde za ¢ vsude dosadime ze zminéného inverzniho vztahu ¢ = ¢(p). Popis
(2.24-2.27) jiz neni Hamiltonovsky, p je sice mozné povazovat za uréité zobec-
néné souradnice, ale zobecnéné hybnosti o jim neodpovidaji. Nicméné, popis
(2.24-2.27), pripadné jeho ¢asti, budou dale vyuzivany.

Veskeré odvozeni vztaht (2.16-2.19) a (2.20-2.27) miizeme snadno pienést
1 na piripad modelu Pendubot, pro ktery tak dostaneme Hamiltonovsky
popis dynamiky modelu Pendubot:

. dy(g)or — dia(g)oy
= di1(g2)da2(q2) — di2(g2)? (2.28)
. dl1(Q2)01 - d12( 2)02
== d11(Q2)d22(QQ) dl2(Q2) (2.29)
0"1 = —Gl(q) + 7 (230)
Gy = —Gs(q) + %H%a (2.31)

Zde jiz, nemuzeme najit funkei stavovych souradnic (virtualni vystup), ktery
by mél relativni stupen roven tfem. I pro model Pendubot je mozné odvodit
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obecnéjsi popis pomoci stejnych souradnic p1(q), p2(q), jako pro Acrobot

P o= dij(g)on (2.32)
P2 = diy(g2)o (2.33)
oy = —G1(q) + 7 (234)
- 1 +0D(g2)""

O92 — Gg(q) + 20 an (235)

2.2.2 Model podaktuovaného retéezce 4 clankii

Tento model, ktery budeme nadéle strucné a zjednodusené nazyvat jako "4-
nez byl Acrobot. Jedna se v podstaté o rovinny model nohou s nezévisle ovlé-
danymi kyclemi a koleny, bez kotnikl a chodidel. Jeho zékladni schéma bez
konkrétniho rozlozeni hmotnosti je naznac¢eno na obr. 2.2. Opét se jedna o sys-
tém se stupném podaktuovanosti rovnym jedné, neaktuovanou zobecnénou
soufadnici je opét tithel v opéném bodé na podlozce. Pokud se 4-link nachézi

1

Y 7_2( /q;;

X

Obrézek 2.2: Kracejici mechanismus typu 4-link.

v konfiguraci kvalitativné podobné té na obr. 2.2, tj. s jednou “nohou” ve vz-
duchu, jeho dynamiku popiSseme podobné, jako pro systém Acrobot, pomoci
Lagrangeovych rovnic

doL _ oL 0
dt 0¢, oq Ty
; =u= : (2.36)
doL _ oL 3
dt 9qy 0qy T4

kde u je opét vektorem zobecnénych sil, kterymi jsou opét momenty jed-
notlivych akénich ¢lenii. Zobecnénymi souradnicemi jsou totiz opét thly, je-
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jichZ presné definice je zfejmé z obr. 2.2. Lagrangeovy rovnice (2.36) vedou
pomoci standardnich vypocta k popisu

D(q2, 43, q1)4 + C(q,4)¢ + G(q) = u, (2.37)

kde D(g2,q3,q4) je matice setrvacnosti, g; je opét cyklickou soufadnici a
opét plati princip kinetické symetrie vzhledem ke ¢. V pripadé 4-linku to
ale nezjednodusi systém do té miry, jako pro Acrobot, nebot zobecnénych
souradnic je vice. Déle, C(q,q) je matici Coriolisovych a odstfedivych sil,
G(q) je vektorem gravitacnich sil u je stejny jako pro (2.36), tj. je to vektor
vnéjsich zobecnénych sil, napi. akénich zasahti pohoni vyvijejicich potiebné
momenty ve spojejnich ¢lankt. Ptfesnéji, pro potfebu pozdéjsich vypodcti
muzeme D(q), C(q, q), G(q) podrobnéji rozepsat jako

dy1 dig diz diy Ct Gy

day1 dog das dyy . C? G
D(q)= Claa= % e =] ¢, 238
(9) d3; d3p dgs dsa (4:4) 3 (@) G (2.38)

dy dyo dys dys ct Gy

kde C* jsou fadky (4 x4) matice C(q, ¢) a Gy jsou skalarni prvky sloupcového
vektoru G(q). Jednotlivé prvky maji jiz pomérné sloZity zapis, napf.:

din= (I1 + Iz + Iz + Iy + 3mg + 12mg + 3my + B3ms + Bmy + 3mg + 12m+
12,ma + 129m3 + [2ymy — 2l113my4 cos(qz + q3) — 2l1l.3m3 cos(qz + q3)—
205l .amy COS(QQ + Q4) + 2l1lams sin(qg) + 2l1lamy sin(qg) + 2l5l3my sin(q2)+
2l1lcoma sin(gs) + 2lalesms sin(qga) + 2l3lcama sin(qa) — 2{1lcama sin(gz + g3 + q4))
dio = (I3 + Iy + 13my + 23m3 + 12ymy — l113my cos(q2 + q3) — l1le3mz cos(qz + q3)—
loleamy COS(QQ + Q4) + lalgmy sin(qg) + lalo.3ms sin(qg) + 2l3lamy sin(q4)
—lylcamasin(qz + g3 + q4))
dis = (Io+ I3+ Iy + 13mg + 13my + Bmy + 2yma + 123ms + 2ymy—
l1lsmy cos(ga + q3) — lilesma cos(qa + q3) — 2lalcamy cos(gz + q4)+
l1lomg sin(gs) + l1lamy sin(gz) + 2lalzmy sin(gz) + l1lcame sin(gs )+
2l5le3mg sin(qa) + 2l3leama sin(qa) — l1leamy sin(qa + g3 + qa))
dig = (Is +12ymy — laleamy cos(qa + qa) + sleama sin(qa) — lileamasin(gz + g3 + q4))
doz = (mal3 + 2mysin(qa)lsles + mslZs + mal2y + Is + Iy)
das = (m4l§ + 2my SiD(Q4)Zglc4 + lomy Sin(QQ)Zg + m3133 + loms SiH(QQ)lc3+ (239)
mal?y — lamy cos(qa + qa)lea + I3 + 1y)
dog = (malZy + lsmysin(qa)les + L)
ds33 = (IQ + I3+ Iy + l%mg + l§m4 + l§m4 + ZEQmQ + lg3m3 + 12477147
2lalcamy cos(qa + qa) + 2lalsmy sin(ge) + 2lal.3ma sin(gz) + 2l3lcamy sin(gys))
dsa = (Is + 12ymy — lalcamy cos(ga + qa) + I3lcama sin(gs))
dig = (malZ + L)
Gi1 = —gleamasin(qr + g2 + g3 + qa) — glams sin(q1 + g3) — glama sin(qr + q3)—
gleamasin(qr + q3) — glima sin(q1) — glimssin(q1) — glymy sin(gy)—
gleymy sin(qr) — glsmasin(qr + g2 + g3) — glesms sin(q1 + g2 + q3)

G2 = —gleamysin(qr + g2 + ¢z + qa) — glsmysin(qr + g2 + q3) — gleams sin(q1 + g2 + ¢3)
Gs = —gleamysin(qr + g2 + g3 + q4) — glams sin(q1 + g3) — glamasin(qr + g3)—

gleama sin(qr + q3) — glamasin(qr + g2 + q3) — gleamasin(qr + g2 + g3)
Gys= —gleamysin(qr + g2 + g3 + qa).
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Zde 7z prostorovych duvodu neuvadime tvar prvku Coriolisovy matice, nebot
je lze dopocitat z matice setrvacnosti. K tomu staci si uvédomit, ze v La-
grangeovych rovnicich (2.36) vznikaji Coriolisovy a odstredivé ¢leny v (2.37)
jednak derivovanim kinetické energie podle zobecnénych soutradnic, a jed-
nak derivovanim zobecnénych momenti podle zobecnénych souradnic. Cori-
olisovy a odstredivé ¢leny tedy zavisi kvadraticky na zobecnénych rychlostech
nasobenych riznymi derivacemi prvkii matice setrvacnosti podle zobecnénych
soutfadnic.

Tvar (2.39) odpovida 4-linku s délkami ¢lanka [y, lo, I3, [4, na nichZ jsou umistény

N4

Vvt

obecné rozlozeni hmotnosti, na které je navic mozné prepocitat témeér jakéko-
liv rozlozeni hmotnosti. Napf., pokud maji ¢lanky urcitou hmotu a jsou ho-

Vvt
Vvt

N4

Vvt
Vv

Vv

¢lanku, takze musime pouzit obecnéjsi variantu fyzikalni poucky o momentu
setrvac¢nosti nekonecné tenké homogenni tyce, pripadné znamou Steinerovu
vétu.

Zéaveérem této kapitoly si povSimnéme, Ze podobné, jako pro systém Acrobot,
je mozné odvodit Hamiltonovsky popis 4-linku, zejména pak plati rovnice

o1 = —G1(q1, ¢2, 43, Q1) (2.40)

tj. 4-link ma také virtualni vystup s relativnim stupném rovnym tiem.

30



Kapitola 3

Kracejici roboti

3.1 Zakladni rozdeleni kracejicich robotii podle typu
chiize.

V problematice robotické chiize [34, 12, 24, 13| rozliSujeme statickou a dy-
namickou chtizi, staticka je vzdy plné aktuovana, dynamicka miize byt jak
nachézi ve stabilni poloze, zjednodusené feceno, robot nemiize ani pri vy-
padku fizeni upadnout, na rozdil od dynamické chize, kterd je zpravidla
chiizi je nutné neustale ovérovat tzv. “zero moment point” (ZMP) [33], aby ne-
doslo ke ztraté plosného kontaktu chodidla s povrchem, pricemz ZMP nesmi
byt mimo chodidlo, a tedy, ¢im mensi chodidlo, tim obtiZznéjsi je toho doséh-
nout. Podaktuovana chiize je vlastné meznim pfipadem zanedbatelné malého
chodidla, v bodovém misté dotyku je pohyb neaktuovany. Redlnou chizi je
pak mozné povazovat za kombinaci plné aktuované a podaktuované faze -
chodidlo celou plochou na zemi se stiida s pripadné chodidlem na Spicce, ¢i
hrané chodidla. Podaktuovana chiize je realisti¢téjsi a ekonomictéjsi, avsak
daktuovany mechanicky systém ma méné akcénich ¢lent, nez stupni volnosti
a podaktuovany kracejici robot je pak specifickym druhem podaktuovaného
mechanického systému, je fetézcem n ¢lankl, mezi nimi je vzdy pohon, jediny
nepohanény thlel je tihel mezi zemi a opérnou nohou.

3.2 Kracejici robot jako hybridni systém. Svihova faze
a dopadova faze.

Klicovym problémem kracejici robotiky je kontakt s povrchem, at uz je to
zminény problém ZMP, & tzv. dopadového (narazového) zobrazeni (“impact
map”) [23] pri stfidani nohou. Matematicky popis modelu kracejicicho rob-
ota je hybridnim dynamickym systémem, ktery sestava s faze ve spojitém
¢ase (obycejna diferencilni rovnice, faze na jedné noze) a impulsivni faze,
coz skokova zména rychlosti pfi dopadu na obé& nohy. Tato impulsivni faze
je popsana tzv. narazovym zobrazenim, z pohledu teorie fizeni je narazové



zobrazeni jednorazovou aplikaci urcitého systému v diskrétnim case, nebot
ke kazdym zobecnénym soutradnicim a zobecnénym rychlostem “tésné” pred
narazem jednoznacné urcuje jejich hodnoty “tésné” po narazu.

P1i jeho modelovani, které podrobnéji naznac¢ime pozdéji, se predpoklada, ze
zobecnéné souradnice se nezméni, tj. zliistanou spojité i béhem narazu, za-
timco rychlosti prodélaji konecéné velky nahly skok. Ukazeme si, Ze rychlosti
po narazu budou néasobkem rychlosti pred narazem a urc¢ité matice - tzv. mat-
ice narazového zobrazeni. Prvky této matice pak nelinedrné zavisi na thlech,
pri kterych k narazu dojde, coz je i intuitivné pochopitelné. Odvozeni mod-
elu impaktového zobrazeni, véetné identifikace jeho parametri, vychazi déle
z predpokladii, ze se béhem nérazu zachova celkova energie i celkova hybnost
mechanického systému. Toto je, mimo jiné, disledkem predpokladu, ze vesk-
eré sily béhem néarazu ptisobi po zanedbatelné kratkou dobu, ale pritom hod-
noty vnéjsich sil jsou konecné. Proto nemohou zpiisobit ani zménu celkové
hybnosti (ta musi byt rovna nekonecéné kréatkému impulsu konecné sily), a
podobné nemohou zménit ani celkovou energii, nebot plisobi po nekonecné
malé draze, a tudiz konaji nulovou praci. Vnitini sily, nicméné, jsou impul-
sivni, tj. nekonecné velké béhem nekonec¢né kratké doby, aby mohly zménit
skokové rychlosti. Protoze jsou v8ak vnitinimi silami vzhledem k soustaveé,
ve které pocitame energii a hybnost, nemohou tyto veli¢iny zménit.

bridnf stability, pripadné exponencialniho sledovani zadané trajektorie chize
v takto popsaném hybridnim systému. Pritom sdm névrh vhodné trajektorie
kraceni je nesnadny, je tfeba aby se jednalo o cyklickou trajektorii hybrid-
niho systému, kdy na konci kazdého kroku (tj. spojité faze), dojde nara-
zovym zobrazenim k prevedeni stavu do téhoz stavu, jako na poc¢atku kroku.
Samotné exponencialné stabilni sledovani takové trajektorie je dalsim prob-
lémem, ktery je feSen radou technik, napt. vyuzitim Poincarého zobrazeni.
Problematiku rizeni modeli kracejicich robotii zminime v posledni kapitole
téchto materiélu.

Ve zbytku zbytku této kapitoly podrobnéji popiseme na prikladu modelu Ac-
robot problematiku modelovani kracejicich robotii, urcovani parametri jeho
modelu, véetné hybridnich aspekti a dopadové faze, tj. odvozeni dopadového
(nérazového) zobrazeni.

3.3 Acrobot: obecnégjsi rozlozeni hmotnosti

Uvazujme pripad konfigurace a rozlozeni hmotnosti na obr. 3.1. Pfipomenme
si, ze zobecnénymi souradnicemi jsou thly ¢, g2 definované na obr. 3.1. Pre-
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jdeme k modelovani Svihové faze na jedné noze. Predpoklddame, Ze nedojde
ke ztraté kontaktu se zemi, ani ke klouzani, tj. opora ztstava neustale v bodé
g3 = q4 = 0 a tedy také ¢3 = ¢4 = 0. Systém je tedy definovan jen thly ¢;
a ¢, ma tedy jen dva stupné volnosti, stale je zde ale jen jeden tidici vstup,
kterym je moment 7 vytvareny stejnosmérnym motorem. Proto je Acrobot,
jak bylo jiz difve vysvétleno, podaktuovanym systémem se stupném podak-
tuovanosti rovnym jedné a neaktuovanym thlem je q;. Stavovy vektor je v
tomto piipadé dan @ jako the

T = (QIa g2, QIa QZ)Ta q= (qh QZ)Ta
ad= (g, @) uw=00, 1" y=(q0, ¢, @).

Opét vyuzijeme Lagrangeova pristupu. Kartézské souradnice hmotného stiedu

le,,m1,

Obréazek 3.1: Acrobot
jsou

r1 = leysin(qr), y1 =1, cos(q)
o = lisin(q1) +l,sin (g1 + ¢2), y2 = licos(q1) + I, cos (g1 + ¢2)

a kinetické a potencialni energie jednotlivych clankta 737, T a Vi, V5 jsou

1 (EX, &Y 1, 2
=g (G )~ it 1)
1 d?Xy  d*Y: 1
= 5ms ( dt22 2) _ §(m2 (1% + 12, + 21, cos (q2)> +

+ 12 q + = (mglcg + ]2) qs + 2<m2l + 12 + mglllCQ COS (QQ))q1q2
=mag (lc, cos (q1)) . Vo = mag(li cos (q1) + I, cos (q1 + ¢2)).
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Zavedeme-li nasledujici znaceni
0, = mllgl + I + mgl%, 0y = mglé + I, (31)
03 = malilea, 04 =mala +maly, 05 = male,
Lagrangian mize byt zapsan jako

) 1 ) .
L(q,q)=T-V = 5 (61 + 02 + 203 cos (¢2)) 7 + (62 + 05 cos (g2)) d1Go+

L, .
+ 50262 — 019 cos (1) — 059 cos (¢1 + o)
a vysledné pohybové rovnice systému Acrobot jsou tedy
D(q)g + C(q,9)q + G(q) = [0, n]" (3.3)

kde matice D, C and G budou mit tvar

s e B
o[ Cmmtan "0 ] o
a_ [ —0,9sin (q1) - 059 sin (q1 + q2) } . (3.6)
—05gsin (q1 + g2)
Pripomenme si, 7ze
Or = m(I2+ 1)+ 1, 0y = mll, 05 =ml(l L), (3.7)

0, =mg(l+1.), 05 =mg(l —1.).

Splnili jsme tedy cil ze zacatku této podkapitoly a urcili parametry modelu
Acrobot s obecnéjsim rozlozenim hmotnosti.

3.4 Acrobot: odvozeni dopadového zobrazeni

Nejprve pro potiebu pozdéjsiho odvozeni dopadového (narazového) zobrazeni
uvazujme obecnéjsi situaci tzv. neukotveného Acrobota, a sice, ze Acrobot je
v obecné poloze, kdy konec jeho levé nohy je v uréitém bodé s kartézskymi
soufadnicemi 21, 29, vzhledem k pocatku zvolené kartézské soustavy sourad-
nic zy. V takovéto obecné poloze mé Acrobot 4 stupné volnosti a je popsan
zobecnénymi soufadnicemi g, = [q1, ¢2, 21, 22]. Spolu s vektorem zobec-
nénych rychlosti g, = [¢1, ¢2, 21, 22] muZeme sestavit nasledujici rozsiteny
vektor stavovych souradnic . = [q., q.].
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le,, M2, Io

<1

Obrazek 3.2: Neukotveny Acrobot.

K odvozeni pohybovych rovnic v tomto obecnéjsim pripadé rovnéz pouzijeme
Lagrangetiv piistup. Kartézské souradnice hmotného stredu jsou

1 = I sin(q) + 2

1 = le cos(q) + 22

ro = lysin(q1) + I, sin (g1 + ¢2) + 21
yo = lycos(q1) + le, cos(q1 + qo) + 2o,

a proto kinetické a potencialni energie jednotlivych ¢lankid jsou 77, T, a

Vi, Vo, kde

T = —my o + ) = —my (lzlq'% + 21, cos (q1)q121 +

1 X, 4T 1
2 2

) .. ) ) 1.
— 2l sin (q1)q122 + 21 + 22) + 51161%

T2 = §m2 < dt2 + dt2 ) = §(m2 (ll + lCQ + 2l1l02 COS (QQ)>Q1 +
4 Dd? + (mQ@ v 12) 62 + Mo + mgzg) + (mQ@ Ty
+ malyl,, cos (%))quz + ma(le, cos (1 + q2) +

+ Iy cos (q1))q121 — ma(lisin (q1) + le, sin (g1 + q2) ) G122 +
+ male, cos (q1 + g2)dai1 — male, sin (q1 + g2)gazo
Vi =myg (I, cos(q1) + 22), Vo =mag(lycos(q1) + L, cos (g1 + q2) + 29).
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Celkova kineticka energie je tedy T = T +T5, zatimco celkova potencialni en-
ergie je V' = V1 + V5, a pomoci Lagrangianu £(q, q) = T —V tedy dostaneme
pohybové rovnice

D.(q.)d. + Ce(dc. 4.)q. + Gela.) = [0, 7, 0, 0] (3.8)
Jako 1 difve, matice D, obsahuje setrvacné ¢leny, matice C, urcuje setrvacné
a Coriolisovy ¢leny a matice G, obsahuje gravitacni ¢leny. Presnéji, prvky
matic D., a vektoru C, and G, maji nasledujici tvar:
D;l = mllgl + msy (l1 + l%) + I + I + 2mslyl., cos (q2), D;Q = male, (le, + 11 cos (q2)) + I
DY = myl., cos (q1) + maly cos (q1) + male, cos (q1 + g2)
DM = —myl,, sin (q1) — mal., sin (¢ + ¢g2) — maly sin (q1)
D =mol, (L, + i cos (g)) + I, D =molZ, + I,
D* = myl., cos (1 + @), D** = —myl,, sin (g1 + ¢2)
D' = my (11 cos (q1) + I, cos (q1 + q2)) + male, cos (q1)
D*? = myl,, cos (¢ + @), D** =mq +my, D* =0
D = —myl,, sin (q1) —ma (Iysin (q1) + le, sin (¢1 + ¢2))
D¥ = —myl,, sin (q1 + @), D* =0, D* = (my + my)
CH = —2mylil,, sin (q2)ge, O = —malil,, sin (q2)g2, C™° =0,
CH =0, C*' = malyl,, sin (g2)41, C** =0, C* =0, C** =0
C2 = (—mule, sin (q1) — male, sin (¢ + g2) — malysin (¢1))d1 + — 2mole, sin g1 + oo
O = —myley sin (1 + @2)ge, CF =0, C* =0
CH = (=myl,, cos (q1) — male, cos (q1 + g2) — maly cos (q1))d1 — 2male, cos q1 + ¢ado
C*? = —myl., cos (q1 + @)Ga, C* =0, C* =0,
Ge = —magle, sin (q1) — magly sin (¢1) — magle, sin (¢1 + ¢2)
Ge = —magle, sin (g1 + g2), G = 0,G¢ = mug + mag.

e__

Prejdeme nyni k odvozeni dopadového (narazového zobrazeni). V literature
je mozné setkat se s nejruznéjsimi predpoklady a postupy pii odvozovani
tvaru narazového zobrazeni [7], [8], [23] a [26]. V téchto materidlech vyjdeme
ze stejnych predpokladi jako v [23].

Pohyb analyzujeme pro ptipad, kdy kontakt svihové nohy s podlozkou probéhne
bez jejiho odrazu a proklouznuti, pricemz dosavadni podptrna noha se okazité
pfirozenym zptsobem zvedne do vzduchu [26]. Pfesnéji feceno, zakladni vy-
chodiska v [26] jsou

1. naraz (impakt) probéhne béhem zanedbatelné krétké doby,

2. vnitini sily (tj. sily interakei ¢asti robota mezi sebou, jinymi slovy, reakce
na omezeni) mohou byt impulsivni,

3. impulsivni sily mohou zpiisobit okamzitou skokovou zménu rychlosti, za-
timco polohy ziistavaji spojitymi funkcemi casu,
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4. momenty akénich ¢lent nejsou impulsivni.

Na zakladé téchto predpokladii uvazujme diive odvozeny rozsiteny model
systému Acrobot

De(qe)qe + Ce(qe7 qe)qe + Ge(qe) - BT + 5FeXt7 (39)

ktery je mozné integrovat béhem kratké doby pred a po impaktu, [26], a
dostaneme

D.(q.) (¢0 —q.) = F™, (3.10)

kde F™' = fttj SF™(7)dr je integrdlem kontaktnfho impulsu pies c¢asovy
tsek trvan{ impaktu, ¢, je rychlost tésné p¥ed impaktem a ¢ je rychlost
tésné po impaktu. Polohové soutfadnice se neméni a proto g, = q, .

K urceni hodnot g a F** jsou zapotiebi dodateéné rovnice popisujicich
kontaktni sily v bodech dotyku robota s podlozkou. Prvnim takovym bodem
je bod dotyku podpiirné nohy s povrchem. V diisledku predpokladu, ze se
tato noha okamzité odlepi od zemé bez dalsi interakce s ni, plati, Ze na tuto
nohu piisobf nulové vnitini implusivni sily. Proto se bude vektor F*™* skladat
pouze ze sil pusobicich na konci §vihové nohy [23]. Polohu koncového bodu
svihové nohy budeme znacit jako T, kde

_ [ 21+ lisin (q1) + l2sin (q1 + ¢2) ] (3.11)
29 + 1y cos (q1) + o cos (q1 + go) '
a déle si povSimnéme. Ze
Ft = _ET [ Fr } : (3.12)
Fy

kde Fp, Fiy znaci po fadé tecné a normalové slozky sil, ptisobicich na konec
svihové nohy, pricemz E definujeme jako

Lor
9qe
_ licos(q1) + lacos (1 + q2), lacos(q1+¢q), 1, O ] (3.13)
—lisin(q1) — lasin (1 + ¢2), —lesin(q1 +¢q2), 0, 1 | '

Soustava rovnice (3.10) obsahuje tedy 6 neznamych, g a Fr, Fy, vektor g,
je dan, nebot je vektorem stavu tésné pred impaktem q, = [¢;, G5, 21, %5 |,
dale 21 = 0, 29 = 0, nebot podptirnd noha se béhem §vihové féze zistava
opfena v témze bodé. Dodatecna sada dvou rovnic plyne 7z predpokladu, ze
Svihova noha pii impaktu se ani neodrazi, ani neproklouzne, tj. (d/dt)Y(q.) =
g—iqe = 0, a tedy plati

Eg" = 0. (3.14)
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Proto je tedy soustava rovnic
De ET q;r — Deq; (3 15)
E 0 F 0 '
linedrni vzhledem ke zmifiovanym Sesti neznamym, zde F = (Fp, Fy)'.
Resitelnost (3.15) vyZzaduje invertovatelnost matice na jeji levé strané, coz

je zaruceno tim, ze matice D, je positivné definitni a matice E mé plnou
hodnost [23]. Skuteéné, z horniho fadku v (3.15) méme

4/ =4q. -D'E'F

a z toho pak po dosazeni do spodniho fadku a potiebnych tpravach k vyjadreni
F plyne F = (ED_'ET)'Eq,, a v (3.15) tedy plati
g, +D,'E'(ED,'E')"Eq, =4,
coz vede k vyslednému vyjadieni narazového zobrazeni ve tvaru
g+ = [14 +D;'E” [ED;lET]lE} a (3.16)
Klicova je zde positivni definitnost matice ED_'ET, ktera je zarucena prave
tim, Ze matice D, je positivné definitni a matice E mé& plnou hodnost!. Posi-
tivni definitnost matice ED,'ET pak o¢ividné zarucuje i positivni definitnost
matice I + D, 'ET(ED_'ET)'E, nebof jde o soucet dvou positivné definit-
nich matic, a v8echny inverze v (3.16) tak jednoznacné existuji.
Nérazové zobrazeni (3.16) vyjadiuje vektor rychlosti po dopadu ¢ pres
rychlosti pred dopadem a polohy v okamziku dopadu. Zavislost mezi rychlostmi
je linearni, zavislost na polohach je nelinearni a skryvé se v maticich D, E,
které jsou zavislé na polohach v okamziku dopadu. Pro dalsi krok je tedy
zapotiebi pouzit vysledky néarazového zobrazeni jako pocatecni podminky
pro qi, ¢o. Pro nasledujici krok se v8ak vymeéni navzajem svihova a podptirna
noha, proto musime jesté zobrazeni (3.16) slozit s néasledujicim zobrazenim
plynoucim z preoznaceni nohou
i =aq t¢ —m (3.17)
i =—q (3.18)
o =d +d (3.19)
Gy =~ - (3-20)
!Tato vlastnost plati obecn&, pro jakékoliv matice zminénych vlastnosti. Pro
zopakovéani linearni algebry ji dokazme. Mame F'ED.'E’F = (E"F)'D;'E’F.
Posledni vyraz je v souladu s positivni definitnosti matice D, nezadporny a je roven nule
jen kdyz ETF = 0. To je ale mo7né jen, kdyz F' = 0, protoze E" ma plnou hodnost,

jeji sloupce jsou tedy linedrné nezavislé a jakakoliv jejich netrividlni linearni kombinace
je tedy nenulova.
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Vztah (3.16) totiz obsahuje rozsiteny vektor poloh a rychlosti, tj. q, a q.,
které oba maji po 4 prvcich a maji tvar

q. = [ql7 q2, %1, 22]7 qe — [q.la 427 217 22]

V dopadovém zobrazeni (3.16) néas pak zejména zajima, jak zavisi 21, 29 po
dopadu na ¢y, ¢ pred dopadem. 7 Z1, 29 totiz dopocteme, jaké budou thlové
rychlosti po dopadu jak v novém opérném bodé, tak i mezi ¢lanky. Tyto
thlové rychlosti se pak pro dalsi krok stanou rychlostmi ¢, ¢s v prislusném
modelu Svihové faze, a podobné tak se tihel v bodé dopadu stava pro dalsi
krok thlem ¢, zatimco g9 pouze zméni orientaci.
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Kapitola 4

Rizeni jednoduchych kracejicich roboti

4.1 Virtualni vystupy s maximalnim relativnim stup-
nem

Rozebereme nejprve podaktuovany mechanicky systém Acrobot jiz popsany
v Kapitolach 2 a 3.

Model v poloze opfené jednou nohou o zem a druhou ve vzduchu jsme ziskali
pomoci Lagrangeovy metody nejprve jako Lagrangeovy rovnice

4oL _ oL
o on | |0
doc _oc | TUT 4
dt 04, Oqn

a poté 1 jako diferencialni rovnice 2ho fadu

D(q)i+ C(q.4)q + G(q) = u,

kde D(q) je matice setrvacnosti, C(q, ¢)q jsou Coriolisovy a odstfedivé sily,
G(q) jsou gravitacni sily a u jsou vnéjsi fidici momenty. Pro kréacejici roboty
plati dilezity princip kinetické symetrie vzhledem ke ¢, tj. D(q) = D(q2),
jinymi slovy, kinetickd energie nezavisi na q;.

K tizeni modelu Acrobot vyuZzijeme Castecné presné linearizace. Pouzijeme
jiz diive zavedeny zobecnény moment o1 z Hamiltonovského popisu modelu
Acrobot, index v ném v8ak déale vynechédme:

0L
Oq
Diky shodé neaktuované proménné s proménnou kinetické symetrie plati

oL oV
=——=—=G )
oq oq 1(Q)

Na zobecnény moment o ma tedy primy vliv pouze gravitace, a nikoliv po-

o = d11(q2)¢1 + di2(q2)Go.

o

hon 7. Proto méa o relativni stupen roven 3 a zarucuje existenci presné
transformace na systém, ktery je dekomponovéan na 3-dimenzionalni linearni
podsystém a 1-dimenzionalni nelinearni reziduum.

Zobecnény moment ma v pripadé modelu Acrobot tvar

oL

O = ——
Iq

= (01 + 02 + 205 cos q2)¢1 + (02 + 03 cos q2)Go.



Dalsi proménnou s relativnim stupném 3 je p; z popisu na konci oddilu 2.2.1,
index dale vynechéame:

p:q1+@+ 2(92—(91—62 arctan \/(914‘&2-263 tan@
2 /(01 +0,) — 463 O +0,+20; 2]

Plati p = dj,'c, a proto transformace

T: gl:pa 52:0-7 53:(5-7 54:0-

vede na novou reprezentaci dynamiky pro Acrobot

H=di ()&, &=6&, &=E6, &=aqdn+i8(gd=mw

Ke sledovani referencni trajektorie vyuzijeme tuto praveé odvozenou dynamiku
po castecné presné linearizaci. Sledovat budeme specidlni referencéni trajek-
torii, navrzenou také pomoci ¢astecné linearnich souradnic

S=dil(@)&,  &=& &=¢&  g=u =0

které fikime pseudo-pasivni. Je to proto, zZe nepouziva zadny referenc¢ni vstup
w, v puvodnich soutadnicich to ale znamend, ze 75, = —pB(q,q)/alq,q).
je treba nalézt pfesné pocateéni podminky, aby krok zacal a skoncil na
zemi. Mame-li referenc¢ni trajektorii, potom jejiho exponencialné stabilniho
sledovani dosahneme nasledovné. Oznacme e := & — £", potom

é1 = dyy (¢2(&1,€3))6 — diy' (92(7,63))65
¢y =e€3, €3=¢€4, E4=w—w.
Po dalsich dpravach
1 = pi(t)er + pa(t)es + ps(t)es + o(e)
€y =e€3, €3=¢€4, €4=w—w"

Nyni zbyva navrhnout zpétnou vazbu w = w" 4+ Kie1 + Koes + Kzez + K ey,

ktera stabilizuje tuto chybovou dynamiku. K tomu byla vyvinuta celd fada
metod navrhu zesileni Ky, Ko, K3, K4, véetné i jejich ¢asové proménné verze.
Detaily je mozné nalézt v [2, 1, 4], a dalich publikacich tam citovanych.
Zde bylo cilem demonstrovat metodu ¢astecné exaktni linearizace a hledani
funkei s vhodnym relativnim stupném.
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4.2 Prechod ke slozitejsim modeliim pomoci techniky
virtualnich omezeni

Pro kracejici mechanismy s vice stupni volnosti také existuje virtualni vystup
s relativnim stupném rovnym 3, viz napt. Kapitola 3 pro 4-link. Nicméné,
stale zbyva velkd nelinedrni ¢ast systému, takze to neni tak vyhodné, jako
pro piipad modelu Acrobot. Existuje, nicméné, technika, ktera dokaze vnutit
systému s vice stupni volnosti a vice akénimi ¢leny chovani systému s méné
stupni volnosti a méné akénimi ¢leny. Vybrané akéni ¢leny je mozné pouzit
k vynuceni tzv. virtualnich omezeni, coz je terminologie a technika Siroce
vyuzivana v robotice. Z pohledu teorie rizeni pak jde o definovani vhodného
virtualniho vystupu, kterym je odchylka od splnéni kyZenych omezeni, a poté,
s vyuzitim exaktni linearizace typu vstup vystup, vynuceni exponencialné
stabilni nulové hodnoty takového virtualniho vystupu. V pristi podkapitole
tuto techniku popiSeme pro pripad 4-linku a predvedeme dva riizné postupy.
Jeden pouzije vSechny 3 akéni ¢leny a prevede tak studium 4-linku na studium
nerizeného systému s jednim stupném volnosti. Alternativni postup pouzije
jen dva vstupy a prevede 4-link na systém se dvéma stupni volnosti a jednim
vstupem, ktery ma tytéz zakladni strukturalni vlastnosti jako Acrobot, a
poté plné pouzije postupy z predchazejici podkapitoly.

4.3 Kraceni modelu robota s koleny a kyclemi bez
trupu s vyuzitim riiznych typ( virtualnich omezeni

Jak jiz bylo feCeno, 4-link na obr. 2.2 popsany rovnicemi (2.37,2.38,2.39)
slouzi jako priklad rovinného modelu podaktuovaného kréceni s koleny a
kyc¢lemi bez trupu a chodidel. Techniku virtualnich omezeni je mozné vyuzit
dvéma riznymi zptisoby.

4.3.1 Postup se tremi virtualnimi omezenimi

V této podkapitole popiseme na piikladu 4-linku hlavni myslenku pfistupu,
ktery byl pouZit pro uspé&sné kraceni robota zvaného Rabbit, viz [13, 34]. Tato
metoda je zaloZena na 3 virtualnich omezenich, kterd vynuti urcité zavislosti
uhli v kolenou a ky¢li na thlu ¢, coz je thel v opérném bodé robota o zem.
K vynuceni téchto 3 zévislosti budou vyuzity vSechny 3 akéni ¢leny, zbyvajici
nefizend dynamika bude v jistém smyslu zobecnénym inverznim kyvadlem.
Virtualni omezeni jsou vybrana tak, aby vytvorila priméreny priubéh kroku.
Jinymi slovy, v této fazi je dilezité zajistit, aby béhem kraceni byly vSechny
uhly v zadaném vzéjemném postaveni. Teprve poté zbyva tkol, jak zajistit

42



rozumny casovy pribéh thlu ¢; a tak zajistit exponencialné stabilni sledovani
takové trajektorie.

Pristoupime ke konkrétni aplikaci metody. Nejpre vybereme sadu funkei,
které urci zavislosti thli g9, g3 a g4 na thlu ¢;. Jinymi slovy, thel g5 je dan
funkei g = ®o(q1), thel g3 funkei g3 = P3(q1) a uhel g4 funkei g4 = Py(q1).
Presny tvar vhodnych funkci ®o(q1), P3(q1), Pa(q1) je dan praktickymi ava-
hami a bude probran pozdéji, v dané chvili to mtzou byt jakékoliv funkce,
nebot nyni ndm jde o to vysvétlit, jakou metodou zavislosti na téchto funkecich
vynutime. Pro prehlednost a tisporu mista nadale vypustime ¢; ve vyrazech
spojenych s funkcemi @9 3 4(q1). Nejprve si vyjadiime prvni a druhé derivace
uhld ¢o, g3 a g4 podle casu

G2 = Phg1, Go = (I)IQIQ% + @541,
g3 = Phqr, Gz = P4t + DL,
G = Pyq1, Gu = q)ZCJ% + .

Dale si zavedeme proménné ¢, Gs, 4, které budou odchylkami mezi skute¢nymi
hodnotami g2, g3 a g4 a kyZenymi hodnotami ®, 3 4, podobné také pro piis-
lusné casové derivace ¢, a sice

Gy = q2 — Do, ég = G2 — P4,

a3 =q3— P3, 73 = g3 — Psqn,

dy=q— P4, G =q— P
Z pohledu terminologie Prilohy A jsou @y, g3, g, vlastné virtudlni vystupy,
exaktné linearizujici 4-link ve smyslu vstup-vystup. Skutec¢né, mame

G =Ty = k1¢]2 ]‘72(127
7 =Ty = —kigs — k2Q37 (4.1)
4y = T4 = —kiq, — k3,

Ve vztazich (4.1) jsme jiZ za nové vstupy 7o, 73,74 dosadili exponencialné
linearizujici zpétnou vazbu pro nékterd vybrana vhodna zesileni k2, ..., k3.
Tato zpétna vazba ocividné zajisti, Ze Gy 34 — 0, 62,374 — 0. Jinymi slovy,
po odeznéni prechodovych jevi budou skuteé¢né hodnoty thli a dhlovych
rychlosti odpovidat tém pozadovanym. Nyni je tfeba tyto vztahy prepocist
do puvodnich stavovych a vstupnich souradnic. Z definice novych vstupt
To, T3, T4 Mame oCividné

Ty = o — P47 — Phah,

T3 = 3 — D5qt — Phdi, (4.2)

Ty = Gy — PGt — Py

43



Dosazenim (4.1) do (4.2) vyjadifme vektor ihlovych zrychleni [go ¢z G4t jako

G2 —kiqy — k37 o5 , o)
Gs | = | —kG—k3gs | + | D5 | @i+ | P5 |G- (43)
qa —kiqy — k34, o o}

Vektorova pohybova rovnice 4-linku (2.37) se sklada ze 4 skalarnich rovnic,
prvni vypadé nasledovné

)
di1Gy + [dig dig dig] | g3 | + Cl(Qa q)q + Gi(q) =0, (4-4)
G4

kde di1.192.13.14, C'(q,¢) a G1(q) jsou dény v (2.38). Z této rovnice vyjadifme
1 jako

T —1 T
d12 (I)/2 d12 (13/2/
G = — |diu+ | dis P’ di3 A
d14 (I)ZL d14 @Z
- ~ . : (4.5)
dy2 —k%% - ]‘73{12 Z;
dis —kiy — kigy |+ C! s +Gi(g)
dyg —kiq, — k3qy :
q4
Zbyvajici skalarni rovnice v (2.37) vyjadiime nasledovné
T2 do Go 02(% Q) G2(Q)
. . 29| .. 3 . .
3 |=| dsi | Gt +D*| g3 |+| C°(¢.4) | ¢+]| G3(q) |, (4.6)
Ty day Ga C*(q, q) G4(q)

kde D?? je nasledujici submatice matice D(q)

dog daz doa
D* = | dsy dsz dsy |,
dyy dyz day

C%34(q,q) jsou pifslugné fadky matice C(q,q) a Gaza(q) jsou piisluiné
skalarni prvky sloupcového vektoru G(q), viz podrobnéji téz (2.38).

Dosazenim do vektoru thlovych zrychlent [da G o] v (4.6) z (4.3), ziskame
vysledny regulator zajistujici kyzenou zavislost thli v kolenou a kycli na
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thlu opérné nohy

T2 day — ki, — k3, ®y
T3 | = |ds1 | 41 + D**| —kigs — kigs |+ D?2| 94 | ¢+
T4 d —k{q, — k%@__ A
i (q,d) 1 |2 [Gela) (47)
D2 @} | G| C3(q,q) | |7]+]Gala)]| -
o C*(q,q) gz Gi(q)

kde za thlové zrychleni ¢ je tieba jesté dosadit z (4.5).

Shrnuto, vztahy (4.7), (4.5) definuji zpétnovazebny regulator, nebot urcuji
zavislost redlnych momenti pohonti na rychlostech a polohéch. Tento reg-
ulator, jak plyne z jeho odvozeni, zaruci, ze exponencialné budou sledovany
prislusné zavislosti hli v kolenou a kyc¢li na thlu ¢;. Regulator zavisi na
volbé funkci @9, P53, &4 a na pocatecni volbé ¢;. Prakticky vzato, funkce
®3 a Oy by mély vyjadfovat postupné ohybani a natahovani kolenou béhem
kroku, zatimco funkce ®5 by se alespon méla vyvijet monoténné rostoucim
zpusobem. Aby 4-link pripominal svym pohybem chizi, je jesté k tomu treba
zajistit v Gase monotonné rostouci vyvoj ¢i(t). Na posledni tkol nam vsak
v dusledku podaktuovanosti jiz nezbyl zadny akéni ¢len. Dynamika ¢1() je
pritom pii dodrZzeni vztahtt ¢ = ®o(q1), g3 = P3(q1), ¢a = P4(q1) déna
nefizenym systémem (4.5), do kterého dosadime tyto vztahy, a stane se tak
systémem pouze pro dvourozmérny stav qi, g1, ktery je ale béhem jednoho
kroku nestabilni. Ukazuje se, nicméné, ze lze vhodné zvolit jeho pocatecni
podminku ¢;(0), ¢1(0) v kombinaci s dalsimi parametry tak, Ze jako hybridni
systém bude mit v ¢ase monoténni a stabilni cyklickou hybridni trajektorii.
Jinymi slovy, impakt mtze mit stabilizujici efekt. Tato jednoducha myslenka
vSak umorznila readlné uspésné kraceni robota Rabbit jen diky rozsahlym nu-
merickym a optimaliza¢nim vypoctim, které vedly k potfebnym hodnotam
parametri a poc¢atetnich podminek. Podrobnéji viz [34, 12, 21, 13], pFipadné
dalsi citace jejich autori v seznamu literatury k témto uc¢ebnim textim. V
této literatufe je tento postup formalizovin novym teoretickym konceptem,
tzv. hybridni nulovou dynamikou.

4.3.2 Postup s dvema virtualnimi omezenimi

V podkapitole 4.1. jsme naznacili, jak navhnout trajektorii kraceni a zajistit
jeji exponencialné stabilni sledovani. Tento postup byl rozpracovan v radé
clankt [9, 2, 1, 3, 4], véetné rekonstrukce, navrhu a sledovani cyklickych
trajektorii s impakty a velkym poctem krokti. Tak se ukazalo, ze tyto postupy
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pro systém Acrobot jsou velmi efektivni, a tudiZz se nabizi myslenka vyuzit
je 1 pro obecnégjsi systémy. Tato myslenka je rozpracovana podrobnéji v [10]
pro pripad 4-linku. Vyuziva opét techniku virtudlnich omezeni, tentokrate
jen dvou, a Tidicim dhlem je thel ¢o. Dilezité je, aby si vysledné vynucené
chovani zachovalo klicovou vlastnost modelu Acrobot, kterou je kineticka
symetrie vzhledem ke ¢;.

Popisme struéné piistup z [10]. Uvazujme tzv. zobecnény Acrobot, coZ je
jakykoliv systém, majici popis Acrobota, kde je matice setrvac¢nosti posi-
tivné definitni a symetricka slozena z jakychkoliv diferencovatelnych funket,
nezavislych na ¢, stejné tak potencialni energie miize mit obecnéjsi tvar.
Z tohoto divodu energie, matici setrvacnosti, Coriolisovy a gravitac¢ni ¢leny
pro zobecnény Acrobot oznac¢ime pruhem. Ukazuje se, ze pro takovyto model
lze opakovat postup z podkapitoly 4.1, a sice, muzeme ho exaktné ¢astecné
linearizovatpomoci soutadnic &; 23 4, wo nasledovné

&1 = Q1+f '(s)daa(s)ds,

§ = dll(Q2)Ql+d12(QZ)Q2a

& = —Gilg),

§a = %—%(Q)Ql-i-%—%(qm% (4.8)
wy = "% @i+ |50).

)i
« D@ || 1] - ced -cw).

Skutecns, plati £ = di!(q2)&, dale, diky Lagrangeovu formalismu plati, Ze
& = —G1 = &. Konedné, snadno nahlédneme, 7e &35 = &4, & = w. Shrnuto,
zobecnény Acrobot je opét mozné transformovat do tvaru

& o= A (@&, & = &,
§3 = &4 §4 = wo.
Pro tento zobecnény Acrobot je mozné navrhnout kracivou trajektorii podob-

né jako v [9] nasledovné. Protoze postoj Acrobota na zac¢atku kroku a na konci
je dan zadanou délkou kroku, vyplyvaji z nich i podminky &5(0) a &3(7), kde

(4.9)

T 7znaci trvani kroku. Pokud pouzijeme jako referen¢ni vstup v linearizo-
vanych soufadnicich w, = 0, znamena to, Ze &(t) je konstantni a da se
spocitat jako £4(t) = [&5(T) —&3(0)]/T. Proto jediny parametr, ktery je jesté
tfeba dopocitat, je £(0). Ten lze vyladit simulacemi v ptavodnich souiad-
nicich ¢ kontrolou podminky, aby na konci kroku byly obé nohy na zemi, coz
vede na tzv pseudo-pasivni referencni krac¢ivou trajektorii. Termin pseudo-
pasivni vyjadiuje skutecnost, Ze je generovana nulovym vstupem, nicméné,
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v linearizovanych soutadnicich, takze readlny vstupni moment je nenulovy.
Dale, spoc¢teme pribliznou linearizaci podél této referencéni trajektorie a do-

staneme .
é1 = (t)er + pa(t)ez + ps(t)es, (4.10)
€y = €3, €3=e4, €4 = Ws. '

Tato chybova dynamika miize byt stabilizovana Fadou zptisobi, [2], [1, 4],
[10].

Nyni pfejdeme k vynuceni dynamiky nékterého zobecnéného Acrobota ve
4-linku. Mame

& o= q3— Ps(q), &o=ds— 6;(%)@27 (4.11)

& = = Pu(q), &=di— 621(612)@2- (4.12)
Transformace (4.11) a (4.12) maji podobnou strukturu, jako (4.9). Chyba

poruseni omezeni tthlu opérné nohy ma nasledujici dynamiku

& =&, &= ws, (4.13)

kde w3 je novym vstupem, ktery ma zajistit kyzené chovani tithlu q3, konkrétné
pouzijeme opét stabilizujici zpétnou vazbu

w3 = —K3& — K2&. (4.14)
Podobné postupujeme pro dalsi nohu a thel v jejim kolené

&1=6, &=uwy, (4.15)

kde w4 je opét novym vstupem, ktery méa zajistit kyzené chovani thlu g4, a
opét pouzijeme

wy = —K & — K2&. (4.16)
Definice funkci ®3(qq) and ®4(gs) probereme pozdéji, je viak ziejmé, 7e jejich
smyslem je zajistit potfebné pokréovani a natahovani nohou v kolenou, aby
béhem kroku nezachytily o zem.
Na zékladé pohybovych rovnic (2.37) odvodime nésledujici linearizujici trans-

formaci )
w2 q2
w= | wy | =8| g |+algq), (4.17)
wy G4
kde

[ 0Gidip | Gy _9Gidiz | 9G1 _ 9Gi dis | OGH|
0q1 di1 0q2 0q1 di1 g3 0q1 di1 O0qa

Bla)=| —Dy(q) 1 0
~P,(qo) 0 1
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9G 626'

) _afhl ( d11 q+ d1 ) + aql
e T
~P,(g2) 3,

éleny d11,12713,14, Cl a G1 jSOU dany A% (238)
Dosazenim (4.4) do (4.6) dostaneme klicovou rovnici (4.6) v nasledujicim
tvaru

D(q)| g3 | = 3] —C(q,q) il G(q), (4.18)
. i .
q4 4 s
kde ) i
_ d22 _ d2jld12 d23 . d2116513 d24 - d211d14
D I d dJIJIQ d _ ddléld d _ ddlélél
32 ddlci 33 ) 16} 34 ) 16} ,
41412 441413 41014
| dyo — Ay dy3 — iy dyy — s
_ o2 _ 01% _ Gy — G jﬁ
C=|C-C' |, G=|G—G%&

Z rovnic (4.18) a (4.17) pak dostaneme kone¢nou rovnici pro momenty které
je mozné aplikovat primo akénimi ¢leny, a sice

T2

5 | = D(g)8 1) (w — (g, ) + C(q,d)d + Glq)- (4.19)

T4

Vektor w = [ws, w3, wy]T obsahuje konkrétni zp&tnovazebné regulatory pro
ahly g2, g3 a 1. Uhel ¢ je ¥izen pomoci vysledného vnofeného zobecnéného
Acrobota, zatimco thly g3 a g4 jsou Fizeny metodou virtualnich omezeni.
Nyni porovname pomoci simulaci obé metody, jak dvou tak t¥i virtualnich
omezeni.

Pro pripad dvou omezeni jsme vybrali nasledujici funkce 5374(q2)

_ 2 2
63((]2) - 16 bsttmce (QQ QQO) (QQ q2T) + q3()7

(_q% + Q2T)4

(g2 — QQ0)2(Q2 - CI2T)2
(—q2, + q2,)*
kde go, (pFip. ¢2,.) jsou hodnoty thlu ¢y na zacatku, piip. na konci kroku, gs,
(prip. q4,) je pocatecni hodnota thlu g3 (pFip. q4) & bstance (r€SP. bswing) jsou

641(‘]2) = 16 bswing

+ q40 3
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maximalni hodnoty pokréeni opérné, resp. svihové nohy. Poc¢atecni a koncové
hodnoty thli ¢3 a g4 a dalsich parametri zasadné ovliviuji pozici 4-linku na
zacatku a na konci kroku, a také pribéh kroku.

Pro piipad t¥1 virtualnich omezeni jsme uréili ®s 3 4(¢1) pomoci Lagrangeovych
interpolacnich polynomt ve snaze zajistit podobné chovani 4-linku, jako v
pripadé dvou omezeni.

Na obr. 4.1, 4.2 (resp. 4.3, 4.4) je chovani thlovych poloh (resp. rychlosti)
porovnano pro obé metody. Kfivky popsané “wrt” (resp. “emb”) odpovidaji
tfem, resp. dvéma virtualnim omezenim. 7Z tspornych divodi uvadime jen
referencni trajektorie, nicméné, v dalsich simulacich jsme dosahli pro metodu
dvou omezeni i jejich exponencidlniho sledovani.

Pro piipad tif omezeni toto neni jednoduché zajistit, je tfeba doplnit vse i
o analyzu impaktu a stabilitu sledovani je mozné zajistit jen hybridné, viz
34, 12, 21].

Na obr. 4.5 pak vidime animace obou metod, vidime, Ze zptisob chiize se
vyrazné lisi, coz je dobfe, nebot dava vice alternativ pro pozdéjsi vyuziti.

4

3.5F
3t . q2 vrt

8 25f D
c
s 2
[%]
a
5 1.5F
>
2 1
<
0.5+ A vt
oL 3 emp
_05 1 L L L
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
Time [s]

Obrézek 4.1: Porovnani thli ¢; and ¢o.
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Obrazek 4.2: Porovnéni thli g3 and qq4.
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Obrézek 4.3: Porovnani thlovych rychlosti ¢; a ¢o.
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Obrézek 4.4: Porovnani thlovych rychlosti g3 a ¢q.
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Obrazek 4.5: Animace chize. Teckované, resp. plné, jsou znézornény vysledky
metody dvou, resp. ti{, omezeni.
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Priloha A

Zaklady nelinearnich technik analyzy a
navrhu rizeni

Cilem pfilohy je struc¢né shrnout a pripomenout metody analyzy struktural-
nich vlastnosti nelinearnich systémi, které umozni zjednodusit systém po-
moci exaktnich transformaci, zopakovat problematiku exaktni linearizace typu
vstup vystup, uplnou, ¢ ¢aste¢nou exaktni linearizaci dynamiky systému a
souvislost s tzv. virtudlnim (¢ také pomocnym) linearizujicim vystupem. Za-
jemce o podrobnéjsi studium této problematiky odkazujeme na ucebni texty
k seminaitiim Centra pro rozvoj vyzkumu pokrocilych a senzorickych tech-
nologii ze dne 30.4.2010 a 21.10.2011.

A.1 Stavovy model s jednim vstupem a jednim vystu-
pem

V celé této podkapitole se budeme vénovat systémim s jednim vstupem a
jednim vystupem (dale SISO systémy):

= f(x)+ug(z), y=~h(z), xeR", uekR, yeR, (A.1)

které jsou cCasto nazyvany SISO afinni systémy, nebot pravé strana je afinni
funkei fizeni. Kromé toho, ze model (A.1) pokryva pomérné bohatou skélu
praktickych problémii, je mozné obecnéjsi model

= f(z,u), y=h(z), reR" veR, yeR, (A.2)

interpretovat jako model (A.1) za cenu zvySeni dimenze stavu (pfidani inte-
gratoru), a to nasledovné
3 5 e - T = T, T - 0
x:f(a:)—i—ug(a:), 7 = : f: f( n+1)) G = )
Tnt1 0 1
Prepocet mezi starym a novym vstupem u a u se déje podle vztahu u =
Tpil, Tpi1 = U, ktery je vlastné dynamickou zpétnou vazbou. Ve vétsiné
vykladu budeme také predpokladat, ze uvazujeme SISO systém v okoli nék-

terého jeho rovnovazného stavu, bez ztraty obecnosti za néj budeme opét
povazovat pocatek a nulovy vstup, tj.

f(0) =0, ¢(0) #0, h(0)=0. (A.3)



Podminka ¢g(0) # 0 je potfebna, aby bylo mozné se z ekvilibria v pocéatku
né¢jakym Fizenim viibec dostat.

Diilezitym pojmem je tzv. dynamika nulového vystupu (zjednoduseng,
nulova dynamika), jedné se o nejvétsi moznou mnozinu N' C R", ktera je
pro nékterou vhodnou funkci a(z) invariantni smérem doptedu pro systém
(A.1) s u = a(z), a pfitom plati h(z) = 0 Vo € N. Diky zminéné invariant-
nosti je na N C R" definovan autonomni dynamicky systém, pokud je tento
systém asymptoticky stabilni, pak fekneme, Ze (A.1) je minimalni ve fazi.

A.2 Relativni stupen vystupu pro systémy s jednim
vstupem a jednim vystupem.

Nyni zavedeme klicovy pojem exaktni linearizace vstup-vystup SISO sys-
témi, kterym je tzv. relativni stupen. K tomu se ndm poslouzi symbolika
iterovanych Lieovskych derivaci zavedend na seminaii dne 30.4.2010.

Definice 1 Relativnim stupném nelinedrniho SISO systému (A.1) v nek-
terém okoli Uy jeho ekvilibria v pocatku nazyvdme celé cislo r takové, Ze
plati:

1. LyLih(z) = 0 Vz € Uy, VE=0,...,7 —2;

2. LyLh(0) # 0.
Abychom lépe pochopili smysl této definice, derivujme postupné opakované

vystup SISO systému (A.1) podle ¢asu za predpokladu, Ze je jeho relativni
stupen roven r. Mame

y = th(ﬂf) + uLgh(x) = th(ﬂf)

. 2 2

j = Lih(x) +ulyLeh(x) = Lyh(z)

: (A.4)
~1

y") = Lih(z) + uLyLy 'h(z),
kde v kazdé radce, vyjma posledni, zavislost na rizeni odpada diky podmince
1 z Definice 1. Jinymi slovy, SISO systém maé relativni stupenn r pravé tehdy,
kdyz prvnich r — 1 ¢asovych derivaci vystupu nezavisi explicitné na vstupu
a v r-té derivaci je vstup pritomen tak, Ze je nasoben urcitou funkci, ktera

je v nékterém okoli ekvilibria v kazdém bodé nenulova. Uvazujme nasledujici
souradnice a zpétnou vazbu

& =hx), ..., &=Ly"h(x), v=Lh(z)+uL,L} " h(z),
pro které z (A.4) snadno plyne exaktni linearizace vstup-vystup ve tvaru
y:£17 512527 SR 57"*1 257’7 éT:U' (A5)
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A.3 Exaktni linearizace typu vstup-vystup. Castecna
exaktni linearizace

Véta 1 SISO systém ma relativni stupen r prave tehdy, kdyZ je exaktné lin-
earizovatelny ze vstupu na vystup a mda n — r dimensiondlni nulovou dy-
namiku. Pokud md systém relativni stupen r a je minimdlni ve fdzi, pak je
i lokdlné exponencidlne stabilizovatelny hladkou zpétnou vazbou na oblasti,
ktera je prinikem oblasti na nichZ je systém minimdlni ve fdzi a na nichZ
gsou definovdany exaktné linearizujici transformace. Prislusnd zpétnd vazba je
linedrni stabilizujici zpétnou vazbou systému (A.5) a vyuZivd jen jeho stav.

Priklad 4 UvazZuyme ndsledujici systém,
. . 2 . .
r1 =1 +smry+r3 T2=x3+uU, T3=u, Y=,

ktery je ve tvaru (A.1), pFicemZz piislusnd vektorovd pole f, g a funkce h maji
tvar

fi(x) x1 + sin xo + 23 g1(x) 0
f=1 L) |= x3 9= | g | =11, h=)=ua.
f3(x) 0 g93() 1

Je zreymé, Ze pocdtek je rovnovdZnym stavem tohoto systému. Vypocteme
relativni stupen v tomoto ekvilibriv a ndsledné pripadnou exaktni linearizact
typu vstup-vystup:

3
th(l') =

(1) = 1.(x +sinzy +23) +0.203 +0.0 = 21 +sinzy + 23,

coZ je opravdu rovno pruni casové derivact vystupu y = x1. Ddle:

O(xq + sinzy + 23)
85171

O(xq + sinzp + 23)

L?fh(x) = L¢[L¢h(z)] = Oxs

f1 (ﬂf)+

fa(x)
O(x1 + sinzo + 22)
8563

O(xy + sinxy + 23) O(xq + sinzp + 23)
e ) g (g) 4 AN D) g

4 f3(z) = 21 + sin g + 23 + 73 oS T2,

Lgth(:U) =

O(x1 + sinzo + 23)
85173
Shrnuto, vypocetli jsme, Ze: h(x) = x1, Lgh(x) = xi+sinayta3, Lih(r) =
T1 +sin vy + 25 + w3 coswe, LyLrh(x) = cosza+2x3, L,Lih(0)=1#£0, a

+ g3(x) = 1.0 + cos(xg).1 + 223.1 = cos xy + 2x3.
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tedy r = 2 v nekterém okoli pocatku. Funkce & = x1, & = x1+sinxy + x%,
gsou lokdlné nezdvislé v okoli pocdatku nebot:

& 08
3~ 0%

o6 1 0 0] o, [100] . [&
%_[1 COS T9 2$3]’ %(0)_[1 1 O]’ 51'_[52]’

Vyse uvedend obdélnikovd (2 x 3)-matice md opravdu hodnost rovnou dvéma.
Nejjednodussi doplnkovou souradnici zrejme bude &3 = x3, se kterou

= [1, cosxo, 23], tj.

1 0 0 100 £
%(:c): 1 cosxzy 2x3 |, %(O): 1101, &:=1&
o 0o o0 1 v 001 &

Prislusnd ctvercovd (3 x 3)-matice je ocividné reqularni a jednd se tedy o
zmeénu souradnic v okoli pocatku ndsledujicitho tvaru: & = x1,,

&9 = x1+sin :c2+x§, &3 =x3, v = x1+sin x2+x§+x3 cos T+ (cos xo+2x3)u,

e+ 6V1I-(6-6-8)
VI-(&-& -8 +25

Z téchto vzorci miZeme urcit © oblasti, na kterych je zmeéna soutadnic vzd-

x1 =&, T = arcsin(§2—§1—£§), x3=E3,u ="

jemné jednoznacnd a vzajemné hladkd, pro x-souradnice se jednd o oblast:
re{recR®| 11 €R, 3R, 25€ (—7/2,7/2)},
jegimz obrazem v £-soutadnicich je oblast
Eef{leR’| L eER, GeER LG —& e (-1, 1)}

Transformouvany systém md tedy smysl uvaZovat jen na této posledni oblasti

a ma tvar
. . . v — — 1 — _ _ 2)2
§1=28, =0, &= e &y (622 fl &) , y==4&.
V11— (& -6 - &)+ 26
Ocividné, nulovou dynamiku dostaneme dosazenim & = & = v = 0 do

posledni rovnice, nebot jediné tyto podminky zarucuji identickou rovnost vijs-
tupu nule. Nulovd dynamika md tedy nasledujici jednoduchy tvar

V1+ &
V14 &+ 28

&=~
a systém je tedy minimdlni ve fdzi.
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Priiklad 5 “Ball and beam” - kulicka na fizené houpacce. Jednd se o
velmi zndmy model, ktery md dva stupné volnosti (ihel ndklonu houpacky a
polohu kulicky vzhledem ke stiedu houpacky) a bude tedy 4-rozmérnij:

Tl = To
iy = arixi — bsinaxs
By = 4 (A.6)
Ty = —c(xy)r1x904 — d(T1)71 COS T3 + €(T1)u
y = I,

J(ay) = J o= Jy+ Ja+ Ma?, a=M(M+ JR?) ",
b=ag, c(r) =277, d(m)=J"Mg, e(z))=J".

Parametry oznacugi: hmotnost kulicky M, tihové zrychleni g, moment setr-

(A7)

vacnosty drahy Jg, moment setrvacnosti kulicky Jy,, primer kulicky R. Sta-
voviimi komponentami v = (x1, T2, 13, 74) " jsou: vzddlenost kulicky od opory
houpacky, rychlost kulicky, ihel naklonu houpacky a whlovd rychlost tohoto
naklonu. Vstupem je moment ménici ihel naklonu houpacky, vistupem je
poloha kulicky, jako vZdy je oznacujeme po Tadeé u,y.

Pokud systém neridime, md jediny rovnovdzny stav v pocatku, coZ odpovidd
kulicce presné uprostied houpacky a vodorovné poloze houpacky, tj. x1 = x9 =
x3 = x4 = 0. Fyzikalné je ale také zreymé, Ze toto ekuvilibrium neni stabilng,
stability dosdhneme pouze pomoci vhodného zpétnovazebného rizent.
Nejprve urcime pribliznou linearizact v ekvilibriu v pocdtku.:

Tl = X9

T9 = bxs

T3 = X4 (A.8)
ty = —d(0)z1+e(0)u

y = .

I kdyz je systém (A.8) na pruni pohled Fiditelny a pozorovatelny, je pfece jen
zjednoduSenim pivodniho nelinedrniho modelu (A.6). Na druhé strané, plné
nelinedrni systém nemd relationd stupen a nelze jej proto exaktné linearizovat.
Pri podrobnéjsim viypoctu zjistime, Ze tomu brani pritomnost clenu tretiho
radu v proni rovnici. UvaZuyme proto nasledujici kompromais, kdy zanedbdme
pouze tento kriticky clen tretiho Tddu v pruni rovnici a dostaneme

$.1 = T9, l"g = bSil’lQ?g
T3 =wy, Ty = —c(x1)x19my — d(21)21 COST3 + (1)U (A.9)
Yy = @i.
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Tento mirné zjednoduseny model uvazZuje vsechny relevantni fyzikdlni jevy,
vygma odstredivé sily M (M + JbR_Q)_1 x1235 piisobici na kulicku vlivem ro-
tace houpacky. Jednd se o velmi malé a prijatelné zjednodusent, které vsak
umozni exaktni linearizaci modelu (A.9). Nové stavy & = (£1,6,&3,64)T a
novy vstup v jsou definovdny pres puvodni stav x a vstup u ndsledovné

S Iy )
_ _ &2 _ L2
¢ = T = & a bsin 3
&4 bx4 cos zs
> . (A.10)
v = alr,u) = [ — c(xq) 1oy — d(1) 11 COS T3 + €(x1)u
X [b cos x3] — b:ci sin x3.

Pro nové stavy &€ = (&1,&,83,€4) " a novy vstup v plati
G=6 &=8& &=4 &4=v, y=E.

Mame tedy linedarni Tiditelny a pozorovatelny systém se stavem & a vstupem v,
ktery je exaktni linearizaci nelinedrniho systému (A.9). Exaktni linearizace
md smysl pouze v oblasti, kde jsou transformace (A.10) vzdjemné jednoz-
nacné, a to pokud |&3| < b, nebo-li x3 € (—mw/2,7/2). Exaktni linearizaci
systému (A.9) proto mizeme vyuZit k ke stabilizaci kulicky. Navrhneme ne-
gprve linedrni zpétnou vazbu, kterd by stabilizovala linearizovany systém, tj.

Vo= ki& + kao + K3y + Fada (A.11)
a poté dosadime z (A.10) do (A.11) a dostaneme
bcos w3 (—c(w1) 212904 — d(1)21 cos x5 + e(zy)u) — ba? sinwz =

kixq1 + koxo + ksbsinxs + ksbrscosxzy =

kix1 + koxo + ksbsin xs + kibxy cos s + bxi sin z3
u =

e(x1)bcosxs
c(xr1)r1T94 + d(21)21 COS T3

e(x1)

(A.12)

Vztah (A.12) definuje stavovou zpétnou vazbu, kterd zajisti asymptotickou
stabilitu nelinedrniho systému (A.9), a to pro viechny trajektorie, které ndlezi
oblasti, kde jsou definovdny jak linearizujici transformace (A.10), tak i jejich
muverze.
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A.4 Vektorovy relativni stupen pro systémy s vice
vstupy a vystupy.

Definice nulové dynamiky a minimality ve fazi je pro systémy s vice vstupy
a vystupy (tzv. MIMO systémy) stejné jako pro SISO systémy. Zobecnénim
relativniho stupné pro MIMO systémy ve tvaru

= f(2) +G@)uy = [h(2), ... hn(2)] ', G =[g1(2)] - |gm(@)], (A.13)

r € R" uw e RP, y € RP je tzv. vektorovy relativni stupen, nebo-li
m-tice relativnich stupni, kde m je pocet vstupt a vystuptu. Pro existenci

vektorového relativniho stupné (rq,...,7,) je klicova regularita tzv. matice
interakci matice interakei:
D(ﬂf) = [dz‘j(x)]i’jzl,_._vm, dlj = ngL;f_lhi(ﬂf), (A14)

v nékterém okoli studovaného pracovniho ekvilibria, pricemz v kazdém misté
matice plati, Ze obdobna iterovana Lieova derivace s niz$im poctem iterovani
f je identicky nulova. JednodusSe to znamena, 7e derivujeme kazdou kom-
ponentu vystupu podle ¢asu a podél trajektorii systému dokud se neobjevi
explicitné alespon jedna komponenta vstupu. Piislusné koeficienty u vstupit
zapiSeme do matice iteraci tak, Zze ¢islo Ffadky je dano ¢islem komponenty
vystupu a ¢islo sloupce ¢islem komponenty vstupu. Pocet derivovani v kazdé
radce pak definuje prislusnou komponentu vektorového relativniho stupné.
Pokud je matice D(x) reguldrni, systém lze exaktné linearizovat ze vstupu
na vystup, nebot plati

™,y = D@+ L (@), Lph()] T =0 (A15)

a v tedy bude novym vstupem, ze kterého povedou na vystupy vzajemné
nezavislé fetézce obecné rizné dlouhych integrator.

Z prostorovych diuvodi se dale omezime pouze na predchozi strucény popis ex-
aktni linearizace vstup-vystup pro MIMO systémy a piiklady jejiho vyuziti,
véetné jednoho praktického. To, Ze spojujeme témata MIMO systému a dy-
namické zpétné vazby neni ndhodné: stavova dynamicka zpétna vazba
prinasi vyhody navic oproti statické stavové zpétné vazbé témér
vyhradné jen u MIMO systémui.! Piesnéji, k vylepseni struktury vek-
torového relativniho stupné pridanim integratori ve vhodnych mistech a tim
pozdrzeni vybranych komponent vstupt tak, aby se objevily po vice de-
rivovanich, nez pivodné. Tim lze upravovat matici interakei a dosdhnout jeji

1Zde minime vyhody p¥i vyuziti strukturalnich vlastnosti, samoziejmé je dynamicka
zpétnéd vazba uzite¢nd i jako nahrada omezené méfitelnosti vSech komponent stavi, kdy
kombinace pozorovatel se statickou zpétnou vazbou podle znadmého principu separace také
rormélné vede na dynamickou vystupni zpétnou vazbu.
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regularity i v pripadé, ze ptivodné regularni nebyla. Tento Gcel ma ocividné
smysl pouze pro MIMO systémy, u SISO systému se pridanim integratori
jen posune pocet derivaci vystupu, po kterych se objevi vstup, c¢len, ktery ho
nésobi, se tim nezméni.

Piiklad 6 Systém &1 = uy, a9 = x% + aus, T3 = uy + xo + w%, Y1 =
x1, Yo = x3, nemd vektorovy relativni stupen v pocatku, nebot

3)1 = th1($) + ung1h1($) + u2Lg2h2($) - ul’

yg = thg(.l?) + Ungth(l') + ’LL2L92h2($) = Ul + I9 + .T%

=14

je vsude singularni. Pokud vsak pouZijeme dynamickou zpétnou vazbu

a matice interakci

Ul = T4, T4 = U1, U2 = U2,

dostaneme novy systém, tzv. dynamickou extenzi pivodniho (“extenze” proto,
Ze jsme roz§iFili stav o dodatecnou komponentu)

. . 2 ~ . ) . ~
T1 =24, Tog=2T3+ AUy, T3 = T4+ To2+2T], Ty=1u, Y1 =21, Y2 = I3,
pro kterou plati, Ze

. . 2 . ~ . ~ ~

Y1 =4, Yo =1=T4+To+2x], = Y =1u;, Y2 =1u +au+ 2r124.

Predpoklddejme, Ze parametr a # 0, potom je tedy vektorovy relationi stupen
(2,2), nebot prislusnd matice interakci

=[]

je vsude requldrni. Navic, systém je tplné exakiné linearizovatelny transfor-

macemsi
v = U1 o 0 4 10 fbl
a V2 a 517% + 2$1£C4 1 a '&/2

G=w1, =z, G=ux3 &=z4+Ts+a]
na ndsledujici linedrni riditelny a pozorovatelny systém
=&, G=v, =& &L=v, n=4, p==t

Diky tiplné exaktni linearizaci miuZeme napr. exponencidlné stabilizovat cely
rozsireny systém, vcéetné dodatecného stavu x4, a proto nevadi, Ze tento stav
v puvodnim systému nemél Zadny smysl a byl zaveden uméle.
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Zaverem tohoto prikladu si povsimnéme, Ze pokud by a = 0, potom ani
rozsireny systém nebude mit vektorovy relativni stupen, a to presto Ze vsechny
prvky matice interakci jsou konstantni. To jen ukazuje, Ze stanoveni pres-
niych vlastnosti, kdy dynamickd zpétnd vazba mize pomoci, by si vyZadalo
ndrocny a obsdahly vyklad, jdouci nad ramec téchto studijnich materidli.

A.5 Virtualni vystup a linearizace stavové dynamiky

V mnoha ptipadech ndm jde o to exaktné linearizovat co nejvétsi ¢ast stavove
dynamiky systému. Vystupni vztah v téchto pripadech bud neni podstatny
pro tlohu fizeni, nebo umime cil fizeni prevést na cil formulovany pro stav.
Napftiklad, pro kracejiciho robota je cil fizeni formulovan pomoci celého stavu
robota, vystup zde mé pouze vyznam presného urceni informace, kterou
umime primo mérit. Nicméné, 1 v predchozich situacich, kdy je systém ex-
aktné linearizovatelny ze vstupu na vystup, tato linearizace pomahé pouze
navrhnout stavovy regulator. Problematika kvalitni rekonstrukce, véetné pii-
padné filtrace sumi, vyzaduje dalsi metody. V tomto seminaii se z kapac-
itnich divodi zaméfujeme pouze na navrh stavového fizeni, problematika
odhadovani stavu byla ¢astec¢né zminéna i v pfedchozich seminafich zmino-
vanych v avodu této kapitoly. Nékteré specifické vysledky pro kracejici roboty
lze nalézt v |16, 17, 18], a zejména pak v seznamech tam pouzité literatury.
Pokud se tedy ocitneme v situaci, kdy chceme exaktné linearizovat co nejvétsi
¢ast dynamiky daného nelinearniho systému, mtzeme postupovat jednoduse
nasledovné. Nejprve predpokladejme pro jednoduchost, ze je dan systém s
jednim vstupem. V jeho exaktné linearizované ¢asti, ktera mé stavovou di-
menzi r < n, kde n je stavova dimenze celého systému, snadno najdeme
proménnou, kterd mé relativni stupen prave roven r. Tato proménna je ale v
puvodnich souradnicich nelinearni funkei ptivodniho stavu. Pokud tuto funkeci
budeme povazovat za vystup, dostaneme zfejmé systém s jednim vstupem a
jednim vystupem, ktery je exaktné linearizovatelny ve smyslu vstup vystup
a mé relativni stupen r. Plati to 1 obracené, pokud se ndm podari nalézt ne-
linedrni funkci stavu takovou, Ze pro ni, jako pro vystup, mé systém relativni
stupen r, potom mé systém r-dimensionélni exaktné linearizovatelnou c¢ést.
Takovému vystupu pak budeme fikat virtualni vystup, nebo také pomocny
vystup, nebot slouzi jen pro potieby vypoctu linearizujicich transformaci a
nemusi mit nic spole¢ného s nékterym realné potfebnym vystupem systému.
Nalezeni maximalni exaktni linearizace je pak jednoduse ekvivalentni tdloze:
nalézt virtualni vystup s maximalnim relativnim stupniem. Pokud je
tento maximalni relativni stupen roven dimenzi stavu, systém s jednim vstu-

63



pem a jednim vystupem mé Gplné exaktné linearizovanou dynamiku.
Pro systémy s vice vstupy a vystupy je situace podobna, jde o to, nalézt
sadu virtualnich vystupi, kterd ma vektorovy relativni stupen s maximalnim
souc¢tem jeho komponent. Pokud je tento maximalni soucet roven dimenzi
stavu, systém s vice vstupy a vice vystupy mé aplné exaktné linearizo-
vanou dynamiku.

Formulace problému exaktni linearizace pfes hledani urcitého virtualniho
vystupu obecné vzato nevede na snadné vysledky, nebot tyto virtualni vys-
tupy jsou reseni slozitych parcialnich diferencialnich rovnic. Navic, podminky
existence nejsou zirejmé, jejich formulace a ovérovani vyzaduji dalsi znalosti
diferencialné-geometrického aparatu, jejich strucény rozbor byl probran v se-
minaii ze dne 21.10.2011.

Nicméné, v mnoha konkrétnich aplikacich existuji prirozenym zptisobem dané
virtualni linearizujici vystupy, které maji tfeba v mechanice fyzikalni smysl
a vyjadiuji i urcité zékonitosti mechaniky, ¢i jiného oboru. Proto je casto
uzitecné, pokusit se specificky hledat virtualni linearizujici systém pro kon-
krétni situaci s vyuzitim specifickych vlastnosti zadaného systému.
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