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Kapitola 1 Modelování me
hani
ký
h systém·
V této kapitole budeme krom¥ obvyklého zna£ení pouºívaného v texte
h zautomati
kého °ízení pouºívat i n¥které fyzikální zvyklosti. Zejména, aby-
hom p°ede²li nedorozum¥ní, vektory ve skute£ném trojrozm¥rném fyzikál-ním prostoru budeme zna£it tu£nými písmeny, £asto totiº s t¥mito vektorypra
ujeme bez toho, ºe by
hom vypisovali jeji
h jednotlivé komponenty. Ne-tu£nou sazbou budeme zna£it skaláry, pokud nebude z°eteln¥ zavedeno jinézna£ení, ze kterého bude patrné, zda se jedná o skalár, £i vektor, a kolikkomponent tento vektor má.1.1 Holonomní a neholonomní omezení,zobe
n¥né sou°adni
eMe
hanika je oborem fyziky, který se zabývá soustavami vzájemn¥ prováza-ný
h hmotný
h bod·. Konkrétní soustavu, která se skládá z N hmotný
hbod· m·ºeme tedy popsat souborem kartézský
h sou°adni
 vzhledem kevhodn¥ zvolené soustav¥ kartézský
h sou°adni
 pomo
í N ≥ 1 vektor·r1 =  x11

x12
x13



 , r1 =  x21
x22
x23



 , . . . , rN =





xN1
xN2
xN3



 . (1.1)Vazbami mezi body pak rozumíme skute£nost, ºe v obe
ném p°ípad¥ setyto body nemohou pohybovat nezávisle, nýbrº musí neustále spl¬ovat ur£itáomezení. Tak nap°íklad, bod m·ºe být neustále na ur£ité plo²e, £i k°iv
e, tuhét¥leso je pak moºné popsat jako soustavu bod·, jeji
hº vzájemné vzdálenostise nem¥ní, apod. Takovouto soustavu budeme nadále nazývat me
hani
kýmsystémem, p°ípadn¥ jen systémem.Me
hani
ký systém nazveme holonomním systémem, jestliºe p°íslu²náomezení (ne
h´ je ji
h M ≥ 1) lze vyjád°it jako
φk(r1, . . . , rN , t) = 0, k = 1, . . . ,M. (1.2)Omezením v (1.2) °íkáme holonomní omezení. Neholonomním sys-témem nazveme jednodu²e jakýkoliv systém, který není holonomní, ne-holonomní omezení je pak omezení, které nelze vyjád°it ve tvaru (1.2). Pokud



omezení závisí expli
itn¥ na £ase, °íkáme mu naví
 rheonomní omezení,pokud £as není v (1.2) expli
itn¥ p°ítomen, °íkáme mu skleronomní ome-zení. Nadále se budeme p°eváºn¥ zabývat skleronomi
kými omezeními.P°íkladem neholonomní
h omezení jsou omezení, která v sob¥ zahrnují ry
h-losti, a nejsou jen pouhým d·sledkem derivování n¥kterého holonomníhoomezení podle £asu. Je totiº º°ejmé, ºe kaºdé omezení typu (1.2) implikujei ur£itou vazbu mezi ry
hlostmi. Nap°., podmínka, ºe dva body pohybují
íse na stejné p°ím
e si za
hovávají stejnou vzdálenost, nutn¥ vyºaduje, abyry
hlosti obou bod· byly identi
ké. Jiným p°íkladem neholonomní
h omezeníje omezení, které zahrnuje krom¥ rovností i nerovnost. Nap°íklad soustavamolekul uzav°ený
h v kulové nádob¥ je neholonomním systémem, molekuly
hápané jako hmotné body spl¬ují omezení, ºe jeji
h vzdálenosti jsou men²í,neº pr·m¥r zmín¥né kulové nádoby, a tedy je nelze vyjád°it ve tvaru (1.2).P°íklad 1 Uvaºujme pohyb pohyb hmotného bodu po kruºni
i v rovin¥ vevzdálenosti l od st°edu. V kartézský
h sou°adni
í
h s po£átkem ve st°eduotá£ení ho popí²eme sou°adni
emi x1, x2 s holonomním omezením x21+x
2
2 =

l2. Derivováním tohoto omezení podle £asu dostaneme omezení na ry
hlosti
ẋ1x1 + ẋ2x2 = 0, které má v²eobe
n¥ známý fyzikální smysl, ºe obvodováry
hlost pohybu po kruºni
i je kolmá na pr·vodi£. Zavedením polární
h sou°ad-ni
 r =√x21 + x22, ϕ = arctanx2/x1 pak omezení bude mít jednodu
hý tvar
r = l, jehoº d·sledkem je ṙ = 01 a pohyb lze tak popsat systémem bez omezenía s pouze jedním stupn¥m volnosti: úhlem ϕ opsaným pr·vodi£em a jehoúhlovou ry
hlostí. Skute£n¥, sou°adni
e r je omezena na jedinou konstantníhodnotu l a sou°adni
e ϕ se omezení nijak neú£astní a je tedy z
ela volná.P°íklad 2 Jednodu
hý kinemati
ký model auta na obr 1.1, které se pohybujebeze smyku, je moºné popsat sou°adni
emi a ry
hlostmi znázorn¥nými nazmín¥ném obrázku s omezeními̇

x2 = ẋ1 tanx3.Po£et volný
h sou°adni
 je tedy roven t°em, ale p°itom nezávisle volitelnéry
hlosti jsou jen dv¥. Uvedené omezení je neholonomní proto, ºe si
e omezujery
hlosti, ale nijak neomezuje p·vodní sou°adni
e, 
oº je z°ejmé i intuitivn¥.Matemati
ky je pak také moºné pom¥rn¥ snadno dokázat, ºe toto omezenínelze integrovat, tj. ºe není d·sledkem derivování n¥kterého holonomníhoomezení podle £asu. Skute£n¥, p°edpokládejme, ºe by toto omezení bylo d·sled-kem n¥kterého derivování holonomního omezení typu
φ(x1, x2, x3) = 01Proto se tedy nejedná o neholomomní omezení, i kdyº omezuje ry
hlost - je totiºd·sledkem holonomního omezení. 4
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Obrázek 1.1: Neholonomní systém - rovinný model kinematiky autapodle £asu. Potom by tedy tímto derivováním podle £asu a porovnáním somezením muselo platit
φx1

= α(x) tan(x3), φx2
= −α(x), φx3

= 0,kde α(x) 6= 0 je libovolná diferen
ovatelná skalární funk
e, nebo´ omezení lzetouto funk
í vynásobit a výsledná rovnost pak bude ekvivalentním omezením.Jelikoº ale φx1x3
= φx3x1

∧ φx2x3
= φx3x2

, muselo by platit
α(x)(cosx3)

−2 + αx3
(x) tan(x3) = (α(x) tan(x3))x3

= 0x1
= 0

∧ αx3
(x) = 0x2

= 0,z £ehoº plyne, ºe α(x) ≡ 0 v²ude, kde cosx3 6= 0 
oº je spor.P°íklad 3 Jednodu
hý kinemati
ký model vlaku na obr. 1.2 m·ºeme taképopsat 3 sou°adni
emi x1, x2, x3 a jeji
h £asovými deriva
emi (ry
hlostmi)stejným zp·sobem, jako model auta ni
mén¥, v tomto p°ípad¥ s následují
ímiomezeními
x2 = ϕ(x1), tanx3 = ϕ′(x1), ẋ2 = ẋ1 tanx3.Zde sm¥r osy x1 je spojni
í vý
hozího bodu a 
íle vlaku a pro jednodu
hostp°ijateln¥ p°edpokládáme, ºe k°ivka, podél které se táhnou koleje má jednoz-na£nou projek
i na tento sm¥r. Poslední omezení z t¥
hto t°í je identi
kés neholonomním omezením v p°ípad¥ auta, ni
mén¥, protoºe platí tanx3 =

ϕ′(x1), je d·sledkem první
h dvou omezení, nebo´ derivováním prvního z ni
h
x2 = ϕ(x1) podle £asu dostaneme ẋ2 = ẋ1ϕ

′(x1). Jinými slovy, tento modelvlaku lze popsat t°emi sou°adni
emi a dv¥mi holonomními omezeními
x2 = ϕ(x1), tanx3 = ϕ′(x1),5
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Obrázek 1.2: Holonomní systém - model vlakutakºe jedná o holonomní systém.Ve v²e
h t°e
h p°íklade
h jsme se dopustili drobné terminologi
ké nep°es-nosti, nebo´ jsme nepouºili d·sledn¥ kartézské sou°adni
e n¥který
h bod·,ale také n¥které úhly. Je p°itom z°ejmé, ºe by
hom to mohli snadno napravita místo úhlu zvolit nap°. dal²í bod na aut¥, £i vlaku. Vyuºijeme tuto nep°es-nost k osv¥tlení základního pojmu, kterým jsou zobe
n¥né sou°adni
e.P°edpokládejme, ºe máme systémN hmotný
h bod· sM ,M < 3N , holonom-ními omezeními, která jsou nezávislá, tj. ºádná z rovností v (1.2) není d·sled-kem zbývají
í
h rovností. Matemati
ky je toto lokáln¥ zaji²t¥no nezávislostídiferen
iál· funk
í de�nují
í
h omezení, pokud by omezení byla pro jednodu-
host nap°. lineární, potom by to znamenalo plnou hodnost p°íslu²né mati
e.Podle v¥ty o impli
itní funk
i to znamená, ºe ze 3N sou°adni
 lze z omezení
M sou°adni
 vyjád°it (alespo¬ lokáln¥) p°es 3N−M zbývají
í
h kartézský
hsou°adni
. P°íslu²ný me
hani
ký systém je pak moºné popsat jednozna£n¥jen pomo
í t¥
hto 3N −M £íselný
h hodnot. Této skute£nosti pak °íkáme,ºe systém má 3N −M stup¬· volnosti.Je²t¥ efektivn¥j²í postup je vybrat 3N−M vhodný
h £íselný
h veli£in, kteréjiº svým výb¥rem zajistí spln¥ní omezení a jsou na sob¥ nezávislé. Takovýmtoveli£inám pak °íkáme zobe
n¥né sou°adni
e. Slovo zobe
n¥né je pakpouºíváno p°edev²ím proto, ºe fyzikální rozm¥r t¥
hto sou°adni
 m·ºe býtlibovolný. Zatím
o sou°adni
emi se v me
hani
e vºdy rozumí veli£ina, kterámá rozm¥r v metre
h, zobe
n¥ná sou°adni
e m·ºe být nap°. úhlem, který jebezrozm¥rný.V drtivé v¥t²in¥ konkrétní
h situa
í, tedy nap°. i v aplika
í
h, je holonomní6



me
hani
ký systém od samého po£átku popisován zobe
n¥nými sou°adni
emi,jeji
hº význam i vzájemná nezávizlost jsou z°ejmé, takºe omezení nemusíbýt v·be
 expli
itn¥ popisována. Tak nap°íklad, roboti
ký manipulátor jeod po£átku popsán souborem ur£itý
h úhl·, a nikoliv souborem kartézský
hsou°adni
 jeho ramen s p°íslu²nými omezeními.Ni
mén¥, k odvození teoreti
ký
h základ· me
haniky je nezbytné uvaºovati p·vodní popis soustavy hmotný
h bod· a omezení na jeji
h sou°adni
e,v£etn¥ rovni
 p°e
hodu mezi tímto popisem a vhodnými zobe
n¥nými sou°ad-ni
emi. Jedin¥ v p·vodním popisu totiº m·ºeme pra
ovat s pojmy jako jeenergie, £i prá
e. Omezíme se na holonomní omezení (1.2) a p°edpokládejme,ºe studovaný me
hani
ký systém má N hmotný
h bod· s M omezeními atedy 3N −M stup¬· volnosti. Ne
h´ jsou dány zobe
n¥né sou°adni
e
q1, q2, . . . , qs, s = 3N −M. (1.3)P·vodní popis systémuN hmotný
h bod· (1.1) lze p°es (1.3) vyjád°it pomo
í

3N skalární
h funk
í, které zapí²eme stru£n¥ji pomo
í N vektorový
h rovni
:r1 = ψ1(q1, q2, . . . , qs)...rN = ψN(q1, q2, . . . , qs).

(1.4)Podstatou zobe
n¥ný
h sou°adni
 (1.3) je ºe jsou vzálemn¥ nezávislé a ºedosazení z (1.4) do (1.2) vede na triviální identity.Od konkrétní volby zobe
n¥ný
h sou°adni
 se pak odvíjí i dal²í zobe
n¥néveli£iny, nap°. zobe
n¥ná hybnost, zobe
n¥ná síla, zobe
n¥ná ry
hlost apod.Je to proto, ºe me
hanika vy
hází p°edev²ím z pojmu prá
e, jehoº rozm¥rv Nm musí být za
hován, a dále, musí být za
hován vztah pro in�nitez-imální p°ír·stek prá
e, který je roven zobe
n¥lé síle násobené in�nitezimál-ním p°ír·stkem zobe
n¥né sou°adni
e. Dále je z°ejmé, ºe zobe
n¥ná ry
hlostje jednodu²e £asovou deriva
í p°íslu²né zobe
n¥né sou°adni
e. Tak nap°íklad,pokud je zobe
n¥nou sou°adni
í úhel, zobe
n¥nou silou musí být moment kla-si
ké síly vzhledem k bodu, okolo kterého p°írustek úhlu m¥°íme. Zobe
n¥noury
hlostí pak bude úhlová ry
hlost apod.Osv¥tlíme to na p°íkladu zobe
n¥né síly. Pokud na kaºdý bod ri soustavyhmotný
h bod· (1.1) s holonomními omezeními (1.2) p·sobí síla Fi, i =
1, . . . , N , potom p°i in�nitesimáln¥ malý
h pohybe
h t¥
hto bod· δri budevykonána souhrná prá
e

N
∑

i=1

Fiδri.Tyto pohyby ale musí spl¬ovat holonomní omezení (1.2), ze který
h plyne iomezení na zmín¥ný in�nitezimální pohyb vyjád°ené p°es zobe
n¥né sou°ad-7



ni
e, které jsou jiº navzájem nezávislé, ale je ji
h mén¥. Konkrétn¥, pokudmatemati
ky zmín¥ný in�nitezimální pohyb vyjád°íme p°íslu²nými diferen
i-iály, z (1.4) plyne
δri = s

∑

j=1

∂ri
∂qj

δqj, i = 1, . . . , N, s = 3N −M. (1.5)Dosazením do vzor
e pro prá
i máme
N
∑

i=1

Fiδri = N
∑

i=1

s
∑

j=1

Fi

∂ri
∂qj

δqj =
s
∑

j=1

N
∑

i=1

Fi

∂ri
∂qj

δqj =
s
∑

j=1

Qjδqj.Souhrnou prá
i tedy vyjád°íme jako
N
∑

i=1

Fiδri = s
∑

j=1

Qjδqj, Qj =
N
∑

i=1

Fi

∂ri
∂qj

. (1.6)V (1.6) budeme Qj, j = 1, . . . , s nazývat zobe
n¥nou silou odpovídají
ísou°adni
i qj, j = 1, . . . , s. Z de�ni
e zobe
n¥né síly v (1.6) je pak jasn¥ vid¥t,ºe fyzikální rozm¥rnost zobe
n¥né síly bude Nm d¥lený fyzikální rozm¥rnostízobe
n¥né sou°adni
e. V²imn¥me si také, ºe v de�ni
i kaºdé zobe
n¥né sílyv (1.6) je ve skute£nosti 3N skalární
h s£ítan
·, nebo´ pouºíváme vektorovýzápis pro sílu a kartézské sou°adni
e.V p°ípad¥ neholonomní
h systém· postupujeme obdobn¥ s tím, ºe volímezobe
n¥né sou°adni
e tak, aby byla spln¥na automati
ky ta z omezení, kterájsou holonomní a z·stala jen ta neholonomní, která jsou ale pak ve form¥omezení na zobe
n¥né sou°adni
e a zobe
n¥né ry
hlosti, jeji
hº volba je dánaholonomní £ástí omezení. S t¥mito omezeními je pak moºné dále pra
o-vat obe
n¥j²ími postupy [20℄. V tomto textu se dále omezíme na systémys holonomními omezeními.1.2 d�Alembert·v prin
ip a Lagrangeho rovni
eLagrange·v p°ístup k sestavování dynami
ký
h rovni
 je ²iro
e pouºíván,nebo´ je velmi prakti
ký. Nejprve se krát
e zmíníme o jeho fyzikální
h zák-lade
h. Odvození vy
hází z prin
ipu virtuální prá
e a z d'Alembertova prin-
ipu, o který
h se proto stru£n¥ zmíníme nejd°íve.P°edpokládejme nejprve, ºe se me
hani
ký systém N hmotný
h bod· s Momezeními se na
hází v rovnováºném stavu, jinými slovy, zabýváme se prob-lémy statiky. To znamená, ºe na kaºdý hmotný bod, který ho tvo°í, p·sobí sílys nulovým vektorovým sou£tem, tj. zna£íme-li tyto síly jako Fi, i = 1, . . . , N ,8



platí Fi = 0, i = 1, . . . , N , a potom také musí platit, ºe
N
∑

i=1

Fiδri = 0,kde δri jsou tzv. in�nitezimální p°emíst¥ní, kompatibilní s omezeními. Jinýmislovy, jedná se o tak malý pohyb neporu²ují
í omezení, ºe síly a samotnáomezení se b¥hem tohoto pohybu prakti
ky nezm¥ní. Dále, kaºdou sílu Fi, i =
1, . . . , N m·ºeme vyjád°it sou£tem síly reak
e na omezení Fz

i a ak£ní (£ivnu
ené, vn¥j²í) síly Fa
i a tudíº máme, ºe

N
∑

i=1

[Fz
i + Fa

i ]δri = 0.Nadále budeme p°edpokládat, ºe se zabýváme systémy, ve který
h je 
elkováprá
e vykonaná reak
emi na omezení rovna nule, tj.
N
∑

i=1

Fz
i δri = 0.Tento p°edpoklad je jedním ze základ· me
haniky a je vlastn¥ prap·vodnípodstatou d'Alembertova prin
ipu, který uvedeme o n¥
o pozd¥ji. V mnohap°ípade
h je jeho platnost z°ejmá z jiný
h fyzikální
h prin
ip·. Za prvé, velmi£asto nastane nejjednodu²²í situa
e, kdy je reak£ní síla omezení kolmá nakompatibilní virtuální p°emíst¥ní, nap°. obíhá-li hmotný bod na záv¥su pokruºni
i, a tedy v p°ed
hozím sou£tu platí, ºe ∀i = 1, . . . , N, Fz

i δri = 0,
oº zaru£uje i nulovost 
elkového sou£tu. Ni
mén¥, je °ada situa
í, kdy jsoujednotlivé s£ítan
e Fz
i δri nenulové a jen 
elková prá
e reak
í na omezení jenulová, nap°. dv¥ stejné hmoty na klad
e, kaºdá z ni
h vykoná p°i malémp°emíst¥ní p°esn¥ opa£nou prá
i, neº druhá. Tato situa
e je op¥t velmi £astoprostým d·sledkem zákona ak
e a reak
e, tak jako v p°ípad¥ hmot na klad
e.Ni
mén¥, existují situa
e, kdy skute£nost, ºe síly reak
í na omezení v souhrnukonají nulovou prá
i, nelze nijak dokázat z jiný
h prin
ip·. Proto je tatovlastnost povaºována za jeden ze základní
h postulát· me
haniky, tj. k dal²ímurozvoji teorie musíme její platnost p°edpokládat. Je pot° eba si uv¥domit, ºesitua
e, kdy je t°eba p°edpokládat nulovou souhrnou prá
i reak
í na omezeníjako postulát, se omezuje na systémy s neholonomními omezeními. V p°ípad¥holonomní
h omezení lze totiº tento postulát také odvodit z p°edpokladu,ºe síly vyvolané omezeními p·sobí ve sm¥ru normál k varietám popisují
ímomezení, 
oº je vlastn¥ op¥t d·sledkem zákona ak
e a reak
e, a následnýmdosazením do (1.6). Toto lze také vyjád°it tak, ºe pro holonomní omezení jsouv²e
hny síly reak
í na omezení p°evedeny vztahem (1.6) na nulové zobe
n¥nésíly. 9



Z tohoto postulátu jiº snadno odvodíme kombina
í poslední
h dvou rovni
zmi¬ovaný prin
ip virtuální prá
e:
N
∑

i=1

Fa
i δri = 0, (1.7)jinými slovy, ºe systém se m·ºe na
házet v rovnováºném stavu jedin¥ tehdy,pokud je 
elková virtuální prá
e vn¥j²í
h sil rovna nule. V²imn¥me si v(1.7) d·leºité okolnosti, sou£et je roven nule jiº netriviáln¥, tj. jednotlivés£ítan
e mohou být r·zné od nuly a rovni
e nám tedy umoº¬uje získatpot°ebné vztahy mezi v²emi vn¥j²ími silami p·sobí
ími na systém, zaru£u-jí
ími rovnováhu. Prin
ip virtuální prá
e tedy umoº¬uje efektivn¥ °e²it prob-lémy statiky, tj. silové podmínky rovnováhy.d�Alembert pak dokázal vyuºít prin
ip virtuální prá
e i v dynami
e. V dy-nami
ké nerovnováºné situa
i totiº uvaºujeme setrva£né síly jednotlivý
hhmotný
h bod· systému, tj. Fi, i = 1, . . . , N , pro které platí Newton·vzákon Fi = ṗi, kde pi, i = 1, . . . , N jsou hybnosti jednotlivý
h bod· sys-tému. Proto platí

N
∑

i=1

[Fi − ṗi]δri = 0, (1.8)a dále m·ºeme pokra£ovat podobnými úvahami, jako ve stati
kém p°ípad¥:síly op¥t vyjád°íme jako sou£et vn¥j²í
h sil a sil reak
í na omezení, pouºijemepostulát o nulové souhrné prá
i omezení a dosp¥jeme tak ke vztahu
N
∑

i=1

[Fa
i − ṗi]δri = 0. (1.9)Rovni
e (1.9) vyjad°uje d�Alembert·v prin
ip. Tento prin
ip je pak moºnévyuºít k odvození Largangeovy metody. Samotný d�Alembert·v prin
ip totiºnení úpln¥ vhodný k odvození dynami
ký
h rovni
 pro sloºit¥j²í systémy,nebo´ v (1.9) jsou jednotlivé kartézské sou°adni
e mezi sebou stále závislé.Jinými slovy, d�Alembert·v prin
ip eliminuje síly reak
í omezení, ale stále jeje²t¥ t°eba eliminovat n¥které závislé sou°adni
e hmotný
h bod·. To m·ºebýt pro sloºit¥j²í systémy velmi nep°ehledné.Základním krokem p°i odvození Lagarangeový
h rovni
 je proto p°e
hod kezobe
n¥ným sou°adni
ím. Protoºe se zabýváme jen systémy s holonomnímomezením, p°i p°e
hodu ke zobe
n¥ným sou°adni
ím není mezi (1.8) a (1.9)rozdíl, 
oº je také moºná formula
e d�Alembertova prin
ipu. Ni
mén¥, aby-
hom si byli jisti obe
ností, vyjdeme ze vztahu (1.8). Pokud v n¥m dosadíme10



z (1.5), dostaneme z°ejm¥ vztah typu
s
∑

j=1

cj(·)δqj = 0 ⇔ cj(·) = 0 ∀, j = 1, . . . , s, s = 3N −M,nebo´ δqj, j = 1, . . . , s jsou navzájem nezávislé. Zde cj(·) jsou ur£ité výrazyzávislé na (nezobe
n¥ný
h) silá
h, sou°adni
í
h, ry
hloste
h a zry
hlení
h.Pokud cj(·), j = 1, . . . , s d·sledn¥ vyjád°íme také p°es zobe
n¥né sou°ad-ni
e, zobe
n¥né ry
hlosti a zobe
n¥ná zry
hlení, odvodíme tak i vlastní La-grangeovy rovni
e.Nejprve si uv¥domíme, ºe £ást totoho úkolu uº jsme vlastn¥ ud¥lali p°i de�-nování zobe
n¥né síly v (1.6), odkud plyne, ºe
N
∑

i=1

Fiδri = s
∑

j=1

Qjδqj, (1.10)a zbývá tedy �jenom� v (1.8) upravit výraz∑N
i=1 ṗiδri, 
oº je po£etn¥ pon¥kudpra
nej²í. Díky nerelativisti
kému postulátu nezávislosti hmot v²e
h hmot-ný
h bod· mi, i = 1, . . . , N na jeji
h ry
hloste
h a díky (1.5) totiº máme

N
∑

i=1

ṗiδri = N
∑

i=1

mir̈iδri = N
∑

i=1

mir̈i s
∑

j=1

∂ri
∂qj

δqj.Dále platí r̈i = s
∑

k=1,l=1

∂2ri
∂qkql

q̇kq̇l +
s
∑

k=1

∂ri
∂qk

q̈k , i = 1, . . . , Na tedy
N
∑

i=1

ṗiδri = s
∑

j=1

N
∑

i=1

mi





s
∑

k=1,l=1

∂2ri
∂qkql

q̇kq̇l +
s
∑

k=1

∂ri
∂qk

q̈k





∂ri
∂qj

δqj. (1.11)Uvaºujme nyní kineti
kou energii K systému a vyjád°eme ji ve zobe
n¥ný
hsou°adni
í
h
K =

N
∑

i=1

mi[ṙi]2 = N
∑

i=1

mi

[

s
∑

k=1

∂ri
∂qk

q̇k

]2

. (1.12)Pomo
í pra
ný
h výpo£t·, které z prostorový
h d·vod· vyne
háme, je moºnéov¥°it, ºe ∀j = 1, . . . , s platí:
d

dt

∂K

∂q̇j
−
∂K

∂qj
=

N
∑

i=1

mi





s
∑

k=1,l=1

∂2ri
∂qkql

q̇kq̇l +

s
∑

k=1

∂ri
∂qk

q̈k





∂ri
∂qj

(1.13)11



a vztah (1.11) lze zapsat následovn¥
N
∑

i=1

ṗiδri = s
∑

j=1

[

d

dt

∂K

∂q̇j
−
∂K

∂qj

]

δqj . (1.14)Kombina
í (1.10) a (1.14) pak dostaneme
N
∑

i=1

ṗiδri = s
∑

j=1

[

d

dt

∂K

∂q̇j
−
∂K

∂qj
−Qj

]

δqj = 0, (1.15)
oº vede díky zmi¬ované vzájemné nezávislosti v²e
h δqj , j = 1, . . . , s, narovni
e
d

dt

∂K

∂q̇j
−
∂K

∂qj
= Qj, ∀j = 1, . . . , s. (1.16)I kdyº se rovni
e (1.16) li²í od obvykle uvád¥ný
h Lagrangeový
h rovni
,je t°eba si uv¥domit, ºe práv¥ rovni
e (1.16) jsou skute£nou podstatou La-grangeova p°ístupu. Naví
, jsou velmi uºite£né v probléme
h °ízení, kde jsoup°ítomny ak£ní £leny. Dále si pov²imn¥me, ºe v rovni
í
h (1.16) není p°ítomnapoten
iální energie, jen zobe
n¥né síly, tyto rovni
e jsou proto obe
n¥j²í, neºobvykle uvád¥né.Ke znám¥j²ímu tvaru Lagrangeový
h rovni
 se dostaneme následovn¥. P°ed-pokládejme, ºe £ást sil má poten
iální p·vod, tj. je polem vektor·, gen-erovaný
h ur£itou skalární funk
í V (q1, . . . , qn), zvanou poten
iálem, £i jednodu²epoten
iální energií. V¥t²inou touto funk
í bývá poten
iální energie gravi-ta£ního pole, ale jak je vid¥t, m·ºe to být jakákoliv poten
iální energie,nap°. elektromagneti
ká apod. Pro jednodu
host uº také p°edpokládáme, ºeznáme vyjad°ení poten
iální energie ve zobe
n¥ný
h sou°adni
í
h. Bez po-drobn¥j²ího odvození2 také uvedeme, ºe zobe
n¥ná síla odpovídají
i zobe
-n¥né sou°adni
i qj je v tomto p°ípad¥ rovna −∂V

∂qj
. P°idáme-li tuto sílu napravou stranu (1.16), dostaneme

d

dt

∂K

∂q̇j
−
∂K

∂qj
= Qj −

∂V

∂qj
, ∀j = 1, . . . , s,a tedy

d

dt

∂[K − V ]

∂q̇j
−
∂[K − V ]

∂qj
= Qj, ∀j = 1, . . . , s,2Toto odvození je podobné jako doposud. Jedná se o p°ímo£aré vyuºití vztahu (1.6).Nejprve pouºijeme skute£nost, ºe síla p·sobí
í na hmotný bod je gradientem poten
iáluvzhledem k jeho kartézským sou°adni
ím se znaménkem mínus. Poté op¥t p°ejdeme kezobe
n¥ným sou°adni
ím, 
oº zp·sobí zm¥nu sil na zobe
n¥né síly.12



nebo´ poten
iál nezávisí na ry
hloste
h. Tím se dostáváme k jiº známémutvaru Lagraneový
h rovni
 s Lagrangiánem L:
d

dt

∂L

∂q̇j
−
∂L

∂qj
= Qj, ∀j = 1, . . . , s, L := K − V. (1.17)Zobe
n¥né síly Qj, ∀j = 1, . . . , s, v (1.17) jsou pak v²e
hny zobe
n¥né síly,které p·sobí na systém.P°i prakti
kém sestavování rovni
 pro °ízené systémy s ak£ními £leny je paktaké velmi uºite£né, ºe zobe
n¥né síly se snadno de�nují, nebo´ p°irozen¥vyplývají z popisu problému. Není t°eba je sloºit¥ po£ítat z p°íslu²ný
hvzor
·, nebo´ se vlastn¥ p°i volb¥ zobe
n¥ný
h sou°adni
 postupuje tak, abyak£ní zásahy byly p°ímo zobe
n¥nými silami. Tak nap°íklad, u me
hani
ký
h°et¥z
· je to práv¥ jeden z klí£ový
h d·vod·, pro£ volíme úhly mezi £lánkyjako zobe
n¥né sou°adni
e, nebo´ tyto úhly jsou p°ímo aktuované.Veli£inám σ1, . . . , σs de�novaným jako

σj =
∂L

∂q̇j
=
∂K

∂q̇j
, ∀j = 1, . . . , s, L := K − V. (1.18)°íkáme zobe
n¥né hybnosti odpovídají
í p°íslu²ným zobe
n¥ným sou°ad-ni
ím. Slovo zobe
n¥né op¥t vyjad°uje skute£nost, ºe fyzikálním rozm¥remzobe
n¥ný
h hybností nemusí být nutn¥ kg · m · s−1, jak je tomu u kla-si
ké hybnosti. Krom¥ toho, zobe
n¥né hybnosti nemají pro sloºit¥j²í me
han-i
ké systémy p°ímou souvislost s 
elkovou hybností systému. Zobe
n¥né hyb-nosti sehrávají d·leºitou úlohu v Hamiltonovském p°ístupu, který proberemepozd¥ji.1.3 Zobe
n¥né hybnosti a Hamilton·v p°ístupHamilton·v p°ístup je rovno
eným p°ístupem Lagrangeovu a oba p°ístupyse vhodn¥ dopl¬ují, nebo´ v r·zný
h probléme
h a jeji
h formula
í
h m·ºebýt jeden z ni
h p°ehledn¥j²í.Základem Hamiltonovského p°íspupu je vyuºití jiný
h veli£in pro prom¥nnépopisují
í dynamiku systému. Zatím
o Lagrange·v vyuºívá zobe
n¥né sou°ad-ni
e a zobe
n¥né ry
hlosti, Hamilton·v p°ístup vyuºívá zobe
n¥né sou°adni
ea zobe
n¥né hybnosti de�nované v (1.18). K sestavení dynami
ký
h rovni
vyuºívá tzv. Hamiltonián H(q1, . . . , qs, σ1, . . . , σs) de�novaný jako sou£et ki-neti
ké a poten
iální energie systému

H(q1, . . . , qs, σ1, . . . , σs) := K(q1, . . . , qs, σ1, . . . , σs) + V(q1, . . . , qs). (1.19)Pro po
hopení Hamiltonova p°ístupu je t°eba si uv¥domit, ºe kineti
ká en-ergie je jinou funk
í, neº v Lagrangeov¥ p°ístupu, nebo´ je vyjád°ena p°es13



zobe
n¥né hybnosti, a ne p°es zobe
n¥né ry
hlosti. Proto také budou par-
iální deriva
e K podle zobe
n¥ný
h sou°adni
 jiné, neº proK v Lagrangeov¥p°ístupu. Konkrétn¥, ukáºeme si, ºe pro v²e
hna j = 1, . . . , s platí
∂K(q1, . . . , qs, σ1, . . . , σs)

∂qj
= −

∂K(q1, . . . , qs, q̇1, . . . , q̇s)

∂qj
. (1.20)V obe
ném p°ípad¥ je odvození tohoto vztahu zaloºeno na te
hni
e vy-
házejí
í z tzv. Legendreovy transforma
e [20℄, ni
mén¥, pokud se omezímena spe
iální typ kineti
ké energie, m·ºeme ho dokázat i p°ímo. Konkrétn¥,budeme uvaºovat kineti
kou energii K ve tvaru

K = q̇⊤D(q)q̇, q⊤ = (q1, . . . , qs), q̇
⊤ = (q̇1, . . . , q̇s), D(q)⊤ = D(q) > 0.Jinými slovy, kineti
ká energie je kvadrati
kou positivn¥ de�nitní formouzobe
n¥ný
h ry
hlostí, p°i£emº s×s mati
e této formy D(q) závisí na zobe
-n¥ný
h sou°adni
í
h. Tato situa
e je ve skute£nosti velmi obe
ná, není v·be
lehké vymyslet by´ i ryze akademi
ký p°íklad s obe
n¥j²í kineti
kou energií.V tomto p°ípad¥ mají zobe
n¥né hybnosti tvar

(σ1, . . . , σs)
⊤ = D(q)(q̇1, . . . , q̇s)

⊤,a proto z (q̇1, . . . , q̇s)
⊤ = D(q)−1(σ1, . . . , σs)

⊤ a K = q̇⊤D(q)q̇ dostaneme,ºe
K(q1, . . . , qs, σ1, . . . , σs) = σ⊤D(q)−1σ, σ⊤ = (σ1, . . . , σs).Nyní zbývá jen uv¥domit si, ºe
∂[D(q)−1]

∂qj
= −D(q)−1∂D(q)

∂qj
D(q)−1, ∀j = 1, . . . , s, (1.21)nebo´ ∀j = 1, . . . , s platí

0 =
∂[Is]

∂qj
=
∂[D(q)−1D(q)]

∂qj
= D(q)−1∂D(q)

∂qj
+
∂[D(q)−1]

∂qj
D(q),z £ehoº snadno plyne (1.21). Poznamenejme, ºe deriva
e mati
eD(q) podle qjje v (1.21), i dále, 
hápána jako mati
e, jejíº kaºdá komponenta je derivována

qj. Pomo
í (1.21) jiº snadno dokáºeme, ºe (1.20) skute£n¥ platí, nebo´
∂K

∂qj
= σ⊤∂[D(q)−1]

∂qj
σ = −σ⊤D(q)−1∂D(q)

∂qj
D(q)−1σ = −q̇⊤

∂D(q)

∂qj
q̇ = −

∂K

∂qj
.Dále, platí následují
í vztah pro zobe
n¥né ry
hlosti

q̇j =
∂K(q1, . . . , qs, σ1, . . . , σs)

∂σj
, ∀j = 1, . . . , s, (1.22)14



který dokáºeme následovn¥
K(q, q̇) = K(q, σ) ⇒ σj =

∂K

∂q̇j
(q, q̇) =

∂K

∂q̇j
(q, σ) ⇒ 1 =

∂σj
∂σj

=
∂

∂σj

∂K

∂q̇j

⇒ 1 =
∂

∂σj

∂K

∂q̇j
=

∂

∂q̇j

∂K

∂σj
⇒ 1 =

∂

∂q̇j

∂K

∂σj
⇒ q̇j =

∂K

∂σj
.Nyní pouºijeme (1.20,1.22) k odvození dynami
ký
h rovni
 pomo
í Hamil-toniánu. Lagrangeovy rovni
e (1.17) je o£ividn¥ moºné zapsat pomo
í zobe
-n¥ný
h hybností (1.18) jako

dσj
dt

−
∂L

∂qj
= Qj, ∀j = 1, . . . , s, L := K − V,a tedy ∀j = 1, . . . , s platí, ºe

dσj
dt

=
∂K

∂qj
−
∂V

∂qj
+Qj = −

∂K

∂qj
−
∂V

∂qj
+Qj = −

∂H

∂qj
+Qj.Odvodili jsme tedy vztah

σ̇ = −

[

∂H

∂q

]⊤

+Q, σ⊤ = (σ1, . . . , σs), Q
⊤ = (Q1, . . . , Qs).Krom¥ toho, z (1.22) a ze skute£nosti, ºe poten
iální energie nezávisí nazobe
n¥ný
h hybnoste
h vyplývá, ºe

q̇ =

[

∂K

∂σ

]⊤

=

[

∂H

∂σ

]⊤

.Shrnuto, dostáváme tedy následují
í kone£nou podobu Hamiltonový
h dy-nami
ký
h rovni

q̇ =

[

∂H

∂σ

]⊤

, (1.23)
σ̇ = −

[

∂H

∂q

]⊤

+Q, (1.24)kde
q⊤ = (q1, . . . , qs), σ

⊤ = (σ1, . . . , σs), Q
⊤ = (Q1, . . . , Qs). (1.25)Z (1.23-1.24) okamºit¥ plyne zákon za
hování energie, nebo´

dH

dt
=
∂H

∂σ
σ̇ +

∂H

∂q
q̇ = −

∂H

∂σ

[

∂H

∂q

]⊤

+
∂H

∂σ
Q +

∂H

∂q

[

∂H

∂σ

]⊤

=
∂H

∂σ
Q.Máme tedy

dH

dt
=
∂H

∂σ
Q = q̇⊤Q, (1.26)15




oº p°i Q = 0 znamená, ºe Hamiltonián je konstantní v £ase. Vztah (1.26)ukazuje, ºe £asová deriva
e Hamilnoniánu je rovna okamºitému výkonu vn¥j²í
hsil. Krom¥ toho, v terminologii teorie °ízení znamená (1.26), ºe pokud vektorzobe
n¥ný
h ry
hlostí q̇ budeme povaºovat za výstup aQ budeme povaºovat zvstup, je me
hani
ký systém, jehoº poten
iální energie je zdola omezená, pa-sivní a je ho moºné stabilizovat zp¥tnou vazbou závislou jen na q̇. Skute£n¥,zp¥tná vazba Q = −q̇ vede na
dH

dt
= −‖q̇‖2
oº pomo
í LaSallova prin
ipu (viz seminá° dne 30. 4. 2010) dokazuje asymp-toti
kou stabilitu polohy, ve které je poten
iální energie minimální.Hamilton·v p°ístup vede na soustavu 2s rovni
 prvního °ádu s 2s prom¥n-nými, kde s je po£et stup¬· volnosti. Na druhé stran¥, Lagrange·v p°ístupvede na s rovni
 druhého °ádu s s prom¥nnými.1.4 P°íklad me
hani
kého systému s nárazyNejprve si pro
vi£íme Lagrange·v p°ístup a sestavíme dynami
ký model sys-tému na obr. 1.3. Na²ím 
ílem je sestavit pozd¥ji hybridní dynami
ký popis,kdy kuli£ky se bu¤ voln¥ pohybují po paraboli
kém povr
hu s vlivem grav-ita
e, £i se sráºejí s dokonalým odrazem, se za
hováním energie i hybnosti.Za£neme modelem jedné kuli£ky, p°ípad dvou kuli£ek bez náraz· je jehopouhou kopií.

x

y

y = kx2

Obrázek 1.3: Kuli£ky na naklon¥ném paraboli
kém povr
hu.Ne
h´ má kuli£ka hmotnost m a g je gravita£ní zry
hlení, p°edpokládejmedále pro jednodu
host, ºe nep·sobí ºádný typ t°ení. Po£átek kartézské sous-16



tavy sou°adni
 xy p°edpokládáme ve vr
holu paraboly, sm¥r osy x je vodor-ovný, sm¥r osy y je svislý. Lagrangián má tedy tvar
L =

1

2
m[ẋ2 + ẏ2] +mgy =

1

2
m[ẋ2 + 4k2x2ẋ2] +mgkx2,Lagrangeovy rovni
e tedy mají tvar

d

dt

[

1

2
m[2ẋ+ 8k2x2ẋ]

]

−
1

2
m8k2xẋ2 + 2mgkx = 0,
oº vede po pot°ebný
h úpravá
h k

ẍ = −x
2gk + 4k2ẋ

1 + 4k2x2
.Nyní odvodíme podmínky nárazu dvou kuli£ek na rovné plo²e s jednou di-menzí. P°edpokládejme, ºe do sebe narazí kuli£ky o hmotnoste
h m1, m2a ry
hloste
h v1, v2 tak, ºe se za
hová energie a hybnost, odraz prob¥hnenekone£n¥ ry
hle a bez deforma
e, a´ uº elasti
ké, £i plasti
ké. Potom musíplatit

m1v
+
1 +m2v

+
2 = m1v

−
1 +m2v

−
2 ,

1

2
m1[v

+
1 ]

2 +
1

2
m2[v

+
2 ]

2 =
1

2
m1[v

−
1 ]

2 +
1

2
m2[v

−
2 ]

2,kde ry
hlosti s plusem jsou ry
hlosti t¥sn¥ po nárazu a ry
hlosti s minusemjsou t¥sn¥ p°ed nárazem. Ode£tením obou stran rovni
 a dal²ími jednodu
hýmiúpravami dostaneme
[

m1 m2

m1(v
+
1 + v−1 ) m2(v

+
2 + v−2 )

] [

v+1 − v−1
v+2 − v−2

]

= 0.Náraz m·ºeme de�novat jako situa
i, kdy se alespo¬ jedna z ry
hlostí musízm¥nit, protoºe kuli£ky nemohou pokra£ovat v p·vodním pohybu. Protomusí mít p°ed
hozí soustava rovni
, která je nelineární, vnímaná jako lin-earní soustava vzhledem k neznámým v+1 − v−1 , v
+
2 − v−2 , netriviální °e²ení, ato je moºné jen kdyº je mati
e na pravé stran¥ singulární. To o£ividn¥ platí,jestliºe v+1 + v−1 = v+2 + v−2 , a tedy musíme lineární °e²it jiº pln¥ soustavurovni


m1v
+
1 +m2v

+
2 = m1v

−
1 +m2v

−
2 ,

v+1 − v+2 = −v−1 + v−2 ,a tedy
[

m1 m2

1 −1

] [

v+1
v+2

]

=

[

m1 m2

−1 1

] [

v−1
v−2

]

,17



odkud jiº snadno plyne, ºe
[

v+1
v+2

]

=

[

m1−m2

m1+m2

2m2

m1+m2

2m1

m1+m2

m2−m1

m1+m2

]

[

v−1
v−2

]

. (1.27)Pro názornost, v p°ípad¥ kuli£ek stejný
h hmotností snadno dostaneme
[

v+1
v+2

]

=

[

0 1

1 0

] [

v−1
v−2

]

,
oº znamená, ºe si kuli£ky p°i nárazu prohodí své ry
hlosti. Naopak, pokudje jedna z hmotností zanedbateln¥ malá vzhledem k druhé, nap°. m1 ≫ m2,dostaneme po úpravá
h a limitním p°e
hodu, ºe
[

v+1
v+2

]

=

[

1 0
2 −1

] [

v−1
v−2

]

,
oº znamená, ºe t¥ºká kuli£ka nezm¥ní v·be
 ry
hlost, ale ta zanedbateln¥lehká po nárazu zry
hlí maximáln¥ o rozdíl jeji
h ry
hlostí p°ed nárazem.P°ímým výpo£tem pak také snadno zjistíme, ºe pro jakékoliv hmotnosti mámati
e v (1.27) vlastní £ísla rovná ±1. Z pohledu vnímání nárazu jakoºto jed-norázové aplika
e diskrétního dynami
kého systému je tedy náraz systémemna mezi stability.

−1.5 −1 −0.5 0 0.5 1 1.5 2 2.5
−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5

x 2

x
1Obrázek 1.4: Trajektorie poloh kuli£ek p°i 150 náraze
h, vodorovná sou°ad-ni
e na obrázku je polohou první kuli£ky, svislá sou°adni
e je polohou druhékuli£ky. Nárazy na obrázku probíhají, pokud se trajektorie dostane na p°ímkut¥sn¥ pod osou 1ho a 3ho kvadrantu, tato p°ímka je z obrázku z°etelná.Nyní jiº snadno popí²eme hybridní dynami
ký systém na obr. 1.3. Ozna£ímejako x1, x2 vodorovné polohy p°íslu²ný
h kuli£ek, a dále pro v¥t²í reálnostuvaºujeme, ºe kuli£ky mají polom¥r r > 0, a tedy x1 = x2 + 2rkx2 jepodmínkou, p°i které dojde k nárazu. Pro jednodu
host zde uvaºujeme, ºe18



polom¥r je mnohem men²í, neº zak°ivení paraboly a náraz tak probíhá rovn¥,podél te£ny k parabole. Máme tedy hybridní dynami
ký systém s následují
ídynamikou, kde zavedeme, jako obvykle, i stavy x3 := ẋ1 a x4 := ẋ2:






































x1 6= x2 + 2rkx2 : ẋ1 = x3, ẋ3 = −x1
2gk+4k2x3

1+4k2x2
1

,

ẋ2 = x4, ẋ4 = −x2
2gk+4k2x4

1+4k2x2
2

x1 = x2 + 2rkx2 : x+1 = x−1 , x
+
2 = x−2 ,

[

x+3
x+4

]

=

[

m1−m2

m1+m2

2m2

m1+m2

2m1

m1+m2

m2−m1

m1+m2

]

[

x−3
x−4

]

(1.28)
V²imn¥me si, ºe zatím
o nárazová fáze je ovlivn¥na hmotnostmi kuli£ek,p°esn¥ji, jeji
h vzájemným pom¥rem, spojitá fáze na hmotnoste
h nezávisí.Systém (1.28) má sloºitou dynamiku, jak ukazují simula
e na obr. 1.4, kterébyly provedeny pro p°ípad pom¥ru hmotností kuli£ek 1 : 2. Obr. 1.5 pakukazuje, jak se vyvíjí rozdíl trajektorií s dv¥ma velmi blízkými po£áte£nímipodmínkami. Z°eteln¥ indikuje tzv. 
itlivou (silnou) závislost na po£áte£ní
hpodmínká
h, a tudíº i pravd¥podobn¥ 
haoti
ký 
harakter dynamiky.
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eObrázek 1.5: Rozdíl mezi trajektoriemi s po£áte£ními podmínkami, které seli²í jen o 10−2. 19



Kapitola 2 Podaktuované systémy
2.1 Me
hani
ké systémy s ak£ními £leny. De�ni
e po-daktuovaný
h systém·P°i odvození Lagrangeový
h i Hamiltonový
h rovni
 jsme postupovali tak,aby
hom mohli vysledovat p·sobení v²e
h vn¥j²í
h sil bez rozdílu, jak poten-
iální
h tak i moºný
h sil ak£ní
h £len· v probléme
h automati
kého °ízení.Vyjdeme tedy nejprve z Lagrangeova p°ístupu a pouºijeme rovni
e (1.17),které si pro p°ehlednost zopakujeme

d

dt

∂L

∂q̇j
−
∂L

∂qj
= Qj, ∀j = 1, . . . , s, L := K − V. (2.1)Jak uº bylo zmín¥no, výhodou tohoto popisu je práv¥ p°ehledná závislost nazobe
¥ný
h silá
h. P°i popisu me
hani
kého systému s ak£ními £leny, £i dálestru£n¥ aktuovaného me
hani
kého systému, proto volíme zobe
n¥nésou°adni
e s prvotním ohledem na ak£ní £leny. V tomto p°ípad¥ pak budou°ízením v popisu °ízeného systému práv¥ zobe
n¥né síly a vý
hozí model°ízeného me
hani
kého systému má tedy tvar (nadále budeme pouºívat propo£et stup¬· volnosti s písmeno n, které je obvyklej²í v literatu°e o °ízeníme
hani
ký
h systém·):























d
dt

∂L
∂q̇1

− ∂L
∂q1...

d
dt

∂L
∂q̇nna

− ∂L
∂qnna

d
dt

∂L
∂q̇nna+1

− ∂L
∂qnna+1...

d
dt

∂L
∂q̇n

− ∂L
∂qn























= u =



















0...
0

unna+1...
un



















, 0 ≤ nna ≤ n. (2.2)
V tomto popisu tedy m·ºe být aº n ak£ní
h £len·, 
elé £íslo nna nazvemestupn¥m podaktuovanosti me
hani
kého systému. Systém (2.2) nazvemepln¥ aktuovaným, pokud nna = 0, podaktuovaným pokud 0 < nna < n,a neaktuovaným, pokud nna = n. Jinými slovy, pln¥ aktuovaný systém mápráv¥ tolik nezávislý
h ak£ní
h £len·, kolik má stup¬· volnosti, podaktuo-vaný ji
h má mén¥ a neaktuovaný systém není v·be
 nijak °ízen.



Existují také rozsáhlé studie tzv. p°eaktuovaný
h systém·, ve který
h jeví
e ak£ní
h £len·, neº stup¬· volnosti. Tyto systémy se o£ividn¥ vymykajípopisu (2.2), na pravé stran¥ musí být místo n ur£itý soubor n funk
í v¥t²íhopo£tu ak£ní
h £len·m > n, tyto funk
e naví
 závisí i na zobe
n¥ný
h sou°ad-ni
í
h a £i ry
hloste
h, a to tak, ºe pouze lokáln¥, na ur£itý
h p°ekrývají
í
hse podoblaste
h prostoru zobe
n¥ný
h sou°adni
 a ry
hlostí dokáºeme vybrat
n nezávislý
h ak£ní
h £len·. Tento výb¥r je pak t°eba m¥nit od podoblasti kpodoblasti, jinak by popis bylo snadno moºné p°evést na pln¥ aktuovaný sys-tém. Jinými slovy, p°eaktuovaný popis m·ºeme 
hápat jako r·zný
h souborlokální
h p°ekrývají
í
h se pln¥ aktuovaný
h popis·, a hlavním problémemje p°e
hod od jednoho popisu ke druhému na oblasti jeji
h p°ekryvu. Proto jeobvykle ú£elné vyuºívat na 
elém prostoru v²e
hny ak£ní £leny, 
oº je moºnézajistit nejr·zn¥j²ími optimaliza£ními postupy, které i v jiný
h matemati
k-ý
h probléme
h pomáhají °e²it rovni
e s v¥t²ím po£tem neznámý
h, neº jepo£et rovni
. V tomto seminá°i se nebudeme p°eaktuovanými systémy dálezabývat, a tento odstave
 je t°eba 
hápat jen jako velmi volné, stru£né, a tedyi ne úpln¥ p°esné dokreslení 
elkového kontextu problematiky °ízení me
han-i
ký
h systém·. Pro p°ípadné zájem
e o hlub²í studium této problematikym·ºe poslouºit jako vhodný startovní bod 
ita
e [32℄.P°ejd¥me nyní k popisu dynamiky systému, který bude odpovídat standard-nímu tvaru, jak jej známe z teorie °ízení. P°edpokládejme op¥t, a nadále,ºe kineti
ká energie má tvar K = q̇⊤D(q)q̇, kde D(q) je positivn¥ de�nitnísymetri
ká mati
e, které dále budeme °íkat mati
e setrva£nosti me
han-i
kého systému. Provedením p°íslu²ný
h opera
í na levé stran¥ Lagrangeovapopisu dostaneme

D(q)q̈ + C(q, q̇)q̇ +G(q) = u,

G(q) = ∂V
∂q
, D(q)q̈ + C(q, q̇)q̇ +G(q) = u,

G(q) = ∂V
∂q
, C(q, q̇)q̇ = d

dt [D(q)q̇]− ∂
∂q
[12 q̇

⊤D(q)q̇]⊤.

(2.3)
V tomto popisu dále nazýváme G(q) vektorem gravita£ní
h £len· a
C(q, q̇)mati
í Coriolisový
h o odst°edivý
h £len·, p°íp.C(q, q̇)q̇ nazvemeCoriolisovými a odst°edivými £leny. Jeji
h tvar je v (2.3) jen nazna£en,ni
mén¥, zjednodu²en¥ °e£eno, odst°edivým £lenem je ten, který obsahujedruhou mo
ninu n¥které zobe
n¥né ry
hlosti, zatím
o Coriolis·v £len ob-sahuje sou£in dvou r·zný
h zobe
n¥ný
h ry
hlostí, v²e
hny tyto £leny takéobe
n¥ závisí na zobe
n¥ný
h sou°adni
í
h. Gravita£ní £leny pak závisí jenna zobe
n¥né sou°adni
i.Od popisu (2.3), který je souborem n rovni
 druhého °ádu, pak p°ejdeme ke21



standardnímu stavovému popisu teorie °ízení zavedením 2n-dimensionálníhostavu
x = (x1, . . . , x2n)

⊤, x1 = q1, . . . , xn = qn, xn+1 = q̇1, . . . , x2n = q̇n (2.4)k popisu, pouºívanému v P°íloze A:




ẋ1...̇
xn



 =





xn+1,...
x2n,



 ,





ẋn+1...
ẋ2n



 = D(x1, . . . , xn)
−1 (2.5)

×



−C(x1, . . . , x2n)





xn+1...
x2n



−G(x1, . . . , xn) + u



 . (2.6)Záv¥rem této podkapitoly uvedeme postup, kterým je moºné snadno navrho-vat °ízení pln¥ aktuovaný
h systém·, 
oº bude zárove¬ motiva
í pro hlub²ístudium podaktuovaný
h systém· ve zbytku tohoto textu. Uvaºujme pln¥aktuovaný systém ve tvaru




ẋ1...̇
xn



 =





xn+1,...
x2n,



 ,





ẋn+1...
ẋ2n



 = D(x1, . . . , xn)
−1 (2.7)

×



−C(x1, . . . , x2n)





xn+1...
x2n



−G(x1, . . . , xn) +





u1...
un







 . (2.8)Snadno nahlédneme, ºe y = (x1, . . . , xn) je pomo
ným linearizují
ím výstu-pem, který má vektorový relativní stupe¬ (2, . . . , 2), viz P°íloha A. Systém(2.7) je tedy úpln¥ exaktn¥ linearizovatelný pomo
í zm¥ny sou°adni
 a zp¥tnévazby. Naví
, je z°ejmé, ºe zm¥na sou°adni
 je ve skute£nosti identitou, tj.stavové sou°adni
e není t°eba m¥nit a sta£í zp¥tná vazba, tj. jednozna£nézavedení nového vstupu v ve tvaru
v = D(x1, . . . , xn)

−1



−C(x)





xn+1...
x2n



−G(x1, . . . , xn) +





u1...
un







 , (2.9)která vede na exaktn¥ zlinearizovaný systém




ẋ1...̇
xn



 =





xn+1,...
x2n,



 ,





ẋn+1...
ẋ2n



 = v =





v1...
vn



 . (2.10)22



Exaktní lineariza
i je pak moºné pouºít k návrhu °ízení následovn¥. Ne
h´ jejakékoliv kýºené 
hování zobe
n¥ný
h sou°adni
 a ry
hlostí, a tedy i stavu
x, realizováno regulátorem v = v(x) v systému (2.10). Potom regulátor prop·vodní me
hani
ký systém ve tvaru
u(x) = D(q)v(x) + C(q, q̇)q̇ +G(q), x = (q1, . . . , qn, q̇1, . . . , q̇n)

⊤, (2.11)pro n¥j zajistí totéº kýºené 
hování. Vidíme, ºe tento postup je p°ijatelný i zvýpo£etního hlediska, nebo´ mati
i setrva£nosti není t°eba v·be
 invertovat.To je velmi d·leºité, pozd¥ji uvidíme, ºe i pro pom¥rn¥ jednodu
hé systémumívá tato mati
e sloºitý tvar. V roboti
e byl tento postup znám je²t¥ d°íve,neº v teorii °ízení exaktní zp¥tnovazebná lineariza
e, a proto má robotika pron¥j sv·j vlastní termín �
omputed torque�, nebo-li p°edvypo£tený moment. Vroboti
e, kde jsou zobe
n¥nými sou°adni
emi úhly a zobe
n¥nými silami jsoutedy momenty, má jasný fyzikální význam: p°edvypo£teme moment ak£ní
h£len·, který nám zajistí kýºenou dynamiku úhl· popisují
í
h stav roboti
kéhosystému.P°i prakti
ké realiza
i tohoto postupu pak zbývá p°ekonat dv¥ p°ekáºky.První je m¥°ení, £i odhadování stavu, zejména pak ry
hlostí. Druhou jsousatura
e ak£ní
h £len·. Oba problémy jsou spí²e realiza£ního rázu, a bohuºelse vymykají rozsahu tohoto seminá°e, zájem
e odkazujeme na seznam liter-atury k t¥mto materiál·m.2.2 P°íklady podaktuovaný
h systém· a jeji
h mode-lováníPodaktuované systémy jsou zpravidla klasi�kovány podle po£tu stup¬· vol-nosti a stupn¥ podaktuovanosti. P°ehled °ady z ni
h lze nalézt v monogra�i[19℄. Zde rozebereme podrobn¥ji dva typi
ké p°íklady pro podaktuovanou
h·zi: tzv. "A
robot", 
oº je me
hani
ký °et¥ze
 sloºený ze 2 £lánk· s dv¥maak£ními £leny a me
hani
ký °et¥ze
 sloºený ze 4 £lánk· s t°emi ak£ními £leny,který modeluje nohy s koleny a ky£lemi, ale bez 
hodidel. Oba systémy majístupe¬ podaktuovanosti rovný jedné.2.2.1 Model podaktuovaného °et¥z
e 2 £lánk·Pro 
h·zi je klí£ový tzv. A
robot na obr. 2.1, který sestává ze dvou £lánk·a má jeden ak£ní £len spojují
í tyto £lánky. Pokud je op°en jedním z £lánk·o podloºku, m·ºe poslouºit jako nejjednodu²²í p°íklad idealizované 
h·ze. Vtomto p°ípad¥ se mu v literatu°e £ast¥ji °íká � Compas Gait Walker�, my sep°idrºíme krat²ího termínu A
robot. 23



A
robot není jediným moºným °et¥z
em sloºeným ze dvou £lánk· s jednímak£ním £lenem. Druhou moºností je tzv. Pendubot, který je naopak p°ipojenak£ním £lenem k pevné a nehybné konstruk
i, je to vlastn¥ podaktuovanároboti
ká paºe, která má ak£ní £len v �rameni�, ale nikoliv v �lokti�. Uvidímepozd¥ji, ºe mezi ob¥ma systémy je zásadní rozdíl v jeji
h struktu°e.Model A
robota získáme pomo
í Lagrangeho metody, tj. sestrojíme Lagrangián
L(q, q̇) = K − V = 1

2 q̇
TD(q)q̇ − V (q), a s jeho pomo
í pak následují
í dy-nami
ké rovni
e
[

d
dt

∂L
∂q̇1

− ∂L
∂q1

d
dt

∂L
∂q̇2

− ∂L
∂q2

]

= u =

[

0
τ2

]

,které jsou nutnou podmínkou minimaliza
e Lagrangiánu podél systémovétrajektorie (tzv. prin
ip nejmen²í ak
e). Dal²í výpo£ty vedou na standardnírovni
e me
hani
kého systému
D(q)q̈ + C(q, q̇)q̇ +G(q) = u =

[

0
τ2

]

,kde D(q) je mati
e setrva£nosti, C(q, q̇)q̇ jsou Coriolisovy a odst°edivé síly,
G(q) jsou gravita£ní síly a u jsou vn¥j²í °ídí
í momenty. Pro krá£ejí
í robotyplatí d·leºitý prin
ip kineti
ké symetrie vzhledem ke q1, tj. D(q) ≡ D(q2),jinými slovy, kineti
ká energie nezávisí na q1. �asto je taková prom¥nná takéozna£ována jako 
ykli
ká.1Aby byl model úplný, je t°eba ur£it mati
i setrva£nosti, Coriolisovu mati
ia vektor gravita£ní
h sil. V tomto p°ípad¥ pro kon�gura
i na obr. 2.1 majítvar

D(q) =

[

2θ1 − 2θ2 + 2θ3 cos q2 θ1 − 2θ2 + θ3 cos q2
θ1 − 2θ2 + θ3 cos q2 θ1

]

, (2.12)
C(q, q̇) =

[

−2θ3 sin q2q̇2 −θ3 sin q2q̇2
θ3 sin q2q̇1 0

]

, (2.13)
G(q) =

[

−θ4 sin q1 − θ5 sin (q1 + q2)
−θ5 sin (q1 + q2)

]

, (2.14)kde jednotlivé parametry ur£íme z p°ipojený
h hmotností, délek £lánk· avlastní
h moment· setrva£nosti £lánk·. K tomu, s vyuºitítm popisu pomo
íLagrangeovy metody, sta£í správn¥ spo£ítat kineti
kou a poten
iální energii,1Tento termín, který je £asto pouºíván v literatu°e o °ízení, je mírn¥ nep°esný z pohledume
haniky [20℄, kde je de�nována jako 
ykli
ká ta zobe
n¥ná prom¥nná, na níº Lagrangiánv·be
 nezávisí, tj. ani poten
iální energie. V na²í terminologii závislost poten
iální energiena 
ykli
ké prom¥nné p°ipou²tíme, vyºadujeme jen nezávislost kineti
ké energie.24



Coriolisova mati
e je jiº pouhým po£etním d·sledkem kineti
ké energie. Vkon�gura
i na obr. 2.1 je to pom¥rn¥ snadné, poten
iální energie je tém¥°o£ividná a u kineti
ké energie je jedinou komplita
í spo£tení pohybu ²vi-hového £lánku vzhledem k iner
iální soustav¥ spojené se zemí. Úhel q2 ajeho úhlová ry
hlost jsou totiº de�novány relativn¥ vzhledem ke zbývají
ímu£lánku. Poté pouºijeme známou fyzikální pou£ku, ºe kineti
ká energie tuhéhot¥lesa je sou£tem kineti
ké energie 
elkové hmoty pohybují
í se ry
hlostí po-hybu t¥ºi²t¥ a rota£ní energie okolo t¥ºi²t¥. V konkrétní kon�gura
i na obr.2.1 takto dostaneme
θ1 = ml2 + I, θ2 = mlcl, θ3 = ml2, θ4 = mgl, θ5 = mgl. (2.15)Kon�gura
e na obr. 2.1 je v²ak p°íli² idealizovaná a je ve skute£nosti nereal-izovatelná. Ch
eme-li totiº reálný £lánek reprezentovat jako 
elkovou hmotu£lánkum umíst¥nou v jeho t¥ºi²ti a £lánek s momentem setrva£nosti I, t¥ºi²tenem·ºe být úpln¥ na kon
i. Obe
n¥j²í rozloºení hmot bude popsáno pozd¥ji,kde také uvidíme postup p°i ur£ování poten
iální a kineti
ké energie systému.Ni
mén¥, základní struktura modelu A
robota daná vztahy (2.12,2.13,2.14) jestejná pro jakékoliv rozloºení hmotností, které zm¥ní jen hodnoty parametr·

θ1 aº θ5 v (2.15).
x

y

q1

q2

τ2

m m

l l

Obrázek 2.1: A
robot.Model zmín¥ného systému Pendubot, který má oproti modelu A
robot pro-hozené aktuované a neaktuované úhly, má tém¥° úpln¥ stejný popis, jakoA
robot, a si
e
D(q)q̈ + C(q, q̇)q̇ +G(q) = u =

[

τ1
0

]

,tj. jediný rozdíl je v p·sobení ak£ního £lenu, v²e
hny prvky na levé stran¥rovni
 jsou de�novány úpln¥ stejn¥, pokud jsou v²e
hny prvky konstruk
e,25



jako rozloºení hmot, délky £lánk· apod., stejné. Toto vyplývá z
ela z°e-jmým zp·sobem z Lagrangeova p°ístupu, nebo´ kineti
ká a poten
iální en-ergie jsou v tomto p°ípad¥ de�novány stejn¥. D·leºitým rozdílem, který jeklí£ový pro návrh °ízení pomo
í exaktní lineariz
e, který uvedeme pozd¥ji, je,ºe u modelu A
robot je neaktuovanou zobe
n¥nou sou°adni
í práv¥ 
ykli
kásou°adni
e, na které nezávisí kineti
ká energie. U modelu Pendubot tomu tako£ividn¥ není. V p°ípad¥ modelu A
robot díky tomu platí, ºe zobe
n¥ná hyb-nost σ1 m·ºe poslouºit, jako virtuální výstup s relativním stupn¥m rovnýmt°em a A
robot má tedy exaktní zp¥tnovazebnou lineariza
i o dimenzi rovnét°em. Tuto vlastnost lze formulovat také následovn¥, pokud má A
robot p°ikrá£ivém pohybu jednu nohu ve vzdu
hu, existuje zobe
n¥ný moment, kterýnení ovlivn¥n p°ímo ak£ním £lenem, ale pouze gravita£ním p·sobením naA
robot.P°esn¥ji, m·ºeme p°ejít k Hamiltonovskému popisu A
robota, konkrétn¥:
H(q, σ) = V (q) +

1

2
σ⊤D(q)−1σ, D(q) = D(q2) =

[

d11(q2) d12(q2)

d12(q2) d22(q2)

]

σ = (σ1, σ2)
⊤ = (Lq1,Lq2)

⊤ = D(q)(q̇1, q̇2), q = (q1, q2)
⊤,

q̇1 =
∂H(q, σ)

∂σ1
=

d22(q2)σ1 − d12(q2)σ2
d11(q2)d22(q2)− d12(q2)2

q̇2 =
∂H(q, σ)

∂σ2
=

d11(q2)σ1 − d12(q2)σ2
d11(q2)d22(q2)− d12(q2)2

σ̇1 = −
∂H(q, σ)

∂q1

σ̇2 = −
∂H(q, σ)

∂q2
+ τ2.Odvodili jsme tedy Hamiltonovský popis dynamiky modelu A
robot:

q̇1 =
d22(q2)σ1 − d12(q2)σ2

d11(q2)d22(q2)− d12(q2)2
(2.16)

q̇2 =
d11(q2)σ1 − d12(q2)σ2

d11(q2)d22(q2)− d12(q2)2
(2.17)

σ̇1 = −G1(q) (2.18)
σ̇2 = −G2(q) +

1

2
σ⊤∂D(q2)

−1

∂q2
σ + τ2. (2.19)Rovni
e (2.16,2.17) nenesou konkrétní informa
i o daném modelu, nebo´ jsoujen formálním d·sledkem de�ni
e zobe
n¥ný
h hybností. Rovni
e (2.18) pakukazuje, ºe zobe
n¥ná hybnost σ1 má relativní stupe¬ (viz P°íloha A) rovent°em, nebo´ její první deriva
e je závislá pouze na úhle
h, je tedy moºné ji26



dále nejmén¥ dvakrát derivovat podle £asu, neº se objeví expli
itní závislostna £ase.Hamiltonovský popis pak lze v p°ípad¥ modelu A
robot doplnit je²t¥ zave-dením dal²í
h dvou sou°adni
 p1(q), p2(q), místo zobe
n¥ný
h sou°adni
:
p1(q) = q1 +

∫ q2

0

d12(s)d
−1
11 (s)ds (2.20)

p2(q) = q1 +

∫ q2

0

d22(s)d
−1
12 (s)ds. (2.21)Platí

∂p

∂q
=

[

1 d12d
−1
11

1 d22d
−1
12

]

, det

[

∂p

∂q

]

= d22d
−1
12 − d12d

−1
11 = (2.22)

d12d11detD(q) 6= 0 ⇔ d12(q2) 6= 0 ∧ d11(q2) 6= 0. (2.23)Pokud platí pro n¥kterou oblast kon�gura
í úhl· A
robota (2.23), je moºnéna 
elé této oblasti p°ejít k novým sou°adni
ím, tj. impli
itn¥ je jednozna£n¥de�nován i inverzní vztah q(p) a dostaneme následují
í popis modelu A
robot
ṗ1 = d−1

11 (q2)σ1 (2.24)
ṗ2 = d−1

12 (q2)σ2 (2.25)
σ̇1 = −G1(q) (2.26)
σ̇2 = −G2(q) +

1

2
σ⊤∂D(q2)

−1

∂q2
σ + τ2, (2.27)kde za q v²ude dosadíme ze zmín¥ného inverzního vztahu q = q(p). Popis(2.24-2.27) jiº není Hamiltonovský, p je si
e moºné povaºovat za ur£ité zobe
-n¥né sou°adni
e, ale zobe
n¥né hybnosti σ jim neodpovídají. Ni
mén¥, popis(2.24-2.27), p°ípadn¥ jeho £ásti, budou dále vyuºívány.Ve²keré odvození vztah· (2.16-2.19) a (2.20-2.27) m·ºeme snadno p°enésti na p°ípad modelu Pendubot, pro který tak dostaneme Hamiltonovskýpopis dynamiky modelu Pendubot:

q̇1 =
d22(q2)σ1 − d12(q2)σ2

d11(q2)d22(q2)− d12(q2)2
(2.28)

q̇2 =
d11(q2)σ1 − d12(q2)σ2

d11(q2)d22(q2)− d12(q2)2
(2.29)

σ̇1 = −G1(q) + τ1 (2.30)
σ̇2 = −G2(q) +

1

2
σ⊤∂D(q2)

−1

∂q2
σ. (2.31)Zde jiº nem·ºeme najít funk
i stavový
h sou°adni
 (virtuální výstup), kterýby m¥l relativní stupe¬ roven t°em. I pro model Pendubot je moºné odvodit27



obe
n¥j²í popis pomo
í stejný
h sou°adni
 p1(q), p2(q), jako pro A
robot
ṗ1 = d−1

11 (q2)σ1 (2.32)
ṗ2 = d−1

12 (q2)σ2 (2.33)
σ̇1 = −G1(q) + τ1 (2.34)
σ̇2 = −G2(q) +

1

2
σ⊤∂D(q2)

−1

∂q2
σ. (2.35)2.2.2 Model podaktuovaného °et¥z
e 4 £lánk·Tento model, který budeme nadále stru£n¥ a zjednodu²en¥ nazývat jako "4-link", je jiº o n¥
o sloºit¥j²í a realisti£t¥j²í variantou krá£ejí
ího me
hanismu,neº byl A
robot. Jedná se v podstat¥ o rovinný model nohou s nezávisle ovlá-danými ky£lemi a koleny, bez kotník· a 
hodidel. Jeho základní s
héma bezkonkrétního rozloºení hmotností je nazna£eno na obr. 2.2. Op¥t se jedná o sys-tém se stupn¥m podaktuovanosti rovným jedné, neaktuovanou zobe
n¥nousou°adni
í je op¥t úhel v op¥ném bod¥ na podloº
e. Pokud se 4-link na
hází

x

y

q1

q2

−q3

q4

τ2

τ3

τ4

Obrázek 2.2: Krá£ejí
í me
hanismus typu 4-link.v kon�gura
i kvalitativn¥ podobné té na obr. 2.2, tj. s jednou �nohou� ve vz-du
hu, jeho dynamiku popí²eme podobn¥, jako pro systém A
robot, pomo
íLagrangeový
h rovni







d
dt

∂L
∂q̇1

− ∂L
∂q1...

d
dt

∂L
∂q̇4

− ∂L
∂q4






= u =









0

τ2
τ3
τ4









, (2.36)kde u je op¥t vektorem zobe
n¥ný
h sil, kterými jsou op¥t momenty jed-notlivý
h ak£ní
h £len·. Zobe
n¥nými sou°adni
emi jsou totiº op¥t úhly, je-28



ji
hº p°esná de�ni
e je z°ejmá z obr. 2.2. Lagrangeovy rovni
e (2.36) vedoupomo
í standardní
h výpo£t· k popisu
D(q2, q3, q4)q̈ + C(q, q̇)q̇ +G(q) = u, (2.37)kde D(q2, q3, q4) je mati
e setrva£nosti, q1 je op¥t 
ykli
kou sou°adni
í aop¥t platí prin
ip kineti
ké symetrie vzhledem ke q1. V p°ípad¥ 4-linku toale nezjednodu²í systém do té míry, jako pro A
robot, nebo´ zobe
n¥ný
hsou°adni
 je ví
e. Dále, C(q, q̇) je mati
í Coriolisový
h a odst°edivý
h sil,

G(q) je vektorem gravita£ní
h sil u je stejný jako pro (2.36), tj. je to vektorvn¥j²í
h zobe
n¥ný
h sil, nap°. ak£ní
h zásah· pohon· vyvíjejí
í
h pot°ebnémomenty ve spojejní
h £lánk·. P°esn¥ji, pro pot°ebu pozd¥j²í
h výpo£t·m·ºeme D(q), C(q, q̇), G(q) podrobn¥ji rozepsat jako
D(q)=









d11 d12 d13 d14
d21 d22 d23 d24
d31 d32 d33 d34
d41 d42 d43 d44









, C(q, q̇)=









C1

C2

C3

C4









, G(q)=









G1

G2

G3

G4









, (2.38)kde Cx jsou °ádky (4×4)mati
eC(q, q̇) a Gx jsou skalární prvky sloup
ovéhovektoru G(q). Jednotlivé prvky mají jiº pom¥rn¥ sloºitý zápis, nap°.:
d11 = (I1 + I2 + I3 + I4 + l21m2 + l21m3 + l21m4 + l22m3 + l22m4 + l23m4 + l2c1m1+

l2c2m2 + l2c3m3 + l2c4m4 − 2l1l3m4 cos(q2 + q3)− 2l1lc3m3 cos(q2 + q3)−
2l2lc4m4 cos(q2 + q4) + 2l1l2m3 sin(q3) + 2l1l2m4 sin(q3) + 2l2l3m4 sin(q2)+
2l1lc2m2 sin(q3) + 2l2lc3m3 sin(q2) + 2l3lc4m4 sin(q4)− 2l1lc4m4 sin(q2 + q3 + q4))

d12 = (I3 + I4 + l23m4 + l2c3m3 + l2c4m4 − l1l3m4 cos(q2 + q3)− l1lc3m3 cos(q2 + q3)−
l2lc4m4 cos(q2 + q4) + l2l3m4 sin(q2) + l2lc3m3 sin(q2) + 2l3lc4m4 sin(q4)
−l1lc4m4 sin(q2 + q3 + q4))

d13 = (I2 + I3 + I4 + l22m3 + l22m4 + l23m4 + l2c2m2 + l2c3m3 + l2c4m4−
l1l3m4 cos(q2 + q3)− l1lc3m3 cos(q2 + q3)− 2l2lc4m4 cos(q2 + q4)+
l1l2m3 sin(q3) + l1l2m4 sin(q3) + 2l2l3m4 sin(q2) + l1lc2m2 sin(q3)+
2l2lc3m3 sin(q2) + 2l3lc4m4 sin(q4)− l1lc4m4 sin(q2 + q3 + q4))

d14 = (I4 + l2c4m4 − l2lc4m4 cos(q2 + q4) + l3lc4m4 sin(q4)− l1lc4m4 sin(q2 + q3 + q4))

d22 = (m4l
2
3 + 2m4 sin(q4)l3lc4 +m3l

2
c3 +m4l

2
c4 + I3 + I4)

d23 = (m4l
2
3 + 2m4 sin(q4)l3lc4 + l2m4 sin(q2)l3 +m3l

2
c3 + l2m3 sin(q2)lc3+

m4l
2
c4 − l2m4 cos(q2 + q4)lc4 + I3 + I4)

d24 = (m4l
2
c4 + l3m4 sin(q4)lc4 + I4)

d33 = (I2 + I3 + I4 + l22m3 + l22m4 + l23m4 + l2c2m2 + l2c3m3 + l2c4m4−
2l2lc4m4 cos(q2 + q4) + 2l2l3m4 sin(q2) + 2l2lc3m3 sin(q2) + 2l3lc4m4 sin(q4))

d34 = (I4 + l2c4m4 − l2lc4m4 cos(q2 + q4) + l3lc4m4 sin(q4))

d44 = (m4l
2
c4 + I4)

G1 = −glc4m4 sin(q1 + q2 + q3 + q4)− gl2m3 sin(q1 + q3)− gl2m4 sin(q1 + q3)−
glc2m2 sin(q1 + q3)− gl1m2 sin(q1)− gl1m3 sin(q1)− gl1m4 sin(q1)−
glc1m1 sin(q1)− gl3m4 sin(q1 + q2 + q3)− glc3m3 sin(q1 + q2 + q3)

G2 = −glc4m4 sin(q1 + q2 + q3 + q4)− gl3m4 sin(q1 + q2 + q3)− glc3m3 sin(q1 + q2 + q3)

G3 = −glc4m4 sin(q1 + q2 + q3 + q4)− gl2m3 sin(q1 + q3)− gl2m4 sin(q1 + q3)−
glc2m2 sin(q1 + q3)− gl3m4 sin(q1 + q2 + q3)− glc3m3 sin(q1 + q2 + q3)

G4 = −glc4m4 sin(q1 + q2 + q3 + q4).

(2.39)
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Zde z prostorový
h d·vod· neuvádíme tvar prvk· Coriolisovy mati
e, nebo´je lze dopo£ítat z mati
e setrva£nosti. K tomu sta£í si uv¥domit, ºe v La-grangeový
h rovni
í
h (2.36) vznikají Coriolisovy a odst°edivé £leny v (2.37)jednak derivováním kineti
ké energie podle zobe
n¥ný
h sou°adni
, a jed-nak derivováním zobe
n¥ný
h moment· podle zobe
n¥ný
h sou°adni
. Cori-olisovy a odst°edivé £leny tedy závisí kvadrati
ky na zobe
n¥ný
h ry
hloste
hnásobený
h r·znými deriva
emi prvk· mati
e setrva£nosti podle zobe
n¥ný
hsou°adni
.Tvar (2.39) odpovídá 4-linku s délkami £lánk· l1, l2, l3, l4, na ni
hº jsou umíst¥nypo °ad¥ hmoty m1, m2, m4, m3 v t¥ºi²tí
h £lánk·, které jsou ve vzdálenos-te
h lc1, lc2, lc3, lc4 od kraje £lánk·, a tyto £lánky mají vlastní momenty setr-va£nosti I1, I2, I3, I4 vzhledem ke svým t¥ºi²tím. Jedná se tedy o pom¥rn¥obe
né rozloºení hmotností, na které je naví
 moºné p°epo£ítat tém¥° jakéko-liv rozloºení hmotností. Nap°., pokud mají £lánky ur£itou hmotu a jsou ho-mogenní, spo£ítáme t¥ºi²t¥ 
elkového systému £lánek plus hmota na n¥m, aumístíme do tohoto t¥ºi²t¥ sou£et hmoty £lánku a na n¥m p°ipojené hmoty.Potom vzhledem k tomuto bodu t¥ºi²t¥ spo£teme 
elkový moment setr-va£nosti £lánku s hmotou na n¥m. Ten spo£teme jako sou£et momentu setr-va£nosti hmotného bodu (p°ipojené hmoty) v·£i 
elkovému t¥ºi²ti plus mo-ment setrva£nosti homogenního £lánku v·£i 
elkovému t¥ºi²ti soustavy £lánekplus p°ipojená hmota. Poloha tohoto t¥ºi²t¥ nebude samoz°ejm¥ ve st°edu£lánku, takºe musíme pouºít obe
n¥j²í variantu fyzikální pou£ky o momentusetrva£nosti nekone£n¥ tenké homogenní ty£e, p°ípadn¥ známou Steinerovuv¥tu.Záv¥rem této kapitoly si pov²imn¥me, ºe podobn¥, jako pro systém A
robot,je moºné odvodit Hamiltonovský popis 4-linku, zejména pak platí rovni
e
σ̇1 = −G1(q1, q2, q3, q4), (2.40)tj. 4-link má také virtuální výstup s relativním stupn¥m rovným t°em.
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Kapitola 3 Krá£ejí
í roboti
3.1 Základní rozd¥lení krá£ejí
í
h robot· podle typu
h·ze.V problemati
e roboti
ké 
h·ze [34, 12, 24, 13℄ rozli²ujeme stati
kou a dy-nami
kou 
h·zi, stati
ká je vºdy pln¥ aktuovaná, dynami
ká m·ºe být jakpln¥ aktuovaná, tak i podaktuovaná. P°i stati
ké 
h·zi se t¥ºi²t¥ neustálena
hází ve stabilní poloze, zjednodu²en¥ °e£eno, robot nem·ºe ani p°i vý-padku °ízení upadnout, na rozdíl od dynami
ké 
h·ze, která je zpravidlasloºit¥j²í verzí nestabilního pohybu inverzního kyvadla. P°i pln¥ aktuované
h·zi je nutné neustále ov¥°ovat tzv. �zero moment point� (ZMP) [33℄, aby ne-do²lo ke ztrát¥ plo²ného kontaktu 
hodidla s povr
hem, p°i£emº ZMP nesmíbýt mimo 
hodidlo, a tedy, £ím men²í 
hodidlo, tím obtíºn¥j²í je toho dosáh-nout. Podaktuovaná 
h·ze je vlastn¥ mezním p°ípadem zanedbateln¥ malého
hodidla, v bodovém míst¥ dotyku je pohyb neaktuovaný. Reálnou 
h·zi jepak moºné povaºovat za kombina
i pln¥ aktuované a podaktuované fáze -
hodidlo 
elou plo
hou na zemi se st°ídá s p°ípadn¥ 
hodidlem na ²pi£
e, £ihran¥ 
hodidla. Podaktuovaná 
h·ze je realisti£t¥j²í a ekonomi£t¥j²í, av²akobtíºn¥j²í z pohledu metod teorie °ízení. Teoreti
ky p°esn¥ji de�nováno, po-daktuovaný me
hani
ký systém má mén¥ ak£ní
h £len·, neº stup¬· volnostia podaktuovaný krá£ejí
í robot je pak spe
i�
kým druhem podaktuovanéhome
hani
kého systému, je °et¥z
em n £lánk·, mezi nimi je vºdy pohon, jedinýnepohán¥ný úhlel je úhel mezi zemí a op¥rnou nohou.3.2 Krá£ejí
í robot jako hybridní systém. �vihová fázea dopadová fáze.Klí£ovým problémem krá£ejí
í robotiky je kontakt s povr
hem, a´ uº je tozmín¥ný problém ZMP, £i tzv. dopadového (nárazového) zobrazení (�impa
tmap�) [23℄ p°i st°ídání nohou. Matemati
ký popis modelu krá£ejí
í
ho rob-ota je hybridním dynami
kým systémem, který sestává s fáze ve spojitém£ase (oby£ejná diferen
iální rovni
e, fáze na jedné noze) a impulsivní fáze,
oº skoková zm¥na ry
hlostí p°i dopadu na ob¥ nohy. Tato impulsivní fázeje popsána tzv. nárazovým zobrazením, z pohledu teorie °ízení je nárazové



zobrazení jednorázovou aplika
í ur£itého systému v diskrétním £ase, nebo´ke kaºdým zobe
n¥ným sou°adni
ím a zobe
n¥ným ry
hlostem �t¥sn¥� p°ednárazem jednozna£n¥ ur£uje jeji
h hodnoty �t¥sn¥� po nárazu.P°i jeho modelování, které podrobn¥ji nazna£íme pozd¥ji, se p°edpokládá, ºezobe
n¥né sou°adni
e se nezm¥ní, tj. z·stanou spojité i b¥hem nárazu, za-tím
o ry
hlosti prod¥lají kone£n¥ velký náhlý skok. Ukáºeme si, ºe ry
hlostipo nárazu budou násobkem ry
hlostí p°ed nárazem a ur£ité mati
e - tzv. mat-i
e nárazového zobrazení. Prvky této mati
e pak nelineárn¥ závisí na úhle
h,p°i který
h k nárazu dojde, 
oº je i intuitivn¥ po
hopitelné. Odvození mod-elu impaktového zobrazení, v£etn¥ identi�ka
e jeho parametr·, vy
hází dález p°edpoklad·, ºe se b¥hem nárazu za
hová 
elková energie i 
elková hybnostme
hani
kého systému. Toto je, mimo jiné, d·sledkem p°edpokladu, ºe ve²k-eré síly b¥hem nárazu p·sobí po zanedbateln¥ krátkou dobu, ale p°itom hod-noty vn¥j²í
h sil jsou kone£né. Proto nemohou zp·sobit ani zm¥nu 
elkovéhybnosti (ta musí být rovna nekone£n¥ krátkému impulsu kone£né síly), apodobn¥ nemohou zm¥nit ani 
elkovou energii, nebo´ p·sobí po nekone£n¥malé dráze, a tudíº konají nulovou prá
i. Vnit°ní síly, ni
mén¥, jsou impul-sivní, tj. nekone£n¥ velké b¥hem nekone£n¥ krátké doby, aby mohly zm¥nitskokov¥ ry
hlosti. Protoºe jsou v²ak vnit°ními silami vzhledem k soustav¥,ve které po£ítáme energii a hybnost, nemohou tyto veli£iny zm¥nit.Jedním z nejobtíºn¥j²í
h aspekt· °ízení krá£ejí
í
h robot· je pak studium hy-bridní stability, p°ípadn¥ exponen
iálního sledování zadané trajektorie 
h·zev takto popsaném hybridním systému. P°itom sám návrh vhodné trajektoriekrá£ení je nesnadný, je t°eba aby se jednalo o 
ykli
kou trajektorii hybrid-ního systému, kdy na kon
i kaºdého kroku (tj. spojité fáze), dojde nára-zovým zobrazením k p°evedení stavu do téhoº stavu, jako na po£átku kroku.Samotné exponen
iáln¥ stabilní sledování takové trajektorie je dal²ím prob-lémem, který je °e²en °adou te
hnik, nap°. vyuºitím Poin
arého zobrazení.Problematiku °ízení model· krá£ejí
í
h robot· zmíníme v poslední kapitolet¥
hto materiál·.Ve zbytku zbytku této kapitoly podrobn¥ji popí²eme na p°íkladu modelu A
-robot problematiku modelování krá£ejí
í
h robot·, ur£ování parametr· jehomodelu, v£etn¥ hybridní
h aspekt· a dopadové fáze, tj. odvození dopadového(nárazového) zobrazení.3.3 A
robot: obe
n¥j²í rozloºení hmotnostíUvaºujme p°ípad kon�gura
e a rozloºení hmotností na obr. 3.1. P°ipome¬mesi, ºe zobe
n¥nými sou°adni
emi jsou úhly q1, q2 de�nované na obr. 3.1. P°e-32



jdeme k modelování ²vihové fáze na jedné noze. P°edpokládáme, ºe nedojdeke ztrát¥ kontaktu se zemí, ani ke klouzání, tj. opora z·stává neustále v bod¥
q3 = q4 = 0 a tedy také q̇3 = q̇4 = 0. Systém je tedy de�nován jen úhly q1a q2, má tedy jen dva stupn¥ volnosti, stále je zde ale jen jeden °ídí
í vstup,kterým je moment τ2 vytvá°ený stejnosm¥rným motorem. Proto je A
robot,jak bylo jiº d°íve vysv¥tleno, podaktuovaným systémem se stupn¥m podak-tuovanosti rovným jedné a neaktuovaným úhlem je q1. Stavový vektor je vtomto p°ípad¥ dán x jako the

x = (q1, q2, q̇1, q̇2)
T , q = (q1, q2)

T ,

q̇ = (q̇1, q̇2)
T , u = (0, τ)T , y = (q1, q̇1, q2) .Op¥t vyuºijeme Lagrangeova p°ístupu. Kartézské sou°adni
e hmotného st°edu

Obrázek 3.1: A
robotjsou
x1 = lc1 sin (q1), y1 = lc1 cos (q1)

x2 = l1 sin (q1) + lc2 sin (q1 + q2), y2 = l1 cos (q1) + lc2 cos (q1 + q2)a kineti
ké a poten
iální energie jednotlivý
h £lánk· T1, T2 a V1, V2 jsou
T1 =

1

2
m1

(

d2X1

dt2
+
d2Y1
dt2

)

=
1

2

(

m1l
2
c1
+ I1

)

q̇21

T2 =
1

2
m2

(

d2X2

dt2
+
d2Y2
dt2

)

=
1

2

(

m2

(

l21 + l2c2 + 2l1lc2 cos (q2)
)

+

+ I2

)

q̇21 +
1

2

(

m2l
2
c2
+ I2

)

q̇22 + 2
(

m2l
2
c2
+ I2 +m2l1lc2 cos (q2)

)

q̇1q̇2

V1 = m1g (lc1 cos (q1)) , V2 = m2g(l1 cos (q1) + lc2 cos (q1 + q2)).33



Zavedeme-li následují
í zna£ení
θ1 = m1l

2
c1 + I1 +m2l

2
1, θ2 = m2l

2
c2 + I2, (3.1)

θ3 = m2l1lc2, θ4 = m1lc1 +m2l1, θ5 = m2lc2, (3.2)Lagrangián m·ºe být zapsán jako
L(q, q̇) = T − V =

1

2
(θ1 + θ2 + 2θ3 cos (q2)) q̇

2
1 + (θ2 + θ3 cos (q2)) q̇1q̇2+

+
1

2
θ2q̇

2
2 − θ4g cos (q1)− θ5g cos (q1 + q2)a výsledné pohybové rovni
e systému A
robot jsou tedy

D(q)q̈ +C(q, q̇)q̇ +G(q) = [0, τ1]
T (3.3)kde mati
e D, C and G budou mít tvar

D =

[

θ1 + θ2 + 2θ3 cos (q2); θ2 + θ3 cos (q2)
θ2 + θ3 cos (q2); θ2

]

, (3.4)
C =

[

−2θ3 sin (q2)q̇2; −θ3 sin (q2)q̇2
θ3 sin (q2)q̇1; 0

]

, (3.5)
G =

[

−θ4g sin (q1)− θ5g sin (q1 + q2)

−θ5g sin (q1 + q2)

]

. (3.6)P°ipome¬me si, ºe
θ1 = m(l2c + l2) + I, θ2 = mlcl, θ3 = ml(l − lc),

θ4 = mg(l + lc), θ5 = mg(l − lc).
(3.7)Splnili jsme tedy 
íl ze za£átku této podkapitoly a ur£ili parametry modeluA
robot s obe
n¥j²ím rozloºením hmotností.3.4 A
robot: odvození dopadového zobrazeníNejprve pro pot°ebu pozd¥j²ího odvození dopadového (nárazového) zobrazeníuvaºujme obe
n¥j²í situa
i tzv. neukotveného A
robota, a si
e, ºe A
robot jev obe
né poloze, kdy kone
 jeho levé nohy je v ur£itém bod¥ s kartézskýmisou°adni
emi z1, z2, vzhledem k po£átku zvolené kartézské soustavy sou°ad-ni
 xy. V takovéto obe
né poloze má A
robot 4 stupn¥ volnosti a je popsánzobe
n¥nými sou°adni
emi qe = [q1, q2, z1, z2]. Spolu s vektorem zobe
-n¥ný
h ry
hlostí q̇e = [q̇1, q̇2, ż1, ż2] m·ºeme sestavit následují
í roz²í°enývektor stavový
h sou°adni
 xe = [qe, q̇e].34



Obrázek 3.2: Neukotvený A
robot.K odvození pohybový
h rovni
 v tomto obe
n¥j²ím p°ípad¥ rovn¥º pouºijemeLagrange·v p°ístup. Kartézské sou°adni
e hmotného st°edu jsou
x1 = lc1 sin (q1) + z1

y1 = lc1 cos (q1) + z2

x2 = l1 sin (q1) + lc2 sin (q1 + q2) + z1

y2 = l1 cos (q1) + lc2 cos (q1 + q2) + z2,a proto kineti
ké a poten
iální energie jednotlivý
h £lánk· jsou T1, T2 a
V1, V2, kde

T1 =
1

2
m1

(

d2X1

dt2
+
d2Y1
dt2

)

=
1

2
m1

(

l2c1 q̇
2
1 + 2lc1 cos (q1)q̇1ż1 +

− 2lc1 sin (q1)q̇1ż2 + ż1 + ż2

)

+
1

2
I1q̇

2
1

T2 =
1

2
m2

(

d2X2

dt2
+
d2Y2
dt2

)

=
1

2

(

m2

(

l21 + l2c2 + 2l1lc2 cos (q2)
)

q̇21 +

+ I2q̇
2
1 +

(

m2l
2
c2
+ I2

)

q̇22 +m2ż1 +m2ż2

)

+
(

m2l
2
c2
+ I2 +

+m2l1lc2 cos (q2)
)

q̇1q̇2 +m2(lc2 cos (q1 + q2) +

+ l1 cos (q1))q̇1ż1 −m2(l1 sin (q1) + lc2 sin (q1 + q2))q̇1ż2 +

+m2lc2 cos (q1 + q2)q̇2ż1 −m2lc2 sin (q1 + q2)q̇2ż2

V1 = m1g (lc1 cos (q1) + z2) , V2 = m2g(l1 cos (q1) + lc2 cos (q1 + q2) + z2).35



Celková kineti
ká energie je tedy T = T1+T2, zatím
o 
elková poten
iální en-ergie je V = V1+V2, a pomo
í Lagrangiánu L(q, q̇) = T−V tedy dostanemepohybové rovni
e
De(qe)q̈e +Ce(qe, q̇e)q̇e +Ge(qe) = [0, τ, 0, 0]T (3.8)Jako i d°íve, mati
e De obsahuje setrva£né £leny, mati
e Ce ur£uje setrva£néa Coriolisovy £leny a mati
e Ge obsahuje gravita£ní £leny. P°esn¥ji, prvkymati
 De, a vektoru Ce and Ge mají následují
í tvar:

D11

e
= m1l

2

c1
+m2

(

l1 + l2
1

)

+ I1 + I2 + 2m2l1lc2 cos (q2), D
12

e
= m2lc2 (lc2 + l1 cos (q2)) + I2

D13

e
= m1lc1 cos (q1) +m2l1 cos (q1) +m2lc2 cos (q1 + q2)

D14

e
= −m1lc1 sin (q1)−m2lc2 sin (q1 + q2)−m2l1 sin (q1)

D21

e
= m2lc2 (lc2 + l1 cos (q2)) + I2, D

22 = m2l
2

c2
+ I2,

D23

e
= m2lc2 cos (q1 + q2), D

24 = −m2lc2 sin (q1 + q2)

D31

e
= m2 (l1 cos (q1) + lc2 cos (q1 + q2)) +m1lc1 cos (q1)

D32

e
= m2lc2 cos (q1 + q2), D

33 = m1 +m2, D
34 = 0

D41

e
= −m1lc1 sin (q1)−m2 (l1 sin (q1) + lc2 sin (q1 + q2))

D42

e
= −m2lc2 sin (q1 + q2), D

43 = 0, D44 = (m1 +m2)

C11

e
= −2m2l1lc2 sin (q2)q̇2, C

12 = −m2l1lc2 sin (q2)q̇2, C
13 = 0,

C14

e
= 0, C21 = m2l1lc2 sin (q2)q̇1, C

22 = 0, C23 = 0, C24 = 0

C31

e
= (−m1lc1 sin (q1)−m2lc2 sin (q1 + q2)−m2l1 sin (q1))q̇1 + − 2m2lc2 sin q1 + q2q̇2

C32

e
= −m2lc2 sin (q1 + q2)q̇2, C

33 = 0, C34 = 0

C41

e
= (−m1lc1 cos (q1)−m2lc2 cos (q1 + q2)−m2l1 cos (q1))q̇1 − 2m2lc2 cos q1 + q2q̇2

C42

e
= −m2lc2 cos (q1 + q2)q̇2, C

43 = 0, C44 = 0,

G1

e
= −m1glc1 sin (q1)−m2gl1 sin (q1)−m2glc2 sin (q1 + q2)

G2

e
= −m2glc2 sin (q1 + q2), G

3

e
= 0, G4

e
= m1g +m2g.P°ejdeme nyní k odvození dopadového (nárazového zobrazení). V literatu°eje moºné setkat se s nejr·zn¥j²ími p°edpoklady a postupy p°i odvozovánítvaru nárazového zobrazení [7℄, [8℄, [23℄ a [26℄. V t¥
hto materiále
h vyjdemeze stejný
h p°edpoklad· jako v [23℄.Pohyb analyzujeme pro p°ípad, kdy kontakt ²vihové nohy s podloºkou prob¥hnebez jejího odrazu a proklouznutí, p°i£emº dosavadní podp·rná noha se okaºit¥p°irozeným zp·sobem zvedne do vzdu
hu [26℄. P°esn¥ji °e£eno, základní vý-
hodiska v [26℄ jsou1. náraz (impakt) prob¥hne b¥hem zanedbateln¥ krátké doby,2. vnit°ní síly (tj. síly interak
í £ástí robota mezi sebou, jinými slovy, reak
ena omezení) mohou být impulsivní,3. impulsivní síly mohou zp·sobit okamºitou skokovou zm¥nu ry
hlostí, za-tím
o polohy z·stávají spojitými funk
emi £asu,36



4. momenty ak£ní
h £len· nejsou impulsivní.Na základ¥ t¥
hto p°edpoklad· uvaºujme d°íve odvozený roz²í°ený modelsystému A
robot
De(qe)q̈e +Ce(qe, q̇e)q̇e +Ge(qe) = Bτ + δF ext, (3.9)který je moºné integrovat b¥hem krátké doby p°ed a po impaktu, [26℄, adostaneme

De(qe)
(

q̇+
e − q̇−

e

)

= F ext, (3.10)kde F ext =
∫ t+

t−
δF ext(τ)dτ je integrálem kontaktního impulsu p°es £asovýúsek trvání impaktu, q̇−

e je ry
hlost t¥sn¥ p°ed impaktem a q̇+
e je ry
hlostt¥sn¥ po impaktu. Polohové sou°adni
e se nem¥ní a proto q+

e = q−
e .K ur£ení hodnot q+

e a F ext jsou zapot°ebí dodate£né rovni
e popisují
í
hkontaktní síly v bode
h dotyku robota s podloºkou. Prvním takovým bodemje bod dotyku podp·rné nohy s povr
hem. V d·sledku p°edpokladu, ºe setato noha okamºit¥ odlepí od zem¥ bez dal²í interak
e s ní, platí, ºe na tutonohu p·sobí nulové vnit°ní implusivní síly. Proto se bude vektor F ext skládatpouze ze sil p·sobí
í
h na kon
i ²vihové nohy [23℄. Polohu kon
ového bodu²vihové nohy budeme zna£it jako Υ, kde
Υ =

[

z1 + l1 sin (q1) + l2 sin (q1 + q2)
z2 + l1 cos (q1) + l2 cos (q1 + q2)

] (3.11)a dále si pov²imn¥me. ºe
F ext = −E

T

[

FT

FN

]

, (3.12)kde FT , FN zna£í po °ad¥ te£né a normálové sloºky sil, p·sobí
í
h na kone
²vihové nohy, p°i£emº E de�nujeme jako
E =

∂Υ

∂qe
=

=

[

l1 cos (q1) + l2 cos (q1 + q2), l2 cos (q1 + q2), 1, 0
−l1 sin (q1)− l2 sin (q1 + q2), −l2 sin (q1 + q2), 0, 1

]

. (3.13)Soustava rovni
e (3.10) obsahuje tedy 6 neznámý
h, q̇+
e a FT , FN , vektor q̇−

eje dán, nebo´ je vektorem stavu t¥sn¥ p°ed impaktem q̇−
e = [q̇−1 , q̇

−
2 , ż

−
1 , ż

−
2 ],dále ż1 = 0, ż2 = 0, nebo´ podp·rná noha se b¥hem ²vihové fáze z·stáváop°ena v témºe bod¥. Dodate£ná sada dvou rovni
 plyne z p°edpokladu, ºe²vihová noha p°i impaktu se ani neodrazí, ani neproklouzne, tj. (d/dt)Υ(qe) =

∂Υ
∂qe

q̇e = 0, a tedy platí
Eq̇+

e = 0. (3.14)37



Proto je tedy soustava rovni

[

De ET

E 0

] [

q̇+
e

F

]

=

[

Deq̇
−
e

0

] (3.15)lineární vzhledem ke zmi¬ovaným ²esti neznámým, zde F = (FT , FN)
⊤.�e²itelnost (3.15) vyºaduje invertovatelnost mati
e na její levé stran¥, 
oºje zaru£eno tím, ºe mati
e De je positivn¥ de�nitní a mati
e E má plnouhodnost [23℄. Skute£n¥, z horního °ádku v (3.15) máme

q̇+
e = q̇−

e −D
−1
e E

TFa z toho pak po dosazení do spodního °ádku a pot°ebný
h úpravá
h k vyjád°ení
F plyne F = (ED−1

e ET )−1Eq̇−
e , a v (3.15) tedy platí

q̇−
e +D

−1
e E

T (ED−1
e E

T )−1
Eq̇−

e = q̇+
e ,
oº vede k výslednému vyjád°ení nárazového zobrazení ve tvaru

q̇+
e =

[

I4 +D−1
e ET

[

ED−1
e ET

]−1
E

]−1

q̇−
e . (3.16)Klí£ová je zde positivní de�nitnost mati
e ED−1

e ET , která je zaru£ena práv¥tím, ºe mati
e De je positivn¥ de�nitní a mati
e E má plnou hodnost1. Posi-tivní de�nitnost mati
eED−1
e ET pak o£ividn¥ zaru£uje i positivní de�nitnostmati
e I4+D−1

e ET (ED−1
e ET )−1E, nebo´ jde o sou£et dvou positivn¥ de�nit-ní
h mati
, a v²e
hny inverze v (3.16) tak jednozna£n¥ existují.Nárazové zobrazení (3.16) vyjad°uje vektor ry
hlostí po dopadu q̇+

e p°esry
hlosti p°ed dopadem a polohy v okamºiku dopadu. Závislost mezi ry
hlostmije lineární, závislost na polohá
h je nelineární a skrývá se v mati
í
h De,E,které jsou závislé na polohá
h v okamºiku dopadu. Pro dal²í krok je tedyzapot°ebí pouºít výsledky nárazového zobrazení jako po£áte£ní podmínkypro q̇1, q̇2. Pro následují
í krok se v²ak vym¥ní navzájem ²vihová a podp·rnánoha, proto musíme je²t¥ zobrazení (3.16) sloºit s následují
ím zobrazenímplynou
ím z p°eozna£ení nohoũ
q+1 = q−1 + q−2 − π (3.17)
q̃+2 = −q−2 (3.18)
˙̃q+1 = q̇+1 + q̇+2 (3.19)
˙̃q+2 = −q̇+2 . (3.20)1Tato vlastnost platí obe
n¥, pro jakékoliv mati
e zmín¥ný
h vlastností. Prozopakování lineární algebry ji dokaºme. Máme F⊤

ED−1

e
ETF = (ETF )⊤D−1

e
ETF .Poslední výraz je v souladu s positivní de�nitností mati
e De nezáporný a je roven nulejen kdyº ETF = 0. To je ale moºné jen, kdyº F = 0, protoºe E⊤ má plnou hodnost,její sloup
e jsou tedy lineárn¥ nezávislé a jakákoliv jeji
h netriviální lineární kombina
eje tedy nenulová. 38



Vztah (3.16) totiº obsahuje roz²í°ený vektor poloh a ry
hlostí, tj. qe a q̇e,které oba mají po 4 prv
í
h a mají tvar
qe = [q1, q2, z1, z2], q̇e = [q̇1, q̇2, ż1, ż2].V dopadovém zobrazení (3.16) nás pak zejména zajímá, jak závisí ż1, ż2 podopadu na q̇1, q̇2 p°ed dopadem. Z ż1, ż2 totiº dopo£teme, jaké budou úhlovéry
hlosti po dopadu jak v novém op¥rném bod¥, tak i mezi £lánky. Tytoúhlové ry
hlosti se pak pro dal²í krok stanou ry
hlostmi q̇1, q̇2 v p°íslu²némmodelu ²vihové fáze, a podobn¥ tak se úhel v bod¥ dopadu stává pro dal²íkrok úhlem q1, zatím
o q2 pouze zm¥ní orienta
i.
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Kapitola 4�ízení jednodu
hý
h krá£ejí
í
h robot·
4.1 Virtuální výstupy s maximálním relativním stup-n¥mRozebereme nejprve podaktuovaný me
hani
ký systém A
robot jiº popsanýv Kapitolá
h 2 a 3.Model v poloze op°ené jednou nohou o zem a druhou ve vzdu
hu jsme získalipomo
í Lagrangeovy metody nejprve jako Lagrangeovy rovni
e

[

d
dt

∂L
∂q̇1

− ∂L
∂q1

d
dt

∂L
∂q̇n

− ∂L
∂qn

]

= u =

[

0
τ2

]

,a poté i jako diferen
iální rovni
e 2ho °ádu
D(q)q̈ + C(q, q̇)q̇ +G(q) = u,kde D(q) je mati
e setrva£nosti, C(q, q̇)q̇ jsou Coriolisovy a odst°edivé síly,

G(q) jsou gravita£ní síly a u jsou vn¥j²í °ídí
í momenty. Pro krá£ejí
í robotyplatí d·leºitý prin
ip kineti
ké symetrie vzhledem ke q1, tj. D(q) ≡ D(q2),jinými slovy, kineti
ká energie nezávisí na q1.K °ízení modelu A
robot vyuºijeme £áste£né p°esné lineariza
e. Pouºijemejiº d°íve zavedený zobe
n¥ný moment σ1 z Hamiltonovského popisu modeluA
robot, index v n¥m v²ak dále vyne
háme:
σ =

∂L

∂q̇1
= d11(q2)q̇1 + d12(q2)q̇2.Díky shod¥ neaktuované prom¥nné s prom¥nnou kineti
ké symetrie platí

σ̇ =
∂L

∂q1
= −

∂V

∂q1
= G1(q).Na zobe
n¥ný moment σ má tedy p°ímý vliv pouze gravita
e, a nikoliv po-hon τ2. Proto má σ relativní stupe¬ roven 3 a zaru£uje existen
i p°esnétransforma
e na systém, který je dekomponován na 3-dimenzionální lineárnípodsystém a 1-dimenzionální nelineární reziduum.Zobe
n¥ný moment má v p°ípad¥ modelu A
robot tvar

σ =
∂L

∂q̇1
= (θ1 + θ2 + 2θ3 cos q2)q̇1 + (θ2 + θ3 cos q2)q̇2.



Dal²í prom¥nnou s relativním stupn¥m 3 je p1 z popisu na kon
i oddílu 2.2.1,index dále vyne
háme:
p = q1 +

q2
2
+

2θ2 − θ1 − θ2
√

(θ1 + θ2)2 − 4θ23
arctan

(

√

θ1 + θ2 − 2θ3
θ1 + θ2 + 2θ3

tan
q2
2

)

.Platí ṗ = d−1
11 σ, a proto transforma
e

T : ξ1 = p, ξ2 = σ, ξ3 = σ̇, ξ4 = σ̈vede na novou reprezenta
i dynamiky pro A
robot
ξ̇1 = d−1

11 (q2) ξ2, ξ̇2 = ξ3, ξ̇3 = ξ4, ξ̇4 = α(q, q̇)τ2 + β(q, q̇) = w.Ke sledování referen£ní trajektorie vyuºijeme tuto práv¥ odvozenou dynamikupo £áste£né p°esné lineariza
i. Sledovat budeme spe
iální referen£ní trajek-torii, navrºenou také pomo
í £áste£n¥ lineární
h sou°adni

ξ̇r1 = d−1

11 (q
r
2) ξ

r
2, ξ̇r2 = ξr3, ξ̇r3 = ξr4, ξ̇r4 = wr = 0,které °íkáme pseudo-pasivní. Je to proto, ºe nepouºívá ºádný referen£ní vstup

w, v p·vodní
h sou°adni
í
h to ale znamená, ºe τ r2 = −β(q, q̇)/α(q, q̇).Pseudo-pasivní trajektorie má konstantní pohyb t¥ºi²t¥ a k jejímu návrhuje t°eba nalézt p°esné po£áte£ní podmínky, aby krok za£al a skon£il nazemi. Máme-li referen£ní trajektorii, potom jejího exponen
iáln¥ stabilníhosledování dosáhneme následovn¥. Ozna£me e := ξ − ξr, potom
ė1 = d−1

11 (φ2(ξ1, ξ3))ξ2 − d−1
11 (φ2(ξ

r
1, ξ

r
3))ξ

r
2

ė2 = e3, ė3 = e4, ė4 = w − wr.Po dal²í
h úpravá
h
ė1 = µ1(t)e1 + µ2(t)e2 + µ3(t)e3 + o(e)

ė2 = e3, ė3 = e4, ė4 = w − wrNyní zbývá navrhnout zp¥tnou vazbu w = wr+K1e1+K2e2+K3e3+K4e4,která stabilizuje tuto 
hybovou dynamiku. K tomu byla vyvinuta 
elá °adametod návrhu zesílení K1, K2, K3, K4, v£etn¥ i jeji
h £asov¥ prom¥nné verze.Detaily je moºné nalézt v [2, 1, 4℄, a dal²í
h publika
í
h tam 
itovaný
h.Zde bylo 
ílem demonstrovat metodu £áste£né exaktní lineariza
e a hledánífunk
í s vhodným relativním stupn¥m.41



4.2 P°e
hod ke sloºit¥j²ím model·m pomo
í te
hnikyvirtuální
h omezeníPro krá£ejí
í me
hanismy s ví
e stupni volnosti také existuje virtuální výstups relativním stupn¥m rovným 3, viz nap°. Kapitola 3 pro 4-link. Ni
mén¥,stále zbývá velká nelineární £ást systému, takºe to není tak výhodné, jakopro p°ípad modelu A
robot. Existuje, ni
mén¥, te
hnika, která dokáºe vnutitsystému s ví
e stupni volnosti a ví
e ak£ními £leny 
hování systému s mén¥stupni volnosti a mén¥ ak£ními £leny. Vybrané ak£ní £leny je moºné pouºítk vynu
ení tzv. virtuální
h omezení, 
oº je terminologie a te
hnika ²iro
evyuºívaná v roboti
e. Z pohledu teorie °ízení pak jde o de�nování vhodnéhovirtuálního výstupu, kterým je od
hylka od spln¥ní kýºený
h omezení, a poté,s vyuºitím exaktní lineariza
e typu vstup výstup, vynu
ení exponen
iáln¥stabilní nulové hodnoty takového virtuálního výstupu. V p°í²tí podkapitoletuto te
hniku popí²eme pro p°ípad 4-linku a p°edvedeme dva r·zné postupy.Jeden pouºije v²e
hny 3 ak£ní £leny a p°evede tak studium 4-linku na studiumne°ízeného systému s jedním stupn¥m volnosti. Alternativní postup pouºijejen dva vstupy a p°evede 4-link na systém se dv¥ma stupni volnosti a jednímvstupem, který má tytéº základní strukturální vlastnosti jako A
robot, apoté pln¥ pouºije postupy z p°ed
házejí
í podkapitoly.4.3 Krá£ení modelu robota s koleny a ky£lemi beztrupu s vyuºitím r·zný
h typ· virtuální
h omezeníJak jiº bylo °e£eno, 4-link na obr. 2.2 popsaný rovni
emi (2.37,2.38,2.39)slouºí jako p°íklad rovinného modelu podaktuovaného krá£ení s koleny aky£lemi bez trupu a 
hodidel. Te
hniku virtuální
h omezení je moºné vyuºítdv¥ma r·znými zp·soby.4.3.1 Postup se t°emi virtuálními omezenímiV této podkapitole popí²eme na p°íkladu 4-linku hlavní my²lenku p°ístupu,který byl pouºit pro úsp¥²né krá£ení robota zvaného Rabbit, viz [13, 34℄. Tatometoda je zaloºena na 3 virtuální
h omezení
h, která vynutí ur£ité závislostiúhl· v kolenou a ky£li na úhlu q1, 
oº je úhel v op¥rném bod¥ robota o zem.K vynu
ení t¥
hto 3 závislostí budou vyuºity v²e
hny 3 ak£ní £leny, zbývají
íne°ízená dynamika bude v jistém smyslu zobe
n¥ným inverzním kyvadlem.Virtuální omezení jsou vybrána tak, aby vytvo°ila p°im¥°ený pr·b¥h kroku.Jinými slovy, v této fázi je d·leºité zajistit, aby b¥hem krá£ení byly v²e
hnyúhly v zadaném vzájemném postavení. Teprve poté zbývá úkol, jak zajistit42



rozumný £asový pr·b¥h úhlu q1 a tak zajistit exponen
iáln¥ stabilní sledovánítakové trajektorie.P°istoupíme ke konkrétní aplika
i metody. Nejpre vybereme sadu funk
í,které ur£í závislosti úhl· q2, q3 a q4 na úhlu q1. Jinými slovy, úhel q2 je dánfunk
í q2 = Φ2(q1), úhel q3 funk
í q3 = Φ3(q1) a úhel q4 funk
í q4 = Φ4(q1).P°esný tvar vhodný
h funk
í Φ2(q1), Φ3(q1), Φ4(q1) je dán prakti
kými úva-hami a bude probrán pozd¥ji, v dané 
hvíli to m·ºou být jakékoliv funk
e,nebo´ nyní nám jde o to vysv¥tlit, jakou metodou závislosti na t¥
hto funk
í
hvynutíme. Pro p°ehlednost a úsporu místa nadále vypustíme q1 ve výraze
hspojený
h s funk
emi Φ2,3,4(q1). Nejprve si vyjád°íme první a druhé deriva
eúhl· q2, q3 a q4 podle £asu
q̇2 = Φ′

2q̇1, q̈2 = Φ′′
2q̇

2
1 +Φ′

2q̈1,
q̇3 = Φ′

3q̇1, q̈3 = Φ′′
3q̇

2
1 +Φ′

3q̈1,

q̇4 = Φ′
4q̇1, q̈4 = Φ′′

4q̇
2
1 +Φ′

4q̈1.Dále si zavedeme prom¥nné q2, q3, q4, které budou od
hylkamimezi skute£nýmihodnotami q2, q3 a q4 a kýºenými hodnotami Φ2,3,4, podobn¥ také pro p°ís-lu²né £asové deriva
e q̇, a si
e
q2 = q2 − Φ2, q̇2 = q̇2 − Φ′

2q̇1,

q3 = q3 − Φ3, q̇3 = q̇3 − Φ′
3q̇1,

q4 = q4 − Φ4, q̇4 = q̇4 − Φ′
4q̇1.Z pohledu terminologie P°ílohy A jsou q2, q3, q4 vlastn¥ virtuální výstupy,exaktn¥ linearizují
í 4-link ve smyslu vstup-výstup. Skute£n¥, máme

q̈2 = τ 2 = −k21q2 − k22 q̇2,
q̈3 = τ 3 = −k31q3 − k32 q̇3,

q̈4 = τ 4 = −k41q4 − k42 q̇4.

(4.1)Ve vztazí
h (4.1) jsme jiº za nové vstupy τ 2, τ 3, τ 4 dosadili exponen
iáln¥linearizují
í zp¥tnou vazbu pro n¥která vybraná vhodná zesílení k21, . . . , k42.Tato zp¥tná vazba o£ividn¥ zajistí, ºe q2,3,4 → 0, q̇2,3,4 → 0. Jinými slovy,po odezn¥ní p°e
hodový
h jev· budou skute£né hodnoty úhl· a úhlový
hry
hlostí odpovídat t¥m poºadovaným. Nyní je t°eba tyto vztahy p°epo£ístdo p·vodní
h stavový
h a vstupní
h sou°adni
. Z de�ni
e nový
h vstup·
τ 2, τ3, τ 4 máme o£ividn¥

τ 2 = q̈2 − Φ′′
2q̇

2
1 − Φ′

2q̈1,

τ 3 = q̈3 − Φ′′
3q̇

2
1 − Φ′

3q̈1,
τ 4 = q̈4 − Φ′′

4q̇
2
1 − Φ′

4q̈1.
(4.2)43



Dosazením (4.1) do (4.2) vyjád°íme vektor úhlový
h zry
hlení [q̈2 q̈3 q̈4]T jako




q̈2
q̈3
q̈4



 =





−k21q2 − k22 q̇2
−k31q3 − k32 q̇3
−k41q4 − k42 q̇4



+





Φ′′
2

Φ′′
3

Φ′′
4



 q̇21 +





Φ′
2

Φ′
3

Φ′
4



 q̈1. (4.3)Vektorová pohybová rovni
e 4-linku (2.37) se skládá ze 4 skalární
h rovni
,první vypadá následovn¥
d11q̈1 + [d12 d13 d14]





q̈2
q̈3
q̈4



 + C1(q, q̇)q̇ +G1(q) = 0, (4.4)kde d11,12,13,14, C1(q, q̇) a G1(q) jsou dány v (2.38). Z této rovni
e vyjád°íme
q̈1 jakö

q1 = −






d11 +





d12
d13
d14





T 



Φ′
2

Φ′
3

Φ′
4











−1









d12
d13
d14





T 



Φ′′
2

Φ′′
3

Φ′′
4



 q̇21+





d12
d13
d14





T



−k21q2 − k22 q̇2
−k31q3 − k32 q̇3
−k41q4 − k42 q̇4



+ C1









q̇1
q̇2
q̇3
q̇4









+G1(q)









.

(4.5)
Zbývají
í skalární rovni
e v (2.37) vyjád°íme následovn¥





τ2
τ3
τ4



=





d21
d31
d41



 q̈1 +D22





q̈2
q̈3
q̈4



+





C2(q, q̇)
C3(q, q̇)

C4(q, q̇)



 q̇ +





G2(q)
G3(q)

G4(q)



 , (4.6)kde D22 je následují
í submati
e mati
e D(q)

D22 =





d22 d23 d24
d32 d33 d34
d42 d43 d44



 ,

C2,3,4(q, q̇) jsou p°íslu²né °ádky mati
e C(q, q̇) a G2,3,4(q) jsou p°íslu²néskalární prvky sloup
ového vektoru G(q), viz podrobn¥ji téº (2.38).Dosazením do vektoru úhlový
h zry
hlení [q̈2 q̈2 q̈2]T v (4.6) z (4.3), získámevýsledný regulátor zaji²´ují
í kýºenou závislost úhl· v kolenou a ky£li na44



úhlu op¥rné nohy




τ2
τ3
τ4



=





d21
d31
d41



 q̈1 +D22





−k21q2 − k22q̇2
−k31q3 − k32q̇3
−k41q4 − k42q̇4



+D22





Φ′′
2

Φ′′
3

Φ′′
4



 q̇21+

D22





Φ′
2

Φ′
3

Φ′
4



 q̈1+





C2(q, q̇)

C3(q, q̇)
C4(q, q̇)













q̇1
q̇2
q̇3
q̇4









+





G2(q)

G3(q)
G4(q)



 ,

(4.7)
kde za úhlové zry
hlení q̈1 je t°eba je²t¥ dosadit z (4.5).Shrnuto, vztahy (4.7), (4.5) de�nují zp¥tnovazebný regulátor, nebo´ ur£ujízávislost reálný
h moment· pohon· na ry
hloste
h a polohá
h. Tento reg-ulátor, jak plyne z jeho odvození, zaru£í, ºe exponen
iáln¥ budou sledoványp°íslu²né závislosti úhl· v kolenou a ky£li na úhlu q1. Regulátor závisí navolb¥ funk
í Φ2, Φ3, Φ4 a na po£áte£ní volb¥ q̇1. Prakti
ky vzato, funk
e
Φ3 a Φ4 by m¥ly vyjad°ovat postupné ohýbání a natahování kolenou b¥hemkroku, zatím
o funk
e Φ2 by se alespo¬ m¥la vyvíjet monotónn¥ rostou
ímzp·sobem. Aby 4-link p°ipomínal svým pohybem 
h·zi, je je²t¥ k tomu t°ebazajistit v £ase monotónn¥ rostou
í vývoj q1(t). Na poslední úkol nám v²akv d·sledku podaktuovanosti jiº nezbyl ºádný ak£ní £len. Dynamika q1(t) jep°itom p°i dodrºení vztah· q2 = Φ2(q1), q3 = Φ3(q1), q4 = Φ4(q1) dánane°ízeným systémem (4.5), do kterého dosadíme tyto vztahy, a stane se taksystémem pouze pro dvourozm¥rný stav q1, q̇1, který je ale b¥hem jednohokroku nestabilní. Ukazuje se, ni
mén¥, ºe lze vhodn¥ zvolit jeho po£áte£nípodmínku q1(0), q̇1(0) v kombina
i s dal²ími parametry tak, ºe jako hybridnísystém bude mít v £ase monotónní a stabilní 
ykli
kou hybridní trajektorii.Jinými slovy, impakt m·ºe mít stabilizují
í efekt. Tato jednodu
há my²lenkav²ak umoºnila reálné úsp¥²né krá£ení robota Rabbit jen díky rozsáhlým nu-meri
kým a optimaliza£ním výpo£t·m, které vedly k pot°ebným hodnotámparametr· a po£áte£ní
h podmínek. Podrobn¥ji viz [34, 12, 21, 13℄, p°ípadn¥dal²í 
ita
e jeji
h autor· v seznamu literatury k t¥mto u£ebním text·m. Vtéto literatu°e je tento postup formalizován novým teoreti
kým kon
eptem,tzv. hybridní nulovou dynamikou.4.3.2 Postup s dv¥ma virtuálními omezenímiV podkapitole 4.1. jsme nazna£ili, jak navhnout trajektorii krá£ení a zajistitjejí exponen
iáln¥ stabilní sledování. Tento postup byl rozpra
ován v °ad¥£lánk· [9, 2, 1, 3, 4℄, v£etn¥ rekonstruk
e, návrhu a sledování 
ykli
ký
htrajektorií s impakty a velkým po£tem krok·. Tak se ukázalo, ºe tyto postupy45



pro systém A
robot jsou velmi efektivní, a tudíº se nabízí my²lenka vyuºítje i pro obe
n¥j²í systémy. Tato my²lenka je rozpra
ována podrobn¥ji v [10℄pro p°ípad 4-linku. Vyuºívá op¥t te
hniku virtuální
h omezení, tentokrátejen dvou, a °ídí
ím úhlem je úhel q2. D·leºité je, aby si výsledné vynu
ené
hování za
hovalo klí£ovou vlastnost modelu A
robot, kterou je kineti
kásymetrie vzhledem ke q1.Popi²me stru£n¥ p°ístup z [10℄. Uvaºujme tzv. zobe
n¥ný A
robot, 
oº jejakýkoliv systém, mají
í popis A
robota, kde je mati
e setrva£nosti posi-tivn¥ de�nitní a symetri
ká sloºena z jaký
hkoliv diferen
ovatelný
h funk
í,nezávislý
h na q1, stejn¥ tak poten
iální energie m·ºe mít obe
n¥j²í tvar.Z tohoto d·vodu energie, mati
i setrva£nosti, Coriolisovy a gravita£ní £lenypro zobe
n¥ný A
robot ozna£íme pruhem. Ukazuje se, ºe pro takovýto modellze opakovat postup z podkapitoly 4.1, a si
e, m·ºeme ho exaktn¥ £áste£n¥linearizovatpomo
í sou°adni
 ξ1,2,3,4, w2 následovn¥
ξ1 = q1 +

∫ q2
0 d−1

11 (s)d22(s)ds,

ξ2 = d11(q2)q̇1 + d12(q2)q̇2,

ξ3 = −G1(q),

ξ4 = ∂G1

∂q1
(q)q̇1 +

∂G1

∂q2
(q)q̇2,

w2 = ˙̄q
⊤ ∂G

2

∂q̄2
(q̄) ˙̄q +

[

∂G1

∂q̄1
(q̄), ∂G1

∂q̄2
(q̄)
]

q̈1

× D(q̄)−1

[[

0
τ̄

]

− C(q̄, ˙̄q)−G(q̄)

]

.

(4.8)
Skute£n¥, platí ξ̇1 = d̄−1

11 (q2)ξ2, dále, díky Lagrangeovu formalismu platí, ºe
ξ̇2 = −G1 = ξ3. Kone£n¥, snadno nahlédneme, ºe ξ̇3 = ξ4, ξ̇4 = w. Shrnuto,zobe
n¥ný A
robot je op¥t moºné transformovat do tvaru

ξ̇1 = d̄−1
11 (q̄)ξ2, ξ̇2 = ξ3,

ξ̇3 = ξ4, ξ̇4 = w2.
(4.9)Pro tento zobe
n¥ný A
robot je moºné navrhnout krá£ivou trajektorii podob-n¥ jako v [9℄ následovn¥. Protoºe postoj A
robota na za£átku kroku a na kon
ije dán ºádanou délkou kroku, vyplývají z ni
h i podmínky ξ3(0) a ξ3(T ), kde

T zna£í trvání kroku. Pokud pouºijeme jako referen£ní vstup v linearizo-vaný
h sou°adni
í
h wr = 0, znamená to, ºe ξ4(t) je konstantní a dá sespo£ítat jako ξ4(t) ≡ [ξ3(T )− ξ3(0)]/T . Proto jediný parametr, který je je²t¥t°eba dopo£ítat, je ξ2(0). Ten lze vyladit simula
emi v p·vodní
h sou°ad-ni
í
h q̄ kontrolou podmínky, aby na kon
i kroku byly ob¥ nohy na zemi, 
oºvede na tzv pseudo-pasivní referen£ní krá£ivou trajektorii. Termín pseudo-pasivní vyjad°uje skute£nost, ºe je generována nulovým vstupem, ni
mén¥,46



v linearizovaný
h sou°adni
í
h, takºe reálný vstupní moment je nenulový.Dále, spo£teme p°ibliºnou lineariza
i podél této referen£ní trajektorie a do-staneme
ė1 = µ1(t)e1 + µ2(t)e2 + µ3(t)e3,

ė2 = e3, ė3 = e4, ė4 = w2.
(4.10)Tato 
hybová dynamika m·ºe být stabilizována °adou zp·sob·, [2℄, [1, 4℄,[10℄.Nyní p°ejdeme k vynu
ení dynamiky n¥kterého zobe
n¥ného A
robota ve4-linku. Máme

ξ5 = q3 − Φ3(q2), ξ6 = q̇3 − Φ
′
3(q2)q̇2, (4.11)

ξ7 = q4 − Φ4(q2), ξ8 = q̇4 − Φ
′
4(q2)q̇2. (4.12)Transforma
e (4.11) a (4.12) mají podobnou strukturu, jako (4.9). Chybaporu²ení omezení úhlu op¥rné nohy má následují
í dynamiku

ξ̇5 = ξ6, ξ̇6 = w3, (4.13)kdew3 je novým vstupem, který má zajistit kýºené 
hování úhlu q3, konkrétn¥pouºijeme op¥t stabilizují
í zp¥tnou vazbu
w3 = −K1

3ξ5 −K2
3ξ6. (4.14)Podobn¥ postupujeme pro dal²í nohu a úhel v jejím kolen¥

ξ̇7 = ξ8, ξ̇8 = w4, (4.15)kde w4 je op¥t novým vstupem, který má zajistit kýºené 
hování úhlu q4, aop¥t pouºijeme
w4 = −K1

4ξ7 −K2
4ξ8. (4.16)De�ni
e funk
í Φ3(q2) and Φ4(q2) probereme pozd¥ji, je v²ak z°ejmé, ºe jeji
hsmyslem je zajistit pot°ebné pokr£ování a natahování nohou v kolenou, abyb¥hem kroku neza
hytily o zem.Na základ¥ pohybový
h rovni
 (2.37) odvodíme následují
í linearizují
í trans-forma
i

w =





w2

w3

w4



 = β(q)





q̈2
q̈3
q̈4



+ α(q, q̇), (4.17)kde
β(q)=









−∂G1

∂q1

d12
d11

+ ∂G1

∂q2
−∂G1

∂q1

d13
d11

+ ∂G1

∂q3
−∂G1

∂q1

d14
d11

+ ∂G1

∂q4

−Φ
′
3(q2) 1 0

−Φ
′
4(q2) 0 1







47



a
α(q, q̇) =









−∂G1

∂q1

(

C1(q,q̇)
d11

q̇ + G1(q)
d11

)

+ ∂2G1(q)
∂q2

q̇2

−Φ
′′
3(q2)q̇

2
2

−Φ
′′
4(q2)q̇

2
2,







£leny d11,12,13,14, C1 a G1 jsou dány v (2.38).Dosazením (4.4) do (4.6) dostaneme klí£ovou rovni
i (4.6) v následují
ímtvaru
D(q)





q̈2
q̈3
q̈4



 =





τ2
τ3
τ4



− C(q, q̇)









q̇1
q̇2
q̇3
q̇4









−G(q), (4.18)kde
D =







d22 −
d21d12
d11

d23 −
d21d13
d11

d24 −
d21d14
d11

d32 −
d31d12
d11

d33 −
d31d13
d11

d34 −
d31d14
d11

d42 −
d41d12
d11

d43 −
d41d13
d11

d44 −
d41d14
d11






,

C =







C2 − C1 d21
d11

C3 − C1 d31
d11

C4 − C1 d41
d11






, G =







G2 −G1
d21
d11

G3 −G1
d31
d11

G4 −G1
d41
d11






.Z rovni
 (4.18) a (4.17) pak dostaneme kone£nou rovni
i pro momenty kteréje moºné aplikovat p°ímo ak£ními £leny, a si
e





τ2
τ3
τ4



 = D(q)β−1(q) (w − α(q, q̇)) + C(q, q̇)q̇ +G(q). (4.19)Vektor w = [w2, w3, w4]
T obsahuje konkrétní zp¥tnovazebné regulátory proúhly q2, q3 a q4. Úhel q2 je °ízen pomo
í výsledného vno°eného zobe
n¥néhoA
robota, zatím
o úhly q3 a q4 jsou °ízeny metodou virtuální
h omezení.Nyní porovnáme pomo
í simula
í ob¥ metody, jak dvou tak t°í virtuální
homezení.Pro p°ípad dvou omezení jsme vybrali následují
í funk
e Φ3,4(q2)

Φ3(q2) = 16 bstance
(q2 − q20)

2(q2 − q2T )
2

(−q20 + q2T )
4

+ q30,

Φ4(q2) = 16 bswing
(q2 − q20)

2(q2 − q2T )
2

(−q20 + q2T )
4

+ q40,kde q20 (p°íp. q2T ) jsou hodnoty úhlu q2 na za£átku, p°íp. na kon
i kroku, q30(p°íp. q40) je po£áte£ní hodnota úhlu q3 (p°íp. q4) a bstance (resp. bswing) jsou48



maximální hodnoty pokr£ení op¥rné, resp. ²vihové nohy. Po£áte£ní a kon
ovéhodnoty úhl· q3 a q4 a dal²í
h parametr· zásadn¥ ovliv¬ují pozi
i 4-linku naza£átku a na kon
i kroku, a také pr·b¥h kroku.Pro p°ípad t°í virtuální
h omezení jsme ur£iliΦ2,3,4(q1) pomo
í Lagrangeový
hinterpola£ní
h polynom· ve snaze zajistit podobné 
hování 4-linku, jako vp°ípad¥ dvou omezení.Na obr. 4.1, 4.2 (resp. 4.3, 4.4) je 
hování úhlový
h poloh (resp. ry
hlostí)porovnáno pro ob¥ metody. K°ivky popsané �wrt� (resp. �emb�) odpovídajít°em, resp. dv¥ma virtuálním omezením. Z úsporný
h d·vod· uvádíme jenreferen£ní trajektorie, ni
mén¥, v dal²í
h simula
í
h jsme dosáhli pro metodudvou omezení i jeji
h exponen
iálního sledování.Pro p°ípad t°í omezení toto není jednodu
hé zajistit, je t°eba doplnit v²e io analýzu impaktu a stabilitu sledování je moºné zajistit jen hybridn¥, viz[34, 12, 21℄.Na obr. 4.5 pak vidíme anima
e obou metod, vidíme, ºe zp·sob 
h·ze sevýrazn¥ li²í, 
oº je dob°e, nebo´ dává ví
e alternativ pro pozd¥j²í vyuºití.
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Obrázek 4.1: Porovnání úhl· q1 and q2.
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Obrázek 4.2: Porovnání úhl· q3 and q4.
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Obrázek 4.3: Porovnání úhlový
h ry
hlostí q̇1 a q̇2.
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Obrázek 4.4: Porovnání úhlový
h ry
hlostí q̇3 a q̇4.50



Obrázek 4.5: Anima
e 
h·ze. Te£kovan¥, resp. pln¥, jsou znázorn¥ny výsledkymetody dvou, resp. t°í, omezení.
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P°íloha AZáklady nelineární
h te
hnik analýzy anávrhu °ízení
Cílem p°ílohy je stru£n¥ shrnout a p°ipomenout metody analýzy strukturál-ní
h vlastností nelineární
h systém·, které umoºní zjednodu²it systém po-mo
í exaktní
h transforma
í, zopakovat problematiku exaktní lineariza
e typuvstup výstup, úplnou, £i £áste£nou exaktní lineariza
i dynamiky systému asouvislost s tzv. virtuálním (£i také pomo
ným) linearizují
ím výstupem. Zá-jem
e o podrobn¥j²í studium této problematiky odkazujeme na u£ební textyk seminá°·m Centra pro rozvoj výzkumu pokro£ilý
h a senzori
ký
h te
h-nologií ze dne 30.4.2010 a 21.10.2011.A.1 Stavový model s jedním vstupem a jedním výstu-pemV 
elé této podkapitole se budeme v¥novat systém·m s jedním vstupem ajedním výstupem (dále SISO systémy):

ẋ = f(x) + ug(x), y = h(x), x ∈ R
n, u ∈ R, y ∈ R, (A.1)které jsou £asto nazývány SISO a�nní systémy, nebo´ pravá strana je a�nnífunk
í °ízení. Krom¥ toho, ºe model (A.1) pokrývá pom¥rn¥ bohatou ²káluprakti
ký
h problém·, je moºné obe
n¥j²í model

ẋ = f(x, u), y = h(x), x ∈ R
n, u ∈ R, y ∈ R, (A.2)interpretovat jako model (A.1) za 
enu zvý²ení dimenze stavu (p°idání inte-grátoru), a to následovn¥

˙̃x = f̃(x̃) + ũg̃(x̃), x̃ =

[

x
xn+1

]

, f̃ =

[

f(x, xn+1))
0

]

, g̃ =

[

0
1

]

.P°epo£et mezi starým a novým vstupem u a ũ se d¥je podle vztahu u =
xn+1, ẋn+1 = ũ, který je vlastn¥ dynami
kou zp¥tnou vazbou. Ve v¥t²in¥výkladu budeme také p°edpokládat, ºe uvaºujeme SISO systém v okolí n¥k-terého jeho rovnováºného stavu, bez ztráty obe
nosti za n¥j budeme op¥tpovaºovat po£átek a nulový vstup, tj.

f(0) = 0, g(0) 6= 0, h(0) = 0. (A.3)



Podmínka g(0) 6= 0 je pot°ebná, aby bylo moºné se z ekvilibria v po£átkun¥jakým °ízením v·be
 dostat.D·leºitým pojmem je tzv. dynamika nulového výstupu (zjednodu²en¥,nulová dynamika), jedná se o nejv¥t²í moºnou mnoºinu N ⊂ R
n, která jepro n¥kterou vhodnou funk
i α(x) invariantní sm¥rem dop°edu pro systém(A.1) s u = α(x), a p°itom platí h(x) = 0 ∀x ∈ N . Díky zmín¥né invariant-nosti je na N ⊂ R

n de�nován autonomní dynami
ký systém, pokud je tentosystém asymptoti
ky stabilní, pak °ekneme, ºe (A.1) je minimální ve fázi.A.2 Relativní stupe¬ výstupu pro systémy s jednímvstupem a jedním výstupem.Nyní zavedeme klí£ový pojem exaktní lineariza
e vstup-výstup SISO sys-tém·, kterým je tzv. relativní stupe¬. K tomu se nám poslouºí symbolikaiterovaný
h Lieovský
h deriva
í zavedená na seminá°i dne 30.4.2010.De�ni
e 1 Relativním stupn¥m nelineárního SISO systému (A.1) v n¥k-terém okolí U0 jeho ekvilibria v po£átku nazýváme 
elé £íslo r takové, ºeplatí:1. LgL
k
fh(x) = 0 ∀x ∈ U0, ∀k = 0, . . . , r − 2;2. LgL
r−1
f h(0) 6= 0.Aby
hom lépe po
hopili smysl této de�ni
e, derivujme postupn¥ opakovan¥výstup SISO systému (A.1) podle £asu za p°edpokladu, ºe je jeho relativnístupe¬ roven r. Máme

ẏ = Lfh(x) + uLgh(x) = Lfh(x)

ÿ = L2
fh(x) + uLgLfh(x) = L2

fh(x)... (A.4)
y(r) = Lr

fh(x) + uLgL
r−1
f h(x),kde v kaºdé °ád
e, vyjma poslední, závislost na °ízení odpadá díky podmín
e1 z De�ni
e 1. Jinými slovy, SISO systém má relativní stupe¬ r práv¥ tehdy,kdyº první
h r − 1 £asový
h deriva
í výstupu nezávisí expli
itn¥ na vstupua v r-té deriva
i je vstup p°ítomen tak, ºe je násoben ur£itou funk
í, kteráje v n¥kterém okolí ekvilibria v kaºdém bod¥ nenulová. Uvaºujme následují
ísou°adni
e a zp¥tnou vazbu

ξ1 = h(x), . . . , ξr = Lr−1
f h(x), v = Lr

fh(x) + uLgL
r−1
f h(x),pro které z (A.4) snadno plyne exaktní lineariza
e vstup-výstup ve tvaru

y = ξ1, ξ̇1 = ξ2, . . . , ξ̇r−1 = ξr, ξ̇r = v. (A.5)56



A.3 Exaktní lineariza
e typu vstup-výstup. �áste£náexaktní lineariza
eV¥ta 1 SISO systém má relativní stupe¬ r práv¥ tehdy, kdyº je exaktn¥ lin-earizovatelný ze vstupu na výstup a má n − r dimensionální nulovou dy-namiku. Pokud má systém relativní stupe¬ r a je minimální ve fázi, pak jei lokáln¥ exponen
iáln¥ stabilizovatelný hladkou zp¥tnou vazbou na oblasti,která je pr·nikem oblastí na ni
hº je systém minimální ve fázi a na ni
hºjsou de�novány exaktn¥ linearizují
í transforma
e. P°íslu²ná zp¥tná vazba jelineární stabilizují
í zp¥tnou vazbou systému (A.5) a vyuºívá jen jeho stav.P°íklad 4 Uvaºujme následují
í systém,
ẋ1 = x1 + sinx2 + x23, ẋ2 = x3 + u, ẋ3 = u, y = x1,který je ve tvaru (A.1), p°i£emº p°íslu²ná vektorová pole f, g a funk
e h majítvar

f =





f1(x)
f2(x)
f3(x)



 =





x1 + sin x2 + x23
x3
0



 , g =





g1(x)
g2(x)
g3(x)



 =





0
1
1



 , h(x) = x1.Je z°ejmé, ºe po£átek je rovnováºným stavem tohoto systému. Vypo£temerelativní stupe¬ v tomoto ekvilibriu a následn¥ p°ípadnou exaktní lineariza
itypu vstup-výstup:
Lfh(x) =

3
∑

i=1

∂h

∂xi
fi(x) = 1.(x1+sin x2+x

2
3)+0.x3+0.0 = x1+sin x2+x

2
3,
oº je opravdu rovno první £asové deriva
i výstupu y = x1. Dále:

L2
fh(x) = Lf [Lfh(x)] =

∂(x1 + sin x2 + x23)

∂x1
f1(x)+

∂(x1 + sin x2 + x23)

∂x2
f2(x)

+
∂(x1 + sin x2 + x23)

∂x3
f3(x) = x1 + sinx2 + x23 + x3 cosx2,

LgLfh(x) =
∂(x1 + sinx2 + x23)

∂x1
g1(x) +

∂(x1 + sin x2 + x23)

∂x2
g2(x)

+
∂(x1 + sin x2 + x23)

∂x3
g3(x) = 1.0 + cos(x2).1 + 2x3.1 = cosx2 + 2x3.Shrnuto, vypo£etli jsme, ºe: h(x) = x1, Lfh(x) = x1+sin x2+x

2
3, L

2
fh(x) =

x1+sinx2+ x23+ x3 cosx2, LgLfh(x) = cosx2+2x3, LgLfh(0) = 1 6= 0, a57



tedy r = 2 v n¥kterém okolí po£átku. Funk
e ξ1 = x1, ξ2 = x1 + sin x2 + x23,jsou lokáln¥ nezávislé v okolí po£átku nebo´:
∂ξ1
∂x

= [1, 0, 0],
∂ξ2
∂x

= [1, cosx2, 2x3], tj.

∂ξ

∂x
=

[

1 0 0

1 cosx2 2x3

]

,
∂ξ

∂x
(0) =

[

1 0 0

1 1 0

]

, ξ1 :=

[

ξ1
ξ2

]

.Vý²e uvedená obdélníková (2×3)-mati
e má opravdu hodnost rovnou dv¥ma.Nejjednodu²²í dopl¬kovou sou°adni
í z°ejm¥ bude ξ3 = x3, se kterou
∂ξ

∂x
(x) =





1 0 0

1 cosx2 2x3
0 0 1



 ,
∂ξ

∂x
(0) =





1 0 0

1 1 0
0 0 1



 , ξ :=





ξ1
ξ2
ξ3



 .P°íslu²ná £tver
ová (3 × 3)-mati
e je o£ividn¥ regulární a jedná se tedy ozm¥nu sou°adni
 v okolí po£átku následují
ího tvaru: ξ1 = x1,,
ξ2 = x1+sinx2+x

2
3, ξ3 = x3, v = x1+sinx2+x

2
3+x3 cosx2+(cosx2+2x3)u,

x1 = ξ1, x2 = arcsin(ξ2−ξ1−ξ
2
3), x3 = ξ3, u = v−

ξ2 + ξ3
√

1− (ξ2 − ξ1 − ξ23)
2

√

1− (ξ2 − ξ1 − ξ23)
2 + 2ξ3

.Z t¥
hto vzor
· m·ºeme ur£it i oblasti, na který
h je zm¥na sou°adni
 vzá-jemn¥ jednozna£ná a vzájemn¥ hladká, pro x-sou°adni
e se jedná o oblast:
x ∈ {x ∈ R

3 | x1 ∈ R, x3 ∈ R, x2 ∈ (−π/2, π/2)},jejímº obrazem v ξ-sou°adni
í
h je oblast
ξ ∈ {ξ ∈ R

3 | ξ1 ∈ R, ξ3 ∈ R, ξ2 − ξ1 − ξ23 ∈ (−1, 1)}.Transformovaný systém má tedy smysl uvaºovat jen na této poslední oblastia má tvar
ξ̇1 = ξ2, ξ̇2 = v, ξ̇3 =

v − ξ2 − ξ3
√

1− (ξ2 − ξ1 − ξ23)
2

√

1− (ξ2 − ξ1 − ξ23)
2 + 2ξ3

, y = ξ1.O£ividn¥, nulovou dynamiku dostaneme dosazením ξ1 = ξ2 = v = 0 doposlední rovni
e, nebo´ jedin¥ tyto podmínky zaru£ují identi
kou rovnost výs-tupu nule. Nulová dynamika má tedy následují
í jednodu
hý tvar
ξ̇3 = −ξ3

√

1 + ξ43
√

1 + ξ43 + 2ξ3a systém je tedy minimální ve fázi. 58



P°íklad 5 �Ball and beam� - kuli£ka na °ízené houpa£
e. Jedná se ovelmi známý model, který má dva stupn¥ volnosti (úhel náklonu houpa£ky apolohu kuli£ky vzhledem ke st°edu houpa£ky) a bude tedy 4-rozm¥rný:
ẋ1 = x2

ẋ2 = ax1x
2
4 − b sinx3

ẋ3 = x4 (A.6)
ẋ4 = −c(x1)x1x2x4 − d(x1)x1 cosx3 + e(x1)u

y = x1,

J(x1) := J := Jb + Jd +Mx21, a = M
(

M + JbR
−2
)−1

,
b = ag, c(x1) = 2J−1, d(x1) = J−1Mg, e(x1) = J−1.

(A.7)Parametry ozna£ují: hmotnost kuli£ky M , tíhové zry
hlení g, moment setr-va£nosti dráhy Jd, moment setrva£nosti kuli£ky Jb, pr·m¥r kuli£ky R. Sta-vovými komponentami x = (x1, x2, x3, x4)
⊤ jsou: vzdálenost kuli£ky od oporyhoupa£ky, ry
hlost kuli£ky, úhel náklonu houpa£ky a úhlová ry
hlost tohotonáklonu. Vstupem je moment m¥ní
í úhel náklonu houpa£ky, výstupem jepoloha kuli£ky, jako vºdy je ozna£ujeme po °ad¥ u, y.Pokud systém ne°ídíme, má jediný rovnováºný stav v po£átku, 
oº odpovídákuli£
e p°esn¥ uprost°ed houpa£ky a vodorovné poloze houpa£ky, tj. x1 = x2 =

x3 = x4 = 0. Fyzikáln¥ je ale také z°ejmé, ºe toto ekvilibrium není stabilní,stability dosáhneme pouze pomo
í vhodného zp¥tnovazebného °ízení.Nejprve ur£íme p°ibliºnou lineariza
i v ekvilibriu v po£átku:
ẋ1 = x2

ẋ2 = bx3

ẋ3 = x4 (A.8)
ẋ4 = −d(0)x1 + e(0)u

y = x1.I kdyº je systém (A.8) na první pohled °iditelný a pozorovatelný, je p°e
e jenzjednodu²ením p·vodního nelineárního modelu (A.6). Na druhé stran¥, pln¥nelineární systém nemá relativní stupe¬ a nelze jej proto exaktn¥ linearizovat.P°i podrobn¥j²ím výpo£tu zjistíme, ºe tomu brání p°ítomnost £lenu t°etího°ádu v první rovni
i. Uvaºujme proto následují
í kompromis, kdy zanedbámepouze tento kriti
ký £len t°etího °ádu v první rovni
i a dostaneme
ẋ1 = x2, ẋ2 = b sinx3

ẋ3 = x4, ẋ4 = −c(x1)x1x2x4 − d(x1)x1 cosx3 + e(x1)u (A.9)
y = x1. 59



Tento mírn¥ zjednodu²ený model uvaºuje v²e
hny relevantní fyzikální jevy,vyjma odst°edivé síly M (

M + JbR
−2
)−1

x1x
2
4 p·sobí
í na kuli£ku vlivem ro-ta
e houpa£ky. Jedná se o velmi malé a p°ijatelné zjednodu²ení, které v²akumoºní exaktní lineariza
i modelu (A.9). Nové stavy ξ = (ξ1, ξ2, ξ3, ξ4)

⊤ anový vstup v jsou de�novány p°es p·vodní stav x a vstup u následovn¥
ξ = T (x) =









ξ1
ξ2
ξ3
ξ4









=









x1
x2

b sin x3
bx4 cosx3









v = α(x, u) =

[

− c(x1)x1x2x4 − d(x1)x1 cosx3 + e(x1)u

]

×

[

b cosx3

]

− bx24 sin x3.























































. (A.10)
Pro nové stavy ξ = (ξ1, ξ2, ξ3, ξ4)

⊤ a nový vstup v platí
ξ̇1 = ξ2, ξ̇2 = ξ3, ξ̇3 = ξ4, ξ̇4 = v, y = ξ1.Máme tedy lineární °iditelný a pozorovatelný systém se stavem ξ a vstupem v,který je exaktní lineariza
í nelineárního systému (A.9). Exaktní lineariza
emá smysl pouze v oblasti, kde jsou transforma
e (A.10) vzájemn¥ jednoz-na£né, a to pokud |ξ3| < b, nebo-li x3 ∈ (−π/2, π/2). Exaktní lineariza
isystému (A.9) proto m·ºeme vyuºít k ke stabiliza
i kuli£ky. Navrhneme ne-jprve lineární zp¥tnou vazbu, která by stabilizovala linearizovaný systém, tj.

v = k1ξ1 + k2ξ2 + k3ξ3 + k4ξ4 (A.11)a poté dosadíme z (A.10) do (A.11) a dostaneme
b cosx3 (−c(x1)x1x2x4 − d(x1)x1 cosx3 + e(x1)u)− bx24 sinx3 =

k1x1 + k2x2 + k3b sinx3 + k4bx4 cosx3 ⇒

u =
k1x1 + k2x2 + k3b sin x3 + k4bx4 cosx3 + bx24 sin x3

e(x1)b cosx3

+
c(x1)x1x2x4 + d(x1)x1 cosx3

e(x1)
. (A.12)Vztah (A.12) de�nuje stavovou zp¥tnou vazbu, která zajistí asymptoti
koustabilitu nelineárního systému (A.9), a to pro v²e
hny trajektorie, které náleºíoblasti, kde jsou de�novány jak linearizují
í transforma
e (A.10), tak i jeji
hinverze. 60



A.4 Vektorový relativní stupe¬ pro systémy s ví
evstupy a výstupy.De�ni
e nulové dynamiky a minimality ve fázi je pro systémy s ví
e vstupya výstupy (tzv. MIMO systémy) stejná jako pro SISO systémy. Zobe
n¥nímrelativního stupn¥ pro MIMO systémy ve tvaru
ẋ = f(x) +G(x)u, y = [h1(x), . . . hm(x)]

⊤, G = [g1(x)| · · · |gm(x)], (A.13)
x ∈ R

n, u ∈ R
p, y ∈ R

p, je tzv. vektorový relativní stupe¬, nebo-li
m-ti
e relativní
h stup¬·, kde m je po£et vstup· a výstup·. Pro existen
ivektorového relativního stupn¥ (r1, . . . , rm) je klí£ová regularita tzv. mati
einterak
í mati
e interak
í:

D(x) := [dij(x)]i,j=1,...,m, dij := LgjL
ri−1
f hi(x), (A.14)v n¥kterém okolí studovaného pra
ovního ekvilibria, p°i£emº v kaºdém míst¥mati
e platí, ºe obdobná iterovaná Lieova deriva
e s niº²ím po£tem iterování

f je identi
ky nulová. Jednodu²e to znamená, ºe derivujeme kaºdou kom-ponentu výstupu podle £asu a podél trajektorií systému dokud se neobjevíexpli
itn¥ alespo¬ jedna komponenta vstupu. P°íslu²né koe�
ienty u vstup·zapí²eme do mati
e itera
í tak, ºe £íslo °ádky je dáno £íslem komponentyvýstupu a £íslo sloup
e £íslem komponenty vstupu. Po£et derivování v kaºdé°ád
e pak de�nuje p°íslu²nou komponentu vektorového relativního stupn¥.Pokud je mati
e D(x) regulární, systém lze exaktn¥ linearizovat ze vstupuna výstup, nebo´ platí
[y

(r1)
1 , . . . , y(rm)

m ]⊤ = D(x)u+ [Lr1
f h1(x), . . . , L

rm
f hm(x)]

⊤ := v (A.15)a v tedy bude novým vstupem, ze kterého povedou na výstupy vzájemn¥nezávislé °et¥z
e obe
n¥ r·zn¥ dlouhý
h integrátor·.Z prostorový
h d·vod· se dále omezíme pouze na p°ed
hozí stru£ný popis ex-aktní lineariza
e vstup-výstup pro MIMO systémy a p°íklady jejího vyuºití,v£etn¥ jednoho prakti
kého. To, ºe spojujeme témata MIMO systém· a dy-nami
ké zp¥tné vazby není náhodné: stavová dynami
ká zp¥tná vazbap°iná²í výhody naví
 oproti stati
ké stavové zp¥tné vazb¥ tém¥°výhradn¥ jen u MIMO systém·.1 P°esn¥ji, k vylep²ení struktury vek-torového relativního stupn¥ p°idáním integrátor· ve vhodný
h míste
h a tímpozdrºení vybraný
h komponent vstup· tak, aby se objevily po ví
e de-rivování
h, neº p·vodn¥. Tím lze upravovat mati
i interak
í a dosáhnout její1Zde míníme výhody p°i vyuºití strukturální
h vlastností, samoz°ejm¥ je dynami
kázp¥tná vazba uºite£ná i jako náhrada omezené m¥°itelnosti v²e
h komponent stav·, kdykombina
e pozorovatel se stati
kou zp¥tnou vazbou podle známého prin
ipu separa
e takérormáln¥ vede na dynami
kou výstupní zp¥tnou vazbu.61



regularity i v p°ípad¥, ºe p·vodn¥ regulární nebyla. Tento ú£el má o£ividn¥smysl pouze pro MIMO systémy, u SISO systém· se p°idáním integrátor·jen posune po£et deriva
í výstupu, po který
h se objeví vstup, £len, který honásobí, se tím nezm¥ní.P°íklad 6 Systém ẋ1 = u1, ẋ2 = x23 + au2, ẋ3 = u1 + x2 + x21, y1 =
x1, y2 = x3, nemá vektorový relativní stupe¬ v po£átku, nebo´

ẏ1 = Lfh1(x) + u1Lg1h1(x) + u2Lg2h2(x) = u1,

ẏ2 = Lfh2(x) + u1Lg1h2(x) + u2Lg2h2(x) = u1 + x2 + x21a mati
e interak
í
D(x) =

[

1 0
1 0

]je v²ude singulární. Pokud v²ak pouºijeme dynami
kou zp¥tnou vazbu
u1 = x4, ẋ4 = ũ1, u2 = ũ2,dostaneme nový systém, tzv. dynami
kou extenzi p·vodního (�extenze� proto,ºe jsme roz²í°ili stav o dodate£nou komponentu)

ẋ1 = x4, ẋ2 = x23 + aũ2, ẋ3 = x4 + x2 + x21, ẋ4 = ũ1, y1 = x1, y2 = x3,pro kterou platí, ºe
ẏ1 = x4, ẏ2 = x4 + x2 + x21, ⇒ ÿ1 = ũ1, ÿ2 = ũ1 + aũ2 + 2x1x4.P°edpokládejme, ºe parametr a 6= 0, potom je tedy vektorový relativní stupe¬

(2, 2), nebo´ p°íslu²ná mati
e interak
í
D̃(x) =

[

1 0
1 a

]je v²ude regulární. Naví
, systém je úpln¥ exaktn¥ linearizovatelný transfor-ma
emi
v =

[

v1
v2

]

=

[

0

x23 + 2x1x4

]

+

[

1 0

1 a

] [

ũ1
ũ2

]

ξ1 = x1, ξ2 = x4, ξ3 = x3, ξ4 = x4 + x2 + x21na následují
í lineární °iditelný a pozorovatelný systém
ξ̇1 = ξ2, ξ̇2 = v1, ξ̇3 = ξ4, ξ̇1 = v2, y1 = ξ1, y2 = ξ2.Díky úplné exaktní lineariza
i m·ºeme nap°. exponen
iáln¥ stabilizovat 
elýroz²í°ený systém, v£etn¥ dodate£ného stavu x4, a proto nevadí, ºe tento stavv p·vodním systému nem¥l ºádný smysl a byl zaveden um¥le.62



Záv¥rem tohoto p°íkladu si pov²imn¥me, ºe pokud by a = 0, potom aniroz²í°ený systém nebude mít vektorový relativní stupe¬, a to p°esto ºe v²e
hnyprvky mati
e interak
í jsou konstantní. To jen ukazuje, ºe stanovení p°es-ný
h vlastností, kdy dynami
ká zp¥tná vazba m·ºe pomo
i, by si vyºádalonáro£ný a obsáhlý výklad, jdou
í nad ráme
 t¥
hto studijní
h materiál·.A.5 Virtuální výstup a lineariza
e stavové dynamikyV mnoha p°ípade
h nám jde o to exaktn¥ linearizovat 
o nejv¥t²í £ást stavovédynamiky systému. Výstupní vztah v t¥
hto p°ípade
h bu¤ není podstatnýpro úlohu °ízení, nebo umíme 
íl °ízení p°evést na 
íl formulovaný pro stav.Nap°íklad, pro krá£ejí
ího robota je 
íl °ízení formulován pomo
í 
elého stavurobota, výstup zde má pouze význam p°esného ur£ení informa
e, kterouumíme p°ímo m¥°it. Ni
mén¥, i v p°ed
hozí
h situa
í
h, kdy je systém ex-aktn¥ linearizovatelný ze vstupu na výstup, tato lineariza
e pomáhá pouzenavrhnout stavový regulátor. Problematika kvalitní rekonstruk
e, v£etn¥ p°í-padné �ltra
e ²um·, vyºaduje dal²í metody. V tomto seminá°i se z kapa
-itní
h d·vod· zam¥°ujeme pouze na návrh stavového °ízení, problematikaodhadování stavu byla £áste£n¥ zmín¥na i v p°ed
hozí
h seminá°í
h zmi¬o-vaný
h v úvodu této kapitoly. N¥které spe
i�
ké výsledky pro krá£ejí
í robotylze nalézt v [16, 17, 18℄, a zejména pak v sezname
h tam pouºité literatury.Pokud se tedy o
itneme v situa
i, kdy 
h
eme exaktn¥ linearizovat 
o nejv¥t²í£ást dynamiky daného nelineárního systému, m·ºeme postupovat jednodu²enásledovn¥. Nejprve p°edpokládejme pro jednodu
host, ºe je dán systém sjedním vstupem. V jeho exaktn¥ linearizované £ásti, která má stavovou di-menzi r ≤ n, kde n je stavová dimenze 
elého systému, snadno najdemeprom¥nnou, která má relativní stupe¬ práv¥ roven r. Tato prom¥nná je ale vp·vodní
h sou°adni
í
h nelineární funk
í p·vodního stavu. Pokud tuto funk
ibudeme povaºovat za výstup, dostaneme z°ejm¥ systém s jedním vstupem ajedním výstupem, který je exaktn¥ linearizovatelný ve smyslu vstup výstupa má relativní stupe¬ r. Platí to i obrá
en¥, pokud se nám poda°í nalézt ne-lineární funk
i stavu takovou, ºe pro ni, jako pro výstup, má systém relativnístupe¬ r, potom má systém r-dimensionální exaktn¥ linearizovatelnou £ást.Takovému výstupu pak budeme °íkat virtuální výstup, nebo také pomo
nývýstup, nebo´ slouºí jen pro pot°eby výpo£tu linearizují
í
h transforma
í anemusí mít ni
 spole£ného s n¥kterým reáln¥ pot°ebným výstupem systému.Nalezení maximální exaktní lineariza
e je pak jednodu²e ekvivalentní úloze:nalézt virtuální výstup s maximálním relativním stup¬em. Pokud jetento maximální relativní stupe¬ roven dimenzi stavu, systém s jedním vstu-63



pem a jedním výstupem má úpln¥ exaktn¥ linearizovanou dynamiku.Pro systémy s ví
e vstupy a výstupy je situa
e podobná, jde o to, naléztsadu virtuální
h výstup·, která má vektorový relativní stupe¬ s maximálnímsou£tem jeho komponent. Pokud je tento maximální sou£et roven dimenzistavu, systém s ví
e vstupy a ví
e výstupy má úpln¥ exaktn¥ linearizo-vanou dynamiku.Formula
e problému exaktní lineariza
e p°es hledání ur£itého virtuálníhovýstupu obe
n¥ vzato nevede na snadné výsledky, nebo´ tyto virtuální výs-tupy jsou °e²ení sloºitý
h par
iální
h diferen
iální
h rovni
. Naví
, podmínkyexisten
e nejsou z°ejmé, jeji
h formula
e a ov¥°ování vyºadují dal²í znalostidiferen
iáln¥-geometri
kého aparátu, jeji
h stru£ný rozbor byl probrán v se-miná°i ze dne 21.10.2011.Ni
mén¥, v mnoha konkrétní
h aplika
í
h existují p°irozeným zp·sobem danévirtuální linearizují
í výstupy, které mají t°eba v me
hani
e fyzikální smysla vyjad°ují i ur£ité zákonitosti me
haniky, £i jiného oboru. Proto je £astouºite£né, pokusit se spe
i�
ky hledat virtuální linearizují
í systém pro kon-krétní situa
i s vyuºitím spe
i�
ký
h vlastností zadaného systému.
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