A °
* X % , > O
* * Y BN o
* * \ 7K ®
* * N'i;,. / B
* 5 K
- ' - - OP Vzdélavani \'
EVROPSKA UNIE v pro konkurenceschopnost A\

INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVANI

Matematicke zaklady teorie a aplikaci
nelinearnich dynamickych systému

2 / Kvalitativni vlastnosti dynamickych systému
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Vlastnosti na omezeném casovém intervalu

Existence reseni
Jednoznacnost reseni

Prodlouzeni feseni
Spojita zavislost reseni na pocatecnich podminkach a pravé strané

Tato prezentace je spolufinancovana Evropskym socidlnim fondem a statnim rozpoétem Ceské republiky.
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Uvod

budeme zkoumat zakladni vlastnosti rovnice X = f(X,1), které
z ni délaji vhodny matematicky model realnych systému

pri experimentech s fyzikalnimi systémy (treba s kyvadlem) zacheme
z néjakého pocatedniho stavu v ¢ase 1, a oéekdvame, Ze se systém
bude pohybovat a jeho stav bude definovan v (aspon nejblizsi)
budoucnosti t > 1,

systém je deterministicky, takze také ocekavame, ze pokud budeme
experiment presné opakovat, systém se bude chovat stejné a jeho
budouci stavy budou stejné

chovani systému muzeme takto predikovat, kdyz tzv. pocatecni
problém X = f(X1),X(t,) =X, bude mit jediné feseni

abychom zajistili existenci a jednoznacnost feseni, musime trochu
omezit pravou stranu

Pk !gf i< 5% _wj
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podstatnym faktorem pro planost néjakého matematického modelu
je spojita zavislost na datech problému

model by mél byt takovy, aby mald chyba v datech nezpUsobila
veliké chyby v reseni

data problemu jsou t,, X, a tvar a parametry funkce na prave
strané f(X,1)

reseni by mélo byt spojité zavislé na téchto datech

ukazeme, zZe za jistych podminek je a trochu budeme zkoumat
citlivost




Lemma (Bellman-Gronwall):
Necht A(?), u(¢) :[a,b] — R jsou spojité nezaporné funkce.

Jestlize spoijita funkce Y():[a,b] > R ¢pixuje

pro L € [a, b] , pak také na stejném intervalu

« pokudije A(t)=A konstantni, pak -
* pokud je navic jeSté u(t) = 1 konstantni, pak _

** * ** :
* * ..
* *
* 5K A 3
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Obycejna diferencidlni rovnicev R"
ODE (= ordinary differential equation)

x=f(u). 120 Q=%

* reSenive smyslu Caratheodoryho
je spojité diferencovatelna funkce casu

| cAR |
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 pokud f je spojita, je reseni spojité diferencovatelné

* pokud je spojita v x, ale jen po Castech spojita v t, pak je reseni pak reseni
muUZe byt po jen ¢astech spojité diferencovatelné

e predchozi je vhodné pro popis ¢asové proménnych systému se skokovymi
zménami parametru

Priklad:

+ rovnice NERDGOIED s ove reseni: KOSEHSE KOE0

* jelikoz je prava strana spojita, asi to pro jednoznacnost nestaci
* pro existenci reseni spojitost staci
* to ale nebudeme dokazovat, omezime se na jednodussi verzi

. Eflﬁr : J[mumy
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VETA: LokdIni existence a jednoznaénost
Necht f(X,t) jespojitav X a po &astech spojitav U a necht
plati Lipschitzova podminka

e B, 1) = {x e R :[x—xo] =1}

je kruh s polomérem I astfedem X,.

Pak 345 > ( takové, ze ma rovnice ODE pravé jedno reseni CAR na intervalu [to,to +5] .

INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVANI mopsmn.EEf i : Il




Necht funkce f je spojita v mnoziné

DZ{(t,y),lt—to |S a!l Y=Y |Sb}

Oznacéme M maximum funkce f na mnoziné D a

Pak existuje na intervalu h:=min(a,—) aspori jedno
feseni y(t) takové, Ze M

(t,—h,t,+h) yt,) =Y,

Peanova veta zarucuje existenci reseni, ale nikoli jeho jednoznacnost.

e ] LTI
5 TS %J[ )
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Priklad
UvaZme systém X =—x?, x(O) =-1

INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVANI

funkce T (X) = —X* jelokdlné L. VXeR.
je tedy L. na kazdé kompaktni podmnoziné R

jediné reseni  x(t) = t—ll existuje na [O, 1)

pro t—>1 X(t) opusti kazdou kompaktni mnozinu
jak dalsi podminka zaruci moznost neomezeného prodlouzeni?

** * ** :
L]
. y
* 4o
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VETA: Globalni existence a jednozna&nost

Necht f(x,t) je po Usecich spojitad v t a splnuje

vx,y e R", Vte[t,,t,]

Pak ma rovnice ODE pravé jedno fedeni CAR na ¢asovém intervalu [0, 4]

INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVANI mopsm,,.EEf i : Il




e prava strana neni globalné L. protoze jakobian

neni globalné omezeny
* presto ma rovnice pro pp. x(to) =X, jediné reseni

2
XO

\1+2x5 (t—t,)

X(t) =sign(x,)

* které je dobfe definované V1 et

INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVANI MOPSMUN'EEf i : II




Necht je dan systém ODE s funkci f (X,t) spliujici hypotézu

f 00— Tk [x—y] vx,y € R", Yt et t]
(0],
Necht X(.),Y(.) jsou dvé jeho fe$eni vzchazejiciz pp. %o Yo

Pak,
Ve>0 Jo(e,T):

* tj. feSeni je spojitou funkci pocatecnich podminek

INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVANI mopsmn.EEf i : Il




Duikaz:
e Jestlize jsou X(t), y(t) obé regenimi ODE, pak

X =y <% — Yol + [[| F (x(2). 0) - £ (y(2), )z

<% = Yol +k: [/ [x(0) - y(2)ld 7

muazeme tedy pouZit BG lemma. Podle ni plati vt [0, T]
[x(t) = )] <% = ol e

e Tedy pro dané & >0 stadi vzit -

INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVANI



0, Zavislost na p. p. na nekonecném intervalu

* spojita zavislost na pp. plati jen na omezenych intervalech
* na nekonecnych intervalech vibec ne - méli jsme mnoho prikladd, tfeba
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Vlastnosti v neomezeném case - stabilita

Ljapunovska a asymptoticka stabilita
Metoda priblizné linearizace

Metoda Ljapunovské funkce
Princip LaSalle

Stabilita perturbovanych systému

Tato prezentace je spolufinancovana Evropskym socidlnim fondem a statnim rozpoétem Ceské republiky.
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e studium stability dynamickych systém( ma bohatou historii

* podilelo se na ni mnoho vyznamnych matematiku, fyzik( a astronom?
* zajem pritahoval ,problém stability n téles” (stabilita slunecni soustavy)

*  Torricelli (1608-1647): princip nejmensi celkové energie:
Systém téles je ve stabilnim rovnovaziném stavu kdyz je ve stavu (lokalné)
minimalni energie.

* lLaplace a Lagrange, 18. stol.:
konzervativniho systému je stav
s nulovou kinetickou a minimalni potencialni energii stab. rovnovazny

» dalsi: plati i pro disipativni (energie klesa podél trajektorie)
* Ale abstraktni definice stability az

* Lyapunov 1892 :

* definuje funkce vhodné k popisu , energie”

* adefinuje co znamena , klesani podél trajektorie”

N = Eflﬁr : J[mumy
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DEFINICE Lyapunovska stabilita
Ekvilibrium x = 0 je Lyapunovsky stabilni jestlize

kde x(t) je resSeni zacinajici z x, v Case t,.

 neformalné:
¢im bliZeji reseni zacCne,
tim bliZeji zUstane, pricemz
se lze priblizovat neomezené.
 Jednasevlastné o

spojitou zavislost na
pocatecnich podmin.
vV neomezeném case

INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVANI
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DEFINICE Stejnomérna stabilita

Ekvilibrium x =0 je stejnomeérné stabilni jestlize v predchozi

definici - nezavisi na t, .

stabilni

* zejména o(t,, &) okoli nutné k udrzeni trajektorii uvnitr

& okoli nejde s rostoucim ¢asem k nule.

INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVANI

V4

v

e stejnomérné stabilni e. se s rostoucim ¢asem nestava postupné méné

* ¥ 3
* w
r x
* *
* *
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DEFINICE Asymptoticka stabilita
Ekvilibrium x = 0 je asymptoticky stabilni jestlize
* je Lyapunovovsky stabilni a

P 20350 0: w52 ligla(o] =0

e Definice dvé rizné podminky.

* To se muze zdat prehnané, ale neni: konvergujici trajektorie nezarucuji
stabilitu.

* Druhé podmince se nékdy rika kvaziasymptoticka stabilita

* ¥ 3
* w
r x
* *
* 5K
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DEFINICE Stejnomeérna asymptoticka stabilita
Ekvilibrium x = 0 je stejnomérné asymptoticky stabilni jestlize

e je Lyapunovsky stabilni a

* trajektorie konverguji k O stejnomerne, tj. existuje 0 >0 a funkce
takovd, Ze 7(7,%,): R, XR" > R, VX, € B, limy(z,%) =0

INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVANI



e systém X=—x/(1+t) ma feseni

* reseni konverguje k O pro vsechna t,, ale s rostoucim t,
stale pomaleji

* tedy je asymptoticky stabilni ale ne stejnomeérne

INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVANI EVROPSKA UNIE N -
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DEFINICE Globalni asymptoticka stabilita
Ekvilibrium x = 0 je globalné asymptoticky stabilni jestlize
* jestejnomeérné Lyapunovsky stabilni a

DEFINICE Globalni stejnomérna asymptoticka stabilita
Ekvilibrium x = 0 je globalné stejnomeérné asymptoticky stabilni

* kdyz je globalné asymptoticky stabilni a
* konvergence trajektorii do pocatku je stejnomérna v Case, tj.

existuje funkce 7(7,x)): R, xR" = R, takova, Ze lim y(z,x,) =0Vx, 3

** * **
L]
oo y
* 4o
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DEFINICE Ekvilibrium x =0 je [globalné] exponencialne stabilni jestlize

* konstanta @ je rychlost konvergence
* exponencialni stabilita je obecné silnéjSi nez asymptoticka stabilita
* m charakterizuje , prekyvnuti“ - i pro lin. syst. s vyvhradné realnymi poly!!!

x=Ax,x € Rza/?q,z <0 x(1) = C1V1ellt + szze/w x(t) = |:1:|et + |:_ 1:|elot
AVI = /11"1914"2 = ﬂzvz C1V1 + szz — X(O) 0 0.2
X2
<o) vl

Lol /> %(0

0 )/ et 1 x1

C2

V2
._**u} Eflﬁr ﬁj{mumy
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* reseni systému _ konverguje k O,

* ale pomaleji nez exponencialné a jen pro x(0)>0 e. je
stabilni asymptoticky, ale ne exponencialné

ol wfindowvs Hel

Fil=  Edit T Help
I eem = a ~ ~| = =

1A1+1)
1.5 —
a1 b i
0.5 - —
ol i
0s | n
1
1.5
-5 -4 -2

Jiny priklad:

X =-x,x(t,) = x, Metoda

1 1 : separace
@:—x3:> dx3:dt:> S =ttty =>x(t)= x02 5 P v oy
dt — X 2x® 2x; 2(t —t,)x; + X proménnych

149010 o Eflﬁr rﬁj{mumy
.****: .. i “!
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e Urcuje lokalni stabilitu e. pomoci linearizace v tomto e.
S e.., kde f je vtomto bodé

* Pro autonomni systém
spojité diferencovatelna

e zavedeme odchylku a systém nahradime linearni rovnici -

kde

je Jacobiho matice v bodé. Znacime ji také J nebo Df.

B8 "Crr
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0, Lokalni stabilita z priblizné linearizace

e Jestlize maji vSechna v.C. matice A zaporné realné casti, pak je e.

lokalné asymptoticky stabilni.

* Jestlize aspon jedno v.C. matice A ma kladnou realnou cast,
pak e. neni Lyapunovsky stabilni.

* Jestlize jedno nebo vice v.C. ma nulovou realnou ¢ast, a vsechna
ostatni v.C. maji zapornou r.C., stabilitu nelze z linearizace urcit.

30.4.2010
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* Umoznuje urcit stabilitu bez integrace rovnice

* |Inspirovana disipativnim systémem (kde e. je stabilni pokud pfi pohybu po

trajektorii se akumulovana energie snizuje a v e. je minimalni)

e pro obecnéjsi systémy se pouzivaji zobecnélé energie, tzv. Lyapunovovy

funkce
* umoznuje urcCit i globalni stabilitu

7’

 Redii pfipady na mezi stability PL

B8
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PREDPOKLADY

* UvaZme nejprve autonomni systém -

* kdefunkce  f:D — R'jelokalne Lipschitzovské zobrazenioblasti ) — R”

DEFINICE
Redlna funkce V(x): R" — R spojitd naDje na D

e pozitivné semidefinitni kdyz -“- a _

* negativné definitni kdyz -je tam pozitivné definitni

* negativné semidefinitni kdyz - je tam pozitivné semidefinitni

e ﬂj{luumy
* x . '
' L]
*i*ﬁ* Ll 8
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Kvadraticka forma

. priklad skalarni funkce u které

* snadno zjistime znaménko definitnosti

e definice

 Pjesymetricka matice
 forma je pozitivné (semi)definitni

. H v.C. matice P jsou kladna (nezaporna)

INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVANI

H hlavni minory P jsou kladné (nezaporné)

e negativitu zjistime zkoumanim -

** * ** :
* * ..
* *
* 5K A 3
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V (X) = ax; +2X,X, +ax; +4X,X, +ax:

— [Xl X, Xs]

hlavni minory P jsou

a,a’,a(a

INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVANI

a 0 1][x
0 a 2| x, |=x"Px
1 2 aj| x|

2_5)
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DEFINICE
Redlna spojité diferencovatelna funkce V(x): D —> R je
Lyapunovova jestlize

* je pozitivné definitni na D obsahujici pocatek

* jeji derivace podél trajektorii systému - je na D negativné
semidefinitni

‘* * *i’
L]
. °
* 5K
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e tzv. Lieova derivace V podél f

* tato derivace zavisi na rovnicich systemu, plati:

* téZ smérova derivace podél vektorového pole f(x)

INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVANI EVROPSKA UNIE N -
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Necht x =0 jee.systémua D C R” je oblast obsahujici X = 0,
Necht V : D — R je spojité diferencovatelnd funkce, takova ze

*V(0)=0 a V(X)>0 vxeD-{0}
* V(X)<0 vxeD

Pak X =0 je Lyapunovsky stabilni. Pokud navic
* V(x)<0 V¥xeD-{0}

pak X =0 je asymptoticky stabilni.

Slovy:

Pocatek je (asymptoticky) stabilni jestlize existuje spojité diferencovatelna
pozitivné definitni funkce (Lyapunovova) V (X)takova, ze V (X) je
negativné semidefinitni (definitni).

e ] LTI
5 TS %J[ )
****.& - M
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* Lyapunova metoda poskytuje postacujici podminku stability

* Pokud mame vhodnou funkci, ovéreni je snadné, ale

* neni znama zadni systematicka metoda jak L. funkci najit.
 Nékdy maZeme na zakladé fyzikalni analogie najit funkci energie,
e jindy musime postupovat metodou ,pokusu a omylu”

Pro inspiraci nasleduje par prikladu

INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVANI mopsmn.EEf i : Il




0, Globalni aspekty

* Pokud je e. globalné asymptoticky stabilni, pak uz
systém nemuze mit dalsi e. (sporem).

* TakZe pro systémy s vice rUznymi e. nema smys|
globalni asymptotickou stabilitu zkoumat. (Napr. u
normalniho kyvadla).

 Podminka navic: radialni neohranicenost Ljap. Fce.,
tj. Ljap. fce. roste do nekonecna ve vsech smérech

30.4.2010
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Princip La Salle

Definice. Mnozina D se nazyva invariantni smérem dopfedu,
jestlize kazda trajektorie zacinajici vO v ni navidy zlstane.

Véta (Princip La Salle). Jestlize existuje lokalné (globalné)
definovana (radialné neohranic¢ena ) Ljapunovova funkce V(x)
a jedind invariantni podmnozina mnoziny {x|dV/dt =0} je
mnozina {0}, potom je prislusny systém lokalné (globalné)
asymptoticky stabilni.

* Je zfrejmé, ze princip LaSalle je lépe vyuzitelny, nez klasicka

30.4.2010

Ljapunovska prima metoda.
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—L =x
dt g
dx, ;

=—Xx, — X
dt 1 2

x2+x2 dV A .

Vix) = 12 -, o T % TXoX — X ==X, <0

XZEO:—xl—xgz%so:_xlEo

Najit silnou Ljapunovskou funkci neni snadné
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0, Véta o exponencialni stabilité — Ljap. fce

Véta. Systém ¥= J6X), J({E0)=0, je exponencialné stabilni na oblasti
D={xeR"||x|<r} tehdya jen tehdy jestlize existuji Ljapunovska fce
V(tx) a kladné konstanty cl, c2, c3, c4 takové, Ze plati (m je z definice
EXP. stab. - ,,pfek)?vnutz"‘): V(t,x) €[0,0)xD,,D, ={xe R" | HxH <r/m}

oV oV
_|_
or ox

oV
el < P, < e |17, S = —cs X7 HEH < .|~

Diikaz: ,Jen tehdy*, viz Khalil, str. 162. ,,Tehdy‘: staci jen prvni dvé
nerovnice, z nichz plyne, ze: V < c.c,’'V atedy:

V(t,x(t)) <V (t,,x,)— S J‘ V(z)dr na coz lze pouZzit Bel{mcgn-’G ronwall
s 4, Lemma (BHL), které dava

2 2 C
Ve, x(2)) <V (t,,x, )eXp[—Z—Z(f — 1 )j a tedy € HXH = C2Hx(t0 )H ey (_ C_3(t —l )]

2
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* Pro linearni autonomni systém X = AX

* Najdeme vzdy Lyapunovovu funkci ve tvaru kvadratické formy
« Uvaime V =X PX, P reédlnasymetrickd matice

* Derivace podle trajektorie

Polozime _ Lyapunovova maticova rovnice

V =X Px+ X Px =X ATPx+ X PAX = X" (ATP+PA)>'<

Véta. Maji-li véechna vlastni &isla matice A zdporné redlné &asti, potom pro kazdou

symetrickou p.d. matici Q ma L.m.r. praveé jedno reSeni, které je p.d.
e Prakticky: Volime p.d. Q avypocteme P a urCime definitnost
 Je-li P p.d.: asymptoticka stabilita. Neni-li: nestabilita
* MozZno vyuzit nejriznejsi software

INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVANI mopsmm.egf i : Il ;
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Véta. System je exponencidlne stabilni na oblasti

D={xeR"||x|<r} pro nékteré r>0 tehdy a jen tehdy jestlize jeho
pribliznad linearizace je exponencialné stabilni.

Diikaz: Pozdéji, na zaklade Véty o zanikajici poruse. [T

Véta. Systém _ je exponencialné stabilni na oblasti

D={xeR"||x|<r} pro nékteré r>0 jestlize jeho pFibliznd linearizace
je exponencialné stabilni, tj. mad vsechna viastni ¢. v levé koml. polor.

Diukaz: Diky negativité redlnych Casti v.C. existuje feSeni Ljap. rce a
tim 1 kvadraticka Ljap. fce, takZe 1ze pouZzit prisl. vétu
charakterizujici exp. stab. pies kvadratickou Ljap. fci. [

- = Iﬂ . Jrlwumy
i Eflﬁr Sy
INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVANI EVROPSKA UNE. W j— g




. Uvatujme systém B (la) £ 8(6%)

kde f,g:[0,0)xD—R" jsou po ¢astech spojitévta
lokdIné Lipsch. v x na [0,2)xD  kde D je oblast
obsahujici pocatek x=0.

* nominalni systém -
plus perturbace -

* neurcity systém - tam spada s

f je zndma nominalni prava strana systému s f(t,0)=0
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0, Stabilita perturbovanych systému

Véta. Necht je nomindlini systém = JEXLIEO) =0, oxponencidlné
stabilni, tj. existuji Ljiapunovskd fce V(t,x) a kladné konstanty cl, c2,

c3, c4 takove, ze plati V' (Z,x) €[0,0) < D
oV
ot

2 2 oV 2 oV
e Xl = P e x = e ||x||7 + Y pao = —eax HEH = .||~
Necht ||g@x)| < v||x|, kde » < Z— , potom je pocatek x=0 exponencidlné stabilnim
ekv. perturbovaného systemu X¥= f(6;X)+g(6,X) . Navic, pokud predpoklady plati
globalne, pak je pocatek globalne exponencialné stab. ekvilibriem téhoz systému.

Tzv. zanikajici porucha: lokalné plati napt. vzdy, kdyz g(t,0)=0 pro kazdé ta g
je steynomérné lok. Lipsch. a tedy lg(t,x)—g@,0)| < L|x—0|,ti.r =L nebo ma
stejnomerne omezeny Jakobian:

e, )] = gt x) — 2,0 = H‘;—f tox e — 01

< max HxH
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Dukaz Véty o zanikajici poruSe. Necht je nominalni systém

_ exponencialné stabilni, tj. existuji Ljapunovska

fce V(t,x) a kladne konstanty cl, c2, c3, c4 takové, Ze plati

5V 8V oV
ol <ven<eld, L rexs H_ <c,l
Pro systém _ tedy plati, s vyuzitim |gtx)| < ||
8V 6V
e ERAN I it PSR

2

—es ol + ey = (s + el

\'4 C 4 v o o v 4
a jelikoz v<— mdme dle véty o exp. stabilité dokdzano. .
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Véta. System

priblizna linearizace

je exponencialne stabilni na oblasti
D={xeR"||x|<r} pro nékteré r>0 tehdy a jen tehdy jestlize jeho

je exponencialné stabilni.

Dikaz: ,Jen tehdy* plyne y predchazejici Véty o zanikajici poruse:

F=AWx= [0 +8tx) kde  gltx)=ADT—f(t,x)

g(t,x) spliiuje vSechny potiebné podminky, nebot’

. 1ehdy* plyne analogickym zpisobem (v opacném sméru)!!!
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takze v dostatecné malém
okoli ekv. vSe potfebné plati.
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Véta. Necht je nomindlni systém _ exponencidlné
stabilni, tj. existuji Ljiapunovska fce V(t,x) a kladné konstanty cl, c2,

c3, c4 takové, Ze plati V' (£,x) €[0,90) x D

8V 6V
L H H < 4|

Necht || g( t,x)” <6, kde S >0 jevhodné cislo, potom pro systém

_ plati, Ze existuje urcité konecne T>0, takove Ze

|lx@D| <= b. Ve =2, +T

Kromé toho, NAESESMGUESIGUR x(1) ubyvi exponenciilne
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f(l‘ x) =

2
el =




