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Kapitola 1.1

KLASIFIKACE CHYB MERENI
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o & Klasifikace chyb meéreni

A. Klasifikace podle mista

1. Instrumentalni chyby: konstrukce pfristroje

2. Metodické chyby: organizace méreni, odecitani dat

3. Teoretické chyby: princip méreni, fyzikalni model
B. Klasifikace podle priciny

1. Nahodné chyby: nelze odstranit

2. Systematické chyby: funkci Casu, starnuti pristroje

3. Hrubé chyby: selhani pristroje nebo clovéka
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o & Klasifikace chyb meéreni

C. Klasifikace podle charakteru
1. Absolutnichyba: A;=x; — u
2. Relativnichyba: 6 ;= A;/x;
3. Redukovana relativni chyba:
f - A; _ A
o Xmax — Xmin B R
D. Systematické chyby pristroje
1. Aditivni chyby: x; = u + €; (chyba nastaveni)
2. Multiplikativni chyby pfistroje: x; = u - e (citlivosti)
3. Kombinované chyby: x; = (u + €;) + u - e
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Pas neurcitosti a zakladni modely chyb méficich
pristroju

a) Aditivni model x; = u + €;, kde €; jsou nahodné
veli¢iny s nulovou stredni hodnotou a rozptylem o
b) Multiplikativni model x; = u - e

c) Kombinovany model x; = (u + €;) + u - e
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o & Nomi?élni charakteristika — vysvetleni
pojmu
Pas neurcitosti je znazornénim zavislosti y = f(x)
Nominalni charakteristika y,,,,,, je stfedni linie a uvadi
ji vyrobce. y,,,m (respektive x,,,,,, ) se lisi od realné
Vreql (respektive x...,;) 0 chybu méficiho pristroje,
A" = Yieat — Ynom:

Relativni chyba je definovana v procentech vztahem

__100A ; _ 100A",
O = ” (resp. 0" = " ) [%]
Redukovana relativni chyba je definovana v

100A

procentech vztahem 0, = = 100 -%[%]

Xmax~—Xmin
Kde R oznacCuje rozsah méreni.

31.1.2011 P'A"\/'f'i'l‘t,‘

r‘}“--,,;/ ,—‘,ﬁ_x- ﬂ .o w .




o = Ukazky sumu a autokorelace
oo

llh“ ““llll “llli J‘i‘m ||l il ull“ l” I““l l, “;
[n|| W ) I||||| | "'||| '\U[lwlu Ml UW'” |'HW

| | | 1 1 1 L | !
50 100 150 200 250 =00 ==0 100 e —
n

ppppp

A el Ll Jhll“h i Hnn s, *"-“ M

LU LR

31.1.2011




[ yIn] o n]xp(n]

uinl

0, Ukazky sumu a autokorelace
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MLE odhadem u je aritmeticky pramér

Aditivhi model mérenix = u + ¢
U je skutecna hodnota mérené veliCiny
€ je nahodna chyba

* stfedni hodnota chyb mérenije nulova E(s) = 0
* rozptyl chyb méFeni je konstantni D(g) = g2
* chyby jsou vzajemné nezavislé E(g;e;) = 0

e chyby maji normélni rozdéleni € ~ N(0,0%)
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o @ Aditivni model a poruseni predpokladu

* Vlivem vzorkovani na jedné soustave vznika
autokorelace I|.fadu ¢; = p™¢;_1 + uy;

* Zde u; je nahodna velicina s konstantnim rozptylem
Plati, Zeuy = 0.

* Autokorelacni koeficient p je korelacni koeficient

mezi dvojicemi Xj AXjy1,
2

1 — p?
V pripade vyrazné autokorelace dojde ke zvyseni
rozptylu.
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* Autokorelac¢ni koeficient p se obycejné odhaduje
pomoci vztahu

Y (X =X )* (X, =X )

A J

p:

[s"(N -1)]

* Orientacné plati, ze pokud lezi p v intervalu

—2/JN <p<2/JN

|ze povazovat p za nevyznamny.
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o & Posouzeni opakovani méreni

Posouzeni opakovani méreni
a) spravna a dosti presna

b) spravna, ale malo presna

c) dosti presna,

ale nespravna

d) malo presna a

nespravna
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< Charakteristika presnosti pristroju

Presnost pristroje je rozmeazi statistické nejistoty
vysledkU. Vyjadruje se jako roztptyl kolem stredni
hodnoty n-tice namérenych vysledku.

Spravnost pristroje udava prumeérnou vzdalenost
mereni x; od skutecné hodnoty i a souvisi se
systematickymi chybami. Odpovida odhyleni
prumérné hodnoty méreni x od teoretické hodnoty

U.
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® & Definice pojmu

Celkova chyba meéreni je definovana A; = x; — L.

Primérna hodnota chyby méfeni A = %Z}Ll i je
soucasne odhadem jeji systematicke slozky.

RozdilA — A; je potom odhadem jeji ndhodné slozky.
Stredni kvadraticka chyba méreni je definovana

1 n
— A2
on n—1Z y
1=

\

Je priimérnou ndhodnou chybou méfeni, pokud A = 0.
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o & IV‘I"eznl !10dnoty chyb
pristroje
Mezni chyba A, pristroje je jeho

nejvyssi pripustna chyba, kterou ostatni odch‘ylky
pristroje za danych podminek neprekroci.

Redukovana mezni chyba 6  pfistroje pro urcitou
hodnotu mérené veliCiny x; a stanovené podminky je
dana pomérem mezni chyby Ay a méficiho rozsahu R,

0o r = Ag/R, udava se v procentech mefriciho rozsahu
R, 50,R =100 Ao/R[%]

Meérici rozsah R je algebraicky rozdil krajnich hodnot
stupnice, R = X;00 — Xmin-

BREE 5, -




® @ Trida presnosti pristroje

Je znakem presnosti v celém mericim rozsahu pristroje.
Vyjadruje se kladnym bezrozmérnym cislem, které je
vzdy vetsi nebo rovné nejvéetsi absolutni hodnoté Cisla
redukovanych meznich chyb za danych podmmek Y
celém mericim rozsahu pristroje. - '

Vyjadruje se:
1. U cisté multiplikativnich chyb

mereni:
1004, .
X
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Relativni chyba citlivosti 05 = je konstantni.



o & Trida presnosti pristroje

1. U ciste aditivnich chyb méreni:

Redukovana relativni odchylka

5§y =100 - —=2— =100 - =2 kde R
Xmax—Xmin R

je rozmezi stupnice. U aditivni chyby
klesa relativni odchylka 6 hyperbolicky s
hodnotou x.

Prah citlivosti x . tj. relativni chyba
d(x.) = 100%. Prah citlivosti se vycisli
v = DoF

¢ 100

31.1.2011




Spodni mez pracovniho intervalu x zajistuje, aby
relativni chyba 6 (x,) byla pravé p %, obycejné 4 nebo
10% a vycisli se

A X
xS=1OO-?O=1OO-?C
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o & Trida presnosti pristroje

3. U kombinovanych chyb méreni:
Celkova chyba je soucet aditivni Ay a multiplikativni d.x

slozky A = Ay + 0,x a pas neurcitost tvori soucet ploch
aditivniho a multiplikativniho pasu neurcitosti.

Celkova redukovana relativni chyba 6, = 0, + 65%

Monotdnneé roste s rustem x. Na rozdil od pripadu Cisté
aditivni chyby zde rust 0 zacina tim pozdéji, ¢im je pomeér
O,/ Vetsi.

Trida presnosti 0, se rovna souctu redukované a relativni
chyby &, a chyby vzniklé na horni hranici mériciho rozsahu

5. 8 = 8y + O,
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? @ Zarazeni pristroje do tridy presnosti

Trida presnosti p se neoznacuje znaménkem, protoze
redukovana mezni chyba muze byt kladna ¢i zaporna.
Pristroje se tridi podle

p = 6%, 4%, 2.5%, 1.5%, 1%, 0.5%, 0.2%, 0.1%,
0.05%, 0.02%,0.01%,0.005%,0.002%,0.001% ,
doplnéné o znacku typu chyby 6 (multiplikativni),

O (aditivni), nebo 63 /6,(kombinované).

Pri zvolené tfidé presnosti p nesmi nejvetsi mezni
chyba prekrocit hodnotu R. p/100.

3112011 [ n Ef l-\‘__ﬁ‘%/,/'::%*-g .‘_0
| EVROPSKA UNE iVl r%"’/ ’ﬁ- ﬂ 3 N . | 21



o Zarazeni pristroje do tridy presnosti

Skutecna hodnota mérené veliciny (pravda) u bude

v : Rp
potom lezet vintervalu u = x; + 700

podle schématu:

1. Pro ciste multiplikativni chyby je trida presnosti
vyjadrena chybou citlivosti d; , napr. 6, = 1.5% se
zapise ,

2. Pro ciste aditivni chyby je trida presnosti vyjadrena
redukovanou relativni chybou 6,, (kde R je maximum
stupnice), napt. 85 = 1.5% se zapise 1.5.

31.1.2011 | n N/E e
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o @& Zarazeni pristroje do tridy presnosti

3. U silne nerovnomérné stupnice se uvadi trida
presnosti formou zatrzeného Cisla a rozsahem stupnice
R, napf. ¥ znamend 6, = 1.5% a Ay = 9, - R.

4. U kombinované chyby se trida presnosti uvadi ve
tvaru zlomku 6, /6. Zapis 1.5/1 vyjadruje 6, = 1.5% a
0o = 1%

31.1.2011 ' m Ef P\/"Eﬁ; .._.
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pravdépodobnosti

0.5 1.3

£ OO R(Q. 4) c £ LN (4 |4) d

0.3

() Q X Q
) (S M
|

(a) standardizované normalni N(0,1),

(b) standardizované Laplaceovy L(0,1),
(c) standardizované rovhomérné R(0,1),
(d) logaritmicko-normalni LN(O 1)
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@ Druhy odhadu chyb méreni

O

1. Momentové Pro A;, kdei =1,...N — Cx(stredni
hodnota chyb E(A) = 0)jeA =0

Pravdépodobnostni interval o, = 0, 0 = \/— (x; — X)?

Chyby maji sym. hustotu pravdépodobnosti. s E(A) = 0.
Hustota pravdepodobnostl f(A) adistribucni funkce F(A) .

Yooxm=ptd, fG=fA+w
P = (—ko < A< ko) =F(ko) —
F — F(—ko) = 1 — 2F(—ko)

— —

>
-k.c 0 k.c Pro fadu rozdéleni plati, ze pro P = 0.9 je k =1.6411

Lo L ’



°®

ve kterém lezi 100(1 — a)% vsech chyb plati
P=(—ko <A<ko)=F(ko) — F(—ko) =
=1—-2F(-ko)=1—a«
f(x)

K. 0 K.

Kde —k je a kvantil, k je 1 — a kvantil standardizovaného
rozdéleni chyb a o je smérodatna odchylka.

0 O Ijlilllll‘.[
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pokracovani

Pro radu rozdéleni plati, Ze pro pro P=0.9 je |k|=1.64 a
pravdépodobnostni interval nahodné chyby A se
vyjadri

—1.640 < A < 1.640
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o & Tolerancni interval chyb

Je znam pouze odhad smérodatné odchylky s a je-li
stfedni hodnota chyb opét nulova E(A) = 0, vyjadfi se
tolerancni interval nahodné chyby A

—krs < A< krs

Kde za predpokladu normalniho rozlozeni chyb bude

n-—1
a X% je a-kvatil X? rozdéleni.

Plati pravidlo: Tolerancni intervaly jsou vzdy SirsSi nez
intervaly pravdéepodobnosti
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Druhy odhadu chyb méreni
2. Kvatiloveé:

Interkvantilova odchylka K, _, = (X,_a — Xa))/2
2 2

O

V tomto intervalu lezi P = (1 — q) - 100% vsech chyb.
P ...statisticka jistota { fx)
Mezni chyba mereni opp = Kq_4

Stredni chyba gpg s = (Xg 75 — Xp25)/2

Pro normalni rozdéleni q/2 l'q q/2
— ——
(vhodné pro presna méreni). N y >
Xor2 $g

Pravdépodobna chyba opgs = 0.68 - 0
Pro normalni rozdéleni opg g3 = (X0g8415 — X0.1585)/2

Chyba pro neznamé rozdeleniP = 0.9 0ppgg3 =0

Pro fadu rozdéleni gppg9 = (X995 — X 05)/2 Opno9= 1.650
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Znazorneni chyb opg 5, Oapgeg3 @ Opg.9 Pro
standardizované normalni rozdéleni. Cisla udavaji

relativni velikosti ploch pod hustotou pravdépodobnosti

05 I Z’% 1
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o & Scitani dilcich kvantilovych chyb

Pro radu rozdéleni plati opg 9 = 1.650, a proto je pro
scitani dilcich kvantilovych chyb vhodné pouzit vztahu

_ E 2
OpA09 = 0A0.9,i

\
(a) Chyby meéreni maji normalni rodéleni: mezni
kvantilovou chybu Ize o, pvyjadrit

oap = U14p)/20,

kde u¢14py/2 je 100(1 + g)%nl' kvantil normovaného
normalniho rozdéleni.
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o & Scitani dilcich kvantilovych chyb

(b) Chyby maji jiné rozdéleni: mezni kvantilovu chybu
oaplze vyjadrit opp = ho,

Velikost h souvisi se Spicatosti g, daného rozdéleni
chyb vztahem

1z
h=1.62 [3-8(92 — 1'6)4

kde Z = log|log(1/(1 — P))]
Upozorneéni: kvantilove chyby oxp nelze obecné scitat

31.1.2011 : R/E,,, .
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o & Scitani dilcich kvantilovych chyb

(c) Pro P = 0.9 se chyba pro radu symetrickych
rozdéleni nazyva mezni kvantilova chyba a je rovna
O-Ao_g —_ 1650-(.7()

Souhrnna chyba souctu kvantilovych chyb o, s se

vypocte dle gpg 9s — \/Zl 1 O-AO 9,i

Mezni chyba se pro normalni rozdéleni vypocte dle

Opap = U1+P0T(X)
2

kde ui+p je 100 (1 + P)/2-procentni kvantil

2
normovaného normalniho rozdeéleni.

31.1.2011 : r’s‘v/.é;/‘ -
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Mezni chyba se pron < 30 a normalni rozdéleni
vypocte dle

S
opp = tg(n — 1) —
n

kde t,(n — 1) je « = (1 + P)/2 kvantil Studentova
rozdéleni s (n — 1) stupni volnosti a s je vybérova
smérodatna odchylka.

Pravidlo: kvantilové chyby oxp nelze primo scitat

1.1.2011 L I:li'lllll';[
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Celkova chyba méreni o
9 & Y v

o2 =0°+1°

Kdyz variabilita méreného materialu je vyjadrena
rozptylem a4 a rozptyl méficiho pfistroje T2 pochazeji z
nezavislych zdroju.
Zavisi na volbe pristroje:
1. Pro velmi presny pristroj plati o, = 0 a opakovanim

mereni lze zlepsit presnost mereni
2. Pro optimalni pristroj plati T = 0 /3 a pak bude

0—2
O, = 02+3—2=0 10/9 = o .
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Celkova chyba méreni o
9 & Y v

3. Pro srovnatelné chyby plati T = o a pak bude
o, =+o =1.440 .

4. Pro nepresny pristroj plati o,,
mereni nelze zlepsit presnost.

T, a opakovanim

2

Lze uzavrit:
1. K méreni staci pfistroj, jehoz gy, je priblizné gy, /3. Opakovani prinese

zpresnéni pouze je-li 5—% v2t39, nez systematicka slozka chyby pfristroje.

2. V pritomnosti systematické slozky chyby pfistroje klesa chyba priiméru
, R . , ..
opakovanych méreni Umérné s 7 Jjenomyv malém rozmezi hodnot n. P¥i
vyssim n klesa chyba znacné pomaleji.

31.1.2011 : R/E,,, .
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Chyba vysledku instrumentalnich méreni
(Zakon propagace chyb)

O
Z namérenych x4, ..., X, podle funkcni zavislosti
y = G(xy, ..., X,,,) lze vypoditat:

(a) Odhad stifedni hodnoty y a rozptylu s?(y): vypocet
vychdazi z odhadu stfednich hodnot X;, rozptylt s%(x;),
Sikmosti g, ; a Spicatosti g, ;.

(b) Celkova chyba vysledku s(y) ze znamych chyb
meéreni s(x;): Vypocet vyuziva pouze vztaht pro rozptyl
s?(y), ktery je funkci jednotlivych rozptyl s2(x;).
Znacného zjednoduseni dosahneme uzitim relativnich
chyb §(x;) = s(x;)/x;
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Chyba vysledku instrumentalnich méreni
(Zakon propagace chyb)

&
(c) Mezni chyby méreni s(x;) z pozadované chyby
vysledku s(y): Vypocet vyuziva vztahl pro rozptyl
s?(y), nebo variaéni koeficient §(y) = s(y)/y za
predpokladu stejnych relativnich vlivu jednotlivych

velicin x;.

31.1.2011 : R/E,,, .
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o & Metoda Taylorova rozvoje

Mé&fena veli¢ina x ,ma konstantni rozptyl g% (x), ale
vysledek y = G (x) ma nekonstantni rozptyl dle

2
O'Z(X) ~ [dZSCX)

a stredni hodnotu y nelze urcit primo dosazenim x do
dG(x)

2 (x)

y # G(x)
Pro rozvoj funkce y = G (x4, ..., X,,;) do Taylorovy fady v
okoli stfednich hodnot x = (x4, ..., X,,) plati

31.1.2011 | n Ef N/E= ol
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o & Metoda Taylorova rozvoje

Konecny vztah pro odhad stredni hodnoty y ve tvaru

1% 626 (x)
y =~ G(xX) + Ei_l 527 s%(x;)

Pokud jsou nahodné velicCiny x;,i = 1, ..., m paroveé
nezavislé, dojde k dalSimu zjednoduseni
1 626 (x)
y=G(Xx)+= s%(x;)

24 6x?
1=1

31.1.2011 ' m Ef P\/"Eﬁ; .._.
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o & Metoda Taylorova rozvoje

Vysledna chyba s(y) je dusledkem m rtznych zdroju
chyb, z nichZ kazdy rozptyl o (x;) a pFispiva aditivné k

celkové chybé dIe
m—1 m

s%(y) = 2 s%(x;) + 2 Z Z cov(x;, X;

=1 j=i

kde cov(x;, x;) je kovariancCni matice mezi x; a x;. Vztah

se nazyva pravidlo o sireni (hromadeéni) absolutnich
chyb. Existuji krajni pripady:

31.1.2011 n N/ r:\ gt
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1. Dilci zdroje chyb jsou zcela nezavislé a vSechny
kovariance jsou nulové. Celkova chyba bude

m

s() = | ) s20x)
N 1=1

2. Dilci zdroje chyb jsou linearné zavislé dle vztahu
cov(xi,xj) = Jsz(xi)sz(xj) a celkova chyba
s(y) bude s(y) = Y=, s(x;).
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Pro fadu operaci v analytické chemii ma funkce G (x)
tvar

m
— — a a a — a;
y=Gx) =x;%x,%2 . x,%m = ‘ ‘xi i

i=1
Kde a; jsou znamé numerické koeficienty, obycejne +1.

Zjednoduseni lze docilit logaritmickou transformaci
m

InG(x) = Z a; In x;

INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVANI



o & Pravidlo o Sifreni (hromadéni) relativnich
chyb
Protoze plati
dinG(x) 1 dG(x)
dx  G(x) dx

lze po dosazem’ a upravach pro variacni koeficienty urcit
m—-1 m

5%(y) = 2 a?&2(x;) + 2 Z Za a;1;;6(x;)8(x;)

=1 j=i

kde 7;; je korelacni koeficient, vyjadrujici tésnost
linearni zavislosti mezi merenymi velicinami x; a x;.
Vztah se oznacuje jako pravidlo o Sifeni (hromadéni)
relativnich chyb.
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9 & Pravidlo o Sifreni (hromadéni) relativnich
chyb

Vypocet relativnich chyb 6 (x;), které zarudi, Ze relativni
chyba vysledku neprekroci zadanou hodnotu H v %, t;.
d(y) < H.Vypocet vychazi z principu stejnych
relativnich vlivu

|a1|5(x1) ~ |a2|5(x2) N X |am|5(xm) ~

S| =

kdea;, i = 1, ..., m, jsou koeficienty funkce G (x).

31.1.2011
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o & Metoda dvoubodové aproximace

Postup je zalozen na nahradé rozdéleni
pravdépodobnosti funkce G (x) dvoubodovym
rozdeélenim se stejnou stredni hodnotou a rozptylem.
Pro odhad stredni hodnoty y plati

_ G(x+s()+G(x—s(x))

y = >
a pro odhad rozptylu

|G(x +s(x)) — G(x — S(x))]z
4

s?(y) =

31.1.2011 : R/E,,, .
: EVROPSKA UNIE il [‘%”/ ﬂ—rﬂ w 1 | 49



o & Metoda dvoubodové aproximace

Je-li G(x) funkci m nezavislych, nahodnych a vzajemné
nekorelovanych velicin x;,i = 1, ..., m, je mozné uzit

O G(E () + 6 — s(x)
V= ; 2m
d
$2(y) ~ Z [G(x; + 5(x;)) ;mG(fi — 5(x;))]?
=1

[\/‘{'m . W 50
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0 = Metoda simulaci Monte Carlo
O

Technika simulacnich experimenti metodou Monte
Carlo:

1. Zadani funkce G(x) : funkce G (x) je znama

2. Rozdéleni mérenych velicin: mérene veliCiny jsou
nezavislé a maji normalni rozdéleni
pravdépodobnosti. Staci zadani x;, s(x;),i =
1, ..., m, nebo pouze dvé krajni hodnoty intervalu
|4;, B;], ve kterém lze oCekavat vyskyt x;.

Hustotu pravdépodobnosti f(x;) Ize vyjadrit pomoci

parabolického rozdéleni

31.1.2011 P'A"\/'f'i'l‘t,‘

o
Fmﬁ 3 )& 51




0 = Metoda simulaci Monte Carlo
O

f(x;) =

proA < x; <B.

3. Generace nahodnych cisel: generatorem
pseudonahodnych Cisel s rovhomérnym rozdélenim
R(0,1) a pfi znalosti dvou nezavislych nahodnych Cisel
Rj, Rj 41 s rovnomernym rozdélenim Ize pomoci Boxovy-
Mullerovy transformace urcit dvé nezavisla nahodna
cisla Nj, Nj 1 s normovanym normalnim rozdelenim

podle vztahu:

31.1.2011 ; n Ef r'ﬂ‘v/";:;":/‘ e
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N] = \/—2 In R] Sin(ZTL'Rj+1)

Niiq1 = J—Z InR; cos(2mR;14)

INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVANI



Vysledny rozptyl o2 je tvofen kombinaci rozptyl(i z m

zdroju

ZO' +22 Z cov(i,j),

=1 j=i+1

kde al-z je rozptyl zpusobeny i-tym zdrojem cov (i, j) je
kovariance mezi i-tym a j-tym zdrojem.

INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVANI



a) Pro vzajemné nezavislé rozptyly vyjde geometricky

prumeér
m
_ 2
i=1
\
a) Pro linearné zavislé rozptyly vyjde aritmeticky
prumeér

INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVANI



Priklad: Hromadéni chyb u metody

© ©F. v v 2:
izotopoveho zredovani

Metodou izotopového zredovani byl stanoven arsen a
zméfena mérna aktivita a, = 3.7 - 10*s 1 a po
standardnim ptidavku As hmotnostim; = 5-107"g
aktivita a; = 5.3 - 10°%s71.
Stanovte relativni chybu obsahu arsenu ve vzorku,
pokud je relativni chyba vazeni §(m) = 0.03% a
relativni chyba stanoveni aktivity 6 (a;) = §(a,) = 1%.
Rozbor (vztahy):

Predpokladejme, ze m jsou vzajemné nekorelované,
takze dosadime do vztah
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(SZG(x) ,
=G 3 g s )
m-1 'm
N Z Z 5%G(x)
2. 5x 5x] cov(x;, X;)
1=1 j=1+1
s?(y) = zdz 2(x;) + 2 Z Z d;d; cov(x;, x;)
j= =1 j=i+1

INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVANI



ReSeni: Pro mnoistvi arsenu ve vzorku plati

a{—a ’
m, = my 1a 2 a dosazenim bude
2
2
_ a, —a; s“(az)
m, = my + myaq 3

a; a,
=7122-10">+7.162-107° =7.112 - 10_59

INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVANI
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100s(my)

= 1.424%.

Relativni chyba je §(m,) =

my

INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVANI



Analyzovany vyraz: Z = (xI*(x2-x3))/x3
Proménnd  Prumeér Smérodatnd odchylka

xd 5.0000E-07 1.5000E-10
x2 5.3000E +06 5.3000E+04
x3 3.7000E +04 3.7000E+02

(1) METODA TAYLOROVA ROZVOIE:
Primér: 7.1122E-05 Smérodatnd odchylka: 1.0131E-06
Rozptyl: 1.0264E-12 Relativni smérodatnd odch.: 1.42

(2) METODA BODOVEHO URCOVANI:
Primér: 7.1124E-05 Smérodatnd odchylka: 1.0131E-06
Rozptyl: 1.0265E-12 Relativni smérodatnd odch.: 1.42

(3) METODA SIMULACE MONTE CARLO:

Pocet simulaci : 500

Pramér: 7.1121E-05 Smérodatnd odchylka: 1.0053E-06
Rozptyl: 1.0106E-12  Relativni smérodatnd odch.: 1.41

INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVANI



Zaver:
Metody programu ADSTAT (Sifeni chyb) poskytuiji
shodné vysledky.

INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVANI



o & Priklad: Chyba viskozity dvoubodovou
aproximaci a Monte Carlo

Vypoctéete chybu viskozity glycerolu Stokesovou
metodou pro experimentalni data: polomeér kulicky
r = (0.0112 + 0.0001)m, hustota kulicky py =
(1.335- 103 4+ 0.1)kg m~3, hustota glycerolu
p=(1.28-10% 4+ 0.1)kg m~3, dréha kuli¢ky

| = (31.23 £+ 0.05)cm, kterou kuli¢ka vykona za dobu
t = (62.1 + 0.2)s a tihové zrychleni
g=1(9.801+1-10"%)ms 1.

Redeni:

Viskozita n, urcovana Stokesovou metodou, se vycisli
podle vztahu
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Vystup z programu ADSTAT

Analyzovany vyraz: Z = (2%x1*(x2*2)*x3*(x4-x5))/(9%x6)
Priimér Smérodatnd odchylka

Proménna
x1
¥2
x3
x4
x5
x6

n = 2g97%(po — Pt

9.8010E+00
1.1200E-02

6.2100E+01
1.3350E+03
1.2800E+03
3.1230E+01

INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVANI
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1.0000E-06
1.0000E-04
2.0000E-01
1.0000E-01
1.0000E-01
5.0000E-02




POkr \'4 V 4 V 4 &4
o @ acovani prikladu

(1) METODA TAYLOROVA ROZVOIE:
Primér : 2.9880E-02 Smérodatnd odchylka : 5.4968E-04
Rozptyl : 3.0214E-07 Relativni smérodatnd odch. : 1.84

(2) METODA BODOVEHO URCOVANTI:
Priimér : 2.9880E-02 Smérodatnd odchylka : 5.4968E-04
Rozptyl : 3.0214E-07 Relativni smérodatnd odch. : 1.84

(3) METODA SIMULACE MONTE CARLO:

Pocet simulaci : 500

Priimér : 2.9899E-02 Smérodatnd odchylka : 5.3575E-04
Rozptyl : 2.8703E-07 Relativni smérodatnd odch. : 1.79
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Zaver:
Metody programu ADSTAT (Sifeni chyb) poskytuiji
shodné vysledky.

INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVANI



® & Priklad: Hromadeéni chyb pri priprave
roztoku

Urcete relativni chybu koncentrace Fe,O; v roztoku,
ktery vznikne smisenim V; = 5.0ml roztoku o
koncentraci ¢; = 1.0g [~ Fe,0,a V, = 5.0ml roztoku
o koncentrace ¢, = 2.0g ™! Fe,0,. Relativni chyba
koncentrace v obou roztocich je stejna, §(c;) =

d(c,) = 0.2% a relativni chyba pipetovani 6 (V) =
0,1% .

~ v ’ 7 /4 . C V +C V
ReSeni: Vysledna koncentrace je c = ——2% =

1.500g 171, s(c) = 0.00226g 1 71.
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Relativni chyba vysledné koncentrace bude

JeZ +c

5(c) = 6(cqy) = 0.149%

1+Q
Vystup z programu ADSTAT

Analyzovany vyraz: Z = ((xI*x2)+(x3*x4))/(x2+x4)
Proménnd Priimér Smérodatnd odchylka
xI  1.0000E+00 2.0000E-68 ~%
x2  5.0000E+00 5.0000E-58 =3
x3  2.0000E+00 4.0000E-08 ~3
x4  5.0000E+00 5.0000E-93~3

INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVANI



Pokracovani prikladu
QO & P

(1) METODA TAYLOROVA ROZVOIJE:
Prumer : 1.5000E+00 Smérodatnd odchylka : 2.2638E-02
Rozptyl : 5.1250E-04  Relativni smérodatnd odch. : 1.51

(2) METODA BODOVEHO URCOVANI:
Prumer : 1.5000E+00 Smérodatnd odchylka : 2.2638E-02
Rozptyl : 5.1250E-04  Relativni smérodatnd odch. : 1.51

(3) METODA SIMULACE MONTE CARLO:

Pocet simulaci : 500

Primer : 1.4999E+00 Smeérodatnd odchylka : 2.3467E-02
Rozptyl : 5.5069E-04  Relativni smérodatnd odch. : 1.56

31.1.2011
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Zaver:
Pri vypoctu relativni chyby vysledku nelze uzivat primé
sCitani a prumeérovani relativnich chyb.

INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVANI



o Priklad: Dodrzeni predepsané koncentrace

Ukolem je pfipravit V = 100ml roztoku Zeleznaté soli o
koncentraci ¢, = 5.0g [~ tak, aby vyslednad relativni
chyba koncentrace 6 (c) nepresahla hodnotu 0.1%.
Urcete odpovidajici relativni a absolutni chyby vazeni

6 (m) a odmérného nadobi §(V) . S jakou presnosti je
treba vazit, je-li uzito odmérné nadobi o A(V) =
0.07ml?

Reseni: Koncentrace se vyéisli podle ¢ = 1000¢,/V. Na
zakladé stejnych relativnich vlivd plati 6 (V) = §(m).
Jelikoz je 6(V) = §(m) = 0.05%., bude
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Pokracovani prikladu
QO & P

VoV 100-0.05
A(V) = 150) = 225 = 0.05m
Ve 5.0-1000~1-100-0.05 _
A(m) = & 10(;") - . —25.10"%g

PriA(V) = 0.07ml, tj. (V) = 0.07%, je tfeba k
docileni pozadované relativni presnosti vazit s relativni
presnosti

d(m) =6(c)—6(V) =0.1—-0.07 = 0.03%, coz
odpovida absolutni chybé vazeni

5-1000~1-100-0.03
100

31.1.2011 : R/E,,, .
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Zaver:

Pti zajiStovani predepsané relativni chyby koncentrace
roztoku 6 (c¢) musi byt soucet relativnich chyb vazeni a

odmérovani roztoku maximalné roven 6 (c), musi proto
platit, Ze 6(m) + 8(V) < 6(c).

INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVANI



o & Priklad: Korelace chyb objemu pri vycCisleni
chyby laboratornich operaci

Mnozstni m = 0.1g Zn bylo rozpusténo v HCl a
prevedeno do odmeérky objemu IV = 1000ml. Objem
V; = 100ml tohoto roztoku byl dale zredén doplnénim
do odmeérky V, = 1000ml . Pro instrumentalni analyzu
bylo odpipetovano V; =5ml a dale naredeno do
objemu V, = 25ml . Urcete koncentraci roztoku a jeji
relativni chybu, je-li smérodatna odchylka vazeni

s(m) = 0.3mg, odmérného nadobi s(V) = s(V;) =
0.2ml, s(V;) = 0.05ml, s(V3) = 0.005ml a s(V,) =
0.025ml.
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Pokracovani prikladu
QO & P

Reseni:

Koncentrace c¢ se vycisli podle c = MV, V5 /(V V,V3).
1. Chyby objemt V, a V, budou silné korelované s
chybami objemu V; a V; a uvazujeme proto nejprve
idealni pripad, kdy jsou korelacni koeficienty

v, =Ty, =1,

Zatimco ostatni veliCiny jsou nekorelované a pak vyjde

31.1.2011 ' m Ef P\/"Eﬁ; .._.
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Pokracovani prikladu
9 & P

5%(c) = (S(m))z + (@)2 N (s(vl))z N (S(Vz))z .

m 14 Vi V,

(S(Vs))z_l_ (S(V4))2 _ 9 s(V1) s(V2) ’ s(V3) s(V4)
V3 Va Vi W V3V,

a po dosazeni vyjde 6 (c) = 0.302%.

2.V pripade, ze bude zanedbana korelace mezi V; a V,
a mezi V3 a V,, cili korelacni ry y, =1y, =0,

bude §(c) = 0.336%.

3. Dosazenim prislusnych derivaci do Taylofova rozvoje
se vycisli stredni hodnota koncentrace ¢ podle rovnice
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Pokracovani prikladu
QO & P

mV, V. s%(V s%(V. s%(V.
M S S | sP0)
vV, V, VaVoVa T VUV | VUV,

ml; mVl;
VV2V4 s(V1)s(V3) — VV2V2 s(V3)s(Va)
kde prvni ¢len je roven 2 - 107°, 2.16 - 10712 a tfeti
2.2 -10712,
Pri zanedbani dvou nejmensich ¢lent bude primeérna
koncentracec =2 -1073g 171, s(¢) = 6.73 -
10~°g 171

31.1.2011
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Vystup z programu ADSTAT

Analyzovany vyraz:
Z = (xI*x2*x3)/(x4*x5%*x6)

Proménnd  Prumér Smérodatnd odchylka

x1 1.0000E-01
x2  1.0000E-01
x3  5.0000E-03
x4  1.0000E+00
x5  1.0000E+00
x6  2.5000E-02

3.0000E-04
5.0000E-05
5.0000E-06
2.0000E-04
2.0000E-04
2.5000E-05

(1) METODA TAYLOROVA ROZVOIJE:
Priimér : 2.0000E-03 Smérodatnd odchylka : 6.7320E-06
Rozptyl : 4.5320E-11 Relativni smérodatnd odch. : 0.34

INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVANI




7.0

x10°4

HUSTOTA PRAUDEPODOBNOSTI: P1.16

- = = empirickd

Gaussova

INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVANI
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Zaver:

Korelace mezi odebiranymi (I/; a V/3) a doplnovanymi
(V, a V,) objemy snizuje celkovou relativni chybu
koncentrace, zpusobenou navazovanim a zredovanim
roztoku.

INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVANI



o & Priklad: Hromadeni chyb pri
gravimetrickém stanoveni

Gravimetrické stanoveni obsahu oxidu zelezitého v
zelezné rudé obsahujici cca 50% Fe,0; se provede na
analytickych vahach s chybou vazeni s(m) = 0.3mg a
navazkou vzorku m = 0.105g. Urcete chybu
gravimetrického stanoveni, pokud navazka vzorku m a
vyvazka popela m; jsou v relaci, a to my = m.

Reseni: Pro hmotnostni zlomek w stanovovaného Fe,0,
v rudé v procentech platiw = 100m,/m.

Vypocet §(w): Jelikoz jsou navazka a vyvazka silné
korelovany, 13, m» # 0 a dosazenim do rovnice Sireni
relativnich chyb
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Pokracovani prikladu
=

5(w) = J62<mo> + 82(m) — 26 (M) (M)Tim, m

Diskuze 13,

1.

3.

31.1.2011

V pripadé uplné linearni zavislosti navazky a
vyvazky, bude r, ,, = 12

S(w) = \/(ﬁ)z + (ﬁ)2 — 22223 — 0286%

52.5 105 52.5 105

Naopak, pokud by vyvazka nezavisela na navazce, tj.
Tmom = 0, vyjde 6(w) = 0.639%.

V pripadé castecné korelace 1y, ., = 0.5, vyjde

6(w) = 0.49%. |
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Pokracovani prikladu
9 & P

Stredni hodnota w:

Stiedni hodnota W a jeji rozptyl s?(w) budou rovnéz

ovlivnény korelaci mezi my a m.

1. Bude-lis(my) = s(m) = 0.3 a m25en9 byla n-krat
opakovana, pak dosazenim do Taylorova rozvoje
dostaneme

— <100 . 52(7;1) ~ TmOmS(mzo)S(m)
m m m

2. Je-li0 <1y, <1, bude prispévek tretiho clenu

vzdy zanedbatelny a w =50%.
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Pokracovani prikladu
QO & P

Vypocet rozptylu s?(w): dosazenim do Taylorova
rozvoje bude

Sz(mo) m%sz(m)

2 104
s“(w) = 10 3 + —
2mgr, s?(mgy)s?(m
_ 0l mOmS(mO)S(m)-I- ( 0)4 ( )
m3 m

a pfivolbé 1, = 1 bude s*(w) =~ 0.103,
a pfi volbé 1, , =0 bude s*(w) ~ 0.102.

31.1.2011 n |\/g\ e
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POkr \'4 V 4 V 4 &4
o acovani prikladu

Vypocet relativni chyby 6 (w): pro pfipad 13, ,n, =0 je
relativni chyba §(w) = 0.64% a tatdZ je i pro 1, ,m =

Vystup z programu ADSTAT:
Analyzovany vyraz: Z = 100*x1/x2
Proménnd Primér Smérodatnd odchylka
xl  5.2500E+01 3.0000E-01
x2 1.0500E+02 3.0000E-01

(1) METODA TAYLOROVA ROZVOIJE:
Primér : 5.0000E+01 Smérodatnd odchylka : 3.1944E-01
Rozptyl : 1.0204E-01  Relativni smérodatnd odch. :* 0.64

(2) METODA BODOVEHO URCOVANTI:
Prumer b 0000E +01 Smérodatnd odchylka : 3.1 944E-01
Rozptyl : 1. 0204E 01 Relativni smerodatnd odch 0.64

(3) METODA SIMULACE MONTE CARLO: Pocet simulaci : 100

Primér : 4.9980E+01 Smérodatnd odchylka : 2. 9338E-01
Rozptyl : 8.6074E-02  Relativni smérodatnd odch 0.59
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Pokracovani prikladu
9 & P

Zaver:

Kladna korelace mezi navazkou a vyvazkou snizuje
relativni chybu metody. Pro dostatecné veliké navazky
vzhledem k chybé vazeni se na odhadech stredni
hodnoty w a rozptylu s(w) projevi stupeni korelace jen
nevyrazneé. To je zpusobeno vedle vysoké relativni

presnosti méreni také pribliznosti vztahu Taylorova
rozvoje.

31.1.2011 : r’s‘v/;;j; ..-.
| EVROPSKA UNE v? I [\%‘J ’ﬁ- J] 1 u . | 36



o & Priklad: Hromadeéni chyb pri urceni
rozpustnosti stribrné soli
Soucin rozpustnosti stribrné soli AgX ma hodnotu Ks.

Jaka je chyba vypoctené rovnovazné koncentrace
stfibrnych iontu [Ag*] ve vodé?

Redeni: Rozpustnost [Ag*] se vypocte podle vztahu [Ag*]

= /K.

1. Metoda Taylorova rozvoje: primym dosazenim

3
[Ag*] = \/K; — 0.125K, 2s%(K,) =2-107* = 2.5 -
1077 = 1.9975 - 10_4
a rozptyl rozpustnosti s*([Ag*]) = 0.25K; 1s%(K,) =
10719, Relativni chyba rozpustnosti 8([Ag+]) = 5.01%.
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Pokracovani prikladu
QO & P

2. Metoda dvoubodové aproximace vede k hodnotam
[Ag*] = 1.9975- 10~

s?([Ag*]) = 1.003 - 10710

s([Ag*]) = 1.001 - 107>, §([Ag*]) = 5.01%

3. Metoda simulaci Monte Carlo vede k hodnotam
[Ag*] = 1.997 - 10~

s?([Ag*]) = 1.016 - 10710

s([Ag*]) = 1.008 - 107>, §([Ag*]) = 5.05%

g1 =0143 g, =3
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0 = Priklad : Porovnani pri metod urcovani
@ [ y 4 Y 4 (o)
chyb analytickych vysledku

Standardni roztok zeleznaté soli obsahujici v 1ml 1mg
FeO byl pripraven rozpusténim Morhovy soli v odmeérné
bance objemu V = 100ml. Odmeérna banka ma
absolutni chybu objemu s(V) = 0.04ml. Navazka
Morhovy soli je m = 0.5458g a absolutni chyba uzitych
vah s(m) = 0.3mg. UrCete priumeérnou koncentraci
Morhovy soli ve standardnim roztoku, absolutni a
relativni chybu.

ReSeni: Koncentrace Morhovy soli ¢ v g/l se vypocte ze
c =10°m/V.
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Pokracovani prikladu
QO & P

1. Dosazenim do Taylorova rozvoje bude
c=10°mV~1 + 103mV—3s%(V) = 5.458g/I
Kdy? pfispévek druhého ¢lenu 8.73 - 1078
zanedbatelny a dosazenim
6 .
$2(c) = T-s2(m) + — a1 s2(V)
106

+ Wsz(lf)sz(m) = 1.377-107°

Absolutni chyba s(c) = 0.0037g/I a relativni chyba

5(c) = 0.0680%.
B e [‘“”'/ﬂ E __ 4 | 90
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2. Dosazenim do metody dvoubodové aproximace
. e =c(V + s(V)) = 5.4558
dostaneme: & " g((m £ 22:1’1)))) -5+
= ¢(m - s(m)) = 5.455

%’" [(Cs + €1) + (G20 + ;)] /4 =5458g 1
$%(c) = [(Cyy - ©1) + (Cou - &)1 /4 = 1.377 " 107
s(c) = 0.0037 g I
8(c) = 0.0680 %

3. Simulacni metodou programem Sireni chyb bylo

vycisleno: C=54581¢g1"
s’(c) = 1.452 10°
s(c) = 0.0038 g I'
8(c) = 0.0662 %
8,(c) = 0.053
g,(c) = 3.08
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Vystup programu ADSTAT:

Analyzovany vyraz: Z = x1/x2

Proménnd Primér Smeérodatnd odchylka
x1 5.4580E-01 3.0000E-04
x2 1.0000E-01 4.0000E-05

(1) METODA TAYLOROVA ROZVOIE:
Priimér : 5.4580E+00 Smérodatnd odchylka : 3.7103E-03
Rozptyl : 1.3766E-05  Relativni smérodatnd odch. :  0.07

(2) METODA BODOVEHO URCOVANI:
Priimér : 5.4580E+00 Smérodatnd odchylka : 3.7103E-03
Rozptyl : 1.3766E-05  Relativni smérodatnd odch. : 0.07

(3) METODA SIMULACE MONTE CARLO: Pocet simulaci : 100

Priimér : 5.4581E+00 Smérodatnd odchylka : 3.8106E-03
Rozptyl : 1.4520E-05  Relativni smérodatnd odch. : 0.07
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120 r HUSTOTA PRAUDEPODOBNOSTI: P1.20
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Zaver:

Vsechny tri uzité metody davaji shodné vysledky.
Rozdéleni koncentraci a simulovaného souboru je
symetrické a blizké normalnimu.
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o & Priklad: Hromadeéni chyb pri urceni
meérného tepla

Do vodniho kalorimetru s obsahem M = (250 £ 0.2)g
a teplotou ty; = (13.52 + 0.01)°C byl ponoren
hlinikovy blok o hmotnostim = (62.31 + 0.02)g a
teploté t; = (99.32 £+ 0.04)°C . Vysledna teplota po
vyrovnani teplot v kalorimetru byla
t, = (17.79 £ 0.01)°C. UrCete mérné teplo hliniku C,

a jeho absolutni i relativni chybu, je-li uvazovano meérné
teplo vody Cy,o = (4.185 + 0.003)kJ/kg/K.

Reseni:
Merne teplo C,, urcovane vodnim kalorimetrem se urci
podle vztahu €, = Cy,oM(t; — to)/(M(t1 — t3)).
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Vystup z programu ADSTAT:

Analyzovany vyraz: Z = (x1*x2*(x3-x4))/(x5*(x6-x3))
Proménnd Primér Smérodatné odchylka

x1
x2
x3
x4
x5
x6

4.1850E+00
2.5000E+02
1.7790E+01
1.3520E+01
6.2310E+01
9.9320E +01

INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVANI

3.0000E-03
2.0000E-01
1.0000E-02
1.0000E-02
2.0000E-02
4.0000E-02




P k \'4 V 4 V 4 &4
@ . Pokracovani prikladu

(1) METODA TAYLOROVA ROZVOIE:
Priimér : 8.7940E-01  Smérodatnd odchylka : 3.1776E-03
Rozptyl : 1.0097E-05  Relativni smérodatnd odch. : 0.36

(2) METODA BODOVEHO URCOVANI:
Primér : 8.7940E-01  Smérodatnd odchylka : 3.1776E-03
Rozptyl : 1.0097E-05  Relativni smérodatnd odch. : 0.36

(3) METODA SIMULACE MONTE CARLO: Pocet simulaci : 100

Primér : 8.7950E-01  Smérodatnd odchylka : 3.4509E-03
Rozptyl : 1.1909E-05  Relativni smérodatnd odch. : 0.39
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Zaver:

S ohledem na chyby teplot a koncentraci vychazi i
chyba merneho tepla C,, pomerne nizka. Metoda
Taylorova rozvoje by zde jiz byla naro¢na na analytické
urcovani derivaci podle jednotlivych parametru.
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