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Kapitola 5.1

ANALYZA ROZPTYLU ANOVA
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o & Analyza rozptylu ANOVA

K posouzeni vyznamnosti zdroju variability v datech:
1. vliv pfipravy na vysledek (analyzy),
vliv pristroje, ¢lovéka, experimentu na vysledek,

vliv laboratori na vysledek analyz,
vyhodnocovani planovanych experimentd,

A S

vliv faktoru A, B, C, ...(napriklad teploty, ¢asu,
koncentrace) na vysledek (analyzy).
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rozptyl = slozka objasnéna + slozka neobjasnéna

(znamé zdroje variability) (nahodné chyby)
Faktor A je na jistych arovnich A4, A,, A5
Zdrojem variability méreni y;; jsou urovne A4, 4,, A3
Vij = Ui T &;j
u; je skutecna hodnota a ¢;; je j —ta nahodna chyba.

Cil: ktery z faktort A4, B, C, ... ma vyznamny vliv na
vysledek analyzy (napf. reakcni vytézek) u?

Hodnotu u zde odhadujeme x;,i = 1,.

m_!“?f'?@rﬂ




Faktor A ma K urovni 44, ..., Ag.

Na kazde drovni 4; je provedeno n; mereni {yij},j =

1, ey N

Celkovy pocet méfenije N = Y1 . n;.

Usporadani dat:

Uroven faktoru Celék
ele
Al A'Z A1 AK
Yu Y2 Y Y1
Opakovani i Yo Yo Y
m é il. e ni sse “se see
YInl y2n2 Yini YKnK
Priméry ~ A ~ A A
Hy Ko M Mg 5
P Oéet nl nz ni nK N
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Odhad efektu

&; = fi; — fi za podminkyY.—, n;a; = 0

INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVANI



B o
INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVANI | - =



INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVANI



o & Modely s pevnymi efekty

Predpoklad: nahodné chyby ¢;; jsou nezavislé nahodné
veli¢iny s normalnim rozdélenim N (0, o2).
Soucet Ctvercu odchylek od celkového pruméru S,

K n;
N\ 2
Sc = ZZ(YU — .u)
i=1 j=1
|ze rozlozit na dvé slozky
K n;
R N2
Se= > > (=) + (A — )" = Sa +Sg
i=1j=1
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kde S, je mezi jednotlivymi urovnémi faktoru A
K

S4 = zni (f; — f)°

=1

kde Sy je rezidualni S , tj. uvnitf jednotlivych urovni
faktoru A

n;

K
— 2 (yl] :ul

=1 j=

[
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Po-éct
. Primérny Ocekavana
Soucet &tvercu st. étverec hodnota
voln.
Mezi arovnémi 2
K K-1 SA i P i
Sa = Xm; (@ - Ay K-1 O * =
i-1 K-1
Rezidualni S
K N N -K =
Sn‘f_z_;;_;(yn’ﬂi)z N - K 0’3
Celkovy
S, + Sk N=1 g =

Hypotéza nulova Hj: «;
Hy:a; #0,i=1,..,K
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Fisher-Snedecorova F-testu:
Si(N — K)

Fexp = Sp(K—1)
Testovani:
Je-li Fopy > Fi_o(K — 1, N — K), je nutné H,
zamitnout a efekty povazovat vyznamné.
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Priklad: Testovani kvality AgNO; od

O o
ruznych vyrobcu

U AgN 05 od péti dodavatelu byla sledovana kvalita
chemikalie. Z kazdé lahve byl odebran pocet vzorku

(ny =n3 =6,n, =ng = 3,n, = 4).
Otazka: Existuji vyznamné rozdily v kvalite AgN 05 od
téchto vyrobcu.
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Procentualni obsah chloru pri uziti AgN 05 od péti

vyrobcu
v e Vyrobce
Méfteni v, v, v, v, v,

1 4.40 4.90 395 4.45 - 5.15
2 4.40 4.95 5.10 5.45 6.25
3 5.20 5.40 5.50 4.65 6.14
4 5.45 - 5.98 4.40 -
5 5.80 - 5.60 - -

6 5.60 - 5.56 - -
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| 5 2

edeni: i = 5.3715, i, = 5.1417, 4, = 5.0833,
= 5. 5483, i, = 4.7375, fis = 5.8467, &, =
"o, 1298, &, = —0.1882, &, = 0.277, &, = —0.534,

—0.575,
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tfidéni u modelu s pevnymi efekty

. . . o | PocCet stupiii | Primérny Ocekéavana
Soudet Ctverct volnosti étverec hodnota
s ).
Mezi rovnémi K-1 S, E n, a;
S A K _ 1 02 & i=1
e
K-1
Reméluélm N-K Sg 0_2
R N - K €
Celé:ovy N -1 ) )
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0, Analyza rozptylu pro obsah AgN O5

O

Pro @ = 0.05 je kvantil Fy 95(4,17) = 2.96.

Soucet ¢tverct Stupné Primérny F,
volnosti ctverec
Mezi vyrobci 4 0.6999 3.106
S, = 2.8000
Rezidualni k7 0.2254 -
Sg = 3.8322
Celkovy 20 - -
S, = 6.632

Zaveér: F, > Fy95(4,17), a proto Hj je nutné zamitnout.

Kvalita AgN O5 od péti vyrobcu se vyznamne lisi.
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1. Rankitové grafy
2. Standardizovana rezidua

esi =
&\/1—%
l

maji priblizné normalni rozdéleni N(0,1)
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Rankitovy graf, tzn. primka s nulovym usekem a
jednotkovou smérnici

l.l..
Y
B.0 .
-Cﬂ.éxx ; 1
(S = X
o ol
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0, Technika vicenasobného porovnavani
=

Vliv jednotlivych efektu je vyznamny, tj. rozdily mezi
prumery u;, ij, L # j jsou vyznamné.

Scheffého metoda vicenasobného porovnani:

Hy: u; = p;j se zamita pro vsechny dvojice (i, ), pro
které plati

1 1
-y 2 |(K = D671 (K = 1,Ng) [_ i1
n; n]

pro vSechny mozné dvojice indexu (i, j).
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0, Transformace k zesymetricténi rozdéleni

O

Priblizeni k normalité transformaci, napr. posunutou
logaritmickou transformaci

= In(y + C)
Optimalni C se voli tak,
1. aby rezidua byla priblizné symetricka,
2. aby rankitovy graf ég; byl linearni zavislosti.

31.1.2011
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UzZivaji se Jackknife rezidua e;;;

)  |N-K-1

Test: pro éjzl-j > 10 lze y;; povazovat za silne vybocujici.
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" Nézev: h511
« s

ANALYZA ROZPTYLU

VSTUP

(1) DATA A PODMINKY:
Hladina vyznamnosti alfa

Transformace

Pocet Grovni faktoru A, k

Total size n = n[1] + n[2] + ...

Jméno vystupniho souboru

: 0,050
: Ne
58

+n[k] :20

Jednofaktorova analyza rozptylu s pevnymi efekty

: H511.TXT

(2) OPAKOVANA POZOROVANI NA RUZNYCH UROVNICH FAKTORU A:

Velikost n[ 1] = 4
Opakovani

8.1000E+01
7.7000E+01
8.3000E+01
8.4000E+01

WD e

Celkovy primér
Rezidudlni rozptyl

Urovei Primér
8.1250E+01

n[2] =

8.5000E+01
9.1000E+01
8.8000E+01
9.0000E+01

VYSTUP
(1) PRUMERY A EFEKTY UROVNI:

Urovné efektu A
4 n[3]=

8.7000E+01
8.2000E+01
8.9000E+01
8.7000E+01

= 8.7000E+01
= B.2667E+00

Efekt

Hii

9.4000E+01
9.0000E+01
8.6000E+01
9.1000E+01

8.8500E+01
8.6250E+01
9.0250E+01
8.8750E+01

1
2
3
4
5

-5.7500E+00
1.5000E+00

-7.5000E-01
3.2500E+00
1.7500E+00

2.5000E-01
2.5000E-01
2.5000E-01
2.5000E-01
2.5000E-01

4 n[d4]= 4 n[5]= 4

8.8000E+01
8.6000E+01
9.1000E+01
9.0000E+01

(2) DETEKCE VLIVNYCH BODU, (Vyboéujici a odlehlé body)

Vybotujici
Zadné

EEIER 0

Odlehlé

ZAavér Zadné

|I T |
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Zdroj Stupné
rozptylu volnosti
Mezi

arovnémi k-1
Rezidua  n-k
Celkovy  n-1

(3) TABULKA ANOVA:
HO: Efekty faktoru A jsou nulové, HA: ... nejsou nulové
Kvantil F(1-alfa,k-1,n-k) = 3.056

Soucet  Primérny Testovaci Zavér

Ctverch  Ctverec kriterium HOje  hlad.vyz.

4 1.9800E+02 4.9500E+01 5.988 Zamitnuta
15 1.2400E+02 8.2667E+00
19 3.2200E+02 1.6947E+01

(4) VICENASOBNA POROVNANI (Sheffeho procedura):

Hypotéza Primérny parovy Meze konfidenéniho intervalu
horni

HO
P1 = P2
P1 = P3
P1 = P4
P1 = P5
P2 = P3
P2 = P4
P2 = P5
P3 = P4
P3 = PS5
P4 = P5

rozdil

-7.250
-5.000
-9.000
-7.500

2.250
-1.750
-0.250
-4.000
-2.500

1.500

dolni
-14.358
-12.108
-16.108
-14.608
-4.858
-8.858
-7.358
-11.108
-9.608
-5.608

(5) ZKOUSKA TRANSFORMACE:

Korelalni koeficientent, R
(Pokud je R blizké nule neni transformace nutna.)

BERER 107 7 e
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: -0.253

-0.142
2.108
-1.892
-0.392
9.358
5.358
6.858
3.108
4.608
8.608

Zamitnuta

Akceptovana
Zamitnuta

Zamitnuta

Akceptovana
Akceptovana
Akceptovana
Akceptovana
Akceptovana
Akceptovana

Zavér

Spoctena

0.004




Analysis of Variance Report

Page/Date/Time 1 04-27-1999 15:07:24
Database C:\Program Files\NCSS97\Data\H511.S0

Response Obsah_Cu

Tests of Assumptions Section

Assumption

Skewness Normality of Residuals
Kurtosis Normality of Residuals
Omnibus Normality of Residuals
Modified-Levene Equal-Variance Test

Box Plot Section

Obsah Cu
o
S

Test
Value
-1.1439
-0.9800
2.2688
0.0765

Box Plot

Prob
Level
0.252672
0.327102
0.321614
0.988310

Decision

(0.05)

Accept
Accept
Accept
Accept

: |I i l'l'l';l
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9 & Druhy analyzy rozptylu
Jednofaktorova analyza rozptylu (faktor A)
Rozklad u;: u; = u + a;
- Na prumeér u ze vsech urovni faktoru A
- Efekt a; od i-té urovne faktoru A
Nulova hypotéza Hy: u; = 4, = us, neboli Hy: aq; =
a, = az = 0.
Vicefaktorova analyza rozptylu (faktory A, B, C, ...)
Rozklad p;j: u;; = u + a; + B; + 7,5, na celkovy prumer
U, slozky «a; odpovidajici vlivu faktoru A, slozky
pjodpovidajici vlivu faktoru B, a interakce 7;; faktoru A

..8.faktorem B. | |
| BRI Cr e



9 & Dvoufaktorova analyza rozptylu

V cele je obecné n;; pozorovani.

ANOVA bez opakovani: v kazdé cele je jedno pozorovani
Vij = MHij T &ij

Radkové efekty a;, sloupcové efekty B;, interakce T; je

B, B, By
A, ; ; ;
A, : _ : -
; : : , cela A, B,
An

31.1.2011 m X gty ] |
’ [ 4 ) &
_ EVROPSKA UNIE iVl ‘



Tukeyuv model interakce 7;; = Ca; B;

kde C je konstanta.
Radkové linedrni model interakci T;j = ViPjCr
Sloupcove linearni model interakci 7;; = a;Ck0;

Aditivne multiplikativni model interakci 7;; = y;0;Cy
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o @ Modely s pevnymi efekty bez opakovani

(kazda cela: 1 hodnota)
Predpoklady:
1. Nahodneé chyby ¢;; jsou nezavisle nahodné veliciny s
normalnim rozdélenim N (0, o2).
2. Omezujici podminky
11“1_02 1:81_0211Tl]_02 1lij =

3. U modell bez interakce je Tij = Oproi =1,N, j=
1, M.

31.1.2011
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Vypocet rezidua é;; podle &;; = y;; — [l — &; — f5;

Vypocet interakce 7;; = E(y;;) —p — a; — B = &;;
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© & Tukeyuv model interakce

Ze smernice C primky grafu neaditivity &;; vs. &iﬁj se
odhaduje mira interakce
A 121 lel] i,Bj
(==K ~2 2
Zi=1 Zj:l a; ,Bj
Nenulova smérnice znamena interakci faktoru a soucet
ctvercu odchylek Tukeyho interakce St je k testovani

A N2
(Z J 1yl] i,Bj)
l:]_ Z]:]_ &lzﬁjz

St =

31.1.2011 m Ef P\/"Eﬁ; .._.
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Soucet Stupné | Primérny Kritérium
étverci pro volnosti | étverec F
Faktor A N-1 M,=S,/(N-1)

N " F A=
S, = M lz-‘:q M,/M,5
Faktor B M-1 M;g=Sy/(M-1) Fp =

M M
S; = NY 8 oM

j=1
Interakce (Tukey) |1 M; = §; Fr =
S; = ... M,/Mg
Reziduélni NM-N [M=Sz/(NM-N-M) |-
Sp = Sap - S¢ -M
Celkovy NM-1 |- -

S¢ = 2 E(ﬂ"y')z
M o
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S znadi rezidudlni soucet Ctvercu bez interakci

N M
A2
SAB=ZZ(J’ij—M—“i—ﬁj)

i=1 j=1
a odpovidajici prumérny ctverec
S4B
Min =
ABT(N=-1DM - 1)
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Priklad: Stanoveni vody v rozpoustedlech v
ruznych laboratorich

U vSech vzorkd A4, A, a A3 nového rozpoustédla byl ve
ctyrech laboratorich B, B,, B; a B,urcen obsah vody.

Otazka: jsou vyznamné odchylky v obsahu vody v
zadanych vzorcich rozpoustédla a ve vysledcich
zvolenych laboratofi?

Data: N =3, M =4

Obsah vody [%] v rozpoustédle uréeny v riiznych laboratofich

© =

Vzorek Laboratof
B, B, B, B,
A, 1.35 1.13 1.06 0.98
A, 1.40 123 1.26 122
A, 1.49 1.46 1.40 1.35

31.1.2011 ' n P\//E‘-f .... .
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Reseni: i = 1.2775;
&, =-01475;, a,=0; @;= 0.1475;

B, =01358; B,=00042; B, =-00375 [, = -0.0942.

¢ = -3532
S; = 0.0156,

S, = 0.02215,
M,; = 0.003692.
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Graf neaditivity vykazuje vyrazny trend
@. B9

A
e
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Analyza rozptylu dat obsahu vody v rozpoustédlech

Soudet &tvercl pro Stupné | Primérny | Kritérium
volnosti étverec F
Vzorky A, S,=0.174 2 0.087 19.64
Laboratofe B, S;=0.0862 > 0.0287 6.49
Interakce Tukey, S;= 0.0156 1 0.0156 3.522
Reziduélni, Sg= 0.0222 - 0.00443 -
Celkovy, S-=0.2824 11 0.02568 -

Foos (1, 5) = 6.61, Fyos (2,5) =5.79 a Foys (3, 5) = 5.41.
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Zaver:

Efekt interakce je nevyznamny a Ize pouzit aditivni

model analyzy rozptylu, zatimco efekty vzorku a
laboratori vyznamné jsou.

INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVANI



V kazdé cele je n;; = n pozorovani.

Odhadem p;; jsou aritmeticke prumery
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Odhad rezidui &;, = yijix — il — &i — b

Odhad interakci T, = [l — i — &; — ,8]
K ovéreni interakce lze vynaset graf T;jvs. aif;.

Primérné hodnoty

nM YN - a?

E(M,) =0c? + T %302 = 0% + nMoc;}
nMZ | B?

E(Mg) = o2 + M 1)0£ = 0% + nNoj
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N M 2
nXi=1 Zj:l Tij

E(M,5) = 0% +

2 2
=0° +no
(N —-1)(M — 1)c? Aab
Rozptyl My, je nevychylenym odhadem o rozptylu
chyb.

Rozptyly 0%, 05 a 045 odpovidaji efektlim Fadka,

sloupcl a interakci.
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Test: s vyuzitim F,5 , Fg a F,, zda je mozné povazovat
sloupcové a radkové efekty, resp. interakce za
nevyznamne.

HO:Tij =0,i=1,...,Naj=1,...M

Je-li Fyg > Fi_,{(N—1)(M —1),M N (n—1)}je H,
Zamitnuta.

Hy:a; =0,i=1,..,N

Je-liEy > F;_,{(N—1),M N (n—1)}je H,
zamitnuta.
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Hy:Bi=0,j=1,..,.M
Je-li Fg > Fy_o{(M —1),M N (n — 1)} je H,

zamitnuta.
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Souéet &vercli pro Stupné Priimérny &tverec Kritérium F
volnosti
Faktor A
N S M
S = n M ~2 N-1 M = A F = __A
Faktor B
M S M
° % POM-1 M
Interakce AB
N M (N - S MAB
S,. =n 72 DM- M, = AB Fis =
ik o N - - P My
Reziduéln{
St X3 Som-ar [MVIM - Sg :
T S SN R MN(@n - 1)
Celkovy
N M n
Sc = XX X om-arfy " - :
=1 j=1 k-1
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o & Priklad: Presnost chromatografického
stanoveni diethylenglykolu

Tfi laboranti A, A, a A3 provadeji dve opakovana
stanoveni diethylenglykolu (DEG) v ethylenglykolu na
trech chromatografech By, B, a B; .

Otazka: ma na vysledek analyzy pristroj Ci laborant
Data: N =3, M =3, n = 2.

31.1.2011 : Px/'éi; ....
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Obsahy DEG [%], méreni tremi laboranty A na trech
pristrojich B

Pristroj |
Laborant B, B, B,
A, 0.110 0.101 0.108
0.116 0.102 0.109
A, 0.112 0.115 0.111
0.111 0.106 0.109
A, 0.114 0.107 0.113
| 0.112 0.109 0110 |
o L
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0, Pokracovani prikladu

O

Reseni:
Soudet tverch pro Stupné Prumérny F-kritérium
volnosti Ctverec
Laboranty (A): 2 1.906 10° 2433
S,=3.811"10
Pfistroje (B): Sz=1.028" 10" 2 5.139°107 6.560
Interakce (AB): 4 1.506°10” 1.922
Ap=0.022" 10
Rezidualni: Sp=7.050" 10" 9 7.833°10° -
Celkovy 17 - -
Fy0:(2,9) = 4.26 a Fyo:(4,9) = 3.63
31.1.2011 | > il |




Test:

1. Maji laboranti vliv na vysledek analyz zjistime
vysetrenim nulové hypotézy Hy;: a; = 0 a zaroven
HOZ: Tl'j =0

Sa+ Sup
Spa = =1.63-107°
PAT 244

a testovaci statistika
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Pokracovani prikladu
Q0 & P

Jelikoz Fy 9=(6,9) = 3.373 je vétsi nez statistika Fp 4,
nemaji laboranti vyznamny vliv na vysledek analyz a
model ANOVA lze vyjadrit rovnici
Vijk = U+ Bj + e
2. Otestujeme Hy: B; = 0 a sloucime prispevky
Si4 + Syp s rezidualnim souctem Ctvercu.
. Sp+S,+S4;; 1.688-107°
Me=—2T4v0 - 15

=1.12-107°

31.1.2011 ' n P’\/E’\'/‘ e
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Pokracovani prikladu
Q0 & P

M [ A\V4 A\ 4 A4
B = 4.58 je vétdi nez
Mpg

Fy45(3,15) = 3.68 a H, je zamitnuta. Vliv faktoru B

(pristroje) na vysledek analyzy je na hladiné a = 0.95
vyznamny.

Testovaci statistika Fp =

Stredni hodnota prumérného ctverce Mg je E(Mg) =
o2 + 605 . Pro odhad pfistrojové chyby plati

M, — 2
o2 + B6 — 6.68-10"°

31.1.2011 | n Ef N/E= ol
R - 1
_ EVROPSKA UNIE il [‘%’/ ﬂ—’ﬂ w | ]
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Zaver:

Na presnost stanoveni diethylenglykolu ma statisticky
vyznamny vliv pouze pouzity chromatograf.

Variabilita zpdsobana laboranty je 6% = 1.12 - 107>,
variabilita zpdsobena pfistroji je 05 = 6.68 - 10" — 6.
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Nevyvazené model
9 & Y Y

V (i, j)-té cele je n;; pozorovani

Priblizny rozklad celkového souctu Ctvercu

pro vsechny cely.

Rezidualni soucet ctvercu
N M ng

Z Z Z(yuk “u)

=1 j=
Pro vypocet dalSich slozek rozkladu celkového souctu

.. GLVercu se pouziva U;;. ﬂﬂf“ﬁ/“?
il
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Jsou urceny z ekvivalentm’ho poc“:tu n*

; NMEETLU

I =1 j=
Sy=n*MYN ., (4; —@)? s(N-— 1) stupni volnosti

Sp=n NZ 1(;1] ﬁ)z s (M — 1) stupni volnosti
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N M
Sap = n*ZZ(ﬁij — [ — [ +4)°

i=1 j=1
s (N — 1)(M — 1) stupni volnosti.
Je pouzito
A 1 N A A~ A
Hi = MZ?I:l.uij; Hj = Zl 1 Hij» i = 2 12] 1 Hij

Testovani hypotéz: stejné jako u vyvazenych
experimentu.
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