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REGRESNÍ MODEL 

Kapitola 6.5 

31.1.2011 

2 



I N V E S T I C E  D O  R O Z V O J E  V Z D Ě L Á V Á N Í  

Regresní model 
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náhodná 

proměnná                                                                                          parametry    

chyba a zapsáno vektorově    y = X  +   



I N V E S T I C E  D O  R O Z V O J E  V Z D Ě L Á V Á N Í  

Hodnocení kvality regresního modelu 

Střední kvadratická chyba predikce (MEP)  

𝑀𝐸𝑃 =
1

𝑛
 

𝑒𝑖
2

1−𝐻𝑖𝑖
2

𝑛
𝑖=1   

 

Akaikovo informační kritérium (AIC)  

𝐴𝐼𝐶 = 𝑛 ln
𝑅𝑆𝐶

𝑛
+ 2𝑚    
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𝑒𝑖
2 čtverec reziduí modelu 

𝐻𝑖𝑖  i-tý diagonální prvek              
projekční matice 𝐻 

𝑅𝑆𝐶    reziduální součet čtverců 
𝑚  počet parametrů 

Čím je AIC (MEP) menší, tím je model vhodnější.  



I N V E S T I C E  D O  R O Z V O J E  V Z D Ě L Á V Á N Í  

Regresní diagnostika – kvalita modelu 

1) Graf reziduí 

2) Parciální regresní grafy 

Vyjadřuje závislost mezi vysvětlovanou proměnnou 
(vektorem 𝒚) a jednou vysvětlující proměnnou 𝒙𝒋 při 
statisticky neměnném vlivu ostatních vysvětlujících 
proměnných, které tvoří matici 𝑿(𝒋) (kdy je vynechaná 

𝑗-tá proměnná).  

Jde zde o určitou grafickou obdobu parciálního 
korelačního koeficientu u korelačních modelů.  
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I N V E S T I C E  D O  R O Z V O J E  V Z D Ě L Á V Á N Í  

Regresní diagnostika – kvalita modelu 

Zajímá nás, zda všechny proměnné 𝑥1−3 jsou v modelu 
oprávněně. Postup je ukázán pro proměnnou 𝑥1. 
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I N V E S T I C E  D O  R O Z V O J E  V Z D Ě L Á V Á N Í  

Hodnocení regresního modelu  

1.  Kvalita nalezených odhadů parametrů 

a) Podle intervalů spolehlivosti (čím menší interval 
spolehlivosti, tím lépe) 

 𝛽𝑗 = 𝑏𝑗 ± 𝐶𝑚𝑚 ⋅ 𝑚 ⋅ 𝑠2 ⋅ 𝐹1−𝛼;𝑚;𝑛−𝑚 

b) Podle rozptylů parametrů, kde by pro statisticky 
významný odhad mělo platit pravidlo Sillénovy 
podmínky 

2 ⋅ 𝐷 𝑏𝑗 < |𝑏𝑗| 
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Hodnocení regresního modelu  

2. Kvalita dosažené těsnosti proložení  

a) podle reziduálního rozptylu, 

b) podle regresního rabatu, což je v procentech 
vyjádřený koeficient. determinace (čím více se blíží 
100%, tím lepší je proložení modelem). 

3. Vhodnost navrženého modelu  

a) Akaikovo informační kritérium (AIC): čím je AIC 
menší, tím je model vhodnější.  

b) Střední kvadratická chyba predikce (MEP): čím je 
MEP menší, tím je predikční schopnost modelu lepší. 
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I N V E S T I C E  D O  R O Z V O J E  V Z D Ě L Á V Á N Í  

Hodnocení regresního modelu  

4. Predikční schopnost modelu  

a) Střední kvadratická chyba predikce (MEP): čím je 
MEP menší, tím je predikční schopnost modelu lepší. 

5.  Kvalita  experimentálních  dat  

a)  na základě analýzy reziduí, 

b)  na základě analýzy vlivných bodů (podle Jackknife 
reziduí, Cookovy vzdálenosti, diagonální prvky 
projekční matice a věrohodnostní vzdálenost). 
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Kvalita navrženého regresního modelu 

1. Jediná proměnná 𝑥: rozptylový graf 𝑦 na 𝑥. 

    Více proměnných 𝑥: rozptylové grafy mohou mylně 
indikovat nelinearitu. 

2. K posouzení vztahu 𝑦 a 𝑥𝑗: 

a) parciální regresní grafy, 

b) parciální reziduální grafy. 
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Belseyho parciální regresní grafy 
Partial Regression Leverage Plots 

𝑦 = 𝑋𝑗𝛽
∗ + 𝑥𝑗𝑐 + 휀   

 

 

 

 

Umožňují: 

1. posouzení kvality navrženého regresního modelu, 

2. indikují přítomnost vlivných bodů, 

3. nesplnění předpokladů klasické MNČ, 

4. vyjadřují závislost mezi 𝑦 a zvolenou proměnnou 𝑥𝑗  při 

statisticky neměnném vlivu ostatních 𝑥𝑗. 
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Belseyho parciální regresní grafy 
Partial Regression Leverage Plots 

Vychází se z regresního modelu 
𝑦 = 𝑋(𝑗)𝛽

∗ + 𝑥𝑗𝑐 + 휀 

kde 𝛽∗ má rozměr (𝑚 − 1) × 1, 𝑐 je regresní parametr 
příslušející j-té proměnné. 

Projekcí do prostoru kolmého na prostor sloupců 
matice 𝑋(𝑖)  bude  
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Belseyho parciální regresní grafy 
Partial Regression Leverage Plots 

Střední hodnota 𝐸 𝑢 𝑗  je  

𝐸 𝑢 𝑗 = 𝑐𝐸(𝑣 𝑗) 

a závislost 𝑢 𝑗 na 𝑣 𝑗  tvoří parciální regresní graf (u 

správného modelu jde o závislost s nulovým úsekem). 

Odhad směrnice z MNČ bude  

𝑐 =
𝑢 𝑗

𝑇𝑢 𝑗

𝑣 𝑗
𝑇𝑣 𝑗

=
𝑥𝑗
𝑇𝑃 𝑗 𝑦

𝑥𝑗
𝑇𝑃(𝑗)𝑥𝑗

 

platí 𝑒 = 𝑢 𝑗 − 𝑣 𝑗𝑐  a ukazuje na vztah mezi 𝑒  s 

parciálními rezidui 𝑢 𝑗  a 𝑣 𝑗. 
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Vlastnosti 

a) směrnice 𝑐  je stejná s 𝑏𝑗  v neděleném modelu a 

úsek je roven nule, když je navržený model správný, 

b) korelační koeficient mezi 𝑢 𝑗  a 𝑣 𝑗  odpovídá 

parciálnímu korelačnímu koeficientu 𝑅 𝑗𝑥𝑗(𝑥), 

c) rezidua regresní přímky v parciálním regresním 
grafu jsou shodná s rezidui 𝑒 𝑖 pro nedělený model 

d) v grafu jsou zvýrazněny vlivné body a některá 
porušení předpokladů MNČ (heteroskedasticita) 
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Nevýhody 

a) x-ové souřadnice v 𝑣 𝑗  parciálních regresních grafech 

nejsou v původním měřítku proměnné 𝑥𝑗, 

b) jsou-li proměnné sloupců matice 𝑋 silně korelované, 
nemusí parciální regresní grafy indikovat správně 
nelinearitu, a tím i vhodnost navrženého modelu. 
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I N V E S T I C E  D O  R O Z V O J E  V Z D Ě L Á V Á N Í  

Kritika modelu – parciální regresní graf 

𝑦 = 𝛽0 + 𝛽1𝑥1 + 𝛽2𝑥2 + 𝛽3𝑥3 
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I N V E S T I C E  D O  R O Z V O J E  V Z D Ě L Á V Á N Í  

Parciální regresní graf 
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Parciální regresní graf 
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Procentní ztráta amoniaku v aparatuře při 
výrobě kyseliny dusičné 

Byla sledována procentní ztráta amoniaku při oxidační 
reakci amoniaku na kyselinu dusičnou po dobu 21 dní. 
Určete regresní model mezi relativní ztrátou amoniaku 
𝑦 a třemi vysvětlujícími nezávisle proměnnými: 
průtokem vzduchu 𝑥1, teplotou chladící vody 𝑥2 a 
koncentrací kyseliny dusičné 𝑥3. Vyšetřete regresní 
triplet při užití metody nejmenších čtverců MNČ a 𝐿1 − 
aproximace. 

Model: 
𝑦 = 𝛽1𝑥1 + 𝛽2𝑥2 + 𝛽3𝑥3 + 𝛽4 
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Procentní ztráta amoniaku v aparatuře při 
výrobě kyseliny dusičné 

Data: 𝑛 = 21 bodů 
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I N V E S T I C E  D O  R O Z V O J E  V Z D Ě L Á V Á N Í  

Procentní ztráta amoniaku v aparatuře při 
výrobě kyseliny dusičné 

Program: VLR, ILWLS 

Řešení: 

MNČ: 𝑦 = −39.92 + 0.7156𝑥1 + 1.295𝑥2 − 0.1521𝑥3 

𝐿1 − aproximace: 
𝑦 = −39.65 + 0.83𝑥1 + 0.581𝑥2 − 0.0621𝑥3 
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Procentní ztráta amoniaku v aparatuře při 
výrobě kyseliny dusičné 

Ověření kvality navrženého regresního modelu 

(1) X-Y Scatterův graf: 𝑦 na 𝑥𝑗  

(2) Parciální regresní graf (GAV1) pro k-tou proměnnou: určení 
kvality modelu 

- pro k-tou proměnnou: 𝑧 = 𝑥𝑘, 

- původní model 𝑦 = 𝑋(𝑘) ⋅ 𝑏 + 휀, kde 𝑋(𝑘) je matice 𝑋 bez k-

tého sloupce, 

- GAV1 graf interpretuje: 𝑒  vs. 𝑃𝑥𝑘 

- GAV1 graf indikuje: částečnou závislost mezi 𝑦 a 𝑥𝑘 

(a) nelinearitu nebo linearitu (sklon je bk), (b) ouliers, gross 
errors a (c) heteroskedasticitu. 
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Parciální reziduální grafy 

(grafy „komponenta + reziduum“)  
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Parciální reziduální grafy 

Rovnici 𝑒 = 𝑢 𝑗 + 𝑣 𝑗 ⋅ 𝑏𝑗  přepíšeme do tvaru 

𝑢 𝑗 = 𝑒 + 𝑏𝑗 𝐸 − 𝐻 𝑗 𝑥𝑗 

a vyjádříme jako závislost veličiny 𝑒 + 𝑏𝑗 𝐸 − 𝐻 𝑗 𝑥𝑗 

na 𝐸 − 𝐻 𝑗 𝑥𝑗. 

Parciální reziduální graf je analogií parc. regr. grafu při 
volbě 𝐻 𝑗 = 0. 

Jedná se o závislost parciálních reziduí 𝑠 na  proměnné 
𝑥𝑗. 

𝑠 = 𝑒 + 𝑏𝑥𝑗 = 𝑦 −  𝑥𝑘𝑏𝑘

𝑚

𝑘≠j
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Parciální reziduální grafy 

Pokud model obsahuje absolutní člen, je možno použít 
modifikovaná parciální rezidua 

𝑠𝑖
∗ = 𝑒 𝑖 + 𝑥𝑖𝑗 − 𝑥 𝑗 𝑏𝑗 + 𝑦  

kde 𝑥 𝑗  a 𝑦  jsou aritmetické průměry veličin 𝑥𝑗  a 𝑦. 

V grafu se znázorňuje deterministická komponenta 

𝑐𝑖𝑗 = (𝑥𝑖𝑗 − 𝑥 𝑗)𝑏𝑗           𝑖 = 1,… , 𝑛 

která se značí písmenem „C“ a parciální reziduum 
𝑠𝑖 = 𝑐𝑖𝑗 + 𝑒 𝑖 , 𝑖 = 1,… , 𝑛, které se označuje křížkem 

„+“. 
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Parciální reziduální grafy 

Vlastnosti: 

a) směrnice závislosti 𝑠 na 𝑥𝑗   je rovna 𝑏𝑗  a úsek je 

nulový. Lineární závislost ukazuje na vhodnost 
navržené 𝑥𝑗  v modelu, 

b) rezidua přímky jsou přímo rezidua 𝑒 𝑖 pro nedělený 
model, 

c) pokud je úhel mezi 𝑥𝑗  a některými sloupci matice 

𝑋(𝑗) malý (multikolinearita), ukazuje parciální 

reziduální graf nesprávně malý rozptyl kolem 
regresní přímky 𝑏𝑗𝑥𝑗 a dochází i k potlačení efektu 

vlivných bodů. 
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Kritika modelu: parciální reziduální graf 

𝑦 = 𝛽0 + 𝛽1𝑥1 + 𝛽2𝑥2 + 𝛽3𝑥3 

31.1.2011 

30 



I N V E S T I C E  D O  R O Z V O J E  V Z D Ě L Á V Á N Í  

Parciální graf reziduí 
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Parciální graf reziduí 
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I N V E S T I C E  D O  R O Z V O J E  V Z D Ě L Á V Á N Í  

Parciální reziduální grafy 
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Parciální reziduální graf 

𝑢 𝑗 = 𝑒 + 𝑏𝑗 𝐸 − 𝐻 𝑗 𝑥𝑗 

𝑠 = 𝑒 + 𝑏 ⋅ 𝑥𝑗 

3. Parciální reziduální graf GAV2 pro k-tou proměnnou 

pro k-tou proměnnou: 𝑧 = 𝑥𝑘 

původní model: 𝑠 𝑖 = 𝑒 𝑖 + 𝑥𝑖𝑘 − 𝑥 𝑘 ⋅ 𝑏𝑘 

GAV2 graf zobrazuje 𝑠  na 𝑥𝑘 

Vlastnosti: 

(1) sklon 𝑠 = 𝑓(𝑥𝑗) je 𝑏𝑗  

(2) případ multikolinearity: malý úhel mezi 𝑥𝑗  a 𝑥𝑘. 
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Parciální reziduální grafy 
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Parciální reziduální grafy 
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I N V E S T I C E  D O  R O Z V O J E  V Z D Ě L Á V Á N Í  

Parciální reziduální grafy 
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I N V E S T I C E  D O  R O Z V O J E  V Z D Ě L Á V Á N Í  

KRITIKA METODY 

Kapitola 6.6 
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I N V E S T I C E  D O  R O Z V O J E  V Z D Ě L Á V Á N Í  

Ověření předpokladů metody nejmenších 
čtverců 

Metoda: 

- vyšetření heteroskedasticity, 

- vyšetření autokorelace, 

- vyšetření multikolinearity, 

- vyšetření normality náhodných chyb, 

- vyšetření omezení parametrů, 

- vyšetření trendů reziduí. 
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I N V E S T I C E  D O  R O Z V O J E  V Z D Ě L Á V Á N Í  

Závažné předpoklady MNČ 
 - kdy je nutné korigovat klasickou MNČ 

1) Regresní parametry 𝛽 mohou teoreticky nabývat 
libovolných hodnot. 

2) Regresní model je lineární v parametrech. 

3) Jednotlivé nezávislé proměnné jsou skutečně 
vzájemně nezávislé, tedy mezi nimi nedochází k tzv. 
multikolinearitě. 

4) Podmíněný rozptyl 𝐷
𝑦

𝑥
= 𝜎2  je konstantní (tzv. 

podmínka homoskedasticity).  

5) Náhodné chyby mají nulovou střední hodnotu 

𝐸 휀𝑖 = 0, mají konečný rozptyl 𝐸 휀𝑖
2 = 𝜎2 a jsou 

nekorelované.  
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Regresní diagnostika 
 - testy vybraných předpokladů klasické MNČ 

Multikolinearita:  VIF diagnostika indikuje 

Heteroskedasticita: testy heteroskedasticity (např. 
Cook-Weisberg) 

Autokorelace reziduí: test významnosti autokorelačního 
koeficientu 

Normalita reziduí: testy normality  

 

31.1.2011 

42 



I N V E S T I C E  D O  R O Z V O J E  V Z D Ě L Á V Á N Í  

Ověření předpokladů MNČ 

1. Hetero/homoskedasticita (nekonstatntnost 
rozptylu) 

Rozptyl veličiny 𝑦𝑖  v 𝑖-tém bodě je popsán 

𝜎𝑖
2 = 𝜎2 exp(𝜆𝑥𝑖𝛽) 

kde 𝑥𝑖 je 𝑖-tý řádek matice 𝑋. 
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Heteroskedasticita 
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Homoskedasticita vs. heteroskedasticita 
 - grafické vysvětlení principu 

Homoskedasticita znamená, že hodnoty závisle 
proměnné 𝑦 mají pro všechny hodnoty nezávisle 
proměnné 𝑥 konstantní rozptyl (variabilitu, 
proměnlivost). 
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Homoskedasticita 
 - grafické vysvětlení principu 
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Homoskedasticita 
 - testování 

Test trendu reziduí 

𝐷 =  𝑅 𝑒 𝑖 − 𝑖 2

𝑛

𝑖=1

 

𝜌𝑠 = 1 −
6

𝑛3−𝑛
⋅ 𝐷  

 

 

𝑡𝑅 =
𝜌𝑠 ⋅ 𝑛 − 2

1 − 𝜌𝑠
2

 

31.1.2011 

47 

Testujeme významnost Spearmanova 
korelačního koeficientu 𝜌𝑠  



I N V E S T I C E  D O  R O Z V O J E  V Z D Ě L Á V Á N Í  

Homoskedasticita 
 - testování 

Vycházíme z předpokladu, že rozptyl naměřené 
hodnoty 𝑦𝑖 je určitou funkcí proměnné 𝑥𝑖𝛽 (např. 
exponenciální funkcí).  

Cookův - Weisbergův test homoskedasticity 

𝑆𝑓 =
 𝑦𝑖

′ − 𝑦 ′ 2𝑒𝑖
2𝑛

𝑖=1

2

2 ⋅ 𝜎4  𝑦𝑖
′ − 𝑦 ′ 2𝑛

𝑖=1

 

Test: Pokud v datech není heteroskedasticita, potom 
platí, že 𝑆𝑓 < 𝜒2(1).  
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Homoskedasticita 
 - testování 

Test: ověření 𝐻0: 𝜆 = 0 (homoskedasticita) 

Cook-Weisbergovo testační kritérium 

𝑆𝑓 =
 𝑦 𝑖 − 𝑦 𝑃

2𝑒 𝑖
2𝑛

𝑖=1

2

2 ⋅ 𝜎 4  𝑦 𝑖 − 𝑦 𝑃
2𝑛

𝑖=1

 

kde 𝑦 𝑃 =
1

𝑛
 𝑦 𝑖

𝑛
𝑖=1  

Testování: 

1. Je-li Sf, H0 (homoskedasticita) je přijata. 

2. Pro homoskedasticitu tvoří diagnostický graf 𝑒 𝑆𝑖
2  na 

1 − 𝐻𝑖𝑖 𝑦 𝑖  náhodný mrak bodů. Pro heteroskedasticitu 
vznikte typický klínový obrazec. 
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Homoskedasticita 
 - řešení jednoho z nesplněných předpokladů klasické MNČ 

Nejčastějším způsobem je užití metody vážených 
nejmenších čtverců, kdy se účelová funkce čili suma 
čtverců reziduí násobí vhodně zvolenými váhami 

𝑈 𝑏 =  𝑦𝑖𝑉𝑖𝑖 −  𝑉𝑖𝑖𝑥𝑖𝑗𝑏𝑗

𝑚

𝑗=1

2
𝑛

𝑖=1

 

V běžných případech je možné jako váhy volit 

 hodnoty 1/𝑦𝑖 nebo 1/𝑦𝑖
2. 
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Graf homoskedasticity 
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Ověření předpokladů MNČ 

2. Autokorelace 

Data časových řad mají chyby 휀𝑖 vzájemně korelované. 

Nejčastější je případ autokorelace prvního řádu 
휀𝑖 = 𝜌1휀𝑖−1 + 𝑢𝑖   

kde 𝑢𝑖~𝑁(0, 𝜎2). 

a) Pro 𝜌1 = 1 případ kumulativních chyb, který se v 
chemii vyskytuje často. 

b) Pro 𝜌1 ≤ 1 jde o autokorelační koeficient 1. řádu. 
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Autokorelace 

1. Grafická indikace autokorelace 

 

 

 

 

 

 

2. Waldův test pro 𝜌1: 𝐻0: 𝜌1 = 0 vs. 𝐻𝐴: 𝜌1 ≠ 0  

Je-li Waldovo kritérium 𝑊𝑎 =
𝑛𝜌 1

2

1−𝜌 1
2 < 𝜒2(1), 𝐻0 je přijata.  
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Ověření předpokladů MNČ 

3. Normalita chyb 

a) Rankitový (Q-Q) graf: 𝑒 (𝑖) nebo 𝑒 𝑅𝑖 na 𝑢𝑃𝑖  pro 

𝑃𝑖 = 𝑖/(𝑛 + 1) 

b) Test normality: 𝐻0: normalita vs. 𝐻𝐴: nenormalita 

Jarque-Berrova testační statistika 

𝐿 𝑒 = 𝑛
𝑢 3

2

6𝑢 2
3 +

𝑢 4
𝑢 2

2 − 3

24
+ 𝑛,

3𝑢 1
2

2𝑢 2
−

𝑢 3𝑢 1

𝑢 2
2 - 

kde 𝑢 𝑗  je 𝑗-tý výběrový moment reziduí 𝑢 𝑗 =
 𝑒 𝑖

𝑗𝑛
𝑖=1

𝑛
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Normalita chyb 

Test: Je-li 𝐿 𝑒 > 𝜒1−𝛼
2 2 = 5.99, je 𝐻0 (normalita) 

zamítnuta. 

Např. pro lineární modely s absolutním členem je 
𝑢 1 = 0 a 𝐿(𝑒 ) je 

𝐿 𝑒 = 𝑛
𝑔 1
6

+
𝑔 2 − 3 2

24
 

kde 𝑔 1 =
𝑢 3

2

𝑢 2
3  a 𝑔 2 =

𝑢 4

𝑢 2
2 

(test není vhodný pro malé výběry 
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Normalita chyb 

Grafická indikace normality chyb: 𝑒 (𝑖) nebo 𝑒 𝑅(𝑖) vs. 𝑢𝑃𝑖
 

31.1.2011 

56 



I N V E S T I C E  D O  R O Z V O J E  V Z D Ě L Á V Á N Í  

Znaménkový test vhodnosti modelu 

Nenáhodnost reziduí lze testovat znaménkovým testem. 

Postup: 

1. Určuje se počet sekvencí 𝑛𝑈, kde mají rezidua stejná 
znaménka. (např. pro rezidua -1, -1, 1, -1, 1, 2, 2 je 
počet sekvencí roven 𝑛𝑈 = 4 

2. Stanoví se počet reziduí kladných (𝑛+) a záporných 
(𝑛−). 

3. Teoretický počet sekvencí 𝑛𝑡 a jeho rozptyl 𝐷𝑡 je  
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Znaménkový test vhodnosti modelu 

𝑛𝑡 = 1 +
2𝑛+𝑛−

𝑛+ + 𝑛−
≈ 1 +

𝑛

2
 

𝐷𝑡 =
2𝑛+𝑛−(2𝑛+𝑛− − 𝑛+ − 𝑛−)

𝑛+ + 𝑛−
2(𝑛+ + 𝑛− − 1)

≈
𝑛

4
 

Pro 𝑛+ > 10 a 𝑛− > 10 lze využít náhodné veličiny 

𝑈 =
𝑛𝑢 − 𝑛𝑡 + 𝐶

𝐷𝑡

 

s normovaným normálním rozdělením 𝑁(0,1). 
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Znaménkový test vhodnosti modelu 

Testování: Je-li 𝑛𝑈 < (𝑛𝑡 − 𝐶 1.96 𝐷𝑡), pak je v 

reziduích trend a model je nesprávně navržen. 
(Konstanta 𝐶 = 0.5 je korekcí na spojitost). 
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Testování regresního tripletu 
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Testování regresního tripletu 
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Problem 6.51 Operation of a plant for the 
oxidation of NH3 to HNO3 

A set of data from 21 days of operation was collected. 
The 𝑦 is the perentage of the input ammonia that is lost 
by escaping as unabsorbed nitric acid and 𝑥1 is the rate 
of operation, 𝑥2 is the temperature of the cooling 
water in the coils, and 𝑥3 is the concentraion of HNO3 
in the absorbing liquid. Suppose the linear model  

𝐸 𝑦/𝑥 = 𝛽1𝑥1 + 𝛽2𝑥2 + 𝛽3𝑥3 + 𝛽4 

investigate the regression triplet and confirm the model 
proposed. 
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Problem 6.51 Operation of a plant for the 
oxidation of NH3 to HNO3 

Data: (*) denotes the strongly influential point 
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Problem 6.51 Operation of a plant for the 
oxidation of NH3 to HNO3 

Program: ADSTAT 

Solution: The classical LS method finds the regression 
equation 

𝑦 = −37.68 + 0.7336𝑥1 + 1.3883𝑥2 − 0.2164𝑥3 

s 𝑅 2 = 0.913 a 𝜎 = 3.251. 
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Prediction –Residual plot 
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Problem 6.51 Operation of a plant for the 
oxidation of NH3 to HNO3 
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Problem 6.51 Operation of a plant for the 
oxidation of NH3 to HNO3 
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Problem 6.51 Operation of a plant for the 
oxidation of NH3 to HNO3 
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KALIBRACE 

Kapitola 6.7 
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Kalibrace 

Skládá se z fází: 

a) sestavení kalibračního modelu, 

b) použití kalibračního modelu. 

Druhy kalibrace a kalibrační metody 

1. Absolutní kalibrace: vztah signálem 𝑦 a veličinou 𝑥, 
kde  

𝑦 je měřený signál (potenciál E, napětí článku U, proud 
I, elektrický odpor R, pH, absorbance A, atd.) a  

𝑥 je stav nebo vlastnost systému (obsah m, objem V, 
koncentrace c, teplota t, čas 𝜏, atd.) 
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Kalibrace 

 

 

 

 

 
 

 

2. Komparativní kalibrace: přístroj se kalibruje vůči 
druhému, např. absorbance (1. metoda) a titračně (2. 
metoda) 
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Dle využití kalibračního modelu 

1. Jedno použití: z modelu o bodech 𝑥𝑖 , 𝑦𝑖 , 𝑖 = 1, 𝑛, 
se určí odhad 𝑥 ∗ se svým intervalem spolehlivosti, 

2. Vícenásobné použití: pro různé hodnoty signálů se 
určují odhady 𝑥 ∗ na základě jednoho kalibračního 
modelu, 

3. Použití v kombinaci: s dalšími měřeními. 
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Hledání kořene rovnice 𝒙 ∗ = 𝒇−𝟏(𝒚∗) 

Na základě Taylorova rozvoje lze nalézt pro roztpyl 

𝐷 𝑥 ∗ ≈
𝛿 𝑓 𝑥, 𝑏

𝛿𝑥

−2
𝐷 𝑦∗

𝑀
+ 𝐷 𝑓 𝑥, 𝑏  

kde 𝐷 𝑦∗  je rozptyl 𝑦∗ ových hodnot, obyčejně  𝜎2, 

𝐷 𝑓 𝑥, 𝑏 = 𝐷(𝑦 ) je rozptyl predikce.  

Pro lineární regresní modely je rozptyl predikce roven 

𝐷 𝑦 𝑃 = 𝜎2
1

𝑛
+

𝑥 − 𝑥 2

 𝑥𝑖 − 𝑥 2𝑛
𝑖=1

= 𝜎2,
1

𝑛
+

𝑦∗ − 𝑦 2

𝑏1
2  𝑥𝑖 − 𝑥 2𝑛

𝑖=1

- 
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Hledání kořene rovnice 𝒙 ∗ = 𝒇−𝟏(𝒚∗) 

kde 𝑏1 představuje odhad směrnice regresní přímky. 

Po dosazení vyjde 

𝐷 𝑥 ∗ ≈
𝜎2

𝑏1
2

1

𝑀
+

1

𝑛
+

𝑦∗ − 𝑦 2

𝑏1
2  𝑥𝑖 − 𝑥 2𝑛

𝑖=1

 

Speciálně pro model kali brační přímky  
𝑦 = 𝑏1 𝑥 − 𝑥 + 𝑦  

a dosazením vyjde 

𝐷 Δ = 𝜎 2
1

𝑀
+

1

𝑛
+

𝑥 ∗ − 𝑥 2

 𝑥𝑖 − 𝑥 2𝑛
𝑖=1

 

Při znalosti 𝐷 Δ  lze již nalézt krajní meze 
konfidenčního intervalu pro 𝑥 ∗. 
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Kalibrační přímka 

V laboratořích nejpoužívanější model,  (např. 
Lambertův-Beerův zákon, 𝐴 = 휀𝑑𝑐) 

Kalibrační přímka: 𝑦𝑖 = 𝛽2 + 𝛽1𝑥 + 휀𝑖,   𝑖 = 1, … , 𝑛  

Neznámý vzorek: 𝑦𝑗
∗ = 𝛽2 + 𝛽1𝜅 + 휀𝑗

∗,   𝑖 = 1, … ,M  

                 nalezení odhadu 𝑥 ∗ parametru 𝜅 
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Odhad 𝑥 ∗ 

(1) Přímý odhad: 𝑥 ∗ = 𝑥 +
𝑦∗−𝑦 

𝑏1
 

kde 𝑦∗ je měřený signál (resp. průměr 𝑦 ∗ pro 𝑀 > 1 
opakovaných měření), 𝑏1 je odhad směrnice kalibrační 
přímky. 

Přímý odhad je obecně vychýlený. 

(2) Naszodiho modifikovaný odhad: korekce na 
vychýlení 

𝑥 𝐵
∗ = 𝑥 +

𝑦∗ − 𝑦 𝑏1

𝑏1
2 +

𝜎2

 𝑥𝑖 − 𝑥 2𝑛
𝑖=1
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Odhad 𝑥 ∗ 

(3) Krutchhoftův inverzní odhad: 

𝑥 𝐼
∗ = 𝑥 + 𝑦∗ − 𝑦 

 (𝑥𝑖 − 𝑥 )(𝑦𝑖 − 𝑦 )𝑛
𝑖=1

 𝑦𝑖 − 𝑦 2𝑛
𝑖=1

 

který vychází z inverzního regresního modelu 
𝐸 𝑥/𝑦 = 𝛼1 𝑦 − 𝑦 + 𝛼2 

jde také o vychýlený odhad. 

(4) Schwartzův nelineární odhad: (předpoklad normality reziduí) 

𝑥 𝑁
∗ =

 𝑥𝑖 exp
− 𝑦∗ − 𝑏2 − 𝑏1𝑥𝑖

2

2𝜎 2
𝑛
𝑖=1

 exp
− 𝑦∗ − 𝑏2 − 𝑏1𝑥𝑖

2

2𝜎 2  𝑛
𝑖=1
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Příklad 6.53 Bodové odhady koncentrace 
metodou AAS 

Metodou AAS byla změřena absorbance roztoků o 
různé koncentraci lithia. Z kalibrační přímky odhadněte 
koncentraci lithia pro 𝐴1 = 0.0002, 𝐴2 = 0.5, 𝐴3 = 1.0. 

Data: 𝑛 = 16 
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Příklad 6.53 Bodové odhady koncentrace 
metodou AAS 

Řešení: Klasickou metodou MNČ určena 
𝐴 = 0.02525 ±1.138 ⋅ 10−4 + 0.0002(±2.753 ⋅ 10−3) 

s korelačním koeficientem 𝑅 = 0.9999. 

Odhady koncentrace rozličnými metodami 
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Příklad 6.53 Bodové odhady koncentrace 
metodou AAS 

Závěr: Pro přesná data s malým rozptylem kolem 
regresní přímky postačuje jednoduchý klasický odhad 
𝑥 ∗. 
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Interval spolehlivosti odhadu 𝑥 ∗  

𝑃 𝐿𝐷 < 𝜅 < 𝐿𝐻 = 1 − 𝛼, kde 𝛼 je koeficient 
významnosti a 1 − 𝛼 je statistická pravděpodobnost, 
statistická jistota. 

S (1 − 𝛼)ní statistickou jistotou tvrdíme, že „pravda 𝜅“ 
leží v intervalu 𝐿𝐷; 𝐿𝐻 . 

Meze 95%ního intervalu spolehlivosti se vypočtou 
𝐿𝐷,𝐻 = 𝑥 ∗ ± i. s. 
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Pás spolehlivosti 𝑦 hodnot 

Udává rozpětí, ve kterém se budou v základním 
souboru nacházet hodnoty závisle proměnné se 
zvolenou pravděpodobností 1 − 𝛼 

𝑦𝑖(𝑚𝑖𝑛,𝑚𝑎𝑥) = 𝑦𝑖
′ ± 𝑡𝛼

2
;𝑛−𝑚

⋅ 𝜎 
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IS modelových hodnot 

Pro model přímky 

 

 

𝜇𝑦′ = 𝑦𝑖
′ ± 𝑡𝛼

2;𝑛−𝑚
⋅

𝜎

𝑛 − 2
⋅ 1 +

𝑛 𝑥𝑖 − 𝑥 2

 𝑥𝑖 − 𝑥 2𝑛
𝑖=1
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Polovina IS modelu přímky 

Modelová 

hodnota 

Směrodatná odchylka reziduí 



I N V E S T I C E  D O  R O Z V O J E  V Z D Ě L Á V Á N Í  

IS modelových hodnot 

1. Při asymptotické normalitě: 

dolní mez 𝐿𝐷 = x ∗ − 1.96 𝐷(𝑥 ∗) 

horní mez 𝐿𝐻 = x ∗ + 1.96 𝐷(𝑥 ∗) 

2. Pro méně přesná data: 

𝐿𝐷,𝐻 = 𝑥 +

𝑦∗ − 𝑦 ∓ 𝜎 𝐹1−𝛼 1, 𝑛 − 2
1 + 𝜆

𝑛
+

𝑦∗ − 𝑦 2

𝑏1
2  𝑥𝑖 − 𝑥 2𝑛

𝑖=1

1
2

𝑏1(1 − 𝜆)
 

kde poměr 𝜆 =
𝜎 2𝐹1−𝛼 1,𝑛−2

𝑏1
2  𝑥𝑖−𝑥 2𝑛

𝑖=1
 je variační koeficient 

parametru 𝛽1. 
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IS modelových hodnot 

3. Odhad směrnice přesný: pro 𝜆 < 0.1 je odhad 
směrnice dostatečně přesný a lze použít 

𝐿𝐷,𝐻 = 𝑥∗ ∓ 𝑡
1−

𝛼
2

𝑛 − 2
𝜎 

𝑏1

1

𝑛
+

𝑦∗ − 𝑦 2

𝑏1
2  𝑥𝑖 − 𝑥 2𝑛

𝑖=1

 

Scheffého interval spolehlivosti predikované hodnoty 
𝑦∗ při 𝑥 ∗ platí 

𝑅𝐷,𝐻 = 𝑦∗ ∓ 2𝐹1−𝛼 2, 𝑛 − 2 𝜎 1 +
1

𝑛
+

𝑥 ∗ − 𝑥 2

 𝑥𝑖 − 𝑥 2𝑛
𝑖=1
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IS modelových hodnot 

Úpravou dostaneme 100(1 − 𝛼)ní interval 
spolehlivosti 𝑥∗ 
𝐿𝐷,𝐻

= 𝑥 ∗

∓
𝜎 2𝐹1−𝛼 2, 𝑛 − 2

𝜆1
𝜆1 1 −

1

𝑛
+

𝑦∗ − 𝑦 2

 𝑥𝑖 − 𝑥 2𝑛
𝑖=1

 

kde 

𝜆1 = 𝑏1
2 −

2𝐹1−𝛼 2, 𝑛 − 2

 𝑥𝑖 − 𝑥 2𝑛
𝑖=1
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IS modelových hodnot 
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Konstrukce intervalu spolehlivosti 𝑥 ∗ z 
kalibrační přímky  
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Konstrukce intervalu spolehlivosti 𝑥 ∗ z 
kalibrační přímky  

100 1 − 𝛼 %ní interval spolehlivosti pro signál 𝑦∗ 

𝑈𝐷,𝐻 = 𝑦 ∗ ∓ 𝑢
1−

𝛼
2

𝜎 

𝑀

𝑛 − 2

𝜒𝛼
2

2(𝑛 − 2)
 

a pro  regresní přímku hraniční 100 1 − 𝛼 %ní 
paraboloidy 

𝑃𝐷,𝐻 = 𝑏1𝑥 + 𝑏2 ∓ 𝜎 *2𝐹1−𝛼(2, 𝑛 − 2),
1

𝑛

+
𝑥 − 𝑥 2

 𝑥𝑖 − 𝑥 2𝑛
𝑖=1

-+ 

 
31.1.2011 

93 



I N V E S T I C E  D O  R O Z V O J E  V Z D Ě L Á V Á N Í  

Konstrukce intervalu spolehlivosti 𝑥 ∗ z 
kalibrační přímky  

Dolní hraniční hodnota 𝐿𝐷 je řešením rovnice 𝑈𝐻 = 𝑃𝐷  

Horní hraniční hodnota 𝐿𝐻 je řešením rovnice 𝑈𝐷 = 𝑃𝐻  

Diskuze: Příliš velký rozptyl v datech, (kalibrační přímka 
není vhodná) způsobuje: 

1. v některých případech nemusí průsečík přímky s 
parabolou existovat, 

2. v jiném případě protne konfidenční přímka signálu 
parabolu kalibrační přímky ve dvou bodech. 
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Vlastnosti intervalu spolehlivosti 

Zúžení intervalu spolehlivosti neznámé 𝑥 ∗ lze způsobit 

1. opakováním měření signálu 𝑦∗, čili růstem 𝑀, 

2. zúžením konfidenčních parabol lze dosáhout 
eliminací vlivných bodů, 

3. zmenšením rozptylu 𝜎 2, tj. zpřesněním měření. 
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Příklad 6.54 Intervaly spolehlivosti 
koncentrace z kalibrační přímky 

Pro kalibrační data Lambert.-Beerova zákona vypočtěte 
95%ní interval spolehlivosti koncentrace pro 
absorbance 𝐴1

∗ = 0.0002, 𝐴2
∗ = 0.5, 𝐴3

∗ = 1.0, 𝐴∗ =
0.51 (vzniklé jako průměr z 0.5 a 0.52, kde 𝑀 = 2), 
𝐴∗ = 0.977 (vzniklé jako průměr z 0.95, 0.98, 1.00, kde 
𝑀 = 3) 
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Příklad 6.54 Intervaly spolehlivosti 
koncentrace z kalibrační přímky 

Interval spolehlivosti stanovené koncentrace, vyčíslený 
z rozličných vztahů 
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Příklad 6.54 Intervaly spolehlivosti 
koncentrace z kalibrační přímky 

Řešení: 

a) I. s. z (6.220) a (6.221) neberou větší přesnost stanovení 𝑦 ∗. 

b) Při výpočtu 𝑈𝐷,𝐻 dle (6.227a,b) byl využit výraz pro 

konfidenční přímky signálu 𝑈𝐷,𝐻 = 𝑦 ∗ ∓
𝑢
1−

𝛼
2
𝜎 

𝑀
 při volbě 

𝛼 = 0.05. 

c) Vzhledem k dostatečné přesnosti dat poskytuje (6.220) i 
(6.221) stejné výsledky. Ostatní jsou však odlišné. 

d) Aproximace (6.218) poskytuje blízké hodnoty i.s. vzhledem k 
hodnotám určeným z (6.227). 
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Příklad 6.54 Intervaly spolehlivosti 
koncentrace z kalibrační přímky 

Závěr: 

1. Pro data s malým rozptylem kolem regresní přímky 
je výhodné použít jednodušší aproximace (6.218). 

2. U opakovaných měření signálu nejsou vhodné 
rovnice (6.220) a (6.221).  
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Super – přesné dávkování 

1. Koncentrovaných anorganických kyselin a zásad,  

2. Organických rozpouštědel 
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Stavebnice pístové mikrobyrety 
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Přesnost kalibrace 

Limitní hodnoty, pro které je ještě signál odlišný od 
šumu. 

1. Kritická úroveň 𝒚𝒄: představuje horní mez  

100 1 − 𝛼 %ního intervalu spolehlivosti predikce 
signálu pro koncentraci rovnou nule, tzv. slepý pokus. 
Nad hodnotou 𝑦𝑐 lze signál odlišit od šumu. 

𝑦𝑐 = 𝑦 − 𝑏1𝑥 + 𝑡
1−

𝛼
2

𝑛 − 2 𝜎 1 +
1

𝑛
+

𝑥 2

 𝑥𝑖 − 𝑥 2𝑛
𝑖=1
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Přesnost kalibrace 

Koncentrace 𝑥𝑐, odpovídající hodnotě kritické úrovně 

𝑥𝑐 =
𝑦𝑐 − 𝑦 

𝑏1
+ 𝑥  
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Limita detekce 

2. Limita detekce 𝑦𝐷: odpovídá koncentraci, pro kterou 
je dolní mez 100(1 − 𝛼)ního intervalu spolehlivosti 
predikce signálu rovna 𝑦𝑐. Limita detekce udává úroveň 
signálu, která umžňuje ještě detekci koncentrace, tj. 
odlišení od šumu. 

𝑦𝐷 = 𝑦𝑐 + 𝜎 𝑡
1−

𝛼
2

𝑛 − 2 1 +
1

𝑛
+

𝑥𝐷 − 𝑥 2

 𝑥𝑖 − 𝑥 2𝑛
𝑖=1
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Limita detekce 
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Limita detekce 

koncentrace limity detekce 𝑥𝐷 se vypočte 

𝑥𝐷 =
𝑦𝐷 − 𝑦 

𝑏1
+ 𝑥  

𝑥𝐷 udává minimální koncentraci,  kterou lze s 
pravděpodobností 1 − 𝛼  ještě odlišit od nulové 
hodnoty. 
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Modifikovaná limita stanovení 

4. Modifikovaná limita stanovení 𝑦𝑠
′ je hodnota, pro 

kterou je 𝐶 𝑥′ = 𝐶. Hledání limity stanovení. 
Čárkovaně je úroveň 0.1. 
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Přehled limit přesnosti kalibrace 

Obecně platí pravidlo, že 

 
𝑦𝑐 ≤ 𝑦𝐷 ≤ 𝑦𝑠 
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Limita stanovení 

3. Limita stanovení 𝑦𝑠 je nejmenší hodnota signálu, pro 
kterou je relativní směrodatná odchylka predikce 
dodatečně rovna číslu 𝐶. (𝐶 se volí 10%, tj. C=0.1). 

Je-li predikce v místě 𝑥𝑠 rovna 𝑦 𝑥𝑠 = 𝑦 + 𝑏1(𝑥𝑠 − 𝑥 ), 
je podmínka k určení 𝑦𝑠 

𝐷(𝑦(𝑥𝑠))

𝑦 (𝑥𝑠)
= 𝐶 

Dosazením 

𝑦𝑠 =
𝜎 

𝐶
1 +

1

𝑛
+

𝑥𝑠 − 𝑥 2

 𝑥𝑖 − 𝑥 2𝑛
𝑖=1
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Limita stanovení 

K praktickým výpočtům se užívá aproximace 

𝑦𝑠 ≈
𝜎 

𝐶
1 +

1

𝑛
+

𝑥 2

 𝑥𝑖 − 𝑥 2𝑛
𝑖=1

 

a koncentrace limity stanovení 𝑥𝑠 je  

𝑥𝑠 =
𝑦𝑠 − 𝑦 

𝑏1
+ 𝑥  
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Příklad 6.53 Odhady koncentrace z 
kalibrační přímky AAS 

Odhadněte z kalibrační přímky koncentraci lithia  

[g Li/25cm3] pro naměřené absorbance 𝐴∗ =
0.0002, 0.5, 1.0. 
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Výstupy 
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Příklad 6.58 Vliv přesnosti přístroje na mez 
detekce 

Na třech rozličně přesných přístrojích A, B, a C byly 
změřeny signály pro 20 úrovní koncentrace. Určete 
regresní model a přesnost kalibrace pomocí meze 
detekce a kritické úrovně. 
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Příklad 6.58 Vliv přesnosti přístroje na mez 
detekce 
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Příklad 6.58 Vliv přesnosti přístroje na mez 
detekce 
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Příklad 6.58 Vliv přesnosti přístroje na mez 
detekce 
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Příklad 6.58 Vliv přesnosti přístroje na mez 
detekce 
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Příklad 6.58 Vliv přesnosti přístroje na mez 
detekce 
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Příklad 6.58 Vliv přesnosti přístroje na mez 
detekce 
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Příklad: Stanovení Cd v máku metodou 
AAS (kalibrační přímka v mg/dm3) 
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Úloha K6.04 Kalibrační model mědi v oceli 
rtg. – fluorescenční metodou 

Rtg.-fluorescenční metodou byl stanovován obsah mědi 
v  rozsahu 0.01 až 0.47% ve standardních vzorcích oceli. 

Neznámé vzorky vykazovaly 𝑦∗ = 555, 1005, 1505 
impulzů signálu. 

Úkoly: 

(1) Nalezněte kalibrační model metodou regresního tripletu a 
vyšetřete vlivné body. 

(2) Sestrojte konfidenční interval kalibrační křivky a stanovte 
míry přesnosti kalibrace. 

(3) Vyčíslete bodové a intervalové odhady koncentrace 
neznámých vzorků. 
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Úloha K6.04 Kalibrační model mědi v oceli 
rtg. – fluorescenční metodou 

Data: Obsah mědi 𝑐[%], 𝑦[impulzy] 
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Úloha K6.04 Kalibrační model mědi v oceli 
rtg. – fluorescenční metodou 

Postup výpočtu: 

1. Výstavba kalibračního modelu metodou regresního 
tripletu (data, model, metoda) diagnostikou 
modelem Lineární regrese. 

2. Zadávání neznámých vzorků 𝑀 a jejich hodnot 
𝑦𝑗

∗, 𝑗 = 1, … ,𝑀. 

3. Program Kalibrace 
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Program kalibrace 

(a) Vypočte průměry, rozptyly, součty čtverců a kovarianci. 

(b) Určí odhady směrnice a úseku spolu s odpovídajícími 
rozptyly, korelační koeficient, predikce 𝑦 𝑖 s absolutními a 
relativními odchylkami. 

(c) Vyčíslí kritickou úroveň (𝑥𝑐 , 𝑦𝑐), limitu detekce (𝑥𝐷 , 𝑦𝐷) a 
limitu stanovení (𝑥𝑠 , 𝑦𝑠). 

(d) Kreslí graf kalibrační přímky spolu s experimentálními body. 

(e) Pro zadané hodnoty signálu 𝑦𝑗
∗ , 𝑗 = 1,… ,𝑀, vyčíslí bodové 

a intervalové odhady pro 𝑥𝑗
∗, 𝑗 = 1,… ,𝑀. 
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Příklad 6.55 Přesnost kalibrace 
Lambertova-Beerova zákona 

Pro kalibrační model Lambertova-Beerova zákona 
vypočtěte kritickou úroveň 𝑦𝑐, limitu detekce 𝑦𝐷 a 
limitu stanovení 𝑦𝑠 pro relativní směrodatnou odchylku 
𝐶 = 0.1. 

Řešení: 

 Z hodnot 

 

lze dosazením určit 
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Příklad 6.55 Přesnost kalibrace 
Lambertova-Beerova zákona 

Závislost 𝐶(𝑥′) na 𝑥′ v intervalu 0.1 ≤ 𝑥′ ≤ 1. 

Hodnotě 𝐶 𝑥′ = 0.1 zde odpovídá 𝑥𝑠
′ ≈ 0.6 a 

𝑦𝑠
′ = 𝑦 + 0.6 − 𝑥 𝑏1 = 0.0164. 
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Závěr: K určení metody kalibrace 

postačuje určení limity detekce. 


