N
* X %
* *
* *
* *
* p K
OP Vzdélavani
EVROPSKA UNIE v pro konkur:nie:::(l)pnost m

INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVANI

Parcialni diferencialni rovnice a jejich vyznam pro
aplikace

prom.mat. Zden&k Beran, CSc. (UTIA AV CR, v.v.i)

20. zari 2011

Tato prezentace je spolufinancovéna Evropskym socidlnim fondem a stitnim rozpottem Ceské republiky.

1/ 231



o8

Matematické
modelovani

Uvod
PDR
Klasifikace

Hranice
Okrajové a

pocateéni podminky

Integrace per partes
Korektni tlohy
Typické tdlohy pro
PDR

Aplikace obecnych
fyzikalnich zakond
Véta o transportu
Z3akon zachovani
hmoty

Z3akon zachovani
hybnosti

Zakon zachovani
momentu hybnosti

Matematické
zaklady teorie PDR

Matematicka
formulace dlohy

Numerické metody

P¥iklady nékterych
konkrétnich modela

Matematické modelovani

* X %
*

* 5 %

EVROPSKA UNIE

INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVANI

L

v




? B

Matematické
modelovani

PDR

Klasifikace

Hranice

Okrajové a
pocatecni podminky
Integrace per partes
Korektni dlohy
Typické tdlohy pro
PDR

Aplikace obecnych
fyzikdalnich zakoni
Véta o transportu
Zakon zachovani
hmoty

Zakon zachovani
hybnosti

Zakon zachovani
momentu hybnosti

Matematické
zdklady teorie PDR

Matematicka
formulace dlohy

Numerické metody

P¥iklady nékterych
konkrétnich modelu
a jejich reseni

Uvod

Matematickym modelem mame na mysli soustavu rovnic
anebo jinych matematickych vztahtu zachycujicich podstatné
vlastnosti komplexnich pfirozenych nebo uméle vytvorenych
systému za ucelem jejich popisu, pfipadné predpovédi jejich
chovani a Fizeni jejich ¢asového vyvoje. V minulosti byla tato
oblast nazyvana rovnicemi matematické fyziky, avsak v
soucasné dobé uz zdaleka neni zUzZena pouze na fyziku a
chemii, ale hluboce zasahuje | do takovych oblasti, jako jsou
finance, biologie, ekologie, medicina, sociologie, atd.
Matematické modelovani nasledované numerickymi
simulacemi a posléze experimentalnimi testy, se stalo
obecnym pristupem zcela nutnym pro rozvoj inovaci a v
neposledni ¥adé motivovanym ekonomickymi faktory.

Je zcela zfeymé, Ze bez soulasné vykonné vypocetni techniky
by toto bylo zcela nemozné.
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Uvod - pokracovani

Obecné je konstrukce matematickych modell zaloZzena na
dvou zakladnich p¥istupech, kterymi jsou: obecné zakony a
konstitutivni vztahy.

Obecné zakony vychazeji z mechaniky kontinua a jsou
representovany zakony zachovani ¢i rovnovahy, jako napt.
hmoty, energie, linedrniho momentu, atd. Konstitutivni
vztahy jsou plivodem experimentdlni povahy: Fourierlv
zakon pro vedeni tepla, Fickiiv zdkon pro difuzi, atd.
Obecné zakony + konstitutivni vztahy = parcialn/
diferencialni rovnice (PDR) anebo jejich systém.
Vzhledem k tomu, Ze je nutné jesté respektovat prostredi,
ve kterém modelovani provadime, musime k PDR jesté
zahrnout okrajové podminky, p¥ipadné i ¢asové pocatecni
podminky.

N " a [ )
* * ®
* * ..
* *
EVROPSKA UNIE ¥

4 / 231



? B

Matematické
modelovani

PDR

Klasifikace

Hranice

Okrajové a
pocatecni podminky
Integrace per partes
Korektni dlohy
Typické tdlohy pro
PDR

Aplikace obecnych
fyzikdalnich zakoni
Véta o transportu
Zakon zachovani
hmoty

Zakon zachovani
hybnosti

Zakon zachovani
momentu hybnosti

Matematické
zdklady teorie PDR

Matematicka
formulace dlohy

Numerické metody

P¥iklady nékterych
konkrétnich modelu
a jejich reseni

Uvod - pokracovani

Zjevné historicky prvni doloZené pouziti PDR se objevilo v
roce 1719 v praci Nicolause Bernoulliho. Dalsi vyznamny
pfinos do teorie PDR pfines| Sir Isaac Newton v jeho praci
The Method of Fluxions, kterd vysla v roce 1736. Postupné
nastava rozkvét oblasti spojené s teorii a aplikacemi PDR
spojeny se jmény jako Jean le Rond d “Alembert
(1717-1783), Leonard Euler (1707-1783), Pierre Simon de
Laplace (1749-1827), Adrien-Marie Legendre (1752-1833)
Joseph Fourier (1768-1830), George Green (1793-1841),
Michel Ostrogradsky (1801-1861) a postupné cela plejada
vyznamnych matematikl a fyziki aZ po dnesni dobu.
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Parcialni diferencialni rovnice (PDR)

F(CCl,..

’7xn7u7uaj17'"7u$n7uaj1$17u$1$27"°7 (1)

) =0

uxnxna uCL‘1$C13317 °

kde nezndma u = u(xy,...,x,) je funkce n proménnych a
Ug,y o5 Ugyz;, - - - JSOU jeji parcialni derivace. Nejvyssi Fad
derivace nezndmé funkce wu, ktery se v rovnici vyskytuje, se
nazyva fad rovnice.

e ~ . J[mumy

* * ..

o Ef I\Kﬁr SV
EVROPSKA UNIE ¥ =

6 / 231



? B

Matematické
modelovani

Uvod

Klasifikace

Hranice

Okrajové a
pocatecni podminky
Integrace per partes
Korektni dlohy
Typické dlohy pro
PDR

Aplikace obecnych

fyzikalnich zakoni
Véta o transportu
Zakon zachovani
hmoty

Z3akon zachovani
hybnosti

Zakon zachovani
momentu hybnosti

Matematické
zdklady teorie PDR

Matematicka
formulace dlohy

Numerické metody

P¥iklady nékterych
konkrétnich modeli
a jejich reseni

Parcidlni diferencidlni rovnice (PDR) -
pokracovani

Systémem parcialnich diferencialnich rovnic je nasledujici
vztah:

F(lel, ..

Ty Wy Uy e vy Uy, s Uy s Uiy v - - (2)

)=0

s Wgp 0y Wy mqys -

kde nezndmou u je tentokrat vektor z R™ a F je také
n&jaky vektor z R*. Obecn& nevyZadujeme, aby m = k.
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Klasifikace PDR

Rovnice (1) se nazyva linearni jestliZze funkce F' je linedrn{
vzhledem k neznamé funkci u a soucasné vsem jejim
derivacim. V opacném pfipadé se rovnice nazyva nelinearni.
V pfipadé, Ze je PDR nelinearni, zajima nas typ nelinearity:

m PDR se nazyva semilinearni, jestlize funkce F' je
nelinearni pouze vzhledem k w, ale je linedrni vzhledem

ke vSem jejim derivacim:;

m PDR se nazyva kvazilinearni, jestlize funkce F' je
linedrni vzhledem k derivacim nejvy3siho ¥adu funkce u;

m PDR se nazyvd obecna nelinearni, jestlize funkce F' je
nelinedrni vzhledem k derivacim nejvyssiho ¥adu funkce

u.
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Klasifikace PDR - pokracovani

Skalarni rovnice v R?:

CL(ZIZl, x2)u$1,331 + 2[)(561, xQ)ufBl,ZCQ T C(ajla x2)u9€2,$2 — (3)

f(uscly uxz) T g(ajla 562)

a,b,c, f, g jsou hladké funkce (nap¥. C*(Q2))
g(x1, o) identicky rovna nule = (3) homogenni rovnice v
opacném pripadé ji nazyvame rovnici nehomogenni.

Hlavni (principle) &ast rovnice (3)

CL(ZIZ’l, xZ)uwl,xl + 2[?(331, xQ)le,xg + C(xla x2)ua:2,a:2

urCuje typ rovnice:
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Klasifikace PDR - pokracovani

m je-li b* — ac > 0 pak je rovnice (3) hyperbolického

typu - hyperbolicka

m je-li b* — ac = 0 pak je rovnice (3) parabolického

typu - parabolicka

m je-li b — ac < 0 pak je rovnice (3) eliptického typu -

elipticka

a, b, c jsou obecn& funkce = b% — ac miZe v riznych &astech
prostoru &i ¢asoprostoru ménit znaménko =- rovnice

smiSeného typu
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Hranice

Oteviena koule v R” s polomérem r > 0 a stfedem
x € R" tj, B(x)={yeR"|x—y| <r} X CR" Bod
x € X Je:

m vnitinim bodem, jestlize existuje koule B,(x) C X

m bodem hranice jestlize kaZda koule B,.(x) obsahuje
jak body X, tak i body jejiho doplitku R™\ X. MnoZina
bodi hranice X - kratce hranice X se oznacuje 0.X

m limitnim bodem X, jestlize existuje posloupnost
{Xk}k21 takova’, Ze X, — X

R |\ 3\/% .-° {IHIIHIy
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Hranice - pokracovani

Mnozina X je otevFena, jestlize kazdy jeji bod je bodem
vnitfnim, uzavér mnoziny X je mnozina X = X UJX ,

mnozina X je uzaviena jestlize X = X.

MnoZina je uzavfena tehdy a jen tehdy, jestliZze obsahuje

vSechny limitni body.

Oblasti rozumime otevfenou souvislou mnoZinu, ne nutné

jednoduse souvislou (mdZe mit "diry").

Je nutno mit k dispozici pojem "te¢ny” a "normaly” v

bodech hranice oblasti.
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C'-oblast: Rekneme, Ze Q) je C'-oblast, jestlize pro kazdy
bod x € 0f) existuje soufadny systém

(Y1, Y25 - Yne1,Un) = (¥, Yn) s polatkem v bodé x, dale
koule B(x) a funkce ¢ definovana v okoli N/ C R"!
mnoZiny y = 0 takovd, Ze ¢ € CY(N), ©(0) =0 a déle

1. OQNBX) ={(y,t)im =), y €N},

2. QNBX) ={(y yn);vn > ¢(y), ¥y €N}

Prvni podminka ¥ika, Ze hranice 02 je lokalné& popsana
grafem C'-funkce a druhd podminka poZaduje, aby se oblast
() vyskytovala pouze na jedné strané hranice.
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Hranice - pokracovani

Rekneme, e oblast Q) je Lipschitzovska, jestlize jeji hranice
je lokalné popsana Lipschitzovskou funkci. Funkce

u : €2 — R" je Lipschitzovska, jestlize existuje konstanta

L > 0 (konstanta Lipschitzovskosti) takova, Ze

u(x) —u(y)| < Lix =y

pro kazdé x, y € () .

Zhruba teleno, funkce je Lipschitzovska, jestlize pFirustky
jejich hodnot jsou ve vSsech smérech omezené.

Ve skute€nosti jsou Lipschitzovské funkce diferencovatelné s
vyjimkou zanedbatelného poctu bodu. Plati véta, ze
Lebesgueova mira bodi, ve kterych je Lipschitzovska funkce
nediferencovalend, je nulova.
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Okrajové a pocatecni podminky

() C R" Lipschitzovska oblast. Necht jeji hranice je sloZena
ze 4 &asti 02 =11 Uy UI'sUN, kde I'; je otefend v 0Of)
pro ¢ = 1,2,3 a mnoZina N ma nulovou (n — 1)-rozmérnou
Lebesgueovu miru. Bud'teZ také dany funkce

fZQ%Rl gIFQUF;g—)Rl AI:(CLiJ)n

i,7=1

: ) — R™™,

b:Q >R 4 : Ty =R ¢:T5 = R
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Okrajové a pocatecni podminky -
pokracovani

Dirichletova okrajova podminka , neboli hlavni
okrajova podminka. Ta ma tvar

u(x) = ug(x) na I'y

Neumannova okrajova podminka, neboli p¥irozena
okrajova podminka. Ta ma tvar

815_(051:) = g(x) na Ty

Newtonova (Robinova, radia¢ni) okrajova podminka,
neboli smiSena okrajova podminka. Ta m3a tvar

oula)

5 + ou(x) = g(x) na Ij,
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Okrajové a pocatecni podminky -
pokracovani

Dirichletovy okrajové podminky se objevuji napriklad v
Ulohach typu nalézt stacionarni teplotni rozdéleni uvnit¥
oblasti €2 je=Ili dana teplota na hranici 02, nebo v pfipadé,
hledame-li rozdéleni elektrického potencidlu uvnitf oblasti,
zname-li potencidl na hranici a v mnoha dalSich tlohach
napfiklad stavebni mechaniky, mechaniky proudéni tekutin,
atd.

Neumannovy okrajové podminky v podstaté popisuji
predepsany "tok” hledané veli¢iny skrze hranici (nap¥iklad
tepelny &i hmotnostni).

Newtonovy obrajové podminky vznikaji napriklad v pt¥ipadé
kdy zkoumame pohyb struny jejiz jeden konec je upevnén k
pruziné nebo gumovému pasu (splfiujicimu Hookdv zakon)
zpusobujici snahu uvést strunu do rovnovazné polohy.
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Okrajové a pocatecni podminky -
pokracovani

Ne vzdy spojeni PDR a Neumannovych okrajovych
podminek dava fyzikalni smysl a pFislusna okrajova
uloha je feSitelna.

Jako ptiklad uved me ndsledujici tlohu: necht PDR m3 tvar
Au = f v oblast {2 a okrajovd podminka je % = ¢ na
hranici 0€). Pokud nyni trochu predb&hneme vyklad a
pouzijeme-li disledek Greenovy véty pro v = 1, dostdvame:

/AudX: o, udo. :>/fda:: o do
Q o0 Q o0

coZ je nutnd konzistenéni podminka, kterd musi byt splnéna,
aby méla uloha viibec ¥eseni.

gf ic|I © [ 18 / 231



? B

Matematické
modelovani
Uvod

PDR
Klasifikace
Hranice

Integrace per partes
Korektni dlohy
Typické tdlohy pro
PDR

Aplikace obecnych

fyzikdalnich zakoni
Véta o transportu
Zakon zachovani
hmoty

Z3akon zachovani
hybnosti

Zakon zachovani
momentu hybnosti

Matematické
zdklady teorie PDR

Matematicka
formulace dlohy

Numerické metody

P¥iklady nékterych
konkrétnich modelu
a jejich reseni

Okrajové a pocatecni podminky -
pokracovani

/Zvlastnim pripadem jsou neomezené oblasti. Je-li oblast
neomezena, mélo by z fyziky vyplynout, jaké podminky m3d
feSeni spliiovat v nekone¢nu. Jednim z moZznych pozadavkil
je, aby platilo: |, u*(z) dx = 1, coZ v podstaté znamen3,
ze u jde k nule v nekone¢nu. DalSim z praktickych ptikladi je
studium rozptylu akustickych anebo elektromagnetickych vin.
Zavérem jeSté zminime tzv. skokové okrajové podminky
vyskytujici se v ulohdch, kdy se oblast () sklada z vice
podoblasti {2 = ), Uy U --- U, které maji riizné
fyzikalni vlastnosti. Jako p¥iklad mize slouzit tepeln3
vodivost v materidlu s oblastmi s rozdilnymi koeficienty
tepelné vodivosti, nebo tataz situace v pripadé elektrické
vodivosti: vodi¢ versus izolant.

PN " a [ )
* * L
* * ..
* *
*ak . N\
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Matematické
modelovani

Uvod

PDR

Klasifikace

Hranice

Okrajové a
pocatecni podminky

Korektni dlohy
Typické tdlohy pro
PDR

Aplikace obecnych
fyzikdalnich zakoni
Véta o transportu
Zakon zachovani
hmoty

Z3akon zachovani
hybnosti

Zakon zachovani
momentu hybnosti

Matematické
zdklady teorie PDR

Matematicka
formulace dlohy

Numerické metody

P¥iklady nékterych
konkrétnich modeli
a jejich reseni

Integrace per partes

Neformalné a pro navozeni souvislosti vysledek, zndmy
¢tendfovi, v pripadé R

Necht —oco < a < b < 400 a dale necht funkce
f(x),g(x) € C'la,bl]. Pak

[ 1@ e = 150190 f@ygta)- [ L gy

Budiz Q c R" C'-oblasti (ale pIn& postadi predpoklad, Ze
oblast je Lipschitzovskd). Bud dale

F=(F,F,... . F,):Q— R" vektorové pole takové, Ze
F e C1(Q).

e ~ . J[mumy

ol ¢ o

et !gf i< ;?r . =ma
EVROPSKA UNIE ¥ LTI
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0, a Integrace per partes - pokratovani

i Gauss, Green, Ostrogradskij
Uvod Véta o divergenci. Plati
PDR

Klasifikace

Hranice

Okrajové a : _

pogéiezv:/m' podminky / dZUF dX - / F "V dO- (4)
Q 9.9

Korektni dlohy

Typické tdlohy pro . . . , vivs

POR kde divF = )| 0, F}, v je jednotkovy vektor vnési
plikace obecnyc . . 17 - -

fyzikdlnich zékont normaly ke OS2 a do je "povrchova”mira na OS2, ktera je v

Véta o transportu

Z&kon zachovani lokalnich souradnicich vyjadrena vyrazem

hmoty
Z3akon zachovani

do = /1 +|Ve(y)|dy .

momentu hybnosti

Matematické
zaklady teorie PDR

Matematicka
formulace dlohy

Numerické metody

P¥iklady n&kterych

konkrétnich modeli . ~ s J[mumy
a jejich redeni Ll Ef Iﬁr s L
EVROPSKA UNIE ¥ j}ﬂ 21 / 231




? B

Matematické
modelovani

Uvod

PDR

Klasifikace

Hranice

Okrajové a
pocatecni podminky

Korektni dlohy
Typické tdlohy pro
PDR

Aplikace obecnych

fyzikdalnich zakoni
Véta o transportu
Zakon zachovani
hmoty

Z3akon zachovani
hybnosti

Zakon zachovani
momentu hybnosti

Matematické
zdklady teorie PDR

Matematicka
formulace dlohy

Numerické metody

P¥iklady nékterych
konkrétnich modeli
a jejich reseni

Integrace per partes - pokracovani

Aplikujeme-li (4) na vF s tim, Ze v € C*(2) a pouZitim

znamé identity

div(vF) = v divF + Vou - F,

dostavame nasledujici vétu:
Integrace per partes. Plati

/UdiUFdX:/ vF - v da—/Vv-FdX (5)
Q 20 0

Vidime zjevnou podobnost s jednodimensionalnim pFipadem.

N\

)
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Matematické
modelovani

Uvod

PDR

Klasifikace

Hranice

Okrajové a
pocatecni podminky

Korektni dlohy
Typické tdlohy pro
PDR

Aplikace obecnych
fyzikdalnich zakoni
Véta o transportu
Zakon zachovani
hmoty

Zakon zachovani
hybnosti

Zakon zachovani
momentu hybnosti

Matematické
zdklady teorie PDR

Matematicka
formulace dlohy

Numerické metody

P¥iklady nékterych
konkrétnich modeli
a jejich reseni

Integrace per partes - pokracovani

Zvolime-li nyni specidlngé F = Vu, kde u € C?(Q) (N C1(Q)
a uvédomime-li si, Ze divVu = Au a Vu - v = 0, u,
dostavame

1. Greenova identita. Plat/

/vAu dX:/ vo,udo — /VU-VU dx (6)
Q 20 Q

Zvolime-li specialné v = 1, zfejmé dostaneme

/ Au dx = o0, udo.
Q a0

R e .-' {HHHHJ/_‘
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Matematické
modelovani

Uvod

PDR

Klasifikace

Hranice

Okrajové a
pocatecni podminky

Korektni dlohy
Typické tdlohy pro
PDR

Aplikace obecnych

fyzikdalnich zakoni
Véta o transportu
Zakon zachovani
hmoty

Z3akon zachovani
hybnosti

Zakon zachovani
momentu hybnosti

Matematické
zdklady teorie PDR

Matematicka
formulace dlohy

Numerické metody

P¥iklady nékterych
konkrétnich modeli
a jejich reseni

Integrace per partes - pokracovani

Pokud je i funkce v € C?(Q) (N C*(2), pak jednoduchymi
Upravami dostavame:
2. Greenova identita. Plat/

/Q (VAU — uAv) dx = / (wdu — ud)do  (7)

of2

Tyto véty i vztahy maji sviij vyznam pFi odvozovani
matematickych modelii z fyzikalnich zakoni, p¥i odvozovani
numerickych metod a, jak dale uvidime, i pfi formulaci
matematickych zakladi PDR.

* % % =~ a® {HHHHJ/_‘
£ -
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? B

Matematické
modelovani

Uvod

PDR

Klasifikace

Hranice

Okrajové a
pocatecni podminky
Integrace per partes

Typické tdlohy pro
PDR

Aplikace obecnych
fyzikalnich zakond
Véta o transportu
Zakon zachovani
hmoty

Z3akon zachovani
hybnosti

Zakon zachovani
momentu hybnosti

Matematické
zdklady teorie PDR

Matematicka
formulace dlohy

Numerické metody

P¥iklady nékterych
konkrétnich modeli
a jejich reseni

Korektni ulohy

Cilem je zadat vhodné podminky na data tak, aby méla

Uloha nasledujici vlastnosti:
a) existuje nejméné jedno Feseni
b) existuje maximaln& jedno ¥eSeni

c) FeSeni zavisi spojité€ na datech

N " ..
* * ..
* * °
** ** f ’
EVROPSKA UNIE ¥
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Matematické
modelovani

Uvod

PDR

Klasifikace

Hranice

Okrajové a
pocatecni podminky
Integrace per partes

Typické tdlohy pro
PDR

Aplikace obecnych
fyzikdalnich zakoni
Véta o transportu
Zakon zachovani
hmoty

Z3akon zachovani
hybnosti

Zakon zachovani
momentu hybnosti

Matematické
zdklady teorie PDR

Matematicka
formulace dlohy

Numerické metody

P¥iklady nékterych
konkrétnich modelu
a jejich reseni

Korektni ulohy - pokracovani

Pokud udloha spliiuje pfedchozi podminky, fikame, Ze uloha

je korektni nebo korektné definovana.

Posledni podminka zhruba ¥ika, Ze korespondence
data — FeSeni je spojita, anebo jesté jinak mala chyba v

datech implikuje malou chybu v FeSeni.

Tato velice dilezita vlastnost se da vyjadrit jako lokalni
stabilita feSeni v zavislosti na datech. Pojem
" blizkosti” dat a feSeni je silné zavisly na pouzité metrice,

ktera odméfuje vzdalenosti.

N\

)
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Matematické
modelovani

Uvod

PDR

Klasifikace

Hranice

Okrajové a
pocateéni podminky
Integrace per partes
Korektni tlohy
Typické tdlohy pro
PDR

Aplikace obecnych
fyzikalnich zakond
Véta o transportu
Z3akon zachovani
hmoty

Z3akon zachovani
hybnosti

Z3akon zachovani
momentu hybnosti

Matematické
zaklady teorie PDR

Matematicka
formulace dlohy

Numerické metody

P¥iklady nékterych
konkrétnich modela

Obecné fyzikalni zakony.

* X %

*

* 5 %
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Matematické
modelovani

Uvod

PDR

Klasifikace

Hranice

Okrajové a
pocatecni podminky
Integrace per partes
Korektni dlohy

Aplikace obecnych
fyzikalnich zakond
Véta o transportu
Zakon zachovani
hmoty

Z3akon zachovani
hybnosti

Zakon zachovani
momentu hybnosti

Matematické
zdklady teorie PDR

Matematicka
formulace dlohy

Numerické metody

P¥iklady nékterych
konkrétnich modeld
a jejich reseni

Typické ulohy pro PDR

Obecné fyzikalni zakony.

1. Lagrangeuv popis

* X %
*

*

*
* xk
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Matematické
modelovani

Uvod

PDR

Klasifikace

Hranice

Okrajové a
pocatecni podminky
Integrace per partes
Korektni dlohy

Aplikace obecnych
fyzikalnich zakond
Véta o transportu
Zakon zachovani
hmoty

Z3akon zachovani
hybnosti

Zakon zachovani
momentu hybnosti

Matematické
zdklady teorie PDR

Matematicka
formulace dlohy

Numerické metody

P¥iklady nékterych
konkrétnich modeld
a jejich reseni

Typické ulohy pro PDR

Obecné fyzikalni zakony.

1.

Lagrangeuv popis

Euleruv popis

* X %
*

*

* xk
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® ¥ Typické ulohy pro PDR

Matematické Obecné fyzikélnl' zékony.

modelovani
Uvod

PDR
Klasifikace

1. Lagrangeuv popis

Hranice
Okrajové a

pocateéni podminky 2 EUlerUV pOpIS
Integrace per partes
Korektni dlohy

Aplikace obecnych m Véta o transportu.
fyzikalnich zakond

Véta o transportu

Zakon zachovani

hmoty

Zakon zachovani

hybnosti

Zakon zachovani

momentu hybnosti

Matematické
zdklady teorie PDR

Matematicka
formulace dlohy

Numerické metody

P¥iklady nékterych

konkrétnich modeli . ~ s J[mumy
a jejich regeni Ef Iﬁr s nas
EVROPSKA UNIE ¥ j}ﬂ 27 / 231
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Matematické
modelovani

Uvod

PDR

Klasifikace

Hranice

Okrajové a
pocatecni podminky
Integrace per partes
Korektni dlohy

Aplikace obecnych
fyzikdlnich zakoni
Véta o transportu
Zakon zachovani
hmoty

Z3akon zachovani
hybnosti

Zakon zachovani
momentu hybnosti

Matematické
zdklady teorie PDR

Matematicka
formulace dlohy

Numerické metody

P¥iklady nékterych
konkrétnich modeli
a jejich reseni

Typické ulohy pro PDR

Obecné fyzikalni zakony.
1. Lagrangeuv popis

2. Euleruv popis

m Véta o transportu.

m Zakon zachovani hmoty.

" [ )
* Xk e
* * ..
* * °
> *** f .
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® ¥ Typické ulohy pro PDR

Matematické Obecné fyzikélnl' zékony.

modelovani
Uvod

PDR
Klasifikace

1. Lagrangeuv popis

Hranice
Okrajové a

pocateéni podminky 2 EUlerUV pOpIS
Integrace per partes
Korektni dlohy

Aplikace obecnych | Véta (0] transportu-

fyzikdlnich zakoni
Véta o transportu

Lavon zachovni m Zakon zachovani hmoty.
Z3akon zachovani

hybnosti r r Vg [
Zikon zachovini m Zakon zachovani hybnosti.

momentu hybnosti

Matematické
zdklady teorie PDR

Matematicka
formulace dlohy

Numerické metody

P¥iklady nékterych
konkrétnich modeli
a jejich reseni

PN " ..
* * ..
* * °
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Matematické
modelovani

Uvod

PDR

Klasifikace

Hranice

Okrajové a
pocatecni podminky
Integrace per partes
Korektni dlohy

Aplikace obecnych
fyzikdlnich zakoni
Véta o transportu
Zakon zachovani
hmoty

Z3akon zachovani
hybnosti

Zakon zachovani
momentu hybnosti

Matematické
zdklady teorie PDR

Matematicka
formulace dlohy

Numerické metody

P¥iklady nékterych
konkrétnich modeli
a jejich reseni

Typické ulohy pro PDR

Obecné fyzikalni zakony.

1.

2.

Lagrangeuv popis

Euleruv popis

Véta o transportu.
Zakon zachovani hmoty.

Zakon zachovani hybnost..

Zakon zachovani momentu hybnosti.

" [ )
* Xk e
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Matematické
modelovani

Uvod

PDR

Klasifikace

Hranice

Okrajové a
pocateéni podminky
Integrace per partes
Korektni tlohy
Typické tdlohy pro
PDR

Aplikace obecnych
fyzikalnich zakond
Véta o transportu
Z3akon zachovani
hmoty

Z3akon zachovani
hybnosti

Z3akon zachovani
momentu hybnosti

Matematické
zaklady teorie PDR

Matematicka
formulace dlohy

Numerické metody

P¥iklady nékterych
konkrétnich modela

INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVANI

* X %

*

* 5 %
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® ¥ Aplikace obecnych fyzikalnich zakonih

Matematické

modelovin m Pohybové rovnice obecnych tekutin.
/o)

PDR

Klasifikace

Hranice

Okrajové a

pocatecni podminky

Integrace per partes

Korektni dlohy

Typické dlohy pro

PDR

Véta o transportu
Zakon zachovani
hmoty

Zakon zachovani
hybnosti

Zakon zachovani
momentu hybnosti

Matematické
zdklady teorie PDR

Matematicka
formulace dlohy

Numerické metody

P¥iklady nékterych

konkrétnich modeld . ~ s J[mumy
a jejich regeni Ef Iﬁr s nas
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Matematické
modelovani

Uvod

PDR

Klasifikace

Hranice

Okrajové a
pocatecni podminky
Integrace per partes
Korektni dlohy
Typické tdlohy pro
PDR

Véta o transportu
Zakon zachovani
hmoty

Zakon zachovani
hybnosti

Zakon zachovani
momentu hybnosti

Matematické
zdklady teorie PDR

Matematicka
formulace dlohy

Numerické metody

P¥iklady nékterych
konkrétnich modeli
a jejich reseni

Aplikace obecnych fyzikalnich zakonu

m Pohybové rovnice obecnych tekutin.

m Rovnice energie.

* X %
*

*

* xk
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Matematické
modelovani

Uvod

PDR

Klasifikace

Hranice

Okrajové a
pocatecni podminky
Integrace per partes
Korektni dlohy
Typické tdlohy pro
PDR

Véta o transportu
Zakon zachovani
hmoty

Zakon zachovani
hybnosti

Zakon zachovani
momentu hybnosti

Matematické
zdklady teorie PDR

Matematicka
formulace dlohy

Numerické metody

P¥iklady nékterych
konkrétnich modeli
a jejich reseni

Aplikace obecnych fyzikalnich zakonu

m Pohybové rovnice obecnych tekutin.

m Rovnice energie.

m Zakon zachovani energie.

* X %
* *
* x *
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Matematické
modelovani

Uvod

PDR

Klasifikace

Hranice

Okrajové a
pocatecni podminky
Integrace per partes
Korektni dlohy
Typické tdlohy pro
PDR

Véta o transportu
Zakon zachovani
hmoty

Zakon zachovani
hybnosti

Zakon zachovani
momentu hybnosti

Matematické
zdklady teorie PDR

Matematicka
formulace dlohy

Numerické metody

P¥iklady nékterych
konkrétnich modelu
a jejich reseni

Aplikace obecnych fyzikalnich zakont -

pokracovani

Lagrangeuv popis

Lagrangelv popis vychazi z pohybu kazdé individudlni

Castice. Trajektorie Castice jepopsana rovni

ci

L = @(th)y L = sz(th)y 1= 17273

a X representuje tzv. referencni bod a obvykle se jako
referenéni bod X bere bod, ve kterém se &astice naléza v

Case tg, Cili X = (X, ty). Soufadnice X = (X, Xo, X3) se

nazyvaji Lagrangeovy souradnice.

Lagrangellv popis se pouziva, uvazujeme-li nap¥. pohyb &asti
média, ktera je v kaZzdém c&ase t tvorena identickymi
Easticemi, které vypliiuji v ase ¢ n&jakou oblast @ C R?.

N\

b
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Matematické
modelovani

Uvod

PDR

Klasifikace

Hranice

Okrajové a
pocatecni podminky
Integrace per partes
Korektni dlohy
Typické tdlohy pro
PDR

Véta o transportu
Zakon zachovani
hmoty

Zakon zachovani
hybnosti

Zakon zachovani
momentu hybnosti

Matematické
zdklady teorie PDR

Matematicka
formulace dlohy

Numerické metody

P¥iklady nékterych
konkrétnich modeli
a jejich reseni

Aplikace obecnych fyzikalnich zakont -

pokracovani

Rychlost a zrychleni ¢astice dané refenénim bodem X jsou
definované (za predpokladu existence derivaci)

O O

6(X7 t) — _(X7 t) — —(X, tOQt)

ot ot

- 0% 0%

0

N\

)
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Matematické
modelovani

Uvod

PDR

Klasifikace

Hranice

Okrajové a
pocatecni podminky
Integrace per partes
Korektni dlohy
Typické tdlohy pro
PDR

Véta o transportu
Zakon zachovani
hmoty

Zakon zachovani
hybnosti

Zakon zachovani
momentu hybnosti

Matematické
zdklady teorie PDR

Matematicka
formulace dlohy

Numerické metody

P¥iklady nékterych
konkrétnich modeli
a jejich reseni

Aplikace obecnych fyzikalnich zakont -
pokracovani

Euleruv popis

Euler(iv popis vychazi z popisu rychlosti v(z,t) &astice
média, kterd prochazi bodem x v &ase t . Souradnice

r = (x1, X2, T3) se nazyvaji Eulerovymi soufadnicemi. Je-li
r = (X, t)miZeme psat:

Jyp

v(z,t) =v(X,t) = gy

- (X, 1)
Ptedpokladdme-li, ze v € C*(V)?, je pak zrychleni &&stice
prochazejici v ¢ase t bodem = dano takto

3

:ct—kazajt

=1

e ~ . J[mumy

ol ¢ o

et !gf i< §§r . =ma
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Matematické
modelovani

Uvod

PDR

Klasifikace

Hranice

Okrajové a
pocatecni podminky
Integrace per partes
Korektni dlohy
Typické tdlohy pro
PDR

Véta o transportu
Zakon zachovani
hmoty

Zakon zachovani
hybnosti

Zakon zachovani
momentu hybnosti

Matematické
zdklady teorie PDR

Matematicka
formulace dlohy

Numerické metody

P¥iklady nékterych
konkrétnich modeli
a jejich reseni

Aplikace obecnych fyzikalnich zakont -

pokracovani
neboli 9
v
a=—+(v-V)v.
s/ 7 v oot Do . v
Posledni vyraz se oznaCuje symbolem =~, neboli obecné

D 0
- _|_ v - v
Dt Ot
a nazyvd se materialni (totalni) derivace = lokalni

derivace % + konvektivni derivace v - V.

* % % =~ a® {HHHHJ/_]
e -
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0, a Aplikace obecnych fyzikalnich zakont -

pokracovani
e Budiz F' = F(x,t) : V — R je Eulerova representace n&jaké
Uvod "\t v e 7 v 7 . N
oo veli¢iny a uvaZujme systém c&astic vypliiujici omezenou oblast
Klasifikace O C ), v Case t. Celkové mnozstvi velic¢iny dané funkci
ranice
Okrajovéa F', ktera je obsaZena v objemu O(t) v €ase t je rovno
pocateéni podminky ] /
Integrace per partes |ntegra | u
Korektni dlohy
Typické tloh
Ty o pro F(t) = / Pz, t)dz

O(t)

Véta o transportu

Zkon zachovén! Ptiklad. Bud F(x,t) = p(x,t) hustota. Pak

hmoty
Z3akon zachovani
hybnosti

Zior i m(O(t). 1) = / oz, )da
O(t)

Matematické
zdklady teorie PDR

Matematicks je hmotnost veli¢iny v objemu O(t).

formulace dlohy

Numerické metody

P¥iklady n&kterych

konkrétnich modeli . ~ s J[mumy
a jejich redeni Ll Ef Iﬁr s L
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Matematické
modelovani

Uvod

PDR

Klasifikace

Hranice

Okrajové a
pocatecni podminky
Integrace per partes
Korektni dlohy
Typické tdlohy pro
PDR

Aplikace obecnych
fyzikalnich zakoni

Zakon zachovani
hmoty

Zakon zachovani
hybnosti

Zakon zachovani
momentu hybnosti

Matematické
zdklady teorie PDR

Matematicka
formulace dlohy

Numerické metody

P¥iklady nékterych
konkrétnich modeli
a jejich reseni

Véta o transportu

Véta o transportu.

Necht ¢y € (0,7T), O(ty) je omezena oblast a necht

O(ty) C Q. BudiZ ¢ funkce, definujici ¢asovou zménu
oblasti O(ty), ktera je spojité diferencovatelnd a ktera
zobrazuje vzajemné jednoznalné oblast O(ty) na O(t) na
n&jakém intervalu (¢1,t3). Necht F' = F(x,t) ma spojité a
omezené derivace prvniho ¥adu na mnoziné
{(z, )| t € (t1,t2),z € O(t)}. Pak V t € (t1,t5) existuje

kone¢na derivace

L pletyde = /@ . [a—F(x,t)eriv(Fv)(x,t)] dz

N\

)
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pocatecni podminky
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Korektni dlohy
Typické tdlohy pro
PDR

Aplikace obecnych
fyzikalnich zakond

Zakon zachovani
hmoty

Zakon zachovani
hybnosti

Zakon zachovani
momentu hybnosti

Matematické
zdklady teorie PDR

Matematicka
formulace dlohy

Numerické metody

P¥iklady nékterych
konkrétnich modeli
a jejich reseni

Véta o transportu - pokracovan

7

Véta o transportu je znama z klasické analyzy jakozto véta o

derivaci integralu. Aplikaci Greenovy véty dostavame

d F(x,t)dx = / a—F(x,t)dx

at Jo - Jow O
okam¥its zména rychlostvzmény F

+ /ao(t)(Fv)(:L', t)-v(t)do

\ 4

IV

tok veli¢iny hranici

N\

)
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Uvod
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Klasifikace

Hranice

Okrajové a
pocatecni podminky
Integrace per partes
Korektni dlohy
Typické tdlohy pro
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momentu hybnosti

Matematické
zdklady teorie PDR

Matematicka
formulace dlohy

Numerické metody

P¥iklady nékterych
konkrétnich modeli
a jejich reseni

Zakon zachovani hmoty

Necht p € C'(V,v € C'(V)3. Hmotnost m objemu veli¢iny
O(t) nezdvisi na Case t

dm(O(t),t) d/ B
dt T dt (’)(t) p(ﬁl’),t)dﬂ? T 0 )

cozZ je integrdlni tvar. Diferencidlni tvar dostaneme pouzitim
véty o transportu:

d 0p .
— px,tdx:/ — + div(pv)|dx =0,

kde v je rychlost veli¢iny F', pro kazdou otevienou oblast

O(t).

e ~ . J[mumy
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® a Zakon zachovani hmoty - pokracovani

Matematické Tedy

modelovani

Jvo a
PR i div(pv) =0,

Klasifikace a
Hrani_ce/ v - ) o p ;s ’ s
Okrajové a coz je diferencidlni tvar zakona zachovani hmoty nazyvany

pocatecni podminky . ] .
Integrace per partes  rQvVNice kontinuity.
Korektni dlohy

Typické tdlohy pro

PDR

Aplikace obecnych

fyzikalnich zakond

Véta o transportu

Zakon zachovani
hybnosti

Zakon zachovani
momentu hybnosti

Matematické
zdklady teorie PDR

Matematicka
formulace dlohy

Numerické metody

P¥iklady nékterych

konkrétnich modeli . ~ s J[mumy
a jejich regeni Ef Iﬁr s nas
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Okrajové a
pocatecni podminky
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Korektni dlohy
Typické tdlohy pro
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fyzikalnich zakoni
Véta o transportu
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hmoty

Zakon zachovani
momentu hybnosti

Matematické
zdklady teorie PDR

Matematicka
formulace dlohy

Numerické metody

P¥iklady nékterych
konkrétnich modeli
a jejich reseni

Zakon zachovani hybnosti

Necht p € C'(V,v € C*(V)3. Celkova hybnost objemu O(t)

je dana

H(O(1): 1) = /@ RS

OkamZitd zména (&asova derivace) celkové hybnosti objemu
veli¢iny tvoreného v kaZzdém €asovém okamziku tymiz
¢asticemi a vypliujiciho v €ase t objem O(t) je rovna sile
F(O(t) pasobici na O(t) . Zakon zachovani hybnosti ma

tedy tvar

dH(O(t); 1)
dt

= F(O(t);t), t e (t1,t2)

N\
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Matematicka
formulace dlohy

Numerické metody

P¥iklady nékterych
konkrétnich modeli
a jejich reseni

Zakon zachovani hybnosti - pokra€ovani

Aplikaci véty o transportu dostavame

/@ %(pvi(% t)) + div(pv;v)(zx,t) |de = F;(O;t) |

kde i = 1,2, 3 prolibovolné ¢t € (0,7T) a pro libovolny
kontrolni objem O C V;. Vektor F(O;t) oznaluje silu
pisobici na objem O(t) v &ase t.

K tomu, abychom dostali diferencidlni tvar, potfebujeme
vyjadfit vektor F(O;t) v integralnim tvaru. Separatné&
vySetfime objemové sily a plosné sily.

e ~ . J[mumy
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Matematicka
formulace dlohy

Numerické metody

P¥iklady nékterych
konkrétnich modelu
a jejich reseni

Zakon zachovani hybnosti - pokra€ovani

Objemovd sila (nazyvana vn&jsi silou, nebot je vétinou
generovana vné&jsimi vlivy) F,(O;t) pisobi v ¢ase t na
astice obsaZené v kontrolnim objemu O C O C €, jako
jsou napriklad gravitace, elektromagneticka nebo
elektrostaticka sila, je vyjad¥ena svou hustotou (vztaZenou
na jednotku hmotnosti) f € C1(V)3:

Fu(O;t) = /O(pf)(:r;,t)dx.

P¥ikladem je nap¥. gravitaéni sila f = (0,0, —g), kde g je
gravitacni konstanta. Gravitacni sila je potencialni, tj.
existuje jeji potencidl U € C'(V), tj. f = VU U = —gus.
Potencialni sily jsou téz nazyvany konzervativni.

e ~ . )
e e Bl
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Matematicka
formulace dlohy

Numerické metody

P¥iklady nékterych
konkrétnich modelu
a jejich reseni

Zakon zachovani hybnosti - pokra€ovani

Plosné sily (nékdy nazyvané silami vnit¥nimi, protoZe jsou
disledkem vnit¥ni interakce mezi objemy) F,(O; 1),
predstavuji plsobeni veli¢iny vné oblasti O;t) v €ase t na
kontrolni objem O;t) a je vyjadfena vektorem napéti

T(x,t,v)

Fo(O;t) = /60 T(z,t,v(x))do ,

kde v(z) je jednotkovad vnéjsi normala k 0O v bodé .
P¥edpokldddme, ze T € C(V x S1)?, kde S; je povrch

jednotkové koule s centrem v pocatku.

N\
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P¥iklady nékterych
konkrétnich modeli
a jejich reseni

Zakon zachovani hybnosti - pokra€ovani

P¥ikladem je tlakova sila T(x,t,v) = —p(x,t)v - to jest

hustota tlakové sily, a pak je

F(O;t) = /aop(a:,t)u(x)d(f )

kde p je tlak. Vektor —p(x,t)v(z), vyjadfujici hustotu
tlakové sily, je ortogonalni k p(x,t)v(x) v kaZdém bodé
x € 00 a jeho tetna slozka k 9O je nulova.

N\
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P¥iklady nékterych
konkrétnich modeli
a jejich reseni

Zakon zachovani hybnosti - pokra€ovani

Zvolime-li nyni normaly rovnobéZné se soufadnicovymi

osami, pak dostaneme

75 = Li(x,t,e5) , 4,5 = 1,2,3,

kde e; = (1,0,0)%, e, = (0,1,0)%, e5 = (0,0,1). Prvky
T;i(x,t), 1,5 = 1,2,3 se nazyvaji prvky tenzoru napéti.
Prvky 7;;, © = 1,2, 3 se nazyvaji normalova napéti a prvky
Tii, 4,5 = 1,2,3,1 # j se nazyvaji te€nd napéti.
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Numerické metody

P¥iklady nékterych
konkrétnich modeli
a jejich reseni

Zakon zachovani momentu hybnosti

Bud p,v;, 75 € CH(V), a f; € C(V), i=1,2,3. Opét

uvazujme né&jaky kontrolni objem O(t).

Zakon zachovani momentu hybnosti je pak formulovan

takto:

OkamZitd zmé&na momentu hybnosti objemu veli¢iny O(t) v
libovolném ¢asu ¢ je rovna sou¢tu momenti objemovych a
povrchovych sil, které pusobi na tento objem:

d

dt Jou o(t)

—I—/ r x T(x,t,v(x))do
20(t)

r X (pv)(x,t)dx = / r X (pf(x,t))dx

N\
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Numerické metody

P¥iklady nékterych
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Zakon zachovani momentu hybnosti -
pokracovani

a X b je zndmy operator rotace:

O,ng — CL3b2
a X b= Cbgbl — &1[?3
CL1b2 — &le

D3 se dokazat nasledujici dilezity vysledek:
Zakon zachovani momentu hybnosti plati tehdy a jen
tehdy, je-li tenzor napéti 7 symetricky.
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Matematické
modelovani

Funkciondlni analyza
Banachovy prostory
Hilbertovy prostory
Projekce a sep.
Kompaktnost
Rieszova véta

Slaba konvergence
Lax — Milgram
Teorie distribucfi
Derivace distribuci
Sobolevovy prostory
Abstraktni konst.
Prostory H (2)
Prostory Hé (Q)
Poincarého ner.

Hl /2 (Rn —1 )
Prostor H 1 ()
Stopy funkci

Matematicka
formulace dlohy

Numerické metody

P¥iklady nékterych
konkrétnich modeld
a jejich reseni

Matematické zaklady teorie PDR

* X %
*
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*
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Matematické
zaklady teorie PDR

Banachovy prostory
Hilbertovy prostory
Projekce a sep.
Kompaktnost
Rieszova véta

Slaba konvergence
Lax — Milgram
Teorie distribuci
Derivace distribuci
Sobolevovy prostory
Abstraktni konst.
Prostory H" (2)
Prostory Hé ()
Poincarého ner.
Hl /2 (Rn —1 )
Prostor H 1 ()
Stopy funkci

Matematicka
formulace dlohy

Numerické metody

P¥iklady nékterych
konkrétnich modeld
a jejich reseni

Funkcionalni analyza

/Zakladem funcionalni analyzy jsou exaktni definice prostori
rznych struktur (funkce, posloupnosti funkci nebo ¢&isel,
atd.) a jejich vlastnosti. Vzhledem k tomu, Ze funkcionalni
analyza je v soucasné dobé jiz zcela samostatnou a i nadale
se rozvijejici oblasti matematiky, je zhola nemozné na tomto
misté dat jeji zcela vyCerpavajici popis. Uvedeme pouze
zakladni definice a, bez diikazi, zakladni vysledky nutné k
pochopeni dalsich kapitol.
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® a Banachovy prostory

Zakladnimi pojmy jsou "velikosti" nebo " vzdalenosti”. Proto

Matematické

modelovani zavadime pojem norma a vzdalenost.
Mat tické ! . 7 Vg v s s v/
sakiady teorie PR Bud X linedrn{ prostor nad t&lesem redlnych &isel R nebo

Funkciondlni analyza

komplexnich ¢isel C. Norma v X je redlna funkce

Hilbertovy prostory
Projekce a sep.

Kompaktnost ’ ‘ . X — R

Rieszova véta

Slaba konvergence

Lax — Milgram takova, Ze pro kazdy skalar A a pro kazdy x,y € X plati

Teorie distribuci

Derivace distribuci nasledujici vlastnosti:

Sobolevovy prostory
Abstraktni konst.

Prostory H'™ (%) m ||z > 0; ||z|| =0 tehdy a jen tehdy, kdyz x =0 -
oot . nezapornost

Hl/Z(Rn—l)

Prostor H ~1 (€2) .
Stopy funkef m || A\z]| = |\|||z|| — homogenita

Matematicka

formulace dlohy m ||z +y| <|lx|| + ||ly|| — trojihelnikova nerovnost.

Numerické metody

P¥iklady nékterych o, ~ .t {mum
konkrétnich modeli £ K L .y
a jejich reseni IR - f g\}ﬂ 48 / 231
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Derivace distribuci
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P¥iklady nékterych
konkrétnich modeld
a jejich reseni

Banachovy prostory - pokracovani

Normovany prostor je linedrni prostor X s normou |
coZ nékdy oznalujeme jako dvojici (X, || ||). S normou je
spojena vzdalenost mezi dvéma vektory x,y € X

d(z,y) = ||z — y|,

¢imZ se stava prostor X metrickym prostorem. To

umoziiuje definovat pojem konvergence v X. Rikdme, Ze
posloupnost {x,} C X konvergujek x v X, z,, >z v X,
jestliZe:

d(xm, ) = ||tm — || =0 pro m — 4o0.

* % % =~ a® {HHHHJ/_‘
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P¥iklady nékterych
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a jejich reseni

Banachovy prostory - pokracovani

/Zavedeme pojem Cauchyovské posloupnosti. fikdme, ze
posloupnost {z,,} C X je Cauchyovska, plati-li:

d(Tpm, ) = ||tm — 2|l = 0 pro m,k — +oo.

Plati, ze je-li X,,, konvergentni, pak je X,, Cauchyovska.
Normovany prostor, ve kterém je kazda Cauchyovska3
posloupnost konvergentni, se nazyva upiny.

Uplny normovany linedrni prostor se nazyvda Banachuv
prostor.
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a jejich reseni

Banachovy prostory - pokracovani

Prostory spojitych funkci. Budiz X = C(A) mnoZina
redlnych & komplexnich funkci na A, kde A je kompaktni
podmnoZina R™ s normou

| Flloca) = max| f1.

Posloupnost f,,, konverguje k F' v C'(A), jestliZe:

mjx\fm—f] — 0,
coZ znamena stejnomérnou konvergenci. Protoze
stejnomérnd limita spojité funkce je spojitou funkci, tvori
dvojice (C'(A), || ||c(ay) Banachiiv prostor.
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Banachovy prostory - pokracovani

Protiptiklad
Zvolime-li nyni v prostoru C'(A) nasledujici normu:

1/2
| Fllzsn = ( / m?) |

tzv. L?(A) — normou, netvofi dvojice (C'(A), || |lz2(a))
Banachuv prostor. Protiptikladem mize slouZit volba

A =1]-1,1] C R a posloupnost f,, =0 pro t <0, f,, =mt
pro0<t<1/m, (m=>1), f,,=1prot>1/m, kdy
posloupnost f,, je sice Cauchyovska vzhledem k
L?(A)-normg&, nicmén& posloupnost f,, bodov& konverguje v
L?(—1,1) k tzv. Heavisideov& funkci, ktera je nespojitd v 0 a
tudiz nepatfi do prostoru C'(—1,1).
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Priklady Banachovych prostoru

Necht C*(A) kde 0 < k € N je mnoZina spojit&
diferencovatelnych funkci na A do ¥adu k v&etn&. Bud

0 <m €N, pak vektor a = (a1, - , ;) nNazveme
multi-indexem délky m |a| = a1 + -+ -+ a,, = m a poloZme
D = &L ... 20 Zavedeme-li normu v C*(A)

nasledovnym zpiisobem
k
I fllercay = Ifllecy + D IID*Fllea.
la=1

tvoti dvojice (C*(A), || |lcx(a)) Banachiv prostor k-krat
spojité diferencovatelnych funkci na A C R".
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Priklady Banachovych prostoru - pokracovani

Bud () oteviend mnoZina v R™ a budiz p > 1 redlné &islo.
Bud LP(€2) mnoZina funkci f takovych, Ze | f|? je
Lebesgueovsky integrovatelnd v ). Budeme povazovat dvé
funkce f a g za totoZné, jestlize se sobé rovnaji skoro viude
v €} (Lebesgueova mira mnoZiny bodi, kde se ob& funkce
neovnaji je nulova). Jestlize nyni definujeme normu funkce f

nasledujicim zplusobem
1/p
L)
Q

tvori dvojice (LP(£2), || ||zp)) Banachiv prostor.
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Priklady Banachovych prostoru - pokracovani

Bud L°°(€2) mnoZina podstatn& omezenych funkci v €, t.j.
takovych, Ze existuje konstanta M takova, Ze |f(z)| < M
skoro v3ude v (). Infimum vZech takovych ¢&isel M se nazyva
esencidlni(podstatné) supremum funkce f a ozna&ime ho:

[ [l (€2) = esssgp\f\-

Pak dvojice (L>(2), || ||ze<(q)) je Banachovym prostorem.
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Hilbertovy prostory

Skalarni soucin (inner product) v X je funkce
(5,0) : X X X =R

s nasledujicimi tfemi vlastnostmi. Pro kazdé z,y,z, € X a
skalary A\, u € R je

1. (x,x) > 0 a (z,z) = 0 tehdy a jen tehdy, kdyz x = 0
nezapornost)

(
2. (z,y) = (y,z) (symetrie)
(px + Ay, 2) = p(x, 2) + My, z)  (bilinearita)

[TTT]
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Hilbertovy prostory - pokracovani

Linearni prostor s takto definovanym skaldrnim soucinem
nazyvame prostor se skalarnim soucinem.
Funkci (.,.) nazyvdme symetrickou bilinearni formou na

X.
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Hilbertovy prostory - pokracovani

Skalarni soucin indukuje normu:

(7, ) (8)

Plati ndsledujici dileZitd v&ta: Necht z,y € X. Pak

|zl =

1. Schwarzova nerovnost:

(@, y)| < =] vl (9)

a navic, rovnost plati tehdy a jen tehdy, jestlize x a y
jsou linedrné zavislé.

2. Zakon rovnobézniku:

|z +yl* + llz — yl* = 2ll=| + 2]ly].
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Hilbertovy prostory - pokracovani

Necht H je prostor se skaldrnim soutinem. Rekneme, 7e H
je Hilbertuv prostor, jestliZze je Uplny vzhledem k normé
(8), kterd je indukovana skaldarnim soucinem.

Jinymi slovy a trochu neptesné, Hilbertuv prostor je
Banachiv prostor se skalarnim soucinem, ktery produkuje
normu.

R e .-° {HHHHJ/_‘
gf ic|I "1 [ 59 / 231




® ¥ Priklady Hilbertovych prostori

Matematicke R™ je Hilbertiv prostor vzhledem k obylejnému skalarnimu
Matematické SOou E/:| nu

zaklady teorie PDR
Funkciondlni analyza
Banachovy prostory

n
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Priklady Hilbertovych prostort - pokracovani

L?(€)) je Hilbertiv prostor (pravdépodobng& jeden z
nejdlleZit&jsich) vzhledem ke skalarnimu soucinu

(u, V) 2(q) :/uv.
0

Indukovand norma je

ullz2(0) =

Pokud si predstavime, Ze u predstavuje rychlost ¢i jeji
gradient, kvadrat normy ma zfejmy vyznam energie systému.
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Projekce a separabilita

Dva vektory x a y jsou ortogonalni jestlize (x,y) =0 a

zapisujeme x_Ly.

V obecném Hilbertové prostoru plati nasledujici dilezita véta:

Véta o projekci.

Budiz V' uzavfeny podprostor Hilbetova prostoru H. Pak pro
kazdé r € H existuje jednoznacny prvek Pyx € V takovy, Ze

Pyx — x| = inf ||v —
|Pve — 2| = inf flv — 2|

Navic plati:

1. Pyx = x tehdy a jen tehdy, kdyZz x € V.

2. Necht Qvz =x — Pyx. Pak Qv € V*+ a

|z[* = [[Pye]]® + [| Qv

N\

)
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Projekce a separabilita - pokracovani

Veli¢iny Pyx a (Qyx se nazyvaji ortogonalni projekce
prvku z na V a na V*. Hilbertlv prostor H je direktni
souet podprostori V a V+: H =V @ V. Hilbertiv
prostor H se nazyva separabilni, jestlize existuje spocetna a
husta podmnoZina v H. Ortonormalni base v separabilnim
Hilbertové prostoru H je posloupnost {wy }r>1 C H takova,
Ye (wp,w;) =0k k,7>1,--- a|lwl]] =1 k>1 akazdy
prvek x € H lze vyjadfit ve tvaru:

00
E X wk Wi .
k=1

Zobecnéna Fourierova Fada, &isla ¢, = (x, wy) jsou
Fourierovy koeficienty vzhledem k basi {wy}.
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Projekce a separabilita - pokracovani

Plati véta:

KaZdy separabilni Hilbertiv prostor ma ortonormalni basi.
Uved me jeden ptiklad:

Prostor L#(Q2), kde 2 € R™, je separabilni. Specialng&
mnozina funkci

1 cosx sinx cos2x sin2x coSmx SN mx
\/%7 ﬁ 9 ﬁ Y ﬁ Y, ﬁ Y] Y] ﬁ Y ﬁ Y

tvo¥i ortonormalni basi prostoru L?(0, 27).

Separabilni Hilbertovy prostory spole¢né s vétou o
projekci nam umoznuji vytvaret efektivné numerické
metody feSeni PDR.
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Kompaktnost a slaba konvergence

Ndasledujici dvé definice jsou ekvivalentni:

m Podmnozina M C X linedrniho normovaného prostoru
X se nazyva kompaktni, jestlize z libovolné
posloupnosti {u,}>2, prvkd mnoZiny M lIze vybrat
podposloupnost {u,, }7°;, kterd konverguje k néjakému
prvku ug € M, t.

lim ||w,, — uo||lx =0 neboli w,, — uy vX
k—o00

m Podmnozina M C X linedrniho normovaného prostoru
X se nazyva kompaktni, jestlize z libovolného
otevieného pokryti mnoZiny M: |J2, U, D M lze
vybrat koneéné podpokryti: |-, U, D M.
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Kompaktnost a slaba konvergence -
pokracovani

Dramaticky rozdil, jestli je mnozina M
kone¢né-dimensionalni, nebo
nekonec¢né-dimensionalni.

V pripadé konecné-dimensiondlnich prostoru plati nasledujici
véta:

Necht podmnoZina M C R* je omezend a uzavrend. Pak je
M kompaktni.

V nekonec¢né-dimensionalnich prostorem je situace
komplikovangjsi, nebot tam jsou kompaktni mnoZiny
"malé” - neobsahuji Zadny vnit¥ni bod.
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Kompaktnost a slaba konvergence -
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Par dalSich definic:

Mnozina se nazyva pre-kompaktni, jestlize jeji uzavér je
kompaktni. Podmnozina £/ normovaného prostoru X je
sekvenéné pre-kompaktni (resp. kompaktni), jestlize
pro kazdou posloupnost {x;} C E existuje podposloupnost
{xy.}, kterd je konvergentni v X (resp. v F).

Pak plati véta:

Necht X je normovany prostor a necht ¥ C X. Pak E je
pre-kompaktni (kompaktni), tehdy a jen tehdy, kdyZ je
sekvenné pre-kompaktni (resp. kompaktni).

Zjigtovani toho, zda je podmnoZina Hilbertova prostoru

7 ' 4

kompaktni, je zpravidla velice tézka uloha.
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Kriterium kompaktnosti v prostoru L?:
Budiz Q C R™ omezend oblast a budiz S C L?(Q2). Pokud
plati:

I. S Je omezenad: existuje konstanta K takova, Ze
HUHLQ(Q) < K, Yu € S,

Ii. existuji kladné konstanty «, L takové, ze rozsitime-li u
nulou vné oblasti €2 a plati-li(ekvi-spojitost v normé):

lu(- +h) — u()||2(Q) < LIh|®, YheR", uc S,

pak je S pre-kompaktni.
V normovanych prostorech je kompaktnost ekvivalentni se
sekvenc¢ni kompaktnosti.
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Kompaktnost a slaba konvergence -
pokracovani

V Hilbertovych prostorech muzeme zavést mnohem
flexibiln&jsi pojem konvergence.

Pro tento Ucel zavedeme nékolik novych definic.

Necht H;, H, jsou dva Hllbertovy prostory. Linedrnim
operatorem z H, do H; nazveme zobrazeni L : Hy — H,
takové, Ze Va, 5 € R a Vx,y € H; plati

L(az + By) = aL(z) + BL(y).

Linearni operator L : Hy — H, se nazyva omezeny, jestliZze
existuje takova konstanta C, ze

| Lx|| g, < Cl|lx||lg, Vx € Hy. Symbolem L(Hy, H)
oznac¢ime mnozinu vSech linearnich omezenych
operatoru z H, do H, a zavedeme v ni normu

1l ey = sup || L],

| 7y =1
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Pak plati tato véta

MnoZina L(H,, H;) spole€né s normou || L||z(m, m,)
tvori uplny prostor a tudiz Banachuv.

Zavedeme dalsi definice:

/Zvolime-li Hy = R, nazyvame linedrni operator L : H — R
funkcionalem.

MnoZina vSech omezenych linedrnich funkciondll na
Hilbertové prostoru H se nazyva dualnim prostorem k H a
oznaluje se H* (namisto £L(H1,R)). Pro hodnotu
funkcionalu L € H v "bod&"u budeme pouZivat znadeni
(L,u) a pro hodnotu dudlniho (adjungovaného)
funkcionalu L € H* v "bodé&" u* budeme pouzivat znaceni
(Lyu*)y .
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Rieszova véta o representaci

Pak plati tato velice dilezita véta:
Rieszova véta o representaci.

BudiZz H Hilbertuv prostor. Pro kazdy L € H* existuje jediny

ur € H tak, ze
1. Lv = (uy,x) pro kazdé x € H,
2. 1L = lucl]

TudiZ, Rieszova véta umozinuje ztotoznit Hilbertuv

prostor se svym dualem
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Slaba konvergence

Slaba konvergence. Budiz H Hilbertilv prostor se skaldrnim
soucinem (-,-) a normou || - ||. Je-li ' € H*, vime, Ze
(F,xp)s — (F,x), kdyZ ||z — || — 0. Av8ak miZe se stét,
ze (F xy). — (F,x), pro kazdy F' € H* prestoze

|xx — || - 0. Pak ¥ikdme, Ze xj, konverguje k x slabé.
Posloupnost { X;.} C H konverguje slabé k z € H a
zapisujeme xz, — x, (" poloviéni Sipka" ), jestliZe

(F,xp)e = (F,x), YF e H".

Kazda omezena posloupnost v Hilbertové prostoru H
obsahuje podposloupnost, ktera je slabé konvergentni
k prvku r € H.

Tato véta ma klicovy vyznam jak v oblasti analyzy existence
feSeni PDR, tak i v numerickych aplikacich.
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Abstraktni variaéni uloha

Necht Vi, V4 jsou dva linedrni prostory. Bilinearni forma ve
Vi x V5 je funkce a : V] X V5 — R, ktera ma nasledujici
vlastnosti:

i Pro kazdé y € V5 je funkce = — a(x,y) linedrni ve V.
ii Pro kazdé x € Vi je funkce x + a(x,y) linedrni ve V5.

Je-li V| = V5 jednoduse Yikdme, Ze a je bilinearni forma ve
V. Typickym ptikladem bilinedrni formy v Hilbertové
prostoru je jeho skalarni soucin.

Dal3im prikladem mize slouzit takovato bilinearni forma v

prostoru C?(Q):

a(u, v) /Auﬁvdx
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Abstraktni varia¢ni

uloha

Nyni nadefinujeme, co myslime abstraktni variacni ulohou:
Bud V Hilbertlv prostor, dile budiZ @ bilinedrni forma na V

a bud F e V*.

4 7

Abstraktni variaéni aloha je nasledujic

/7 7

| uloha:

Nalézt v € V takové, Ze a(u,v) = (F,v),
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Lax — Milgram — vysledek zakladniho
vyznamu

Lax — Milgram. Budiz V' realny Hilbertiv prostor se
skaldrnim soucinem (-,-) a normou || - ||. Necht a = a(u, v)
je bilinedrni forma na V. Jestlize:

i) forma a je spojitd, tj. existuje konstanta M takova, Ze
a(u,v)] < Ml[ulllo]],  Vu,v,€V

ii) forma a je V-koercivni, tj. existuje konstanta o > 0
tak, ze:

a(v,v) > al|lv|]?, Vv eV, (10)

/ NV Vv

pak existuje jednoznacné ¥eSeni u € V' abstraktni variani
tlohy.
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Lax — Milgram — vysledek zakladniho
vyznamu - pokracovani

Navic plati nasledujivi odhad stability: |[@|| < = | F||v-
Koercivitu Ize povazovat za abstraktni verzi energie. Je
zakladni nerovnosti, kterou je tfeba dokazat, chceme-li
pouzit Lax—Milgramovu vétu.

Zavéretna nerovnost se nazyva odhadem stability z
nasledujiciho duvodu: aplikujeme-li ji na u; — u9, dostavame:

1
lur = s < —[[F1 = Fally-
Q

coZ neznamena nic jiného, nez zavislost feSeni na datech, cili

miru korektnosti dlohy. Cim je konstanta koercivity o v&t¥f,
tim je "stabilng;Si" feseni.

* % % =~ a® {HHHHJ/_‘
£ -
EVROPSKA UNIE ¥ LTI

76 / 231



? B

Matematické
modelovani

Matematické
zaklady teorie PDR

Funkciondlni analyza
Banachovy prostory
Hilbertovy prostory
Projekce a sep.
Kompaktnost
Rieszova véta

Slaba konvergence

Teorie distribuci
Derivace distribuci
Sobolevovy prostory
Abstraktni konst.
Prostory H"™ (2)
Prostory Hé ()
Poincarého ner.

Hl /2 (Rn —1 )
Prostor H 1 ()
Stopy funkci

Matematicka
formulace dlohy

Numerické metody

P¥iklady nékterych
konkrétnich modeld
a jejich reseni

Lax — Milgram — vysledek zakladniho
vyznamu - pokracovani

llustrace pouZiti Lax-Milgramovy véty:

Je-li bilinedrni forma symetricka, tj.

a(u,v) = a(v,u) Yu,v €V, je abstraktni variaéni tloha
AV U ekvivalentni tloze minimalizace: budeme-li uvaZovat
kvadraticky funkcional

E(v) = %a(v, ») — (F.v), |

pak plati véta:
Necht a je symetrickd. Pak @ je fe$enim AVU tehdy a jen
tehdy, jestlize w minimizuje F, tj.

E(u) = min E(v)

veV
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Teorie distribuci

Bud D prostor C§°(2) nekoneén&krat diferencovatelnych
funkci s kompaktnim nosi¢em ( nosi¢

supp u = {x € Qu(x) # 0}). Tento prostor funkci budeme
nazyvat testovacim prostorem a funkce v ném obsazené
testovacimi funkcemi. Zobrazeni T": D({2) — R se nazyva
distribuce, jestlize plati nasledujici dvé podminky:

(@) T(ap+ BY) = aT(p) + BT (Y) Va,BER, ¢, e
D(N)

(b) lim,, .o T'(¢,) = 0 pro kazdou posloupnost
{102, C D(Q) takovou, Ze v, — 0 v D(Q).

MnoZina viech distribuci se bude znatit D'(Q).

e ~ . J[mumy
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Teorie distribuci - pokracovani

Priklady:
Necht f € L1,.(Q) lokdln& integrovatelnych funkci v €2 a
definuyme zobrazeni T}

Ty(e) = [ fapla)dz, o€ D)

Pak T; € D'(Q). Zekvivalentn&nim Ty a f dostaneme

Um%iéﬂ@ﬂﬂﬂwaDm)
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Teorie distribuci - pokracovani

Bud x4 € Q. definujme zobrazeni §,, vztahem

0z, (0) = p(x0), ¢ € D(Q).

Ziejmé je 6,, € D (). Distribuce d,, je znama Diracova
funkce, ackoliv to Zadna funkce nenilll Pro zajimavost
uved me je$t& nejcastéji pouZzivanou aproximaci DDF v nule,
ktera se Casto pouziva pfi numerickych vypoctech a ktera
ma | ndzornou pravdépodobnostni interpretaci, protoze
aproximacni funkce jsou fadou Gaussovych kfivek:

1 z?
0o () = exp «2 pro a—0 .

a\/m
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Derivace distribuci

Derivace gT
Z;

zplisobem

OT o

Podobné definujeme DT, t;.

olelT

a1 N
81'1 * e 'aZIfN

vztahem

DT () = (=1)T (D)

distribuce I" je definovana nasledujicim

() =-T| <=, ¢€D).

N\

)

" [ )
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** ** .. {
* * ° L2 g
* * +* f °
EVROPSKA UNIE ¥ L TN

81 / 231



? B

Matematické
modelovani

Matematické
zaklady teorie PDR

Funkciondlni analyza
Banachovy prostory
Hilbertovy prostory
Projekce a sep.
Kompaktnost
Rieszova véta

Slaba konvergence
Lax — Milgram
Teorie distribuci

Sobolevovy prostory
Abstraktni konst.
Prostory H" (2)
Prostory Hé ()
Poincarého ner.

Hl /2 (Rn —1 )
Prostor H 1 ()
Stopy funkci

Matematicka
formulace dlohy

Numerické metody

P¥iklady nékterych
konkrétnich modeli
a jejich reseni

Derivace distribuci - pokracovani

Derivace distribuci jsou vzdy definovany !!!
Kazda distribuce ma v D'(2) derivace libovolného

radu !!!

Poznamenejme, Ze je-li funkce f € Ly ;,.(€2), pak
existuji jeji derivace libovolného fadu ve smyslu
distribuci.

Pro kaZdou distribuci T € D' () plati, Ze derivovat
muzeme v libovolném poradi !!!
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Derivace distribuci - pokracovani

Ptiklad.

Necht u(x) = H(x) je Heavisideova funkce. BudiZ déle

@ € D(R). Z definice mdme

</H/7 90> — _<H7 90,>

Jelikoz zjevné je H € Ly 1,.(R), dostdvdme

M) = / H(x)g (a)de = / " Y (w)dr = —p(0).

/ toho plyne

(H, ) = ¢(0) = (6o, )

neboli H = 6. Slovy: distribuéni derivace Heavisideovy

funkce je Diracova distribuce.
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Sobolevovy prostory

Uvazujme jednoduchou PDR, napfiklad
—Au(x) = f(x), v €8

s okrajovou podminkou u(z) =0 pro x € 00 , kde Q je
néjaka neprazdnd oteviena oblast v R™, pak se obydejné
predpokldda, Ze f € C(Q) a u € C?(Q). Je-li u takové
feSeni (nazyvané klasickym), pak vynasobime-li rovnici funkci
© € C§°()) a integrujeme-li poté rovnici pres €, pak za
pouziti Greenovy véty dostavame nasledujici integralni
identitu:

[ BB 4y - [ jwewin ve e @)
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Abstraktni konstrukce

Budeme se zabyvat prevazné Sobolevovymi prostory
zaloZenymi na L*(Q2). Budeme formulovat abstraktni vétu -
flexibilnim prostfedek pro generovani Sobolevovych prostort.
Ingrediencemi v nasi " kuchafce” jsou nasledujici polozky:

m prostor distribuci D' (£2;R™), specidlné v p¥ipadé n = 1
prostor D' ()

m dva Hilbertovy prostory H a Z s tim, ze
Z — D' (Q;R") pro n&jaké n > 1 (kompaktni
vnoteni), Zili

vy = v v Zimplikuje v, — v v D (Q;R")

m linearni spojity operator L : H — D' (Q; R™), jako je
naptiklad gradient &i divergence.
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Abstraktni konstrukce - pokracovani

Pak plati tato véta o abstraktni definici Sobolevovych
prostorli (ASP):
Definujme

W =A{veH|LveZ}

(u, v)w = (u,v)g + (Lu, Lv) 7 . (11)

Pak W je Hilbertliv prostor se skalarnim soucinem (11).
Vnoreni prostoru W do prostoru H je spojité a zuZeni
operatoru L na W je spojité z W do Z.

Poznamka. Norma indukovana skaldrnim soudinem (11) je

lullw = \/llull? + | Lull

a nazyva se grafova norma L.

* % % =~ a® {HHHHJ/_‘
£ -
EVROPSKA UNIE ¥ LTI

86 / 231



? B

Matematické
modelovani

Matematické
zaklady teorie PDR

Funkciondlni analyza
Banachovy prostory
Hilbertovy prostory
Projekce a sep.
Kompaktnost
Rieszova véta

Slaba konvergence
Lax — Milgram
Teorie distribuci
Derivace distribuci
Sobolevovy prostory

Prostory H" ()
Prostory Hé (Q)
Poincarého ner.
Hl /2 (Rn —1 )
Prostor H 1 ()
Stopy funkci

Matematicka
formulace dlohy

Numerické metody

P¥iklady nékterych
konkrétnich modeld
a jejich reseni

P¥iklady Sobolevovych prostori

Prostor H'(2).
Bud Q S R". PoloZme ve vét& (ASP):

H=1I1*Q) Z=LQR") < D (R

a L:H — D (Q;R") definovany jako L = V kde je
gradient uvazovan ve smyslu distribuci. Pak W je

Soboleviiv prostor funkci z L#(2), jejichz prvni derivace ve

smyslu distribuci jsou funkce v L*()). Tento prostor
oznalujeme H'(Q), ale také H'2(Q), W12(Q). Tedy:

HY(Q) = {v e L*(Q)|Vv € L*(Q;R™)}
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Ptiklady Sobolevovych prostori -
pokracovani

V mnoha aplikacich Dirichletiv integral fQ IV|? representuje
energii. Funkce z H*(Q)) jsou tedy spojovany s
konfiguracemi, které maji kone¢nou energii.

Z véty (ASP) a z toho, Ze prostor L*(2) je separabilni
vyplyva:

H'(Q) je separabilni Hilbertlv prostor, ktery je spojit&
vnoten do L?(Q2). Operator gradientu V je spojitym
operatorem z H*(Q2) do L?(Q2; R™). Skaldrni soutin v H*(Q)
je (u,v) i) = [ouvdx + |, Vu - Vudx a norma je

lulfypoy = [ alix+ [ [Vuldx
Q Q
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Prostory H"(Q)), m > 1
Bud NN pocet multi-indexi o = (v, - - - , an) takovych, Ze
ol => ", i < m. Zvolme ve v&t& (ASP)
H=1%Q), Z=L*%:R") CD (LR
a operator L : L?(Q) — D' (Q; R™) definovany

Ly = {Do‘v}|a|§m
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Prostory H"(Q)), m > 1

Potom T je Soboleviv prostor funkci z L*(2), jejichZ
derivace (ve smyslu distribuci) az do ¥adu m véetné jsou
funkce z L?(Q2). Pro tento prostor pouZivdme ozna&eni

H™(Q), (ale i H™*(Q) & W™?#(Q)). Tedy
H™(Q) ={v e L*(Q)|D* € L*(Q), Va: |a] <m}

Z véty (ASP) a separability L?(Q2) vyplyva

H™(€)) je separabilni Hilbertiiv prostor, ktery je spojité
vnoren do L?(Q)). Operdtory D%, |a] < m, jsou spojité z
H™(Q) do L*(Q).
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Prostory H"(Q)), m > 1

Skalarni souc¢in v H™ je definovan jako

(w, V) gmq) = (U, V)m2 = / D*uD“vdx

|| <m

a norma je

a2y = [1el% 5 = / Dol

Je-liuw € H™(Q), pak kazda derivace u ¥adu k je prvkem
H™*(Q); obecng, je-li |a] = k < m, pak

D% € H™ *(Q)

a H™Q) — H™*(Q), k> 1.
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Prostory H™(R")

V ptipadg, ze 2 = R™ miiZzeme prostor H™(R™) definovat s
vyuZitim poznatkli o Fourierové transformaci:

H™(R") = {ulue S, (1+[¢)™*u e L*(R")}

S normou

lullrmny = [[(1+ [€%)™ %@ 12 n) -

N\

)
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Prostor H;(Q)

Symbolem H}(Q2) ozna&ime uzavér prostoru distribuci D(Q)
v prostoru H' (). Tedy v € H;(2) tehdy a jen tehdy, kdyZ?
existuje posloupnost {¢;} C D(2) takova, Ze pp — u v
HY(Q), tj. [lor — ullo — 0 a zéroven ||V, — Vullg — 0 pro
k — 00. Vzhledem k tomu, Ze testovaci funkce v D(£2) maji
nulovou hodnotu na hranici 9€2, maji nulovou stopu, dédi
tuto vlastnost i funkce z H;(9Q2).
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Prostor H;(Q)

Tedy prvky prostoru u € H;(Q) jsou funkce z H'(R2), které
maji nulovou stopu na 9. Z¥ejmé& je H;(2) Hilbertovym
podprostorem prostoru H' ().

Skalarni soutin je v prostoru H,(€2) definovén jako

(u,v); = (Vu, V)

d Norma

IVallo

lully
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Poincaréeho nerovnost

Poincarého nerovnost.
Budiz ) C R™ omezena oblast. Pak existuje kladnd

konstanta C'p (Poincarého konstanta) takova, Ze pro kazdé
u € Hi(Q) plati

lullo < Cpl[Vaullo - (12)
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Prostor H'/2(R"1) .

UvaZujme body v R" ve tvaru x = (x/, z,,). Definujme funkci

g(x') = u(x',0).

Rikdme, 2e g € HY/?(R" 1), ¢ je z prostoru stop, jestliZe

HgHill/Q = /R _1(1 s ’5/‘2)1/2‘/9\(5/)‘2d€/ < o0

RrRn—1

N\

)
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Prostor H 1(Q)

PYi aplikaci Lax-Milgramovy véty na okrajové ulohy hraje
vyznamnou roli dudlni prostor k prostoru H(£2).
Ozna&me symbolem H~'(€) dudlni prostor k prostoru
H;(£) a zaved me v ném normu

|F||-1 = sup{|Fv| jv € Hy (%), [Jv]ls < 1} .
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Prostor H 1(Q)

JelikoZ je D(€2) (z definice) husty a spojité vnofeny do
H; (), je prostor H () prostorem distribuci, co?

znamena, ze

1. je-li F € H'(Q), je jeji ziZeni na D(R) distribucf,

2. je-i G € H Q) a Fp = Gy pro kazdé ¢ € D, pak

F=aG.

Tudiz H*(Q) je v jedno-jednozna&né korespondenci s

n&jakym podprostorem prostoru D' (1), takZe miiZeme psat

H-Y(Q) c D' ()

" [ )
* ¥ e
* * ..
* * °
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EVROPSKA UNIE ¥

ﬁlHIIHIJ/_‘
N

L NI

98 / 231



? B

Matematické
modelovani

Matematické
zaklady teorie PDR

Funkciondlni analyza
Banachovy prostory
Hilbertovy prostory
Projekce a sep.
Kompaktnost
Rieszova véta

Slaba konvergence
Lax — Milgram
Teorie distribuci
Derivace distribuci
Sobolevovy prostory
Abstraktni konst.
Prostory H" ()
Prostory Hé (Q)
Poincarého ner.

Hl /2 (Rn —1 )

Stopy funkci

Matematicka
formulace dlohy

Numerické metody

P¥iklady nékterych
konkrétnich modeld
a jejich reseni

Prostor H 1(Q)

Nasledujici dulezita véta odpovida na otazku, jak vypadaji
distribuce, které pat¥i do prostoru H=1(Q): H1(Q) je
mnozina distribuci tvaru

F = fo + divf
kde fo € L*(Q) af = (f1, -, fn) € L*(Q;R™). Navic
IE -1 < (14 Cp) il follo + [[fllo}

kde C'p je Poincarého konstanta.
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Stopy funkci

Napideme-li f € L?(2), uvaZujeme, de facto, o jediné funkci
f Q2 — R, kterd je kvadraticky integrovatelna v
Lebesgueové smyslu. Chceme-li zkoumat strukturu L?(€)
jakoZto Hilbertova prostoru, musime védét, kdy jsou si dvé
funkce rovny skoro viude v Q. Kazdy prvek L?(Q) je ve
skute¢nosti celou tfidou ekvivalence a funkce f je jejim
representantem. JakoZto dusledek tohoto pojeti vidime, Ze
nema absolutné Zadny smysl poditat hodnotu f v
jednotlivych bodech, protoze bod ma Lebesgueovu miru
nula. To samé plati i pro "funkce”z prostoru H'({2), protoZe
H'(Q) C L*(Q2). Na druhé strang ¥elime-li okrajové dlohy, je
ziejmé, ze potfebujeme poditat feSeni v kazdém bodé v Q!
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Stopy funkci - pokracovani

Jak vidime, je velice dilezita otazka funkénich hodnot funkce
na hranici oblasti. Stopou mame na mysli zizeni funkce
f na hranici ). V Dirichletové a v Neumannové lloze
pfitazujeme pravé stopu ¥eSeni anebo jeho normalové
derivace na 02, coZ je v8ak mnozina miry nula. Ma to viibec
vyznam, je-li ¥e$eni u € H'(2)? A co dokonce délat v
pripadé numerického feseni, kdy dokonce musime poditat
hodnoty FeSeni v bodech?
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Stopy funkci - pokracovani

MoZnost aproximovat kazdy prvek u € H*(€) hladkymi
funkcemi na € kli¢ové pro pojem zuZeni u na I' = 95).
Takovéto zuZeni se nazyva stopa u na I' a je prvkem
prostoru L*(T").

Je-li @ =R", jeI' = OR? =R" ! a prostor L*(I') je
korektné definovan. Pokud je vSak (2 obecné Lipschitzovska
oblast, definuje se L*(T") lokalizaci. K tomu se vyuZiv3
klasicky postup pres tzv. rozklad jednotky:.
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Stopy funkci - pokracovani

Bi,--- , By je oteviené pokryti I' koulemi se stfedy v
bodech I', tj. I' C U;\le B;. Je-li g : I' =+ R, mame

g =32 ,1;g kde ¢, - by j e rozklad jednotky pro I
prislusné pokryti By, -, By.

Rozklad jednotky pfislusné pokryti By, -, By je systém
funkci ¢, - -+ , 1N s ndsledujicimi vlastnostmi:

m prokazdé j=1,--- N jew; € C(B;) a0 < <1,

m pro kazdé x € I'je >0 ;(x) = 1.
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Stopy funkci - pokracovani

Protoze I' N B, je grafem Lipschitzovy funkce y,,
na I' N B;, ma smysl| uvazovat " plosny element”

do = \/1+ |V, |dy

\/

Rikdme, Ze g € L*(I"), jestlize

H9HL2 T) = Z

wj\g\Qda < 00
I'NB,

= ;(y")

L?(T") je Hilbertiv prostor vzhledem ke skaldrnimu sou&inu

N

g, h) 2y =
( )L " Z I'NB;
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Véta o stopach

Véta o stopach

Budiz Q bud R nebo omezena Lipschitzovska oblast. Pak

existuje linedrni operator (operator stopy)
10 : H'(Q2) — L*(T") takovy, e

1. Tou = ur je-li u € D(Q),

2. |IToull L2y < (2, n)||ull12

xw > .t J[mumy
E * |
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Véta o stopach - pokracovani

Funkce Tou, nekdy téZ znatend ur, se nazyva stopa funkce
unal.

Nasledujici véta representuje integraci per partes pro funkce
z H'(Q) a je disledkem v&ty o stopach (105):

Budiz 2 bud R’} nebo omezend Lipschitzovskd oblast. Bud
uwe HY(Q), ve H (Q;R™). Potom je

/Vu-VdX:—/udivvder/(Tou) (ToV) - v do
0 Q r

kde v je jednotkovy vektor vnéjSi normaly ke I' a
ToV = (ToV1, "+ , ToUn).
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Prostory zahrnujici ¢as

Rekneme, Ze funkce f : [0,7] — V je integrabilni na [0, 7],
jestlize existuje posloupnost sy : [0,7] — V jednoduchych
funkci tak, Ze

T
/ |sx(t) — f(t)|[ydt — 0 pro k — 400
0

Je-li f integrabilni na [0, 7], definujeme integrél funkce f
nasledujicim zplisobem:

T T
/ f(t)dt = lim sk(t)dtpro k — 400
0
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Bochnerova véta

Bochnerova véta.

MéFitelnad funkce f : [0,T] — V je integrabilni na |0, T
tehdy a jen tehdy, jestliZze realna funkce t — || f(¢)||v je
integrabilni na [0, T']. Navic plati

H/OTf(t)dt ) S/OTHf(t)Hvdt

u, /OTf(t)dt V:/()T(u,f(t))vdt, Vuev .
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Prostor LP([0,T];V)

m je-li 1 <p<oo, pak

T 1/p
el ooz = / lu(®)Ldt) < oo
0

m je-li p =00, pak

|ullL=(07;v) = ess sup |[u(t)]|y < oo.

0<t<T

N " ..
* * ..
* * °
* * ** f °
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Bud HUHLOO(O,T;V) — maCCogthHu(t)Hv. Prostor
LP([0,T]; V) je mnoZina mé&fitelnych funkci u : [0,T] — V
takovych, Ze
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formulace dlohy

Numerické metody

P¥iklady nékterych
konkrétnich modeld
a jejich reseni

Prostor LP(|0,T]; V) - pokracovani

Obé& zavedené normy délaji z prostoru LP([0,T]; V)
Banachuv prostor pro 1 < p < 0.
Je-li p = 2 je norma indukovana skalarnim soucinem

(4, 0) 12010 = /O (u(t), v(t))vdt

&imz se stdva prostor L?(0,T; V) prostorem Hilbertovym.
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Prostor LP(|0,T]; V) - pokracovani

Oznatime W'P(0,T; V') Soboleviv prostor funkci
u € LP(0,T;V), jejichz slaba derivace u € LP(0,T;V)
S normami

1/p

T T
lullwrozeyy = / lu(t)|[Ldt + / i) |5 dt

I <p< oo

|ullwreeory = sup [[u(d)|lv + sup [[a(t)|v p=oc
0<t<T 0<t<T

jsou vSechny prostory Banachovy.

R e .-° {H\”\Hy
gf iclI "1 [ 111 / 231




? B

Matematické
modelovani

Matematické
zaklady teorie PDR

Funkciondlni analyza
Banachovy prostory
Hilbertovy prostory
Projekce a sep.
Kompaktnost
Rieszova véta

Slaba konvergence
Lax — Milgram
Teorie distribuci
Derivace distribuci
Sobolevovy prostory
Abstraktni konst.
Prostory H" ()
Prostory Hé (Q)
Poincarého ner.

Hl /2 (Rn —1 )
Prostor H 1 ()

Matematicka
formulace dlohy

Numerické metody

P¥iklady nékterych
konkrétnich modeld
a jejich reseni

Prostor LP(|0,T]; V) - pokracovani

Je-li p = 2, pideme obvykle H'(0,7"; V) namisto
W12(0,T;V). Je to Hilbertlv prostor se skaldrnim soucinem

oo = [ (00O + ()
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Prostor LP(|0,T]; V) - pokracovani

Analogie z klasické analyzy: Budiz u € L*(0,T;V) a také
we L*(0,T;V*). Pak:

a) ue C([0,T;H) a

012533% |u(t)|| g < C{HUHLQ(O,T;V) + HUJHLQ(O,T;V*)}

b) Je-li téz v € L?(0,T;V) a také v € L*(0,T;V*), pak
plati ndsledujici integra¢ni formule:

/ (), o))+ {ulr), o)), Ydr =

(u(t),v(t))y — (u(s),v(s))g Vs, t €10,T].
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fadu n, (b1(x), -, b,(x)

Variacni formulace pro eliptické PDR

Budiz & R” oblast A(z) = (a;(x)) Etvercovd matice

), (c1(x),- -+, cn(x)) vektorova
pole v R", a dale ao = ap(x), f = f( )JSOU redlné funkce.
Rovnice tvaru

— Y On,(ag(x

1,7=1

YUy, +ao(X)u =

)uwj)+z 8y, (bs(x u)+z ¢;(x

(13)

iIHIIHIy
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Variaéni formulace pro eliptické PDR -
pokracovani

nebo

=3 (XN, + D biX) s, + ao(x)u = f(x) (14

ij=1
Eliptické v (), jestlize A je kladna v (), tj. plati nasledujici
podminky elipticity:

n

Y ay(x)6& >0, VxEQVEER E#0

1,7=1

e ~ . J[mumy
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Variaéni formulace pro eliptické PDR -
pokracovani

\/

ikame, Ze (13) je v divergenénim tvaru, protoZe se d3

A4

prepsat ve tvaru:

—div(A(x)Vu)

A\

J/

difuse

+div(b(x)u) + ¢(x) - Vu+

~
transport

f(x)
~~

'

vné&jsi sily

PN " ..
* * ..
* * °
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Variaéni formulace pro eliptické PDR -

pokracovani

Obvykle prvni ¢len modeluje difizi v heterogennim nebo
anisotropnim médiu, je-li zadan konstitutivni zakon pro tok
q, kterym miuZe byt nap¥. Fourieriv nebo Fickuv zakon:

q=—-AVu

neznama funkce u mize representovat napr. teplotu nebo
koncentraci média. Tudiz ¢len —div(AVu) je spojen s
termalni nebo molekularni difusi. Matice A se nazyvd matici
difuze, pricemz zavislost A na x predstavuje anisotropni

difdzi.

N\
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Variaéni formulace pro eliptické PDR -
pokracovani

Druky vyraz div(bu) v transportnim &lenu modeluje
konvekci nebo pFenos (transport) a odpovidd tokové
funkci

q = bu

Vektor b ma rozmér rychlosti. Prikladem muze byt situace,
kdy kou¥ vychazi z tovarniho kominu a je pfenasen vétrem. V
tomto pripadé je b rychlost vétru. Je-li divb = 0, pak
div(bu) = b - Vu a dostdvame tentyZ tvar, jako ma t¥eti
¢len ¢ - Vu.

Clen agu modeluje reakci. Je-li u koncentrace substance,
pak ag predstavuje rychlost ubytku ag > 0 nebo ristu

ag < 0.Konecné, f predstavuje vnéjsi sily rozprostrené v
oblasti €2, jako napfiklad tepelny tok na jednotku hmoty
dodavany z externiho zdroje.
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Variaéni formulace pro eliptické PDR -
pokracovani

Zjednodusime problém na nasledujici rovnici:
bud 2 C R"™ omezend oblast a budi?

—aVu+ay(x)u=f v Q . (16)
kde oo > 0 je konstanta.
u=0 na 0N . (17)

Abychom docilili slabé formulace, predpokladejme nejdrive,
e ag, [ jsou hladké a Ze u € C°(Q) N C%(Q) je klasické
¥eZeni. Prostor testovacich funkci:C; () funkci, které jsou
nulové v okoli 0f).

e ~ . J[mumy
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® ¥  Homogenni Dirichletovy okrajové podminky

gt Budiz v € C3() a ndsobme touto funkci rovnici (16) a poté
Matematické ji zintegrujme pres celé (). Dostaneme

zaklady teorie PDR

Matematicka
formulace dlohy

Varia¢ni formulace /{—OKAU -+ Ao — f}?}dx p— O
Q2

pro eliptické PDR

Slaba formulace pro

evoluZni rovnice Integraci per partes a uZitim okrajovych podminek ((17))

Cauchy-Dirichletova
tloha

Slaba formulace pro dOSta neme
hyperbolické PDR
Cauchy-Dirichletova

tloha
Typy Felent /{&Vu-Vv+a0uv}dX = / fvdx, Yv e Cy(Q) . (18)
Klasické Q) 0

Silné

Ve smyslu distr.

Slabé nebo var.

Numerické metody

P¥iklady nékterych
konkrétnich modeld
a jejich reseni
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Homogenni Dirichletovy okrajové podminky -

pokracovani

Rovnice (16) a (18) jsou ekvivalentni, &ili v p¥ipadé
klasického feSeni jsou obé tyto formulace ekvivalentni.
Rovnice (18) obsahuje pouze prvni derivace feSeni a
testovacich funkci. Rozsifime-li tedy prostor testovacich
funkci na prostor H;(€2), miZeme definovat pojem slabé

formulace dlohy:

Slabym FeSenim dlohy (16), (17) je takova funkce

u € Hy (), ktera spliiuje:

/{aVu-Vv+aouv}dX:/fvdX, Vo € Hy(Q) . (19)
Q Q

N\

)

B2 S ST C_ [ 122 / 231



? B

Matematické
modelovani

Matematické
zaklady teorie PDR

Matematicka
formulace dlohy
Variaéni formulace
pro eliptické PDR

Slaba formulace pro
evoluéni rovnice
Cauchy-Dirichletova

tloha

Slaba formulace pro
hyperbolické PDR
Cauchy-Dirichletova
tloha

Typy FeSeni
Klasické

Silné

Ve smyslu distr.
Slabé nebo var.

Numerické metody

P¥iklady nékterych
konkrétnich modeld
a jejich reseni

Homogenni Dirichletovy okrajové podminky -

pokracovani

/avedeme-li bilinearni formu

B(u,v) = /{aVu - Vv + aguv pdx
Q

a linearni funkcional

Lv:/fvdx :
Q

pak rovnice (19) odpovida abstraktni varia¢n

B(u,v) = Lv, Vv € Hy(Q)

Ve /7

| Uloze

N\

)
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Homogenni Dirichletovy okrajové podminky -

pokracovani

Korektnost ulohy je dusledkem Lax-Milgramovy véty:

P¥edpokladejme, Ze f € L?(Q) a Ze 0 < ap(x) < o skoro

viude v Q. Pak tloha (19) ma jednoznadné FeSeni
u € Hy(€2). Navic

C
[Vullp < EPHfHo :

kde C'p je Poincarého konstanta.
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Homogenni Dirichletovy okrajové podminky -

pokracovani

Poznamka. Pvedpokladeime, Ze ag =0 a Ze u
representuje rovnovaznou pozici pruzné membrany. Pak
B(u,v) representuje praci vykonanou vnit¥nimi elastickymi
silami v dusledku virtualnich podunuti v. Na pravé strané Lv
vyjadfuje praci vykonanou vnéjsimi silami. Slabad formulace
(19) tvrdi, Ze tyto dvé prace jsou v rovnovaze, co?Z je verze

principu vitualni prace.
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Homogenni Dirichletovy okrajové podminky -
pokracovani

V disledku symetrie formy B(u,v) feSeni © minimalizuje v
prostoru H; () Dirichletiv funkcional

/oz\Vude -~ /fudx
Ja 0

~~ o S——

interni elasticka energie vnéjsSi potencialni energie

E(u) =

coZ representuje totalni potencialni energii. Rovnice (19)
representuje Eulerovu rovnici pro E.
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Homogenni Dirichletovy okrajové podminky -
pokracovani

Poznamka. Nehomogenni okrajové podminky.
Predpokladejme, Ze okrajové Dirichletovy podminky jsou
tvaru u = g na 99). Je-li Q) Lipschitzova oblast a

g € HY2(09), pak ¢ je stopou na 9 n&jaké (ne nutn&
jednoznatné) funkce g € H'(Q), kterd se nazyva rozsi¥eni g
na ). PoloZime-li w = u — ¢ zredukujeme dlohu na dlohu s
homogennimi okrajovymi podminkami. Nyni je w € H3(Q2) a
je feSenim rovnice

/{&Vw - Vv + aqwv pdx = / Fodx ,Yv € Hy(Q)
0 0

kde FF = f — aVyg — apg € L*(Q).

e ~ . )
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Homogenni Dirichletovy okrajové podminky -
pokracovani

Lax-Milgramova véta nam dava existenci, jednoznacnost a
odhad stability

Cp

IVuwllo <
84

{f lo+ (a+ao)llglliz} (20)

pro libovolné rozsiteni g stopy g. Protoze plati
|u|l12 < ||wl|l12 +||g]l12 a protoZe

9l s2 00 = int {H’é!h,a G e H'Q), Gon = g} |

pak vezmeme-li supremum vzhledem k funkcim g, z (20)
vyplyva

lulls < c<a,%7n,9>{ufuo+ugummm)}
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Neumannova okrajova podminka

Bud 2 C R™ omezend, Lipschitzovskd oblast. Budeme
vySetfovat nasledujici ulohu:

—aAu+ag(x)u=f v Q

o,u =g na Of) (21)

Slaba formulace této dlohy ma tvar: Nalézt u € H'(Q)
tak, aby

/{oNu-Vv—l—aouv}dX = / fvdx—l—a/ gudo Vv € H'(Q)
0 0 o9

* % % =~ a® {HHHHJ/_]
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0, a Neumannova okrajova podminka -
pokracovani

Matematické

modeloudnt S odkazem na vétu o stopach (105) a Lax-Milgramovu vétu

Matematicke - Ize dokazat nasledujici vétu, ktera nam zajisti, Ze uloha je
korektné definovana:

formulace flohy Budiz 2 C R™ omezend Lipschitzovska oblast,

T fe L), ge L*(09) a 0 < ¢y < ap(x) < 7o skoro viude

Slaba formulace pro V Q
evoluéni rovnice :
Cauchy-Dirichletova

dioha Pak Neumannova tloha ma jednoznatné ¥edeni u € H' ().
Slaba formulace pro ’ ’

hyperbolické PDR Navic plati:

Cauchy-Dirichletova

tloha

Matematicka

Typy FeSeni

Klasické 1
Silné

Ve smyslu distr. HUH 1,2 S .
Slabé nebo var. mln{ay CO}

Numerické metody

1fllo + Callgllz2on) ¢ - (22)

P¥iklady nékterych
konkrétnich modeld
a jejich reseni
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Newtonova okrajova podminka
Newtonova uloha ma tvar:

—aAu+ag(x)u=f v Q

ou—+ hu=g na Of) (23)

Jestlize prepiseme 0, u = —hu 4+ g nadfl, dostdvame
nasledujici variaéni formulaci:
Nalézt v € H*(Q) tak, Ze

/{onu-Veraouv}deroz/ huvda:/fvdx+oz/ gdo
0 ) 0 )

Vo € H'(Q)
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modelovani

Matematické
zaklady teorie PDR

Matematicka
formulace dlohy
Variaéni formulace
pro eliptické PDR

Slaba formulace pro
evoluéni rovnice
Cauchy-Dirichletova

tloha
Slaba formulace pro

hyperbolické PDR
Cauchy-Dirichletova
tloha

Typy FeSeni
Klasické

Silné

Ve smyslu distr.
Slabé nebo var.

Numerické metody

P¥iklady nékterych
konkrétnich modeld
a jejich reseni

Newtonova okrajova podminka - pokracovani

Véta o korektnosti:

Necht Q, f, g, ag jsou jako ve v&t& (22) a 0 < h(x) < hqg
skoro viude na 0. Pak tloha (23) ma jednoznalné slabé
Yeleni u € H'(Q2). Navic plati:

1

min{a, ¢o}

lullie < | £llo + Callgllz2a0)

e ~ . J[mumy

ol ¢ o

et !gf i< ;?r . =ma
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Matematické
zaklady teorie PDR

Matematicka
formulace dlohy
Variaéni formulace
pro eliptické PDR

Slaba formulace pro
evoluéni rovnice
Cauchy-Dirichletova
uloha

Slaba formulace pro

hyperbolické PDR
Cauchy-Dirichletova
tloha

Typy FeSeni
Klasické

Silné

Ve smyslu distr.
Slabé nebo var.

Numerické metody

P¥iklady nékterych
konkrétnich modeld
a jejich reseni

Smisena Direchletova-Neumannova okrajova
podminka

Budiz I'p neprazdna, relativné oteviena podmnoZina hranice
0Q). Oznalme I'y = 0Q\I'p a uvazujme llohu:

[ —aAutag(x)u=f v Q
X u=0 nalp (24)
Jdu=g¢g naly

R e .-' {H\H\Hy
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0, a Smisena Direchletova-Neumannova okrajova
podminka - pokracovani

ot Spravna funkcionalni definice je Hj (£2), tj. mnoZina funkci
Matematicke z H'(Q) s nulovou stopou na I'p. Vezmeme normu

zaklady teorie PDR

Matematicka

formulace dlohy Hu H 1 — H vu H
Variaéni formulace H(),I‘D (Q) 0
pro eliptické PDR

Slaba formulace pro Z integrace per parteS plyne

evoluéni rovnice
Cauchy-Dirichletova

tloha

Slaba formulace pro
nyperbolické PDR — a0,u vdo + {OzVU - Vv + aouv}dx — dx
Cauchy-Dirichletova Iy 0 0
tloha

Typy FeSeni

Klasické 1

Sin Vo e C°(9)

Ve smyslu distr.

Slabé nebo var.

Numerické metody

P¥iklady nékterych
konkrétnich modeld
a jejich reseni

R e .-° {HHHHJ/_‘
vggf ic|I . 134 / 231



? B

Matematické
modelovani

Matematické
zaklady teorie PDR

Matematicka
formulace dlohy
Variaéni formulace
pro eliptické PDR

Slaba formulace pro
evoluéni rovnice
Cauchy-Dirichletova
uloha

Slaba formulace pro

hyperbolické PDR
Cauchy-Dirichletova
tloha

Typy FeSeni
Klasické

Silné

Ve smyslu distr.
Slabé nebo var.

Numerické metody

P¥iklady nékterych
konkrétnich modeld
a jejich reseni

SmisSena Direchletova-Neumannova okrajova
podminka - pokracovani

Neumannova podminka na I'y dava nasledujici variacni

formulaci
Urtit uw € Hyp () tak, ze Vo € Hyp () plati

/onu-Vvder/uvdX:/fvdera/ gu do
Q Q Q Ty

Pak plati véta:

Bud 2 C R™ omezend Lipschitzovskd oblast.
Predpoklddejme, 2e f € L?(2), g€ L*(T'y) a

0 < ap(x) < 79 skoro vSude v 2. Pak smiSend tloha m3

. . /7 v v Vs 1 V4 7.
jedine feseni w € Hy . Navic plati:

1 —
IVullo = —[l.fllo + Cllgllz2w)
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® a Slaba formulace pro evoluéni rovnice

i V této &3sti se budeme zabyvat slabou formulaci pro tlohy,
Matematické které zahrnuji ¢as. Oblasti, na které budeme dlohy

z&klady teorie PDR I

Matematicks vySetfovat, bude ¢aso-prostorovy valec Q1 = €2 x (0,7'), kde
formuace floty () C R™ je omezend oblast a T" > 0. Hranici je mnoZina

pro eliptické PDR ST = 0f) X [O, T]-

Okrajové podminky

Elao%c;hy—Dirichletova ( Uy — OéA/U/ — f \' QT
u(x,0) = g(x) na Q2 (25)

Slaba formulace pro
Cauchy-Dirichletova —
v u(o,t) =0 na St

_/\

hyperbolické PDR
tloha \

Typy FeSeni

Klasické

S kde o« > 0.
Ve smyslu distr.

Slabé nebo var.

Numerické metody

P¥iklady nékterych
konkrétnich modeld
a jejich reseni
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Matematické
zaklady teorie PDR

Matematicka
formulace dlohy
Varia¢ni formulace
pro eliptické PDR
Okrajové podminky
Slaba formulace pro
evoluéni rovnice

Slaba formulace pro
hyperbolické PDR
Cauchy-Dirichletova
tloha

Typy FeSeni
Klasické

Silné

Ve smyslu distr.
Slabé nebo var.

Numerické metody

P¥iklady nékterych
konkrétnich modeli
a jejich reseni

Cauchy-Dirichletova uloha

/Q (%, H)o(x)dx — a /Q Au(x, t)o(x)dx =
/Q f(x, Hv(x)dx .

Integraci per partes druhého &lenu dostaneme

/Q (%, )v(x)dx + a /Q Vu(x, ) Vo(x)dx =

/Q F(x, )v(x)dx .

e >~ . J[mumy
Y o )
et !gf i< §§r . =ma
EVROPSKA UNIE ¥ L TN
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modelovani

Matematické
zaklady teorie PDR

Matematicka
formulace dlohy
Varia¢ni formulace
pro eliptické PDR
Okrajové podminky
Slaba formulace pro
evoluéni rovnice

Slaba formulace pro
hyperbolické PDR
Cauchy-Dirichletova
tloha

Typy FeSeni
Klasické

Silné

Ve smyslu distr.
Slabé nebo var.

Numerické metody

P¥iklady nékterych
konkrétnich modeld
a jejich reseni

Cauchy-Dirichletova uloha - pokracovani

Uvazujme funkci u = u(x,t) jakoZto funkci ¢asu t s
hodnotami v néjakém vhodném Hilbertové prostoru V':

u: 0, T = V.

Rovnici muZeme prepsat do tvaru:

/Q a(t)vdx + a /Q Vu(t)Vudx = /Q f(t)vdx .

N\

)
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Matematické
zaklady teorie PDR

Matematicka
formulace dlohy
Varia¢ni formulace
pro eliptické PDR
Okrajové podminky
Slaba formulace pro
evoluéni rovnice

Slaba formulace pro
hyperbolické PDR
Cauchy-Dirichletova
tloha

Typy FeSeni
Klasické

Silné

Ve smyslu distr.
Slabé nebo var.

Numerické metody

P¥iklady nékterych
konkrétnich modeld
a jejich reseni

Cauchy-Dirichletova uloha - pokracovani

P¥irozenym prostorem pro u(t) je V = H;(f2) pro skoro
véechna t € |0, T'], pFirozenou volbou pro u(t) je prostor
H~1(Q). Nasledng, prvni integral je tfeba interpretovat jako

(a(t), v)+

kde (-, -), znamena dualitu mezi prostorem H(Q) a

prostorem H;(12).

N\

)
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Matematické
modelovani

Matematické
zaklady teorie PDR

Matematicka
formulace dlohy
Varia¢ni formulace
pro eliptické PDR
Okrajové podminky
Slaba formulace pro
evoluéni rovnice

Slaba formulace pro
hyperbolické PDR
Cauchy-Dirichletova
tloha

Typy FeSeni
Klasické

Silné

Ve smyslu distr.
Slabé nebo var.

Numerické metody

P¥iklady nékterych
konkrétnich modeld
a jejich reseni

Cauchy-Dirichletova uloha - pokracovani

Pak mame:
Funkce u € L?(0,T; V) se nazyva slabym ¥eSenim dlohy
(25), jestlize v € L*(0,T;V) a :

1. pro kazdé v € V,
(a(t), v)s + a(u(t), v) = (f(£),v)o
pro skoro viechna t € [0, T.

2. u(0) =g.

* % % =~ a® {l\\ll\\ly
e -
EVROPSKA UNIE ¥ LTI
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Matematické
zaklady teorie PDR

Matematicka
formulace dlohy
Varia¢ni formulace
pro eliptické PDR
Okrajové podminky
Slaba formulace pro
evoluéni rovnice

Slaba formulace pro
hyperbolické PDR
Cauchy-Dirichletova
tloha

Typy FeSeni
Klasické

Silné

Ve smyslu distr.
Slabé nebo var.

Numerické metody

P¥iklady nékterych
konkrétnich modeld
a jejich reseni

Cauchy-Dirichletova uloha - pokracovani

Plati existen¢ni véta:
Bud f € L?(0,T;L*(Q)) a g € L*(Q). Pak u je
jednoznalné ¥esSeni dlohy (25). Navic

2C7%,

T
HU(t)H%+Oz/O lu(®)llidt < HgHoﬂLT Hf()H%dt

pro kazdé t € [0,T], a

T T
/O la()|Pdt < 2allg]]2 + 4C% / 1F ()2t |

kde C'p je Poincarého konstanta.

e ~ . J[mumy

ol ¢ o

et !gf i< ;?r . =ma
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Matematické
modelovani

Matematické
zaklady teorie PDR

Matematicka
formulace dlohy
Variaéni formulace
pro eliptické PDR
Okrajové podminky
Slaba formulace pro
evoluéni rovnice
Cauchy-Dirichletova
uloha

Cauchy-Dirichletova
tloha

Typy FeSeni
Klasické

Silné

Ve smyslu distr.
Slabé nebo var.

Numerické metody

P¥iklady nékterych
konkrétnich modeld
a jejich reseni

Slaba formulace pro hyperbolické PDR

Sifeni vInéni v nehomogennim a anisotropnim médiu vede na
hyperbolické rovnice druhého ¥adu vzhledem k ¢asové

derivaci. Uved me jeji obecny tvar:

uy = div(A(x,t)Vu) + b(x,1) - Vu + ¢(x, t)u = f(x,1)

s tim, Ze a(x,t)£ - & > 0 & # 0 pro skoro vechna

(X7 t) S QT-

Teorie hyperbolickych rovnic je mnohem komplikovanéjsi,
nez teorie eliptickych ¢i parabolickych rovnic a proto se
omezime pouze na Cauchy-Dirichletovu tlohu

N\

)
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Matematické
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Matematicka
formulace dlohy
Variaéni formulace
pro eliptické PDR
Okrajové podminky
Slaba formulace pro
evoluéni rovnice
Cauchy-Dirichletova

tloha
Slaba formulace pro

hyperbolické PDR

Typy FeSeni
Klasické

Silné

Ve smyslu distr.
Slabé nebo var.

Numerické metody

P¥iklady nékterych
konkrétnich modeld
a jejich reseni

Cauchy-Dirichletova uloha

( Uy — AU = v Qr
¢ u(x,0) = g(x) ,u(x,0) = g'(x) na (26)
L ( ) =0 na ST

Budiz f € L2(0,T;V*) a g € V, ¢g' € H. Uloha nalezeni
slabého ¥e3eni znamend nalézt takové u € L*(0,T;V), Ze
0 € L20,T; H), i € L2(0,T;V*) a tak, %e

1. pro vdechna v € V' a pro skoro vdechna t € [0, T,

(i(t),v)s + A(Vu(t), Vo)o = (f(t),v)o ,
2. u(0) =g, 4(0) = g".

R e .-° {HHHHJ/_]
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Matematické
zaklady teorie PDR

Matematicka
formulace dlohy
Variaéni formulace
pro eliptické PDR
Okrajové podminky
Slaba formulace pro
evoluéni rovnice
Cauchy-Dirichletova

tloha
Slaba formulace pro

hyperbolické PDR

Typy FeSeni
Klasické

Silné

Ve smyslu distr.
Slabé nebo var.

Numerické metody

P¥iklady nékterych
konkrétnich modeld
a jejich reseni

Cauchy-Dirichletova uloha - pokracovani

Existencni véta, ktera zaru€uje jednoznacnost a korektnost,
ma nasledujici tvar:

Budi? f € L?(0,T;H), g€V, ¢g' € H. Pak

uw e L*(0,T;V) a tim pddem i v L?(0,T;V) je jednoznatné
feSeni tlohy (26). Navic

HuH%oo(O,T;V) + HuH%OO(O,T;H) + HuH%Q(O,T;V*) =

C 20 + gl + 119 1lG

kde C' = C(c, T).

e ~ . J[mumy

ol ¢ o

et !gf i< ;?r . =ma
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Matematicka
formulace dlohy
Variaéni formulace
pro eliptické PDR
Okrajové podminky
Slaba formulace pro
evoluéni rovnice
Cauchy-Dirichletova

tloha
Slaba formulace pro

hyperbolické PDR
Cauchy-Dirichletova
tloha

Klasické

Silné

Ve smyslu distr.
Slabé nebo var.

Numerické metody

P¥iklady nékterych
konkrétnich modeld
a jejich reseni

Typy fesSeni

Typy feSeni budeme ilustrovat na nasledujici uloze:
predpokladejme, Ze je dana oblast {2 C R"”, konstanta a > 0
a dvé redlné funkce ag, f : {2 — R. Ulohou je nalézt funkci

u, ktera spliiuje rovnici

—aAu+agu = f v

a jednu z obvyklych okrajovych podminek na 0f).

N\
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Matematické
zaklady teorie PDR

Matematicka
formulace dlohy
Variaéni formulace
pro eliptické PDR
Okrajové podminky
Slaba formulace pro
evoluéni rovnice
Cauchy-Dirichletova

tloha
Slaba formulace pro

hyperbolické PDR
Cauchy-Dirichletova
tloha

Typy FeSeni

Silné
Ve smyslu distr.
Slabé nebo var.

Numerické metody

P¥iklady nékterych
konkrétnich modeli
a jejich reseni

Reseni klasickeé

Klasickym FeSenim jsou dvakrat spojité diferencovatelné

funkce. Diferencidlni rovnice i okrajové podminky jsou
splnény v obvyklém bodovém smyslu. Jinymi slovy:

ue C'0)NC*HAO).

EVROPSKA UNIE
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Matematické
zaklady teorie PDR

Matematicka
formulace dlohy
Variaéni formulace
pro eliptické PDR
Okrajové podminky
Slaba formulace pro
evoluéni rovnice
Cauchy-Dirichletova

tloha
Slaba formulace pro

hyperbolické PDR
Cauchy-Dirichletova
tloha

Typy FeSeni
Klasické

Ve smyslu distr.
Slabé nebo var.

Numerické metody

P¥iklady nékterych
konkrétnich modeli
a jejich reseni

Reseni silné

Silné Yedeni je prvkem Sobolevova prostoru H?(2). Tudi?,
silné ¥eeni ma druhé derivace, které jsou prvky L*() ve

smyslu distribuci.

*

o " a
* * ®
* L]
* * ®
* gk o
EVROPSKA UNIE ¥
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Matematické
zaklady teorie PDR

Matematicka
formulace dlohy
Variaéni formulace
pro eliptické PDR
Okrajové podminky
Slaba formulace pro
evoluéni rovnice
Cauchy-Dirichletova

tloha
Slaba formulace pro

hyperbolické PDR
Cauchy-Dirichletova
tloha

Typy FeSeni
Klasické
Silné

Slabé nebo var.

Numerické metody

P¥iklady nékterych
konkrétnich modeld
a jejich reseni

ResSeni ve smyslu distribuci

Redeni ve smyslu distribuci pat¥i do prostoru L} () a

rovnice je splnéna ve smyslu distribuci:

loc

/{—ozuAgp + ag(X)uptdx = / fodx , Yo e D)
0 0

Okrajové podminky jsou splnény ve velice slabém smyslu.

N\

)

EVROKUNIEV f i Q\E 148 / 231




? B

Matematické
modelovani

Matematické
zaklady teorie PDR

Matematicka
formulace dlohy
Variaéni formulace
pro eliptické PDR
Okrajové podminky
Slaba formulace pro
evoluéni rovnice
Cauchy-Dirichletova

tloha
Slaba formulace pro

hyperbolické PDR
Cauchy-Dirichletova
tloha

Typy FeSeni
Klasické
Silné

Ve smyslu distr.

Numerické metody

P¥iklady nékterych
konkrétnich modeli
a jejich reseni

ResSeni slabé nebo variaéni

Slabé nebo variaéni Fefeni pat¥i do prostoru H'(2). Uloha je

v podstaté

PN " ..
* * ..
* * °
* * ** f °
EVROPSKA UNIE ¥

reformulace abstraktni varia¢ni dlohy.
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Matematické
zaklady teorie PDR

Matematicka
formulace dlohy
Variaéni formulace
pro eliptické PDR
Okrajové podminky
Slaba formulace pro
evoluéni rovnice
Cauchy-Dirichletova

tloha
Slaba formulace pro

hyperbolické PDR
Cauchy-Dirichletova
tloha

Typy FeSeni
Klasické
Silné

Ve smyslu distr.

Numerické metody

P¥iklady nékterych
konkrétnich modeld
a jejich reseni

ResSeni slabé nebo variacni - pokracovani

m /fejmé musi vSechny vySe uvedené typy FeSeni spliiovat

tzv. princip koherence, ktery fika nasledujici: jestlize
jsou vSechna data (oblast, okrajové podminky,
koecicienty, sily, atd.) a i FeSeni v prostoru C'°,
vSechny vySe uvedené typy feSeni musi byt
ekvivalentni. Tudiz vSechny neklasické typy feSeni jsou

zobecnénim feseni klasického.

i

NN

)

" [ )
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Matematické
zaklady teorie PDR

Matematicka
formulace dlohy
Variaéni formulace
pro eliptické PDR
Okrajové podminky
Slaba formulace pro
evoluéni rovnice
Cauchy-Dirichletova

tloha
Slaba formulace pro

hyperbolické PDR
Cauchy-Dirichletova
tloha

Typy FeSeni
Klasické
Silné

Ve smyslu distr.

Numerické metody

P¥iklady nékterych
konkrétnich modeld
a jejich reseni

ResSeni slabé nebo variacni - pokracovani

m V souvislosti s numerickym FeSenim, kdy je tfeba
kontrolovat chybu numerické metody, je potfeba
stanovit optimalni ¥ad regularity neklasickych feSeni.
Pfesnéji, budiz u neklasické ¥eSeni Poissonovy ulohy.
Pak vyvstdva otdzka: jak ovlivni regularita dat ag, f a
oblasti €2 regularitu feSeni? Ziskat vylerpdvajici
odpovéd na tuto otdzku je zna&n& nirotné a potrebuje

velice hluboké teoreticke vysledky.

N\

)

EVROKUNIEV f i 4\):% 151 / 231




Matematické

modelovani

Matematické
zaklady teorie PDR

Matematicka
formulace dlohy

Numerické metody

Metoda siti
Formulace

Analyza dlohy
Metoda koneénych
prvkia (FEM)
Galerkinova metoda
Cea-ova nerovnost
Postfehy

Véta o aproximaci
Trojuhelnikové prvky
vy$8ich stupnii

P¥iklady nékterych
konkrétnich modeli
a jejich redeni

INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVANI

Numerické metody

*
*

*
* g *
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Matematické
zaklady teorie PDR

Matematicka
formulace dlohy

Numerické metody

Formulace

Analyza dlohy
Metoda kone&nych
prvka (FEM)
Galerkinova metoda
Cea-ova nerovnost
Postfehy

Véta o aproximaci
Trojdhelnikové prvky
vy$Sich stupiii

P¥iklady nékterych
konkrétnich modeli
a jejich reseni

Metoda siti

Metoda siti patfi k nejstarSim numerickym metodam vibec.
Vychazi z celkové diskretizace ulohy a predpoklada, ze maji
vyznam bodové hodnoty ¥eSeni. To, a priori, predpoklada, ze
feSeni ulohy je dostate¢né hladké - ma dostateny podet
spojitych derivaci. Klasickym pfipadem je uloha, u které je
znamo, Ze existuje klasické feSeni. Rovnéz, vzhledem k
podstaté této metody, je relativné p¥imocare aplikovatelna v
pripadé oblasti s jednodussi geometrii. P¥istoupime nyni k

formulaci této metody.

N\
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Matematicka
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Numerické metody
Metoda siti

Analyza dlohy
Metoda kone&nych
prvka (FEM)
Galerkinova metoda
Cea-ova nerovnost
Postfehy

Véta o aproximaci
Trojdhelnikové prvky
vy$Sich stupnii

P¥iklady nékterych
konkrétnich modeli
a jejich reseni

Formulace

Pak pro aproximaci f (z) mame nap¥iklad tyto t¥i popularni
diferenni nahrady, které jsou vysledkem Taylorova rozvoje

funkce f:
( / z+h)—f(x
f(a:)%f(Jr})L f(x)
! f(x)—z(x—h)
f(z+h)—f(z—h)
\ 2h )

(27)

Nahrady se postupné nazyvaji dopredna, zpétna a centralni.
Druhé derivace funkce f se obycejné aproximuji centralni

diferenci 2. fadu

z fle+h)—2f(z) 4+ flz —h)

f'(@) ~ N

N\
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Metodu siti budeme pro jednoduchost analyzovat na

nasledujici tloze

u(0,t) =u(m,t) =0 0<t<T
u(x,0) = up(x) .

'\

\

U = Vg, + f(x,t) v [0,7] x [0,7]

(28)

Diferencidlni rovnice miize representovat napf. vedeni tepla.
Predpokldddme, Ze v > 0 je konstantni a f, ug jsou zadané
funkce. Rovnice (28) tedy representuje parabolickou rovnici.
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Zajima nds priblizny vypodet feSeni v sitovych bodech.
OznaCme symbolem v" pFibliznou hodnotu ¥eSeni

u?" = u(w;,t,) spocitanou z diferentnich ndhrad. Oznatme
jesté f" = f(x;,ty) a v = vhy/h;. Nyni uvedeme t¥i tzv.
sitova schémata podle toho, jakou diferenéni ndhradu pro

vypocet derivaci pouzijeme.
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1. Explicitni metoda
Casova derivace je nahrazena doptfednou nahradou, druha
prostorova derivace je nahrazena centralni nahradou druhého

fadu. Pak dostavame:

(L _ym —’Um’l)
A _ U 2h2+31_|_fm

{ 1< <N, -1, 0<m< N, —1, (29)
vy = vy, =0, 0<m< N

\ v;):uo(a;j), 0<j<N,.

Vidime, Ze je-li ¥eSeni v ¢asovém kroku t = t,,, spocteno,
muZeme explicitné spocitat feSeni v ¢asovém kroku
t =t,.1. Tudiz, dopredné schéma je explicitni metoda.

R\ e
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® a Formulace - pokracovani

Matematické 11 4
Matematicl 2. Implicitni metoda
Matematick Casova derivace je nahrazena zpétnou ndhradou, druhd
zaklady teorie , . . s Ve s
termaticks prostorova derivace je nahrazena centralni nahradou druhého
formulace tlohy fadu. Pak dostavame:
Numerické metody
Metoda siti p vm_vm_l _2vm+v
S J J — J+1 j—1 + fm
Analyza dlohy hs — h2
Metoda kone&nych
prvkii (FEM) < I1<73<N,—-1,0<<m <N, —1,
Galerkinova metoda
Cea-ova nerovnost Ug’b — /U]ﬂ\} — O O S m § Nt
Postrehy 0o ( )
Véta o aproximaci \ vj — Ug ZE] y
Trojdhelnikové prvky
vysSich stupnid (30)
P¥iklady nékterych
konkrétnich modeli .
a jejich regeni O S ] S NZB
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Tato diferenéni rovnice se da prepsat do tvaru

(1+ 27“)1);-” — T(Uﬁ_l + v;fn_l) = v;-”_l + he f (31)

1<) <N, =1, 1<m< Ng.

Vidime, Ze je-li ¥eSeni v ¢asovém kroku t = t,,_1 spocteno,
musime k ziskani feSeni v ¢asovém kroku t = t,,, resit
tridiagonalni systém fadu N, — 1. TudiZ, dopfedné schéma je

implicitni metoda.
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3. Crank-Nicolsonova metoda

Casova derivace je nahrazena centrdlni ndhradou v bodé

(2, tj_1/2) centrdlni formuli

u(), tm) — w2, tm—1)

Ut(fjatm—1/2) ~

hu

Druha prostorova derivace je nahrazena centralni nahradou

druhého ¥adu
u:v:c(xja tm—l/Z) ~

N\
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a poté jesté aproximujme hodnoty v polovi¢nich ¢asech
primérem:

/G

w(xj, tm_1/2) = (w(xj, t) + u(z), tym_1))/2 ,atd.

Zde je f"-n_l/2
stfedni hodnotou (f;"

o7y m—1 (v =20 T (TS =20 T e m—1/2
j htj — Vit j—1 Qh%-l-l J j—1 + f
1<j<N,—1,0<m< N,

vyt = vy, =0, 0<m< Ny
0 .

v = UQ(CEj), 0<j <N,

(32)

f(x;,tm-1/2), kterézto se n&€kdy nahrazuje

+f7"7)/2.
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Tato diferenéni rovnice se da prepsat do tvaru

(1+5)v)" — 5(vfy +vjy) = (1= g)vi ™ (33)

r /2
-|—2( D+ htfm /
Vidime, Ze Crank-Nicolsonova metoda je taktéz implicitni
metodou a v kaZzdém casovém kroku je tfeba Fesit

tridiagonalni systém ¥adu N, — 1.

]_|_1 _|_U

* % % =~ a® {l\\ll\\ly
e -
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Pro jednoduchost uvazujme homogenni tlohu (28):

I\

U = Vlgy v [0,7] x [0,T]
uw(0,t) =u(m,t) =0 0<t<T

L u(2,0) = up(x) .

PN " ..
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Abstraktni formulace. Bud V' Banachiv prostor, V5 € V
husty podprostor V. Budiz L : Vo & V — V linearni
operator. Operator L je vétSinou neomezeny a jednim z
reprezentantl je diferencialni operator. Pro jednoduchost
uvazujme homogenni tlohu (28):

{ dl;—gﬂ:Lu(t), v 0<t<T (35)
u(x,0) = up(x) .

Tato uloha taktéZ representuje pocate¢né-okrajovou ulohu s
homogennimi okrajovymi podminkami, pokud jsou tyto
zahrnuty v definici prostoru V' a operatoru L.
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Funkce u : [0,T] — V je feSenim pocatecni ulohy (35),
jestlize pro kazdé t € [0,T] je u(t) € V4,

lim
At—0

1
Kt(u(t + At) —u(t)) — LU(t)H =0,

a u(0) = ug. V definici je limita mys$lena jako limita zprava,
je-li t = 0 a jako limita zleva, je-lit =1

Pocate¢ni uloha (35) je korektné definovana, jestlize pro
kaZzdé ug € V) existuje jediné ¥eSeni u = u(t) a toto FeSeni
zavisi spojité na pocatecni podmince: existuje konstanta ¢
takovd, Ze jsou-li u(t) a w(t) dvé feSeni pro pocatecni
podminky ug, ug € Vy, pak

sup |u(t) —a(t)lly < colluo —Tollv -

0<t<T
EVROPKA UNIE f g\):la
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Predpokladejme od tohoto okamziku, Ze nase uloha je

korektné definovana. Oznacime FeSeni jako

u(t) = S(t)ug, ug € Vp

Z linearity operatoru L plyne linearita operdtoru S(t).
Operator S(t) ma zjevné nazorny vyznam generatoru

trajektorie z dané pocatecni podminky.
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Nyni zavedeme abstraktni metodu siti, ktera je definovana
jednoparametrickou mnoZinou stejnomérné omezenych
linedrnich operatort

C(At)V—>V,O<At§At0,

kde At je zafixované &islo. MnoZina {C(At) bocar<ar, S€
nazyva stejnomérné omezena, jestlize existuje takova
konstanta ¢, Ze

IC(AD)]| < ¢ VAL e (0, At .

P¥iblizné YeSeni je pak definovdno takto:

uad(mAL) = C(A)™ug, m=1,2, -

e ~ . J[mumy
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/avedeme dileZitou vlastnost teorie diferenénich metod:
Konzistence.

Diferenéni metoda se nazyva konzistentni, jestlize existuje
husty podprostor V. prostoru V' tak, Ze pro vSechna ug € V.
a jim odpovidajici feSeni u tlohy (35) mdme

1
Kt(C(At)u(t)—u(t—I—At))H = 0 stejnomérné v |0, 7] .

lim
A—0

V pfipadé doptedné nahrady definujme operator C'(At)
predpisem

C(At)v(z) = (1 —2r)v(x) + r(v(x + Ax) + v(x — Ax))

kde Az = \/vAt/r. ldentifikujeme At s h; a Az s h,.

e ~ . J[mumy
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Potom je C'(At) : V' — V linedrnim operdtorem a plati, Ze

|C(At)v|ly < (|1 —2r| 4 2r)|v|ly YveV.

|C(AD)|| < |1 =27+ 2r,

(36)

a tudiZ mnozina {C(At)} je stejnomérné omezena.

Diferen¢ni metoda je

unr(tm) = C(ADuatay (tm1) = C(A)™ g .

Aplikaci Taylorova rozvoje Ize dokazat, Ze dopredné schéma

je konzistentni.
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Pro zpétnou nahradu dostavame

(14 2r)uae(z, t + At) — r(ua(x — Az, t + At)+

uAt(:E + A:Ea t+ At)) — U’At(xv t) )

kde Az = \/vAt/r. Stejné jako v pfedchozim pFipadé,
dostdvame, Ze mnozZina {C(At) }o<at<ar, j€ stejnomérné

omezena a zpétna nahrada je konzistentni.
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Konvergence.

Diferenéni metoda je konvergentni, jestlize pro kazdé fixni

t €0, T] a kazdé ug € V mame

lim _[[(C(At:)™ = 5(t)uoll = 0]

Ati—>0

kde {m;} je posloupnost pfirozenych &isel a {At;} je
posloupnost ¢asovych kroki tak, ze lim; ... m;At; = t.
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Stabilita .

Diferen¢ni metoda je stabilni, jestlize operatory

(C(AD™|0 < At < Atg, mAt < T}

je stejnomérné omezen3, tj. existuje konstanta M, > 0 tak,

Ze

IC(AD)™ vy < My ¥m: mAt < T, YAt < At .
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Nyni jiz mizeme formulovat centralni vysledek této ¢asti:

Laxova véta o ekvivalenci.

P¥edpokladejme, Ze pocate¢ni tloha (35) je korektni. Pro
konzistentni diferenéni metodu plati, Ze pojem stability je

ekvivalentni s pojmem konvergence.
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Disledkem Laxovy véty je nasledujici véta o rfadu

konvergence:
Rad konvergence.

Necht jsou spln&ny predpoklady Laxovy véty. Je-li v YeSeni s
pocatecni podminkou ug € V, pro které plati

sup C(At)u(t) — u(t + At)

0<t<T At

pak plati odhad chyby

|C(A) up —u(t)l| < c(At)",

< c(At)”

VAt € (0, Aty ,

kde m je pFirozené Cislo takové, Ze plati mAt =t.
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V ptipad€ dopfedné metody predpokladejme r» < 1/2. Pak z

(36) plyne, Ze |C(At)]

IC(AL)™

< 1 a tedy

<1, m=12,- -

Tudiz, za podminky r < 1/2 je dopfednd metoda stabiln.
ProtoZe je schéma konzistentni, je | konvergentni:

lHm  |Juag(:

At;—0

jakmile limAti_ﬂ) mZAtz

,mZAtz) — ’LL(,t)HV =0 y

= 1.

Tudiz, za podminky r < 1/2 je dopfedné schéma stabilni a
konvergentni - mluvime o podminéné stabilité a
podminéné konvergenci.
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V pfipadé zpétné nahrady je pro kazdé r ||[C'(At)|| < 1. Pak

Jj€
lcan™] < 1,

Ym

TudiZ zpétné schéma je nepodminéné stabilni a tedy i

nepodminéné konvergentni.
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Metoda koneénych prvki (FEM)

Metoda konecnych prvki je bezesporu nejpopularngjsi
numerickou metodou vyuzivanou v inZenyrské praxi, ktera se
v soucasné dobé pouZziva p¥i feSeni eliptickych okrajovych
Uloh. Potfeba fesit komplexni problémy elasticity a
strukturalni problémy v civilnim a leteckém inzenyrstvi
vyustily hlavné v praci Richarda Couranta (1942), kde byla
poprvé uvedena myslenka rozdéleni spojité oblasti na
mnozinu diskrétnich podoblasti. Courant rozdélil oblast na
kone¢né trojuhelnikové podoblasti, aby mohl vyresit eliptické
PDR 2. ¥adu, které byly disledkem modelovani torze valce.
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Metoda koneénych prvki (FEM) -
pokracovani

AZ zhruba do prelomu Sedesatych a sedmdesatych let 20.
stoleti se metoda pouzivala na zakladé heuristickych dvah.
/Zlom nastal v roce 1968, kdy Prof. Milos Zlamal, ktery
pusobil na VUT v Brné, publikoval v ¢asopise Numerische
Mathematik ¢lanek " On the finite element method”, ktery je
mozné pokladat za skute¢ny zrod FEM. Postupné v dalSich
letech ZIamal publikoval sérii velice hlubokych ¢lanki (47) se
zamérenim na podstatu FEM - vliv geometrie diskrétnich
podoblasti na existenci a konvergenci diskrétni tlohy.
Ackoliv je FEM nejCastéji aplikovanou numerickou metodou
v oblasti diferencidlnich rovnic, pfesto do dne3ni doby
zlistava v této oblasti mnoho dosud nefeSenych problémi.
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Galerkinova metoda

Plvodné (Courant) FEM vychazela z Ritzovy metody, ale
zahy byla jako zaklad pfijata mnohem obecnéjsi Galerkinova
metoda, kterd se ve specidlnim prfipad& pozitivné definitnich
operatort shoduje s metodou Ritzovou. Vzhledem k tomu,
ze Galerkinova metoda lezi v zakladech FEM, kratce ji
pfipomeneme.

Galerkinova metoda.

Galerkinova metoda vytvati obecné prostredi pro aproximaci
linedrnich operatorl ve kterém je FEM pouze specidlnim
pripadem.

Budiz V' Hilbertiv prostor, a(-,-) : V' x V — R budiz
bilinedrni forma a £ € V'. UvaZujme nésledujici tlohu

uweV, a(u,v)=Lv) YveV.
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Galerkinova metoda - pokracovani

P¥edpokladejme, Ze a(-,-) je omezena

a(u, v)] < Mllully [lvllv - Vu,v eV, (38)

a V-elipticka

la(v,v)] > collul} YveV.

(39)

7/ Ve

Potom, v dusledku Lax-Milgramovy véty ma varia¢ni tloha

(37) jednozna&né Feseni.
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Galerkinova metoda - pokracovani

V Uplné obecnosti nelze nalézt exaktni YeSeni tlohy (37),
protoze prostor V' je nekonecné-dimensionalni. P¥irozenou
cestou, jak tuto Ulohu ¥esit, je konstruovat pfiblizna feSeni v
kone¢né-dimensionalnim prostoru, Cili fesit
kone¢né-dimensiondlni analogii dlohy (37). Tedy, budiZ

Vy € V né&jaky N-dimensiondini podprostor. Projektujme
tlohu (37) na Vy:

=L(v) YveVy. (40)

uy € Vi, aluy,v)

P¥edpoklad omezenosti bilinedrni formy a(-,-), jeji
V-elipticity a toho, Ye £ € V' umoZiiuje aplikaci
Lax-Milgramovy véty a diisledkem je, Ze tloha (40) ma

jednoznadné fesSeni uy.

e ~ . )
e e Bl
EVROPSKA UNIE ¥ S

181 / 231



? B

Matematické
modelovani

Matematické
zaklady teorie PDR

Matematicka
formulace dlohy

Numerické metody
Metoda siti
Formulace
Analyza dlohy

Metoda kone&nych
prvka (FEM)

Cea-ova nerovnost
Postfehy

Véta o aproximaci
Trojdhelnikové prvky
vy$8ich stupnii

P¥iklady nékterych
konkrétnich modeli
a jejich reseni

Galerkinova metoda - pokracovani

Ulohu (40) maZeme vyjad¥it ve tvaru linedrniho systému.
Budiz {¢;}Y | base kone¢n&dimensiondlniho prostoru Vy.

Pak miZeme psat
N
Un = ijﬁbj
j=1

a vyjadireme kazdé v € Vi v basi ¢;. Vysledkem je, Ze dloha
(40) je ekvivalentni nasledujicimu linedrnimu systému

Ac=b. (a1)
kde £ = (&;) € RY je nezndmy vektor,
A= (a(g;,p;)) € RYN je tzv. matice tuhosti a
b= (L(¢;)) € RY je tzv. vektor zatiZeni.
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Galerkinova metoda - pokracovani

P¥ibliZzné YeSeni upy se obecné lisi od presného feSeni w.
Abychom zvétsili presnost, je logické hledat p¥iblizné feSeni
ve vétSim prostoru V. Uvazujme proto posloupnost
podprostorli Vi, & Vi, & --- £ V a spolitejme odpovidajici

aproximace uy, € V., t=1,2,3,---. Tento pravé
popsany postup se nazyva Galerkinova metoda.
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Cea-ova nerovnost

Dilezitym vysledkem pro pouziti Galerkinovy metody je

nasledujici véta:
Cea-ova nerovnost

Predpokladejme, Ze V je Hilbertlv prostor, Viy € V je

podprostor, a(-,-) je omezend a V-elipticka bilinedrni forma

naV,a L €V . Necht u €V je ¥edenim tlohy (37) a

uy € Vi je Galerkinovska aproximave definovana v (40).

Pak existuje konstanta c takova, ze

v —unlly < ¢ inf |[ju—oly

veEVN
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Cea-ova nerovnost - pokracovani

Definice metody koneénych prvki je az prekvapivé
jednoducha:

jestlize podprostor 1y je tvofen po ¢astech
polynomialnimi funkcemi p¥itazenych diskretizaci dané
oblasti, stane se Galerkinova metoda metodou
kone¢nych prvku.

O co je definice FEM jednodussi, o to vice je
komplikovanéjsi analyza jednotlivych ingredienci, ze kterych
se definice sklada.
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Postiehy

Postrehy.

Vidéli jsme, Ze Galerkinova metoda pro linedrni okrajové
ulohy vede na ulohu FeSeni soustavy linearnich rovnic. Je
znamo, Ze dulezitou roli p¥i ¥eseni soustavy linedrnich rovnic
hraji prvky matice A. Dilezitou roli md podminénost
matice, charakterizovana ¢islem podminénosti

cond(A) = ||[A71]] ||A]|. Je-li toto &islo malé, nazyva se
matice A dobfe podminéna, je-li toto &islo velké je matice
A Spatné podminéna a z praktického hlediska je ¢asto

nemoZné nalézt v tomto pFipadé FeSeni.
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DalSim z hledisek je hustota prvki v matici A. Matice A se
nazyva Fidka, je-li vétsSina jejich prvki nulova, v opacném
pfipadé se nazyvad husta. Ridkost matice tuhosti ma dv&
vyhody: prvky matice tuhosti vznikaji integraci basovych
funkci na oblasti a na hranici coZ je ¢asto ¢asové naro¢na
numericka operace. Dalsi vyhodou ¥idké matice je fakt, ze
Ize v pocitaci uchovavat pouze nenulové prvky a soustavu
linedrnich rovnic poté fesit mnohem efektivnéji iteraénimi

metodami.
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Abychom dostali fidkou matici, musime velice peclivé zvolit
kone¢né-dimensionalni aproximacéni prostory a basové funkce
na nich: nosi¢ (support) bazovych funkci by mél byt co
nejmensi a dale pocet bazovych funkci jejichZ nosice se
protinaji s vnittkem nosice libovolné jiné bazové funkce by
mél byt také co nejmensi. Tato kritéria spliuji po ¢astech
hladké funkce, nékdy nazyvané splajny (splines).
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Postiehy - pokracovani

Konvergenci FEM muZeme docilit bud zmen%ovanim prvki
déleni oblasti (a tim padem zvySovanim jejich poltu a tim i
dimense matice tuhosti), tj. zjemiovanim sit&, nebo
zvySovanim stupné polynomu v, po ¢astech polynomidlni,
funkci (to ma za ndsledek naroénéjsi proces integrace pfi
ziskani prvkid matice tuhosti) anebo obojim zplisobem.
Efektivni volba mezi témito tfemi moznostmi zavisi na
apriorni znalosti regularity presného feSeni u ulohy. Zhruba
feCeno: v Casti oblasti, kde je FfeSeni dostate¢né hladké jsou
mnohem efektivnéjsi polynomy vy3siho fadu na velkych
podoblastech, zatimco v ¢astech, kde ma presné feseni
singularity, je vyhodné;si volit polynomy niZsiho fadu a
lokdIn& zvolit mendi podoblasti - zjemnit sit.
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/ diuvodu v literature zavedenych konvenci oznacime prostor

Vi Jako V. Pak miZeme dlohu FEM prepsat takto:

u, € Vi, a(uh,vh) — [,(Uh) Yu, € Vj,

(42)

Oznatime-li jeSté 11, projekci prostoru V' na podprostor V,

dostava Cea-ova nerovnost tvar

lu —unllv < cllu—1Ilhul

|4
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Nyni nadefinujeme, co minime kone¢nym prvkem:

Koneénym prvkem se nazyva bud prvek diskretizace dané
oblasti anebo nékdy trojice (prvek diskretizace dané oblasti,
uzlové body na tomto prvku, interpola¢ni polynom s danymi

interpolaénimi body).

Analyzu diskretizované ulohy provedeme, stejné jako jsme to
délali v pripadé metody siti, na vzorovém pftikladu.
Na polygonalni oblasti 2 C R? uvaZujme okrajovou tlohu

{ ~div(p(z,y) grad u) + q(v,y) u = f(z,y), v Q

au+p%:g

na Of) .
(43)
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Predpokladejme, Ze jsou splnény predpokla

dy

Lax-Milgramovy véty v p¥ipadg, ze V = H'(Q) a tedy
funkce u je jedinym slabym ¥eSenim ulohy (43). V nasem

pripadé tedy mame

a(u,v) = /Q(p grad u - grad v + quv)dx + /aQ ouvd(0S2) |

Fv) = /Q fodx + /a _gud(09)

Slabé ¥eseni tlohy (43) je dano nasledujici rovnosti:

a(u,v) = F(v) Yv e H(Q).

(44)
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P¥iblizné YeSeni llohy (44) v prostoru V}, je takova funkce

up, € V3, spliiujici rovnost
a(up,vy) = F(v,) Yo € H(Q) .

pro kazdou funkci v, € V.
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Zvolme triangulaci oblasti 2 C R%. Oblast aproximujme
sjednocenim kone¢ného poctu trojuhelniki. Mnozinu

E:{TDT%'” 7TS}

trojuhelnikd Ty budeme nazyvat pFipustnou triangulaci

7/

oblasti €2, jsou-li splnény ndsledujici podminky:

(i) Q= U§:1 T, (€2 se predpoklada polygonalini),

(i1) Jsou-li T}, T, dva r(zné trojuhelniky triangulace 7T, pak

jejich vnitfky maji prazdny prunik,

(iii) Pro kazdé s =1,2,---,5 je kazdd strana T, bud &asti
hranice 02, nebo stranou jiného trojlhelnika z 7},.
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Konstrukce vhodné p¥ipustné triangulace dané oblasti ) neni
trividlni operace. Z teoretickych vysledkl plyne, Ze je

potfeba dodrzovat nasledujici pravidla:

1. nepouzivat trjuhelniky s velmi malymi nebo velmi

velkymi vnitfnimi thly

2. v téch ¢astech oblasti €2, kde se naptiklad v disledku
singularity ¥eSeni olekavaji velké zmény v chovani feSeni
dané ulohy pripadné jeho derivaci, zvolit jemné;si
triangulaci (v&tsi poet mensich trojlhelnika).

N\

)

EVROKUNIEV f i Q\E 195 / 231



? B

Matematické
modelovani

Matematické
zaklady teorie PDR

Matematicka
formulace dlohy

Numerické metody
Metoda siti
Formulace

Analyza dlohy
Metoda kone&nych
prvka (FEM)
Galerkinova metoda
Cea-ova nerovnost

Véta o aproximaci
Trojdhelnikové prvky
vy$8ich stupnii

P¥iklady nékterych
konkrétnich modeli
a jejich resenfi

Postiehy - pokracovani

Kromé vrcholl trojuhelnikd T se v take pf¥i konstrukci
diskrétni ulohy pouzivaji dalsi body trojuhelniku 75 jako jsou
napfiklad stfedy stran nebo tézisté. Mnoziné vSech
takovychto bodi ¥ikdme uzly triangulace. Uzly lezici na 0f2
nazyvame hrani¢nimi uzly. V uzlech triangulace zadavame
hodnoty koeficientd rovnice &i okrajovych podminek a
hodnoty pravych stran. Soucasné v nich hleddme hodnoty
pribliZného FeSeni pripadné hodnoty derivaci p¥iblizného
feSeni. VSem témto hodnotam se ¥ika uzlové parametry.
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Za uzly triangulace volime vrcholy trojuhelniki. Vrcholy
trojihelniku T, oznaéme M3, M3, M. Cislovani vrcholi
provadime vZdy v kladném smyslu, tj. proti sméru
hodinovych rucitek. KaZdy vrchol (uzel) ma tedy lokalni
index, vazany na cislo trojuhelniku a soucasné globalni index,
ktery uréuje misto v poradi vSech vrcholu, uzli.

Necht M, je uzel triangulace ( n je globalni index).
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Po &astech linearni bazova funkce v, = v, (z,y)
prislusnd uzlu M,, je definovdna takto:

1. nad kazdym trojihelnikem T, jehoZ jeden z vrcholl je
M.,,, je linearnim polynomem tvaru

Né(x,y) =a® + b’z + c’y

2. spliiuje interpolaéni podminky

U'n(Mn) =

3. je nenulova pouze na téch trojuhelnicich, jejichz

17 U’n(Mm) —

0

Vm #n

spole¢nym vrcholem je uzel M,,. Tyto trojuhelniky tvofi nosi¢

- support funkce v,, .

" [ )
* ¥ e
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* * °
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Takto definované bazové funkce vy, vg, - - -

prostoru je rovna poctu uzll triangulace.

,on (N je polet
uzl( triangulace) jsou spojité na €2 a tvofi linearné nezavisly
systém funkci. Linearni prostor vSech linearnich kombinaci

sestrojenych bizovych funkci ozna&me V,'. Dimense tohoto
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Plati V' ¢ H'(Q), tj. v, € H'(Q), n=1,2,--- N,
protoze derivace bazovych funkci existuji skoro viude a jsou
na vnitfku kazdého trojuhelniku konstantni. Funkce z
prostoru V' se nazyvaji linearni splajny (splines).
Libovolna funkce v, = v, (z,y) € V}' je spojitd a lze ji
vyjadrit ve tvaru linedrni kombinace bazovych funkci

N
vp(x,y) = Zanvn(x,y) . a, €ER .
n=1

N\
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Trojdhelnikové prvky
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Véta o aproximaci

V pripad& R? plati nasledujici dileZitd véta o aproximaci:
Necht 7}, je p¥ipustnd triangulace omezené (polygonalni)
oblasti €2, dale T, € T;, a Vh1 je linedrni prostor linedrnich
splajnti. Potom pro kaZdou funkci v € C?()) existuje jedina
funkce vy, € V3! uréend hodnotami v(M,,) v uzlech
triangulace takova, Ze plati

\v—vh\gMghQ v Q,

6Msh
Dly — Dlyy| < SVl

, uvnitr 15 |
sin (o)

kde My = maxo{|vizl|, [Vayl, |Vyyl}, R = maxs(diam T;) a
a je minimum velikosti dhld v&ech trojihelniki. Symbol D?
znadi bud v, nebo v,

e ~ . J[mumy
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P¥iklady nékterych
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Trojuhelnikové prvky vyssich stupnu

Kvadraticka bazova funkce na trojuhelniku 7T’

p2(377 Y) = ay + asx + asy + a2’ + aszy + agy”

bude na kazdém trojuhelniku jednoznac¢né urcena Sesti
uzlovymi parametry. Za uzly volime vrcholy a stfedy stran
trojuhelniku a uzlovymi parametry pak jsou funk&ni hodnoty
v téchto uzlech triangulace (v jednom uzlu zvolime hodnotu

1 ve zbyvajicich uzlech hodnoty nulové).
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Kubicka bazova funkce na trojuhelniku T’

p*(x,y) = a1 + axx + asy + asx” + asTY + a6y2 + a7x°+

+agz’y + agxy® + ayoy”

)

bude na kazdém trojuhelniku jednoznacné uréena deseti
uzlovymi parametry. Za uzly volime vrcholy a tézisté
trojuhelniku. Uzlovymi parametry jsou pak funkéni hodnoty
ve vrcholech a v téZisti trojuhelniku a hodnoty obou derivaci

ve vrcholech.
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Trojuhelnikové prvky vyssich stupnu -
© a ] Prvky vy P

pokracovani
Matematické f v 7 o v 7 . / /
modelovini Uloha (45), prostor kone&nych prvki V;! potastech linedrnich
o PDR bazovych prvki. Funkci uy, Ize tedy vyjadfit ve tvaru linedrni
Matematické kombinace po ¢astech linedrnich bazovych funkci:

formulace dlohy

Numerické metody

S
Metoda siti
Formulace uh — E Un’l}n ;
Analyza dlohy

Metoda kone&nych n=1

prvka (FEM)

Galerkinova metoda

Cea-ova nerovnost kde U,, = up(M,,) ~ u(M,) jsou hledané uzlové parametry.
Postfehy D k /7 |- V% ’ h .

Véta o aproximaci ostaneme pak system linearnich rovnic

P¥iklady nékterych A.h Uh — Fh ,

konkrétnich modeli
a jejich reseni

kde
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Trojuhelnikové prvky vyssich stupiu -
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Uh:[U17U27'“7US]T7 Fh:[F17F27"'7FS]T7

Fy, = F(v,) = /ﬂf(way)vn(:E?y)dfvdyﬂL/mg(fE,y)vn(flf,y)dF,

n=12---.5,

a Aj je symetrickd pozitivné definitni matice (matice
tuhosti) s prvky

Ak = a(Vp, Vy,) = /[p(:v, y) grad v, (z,y) - grad vy(x, y)+
Q

(@, y)ou (e, y)os(a, y)]dedy+ / ol )z pon(a, )

I = ot {mum
BE 7
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Analytické metody

Analytické metody budeme ilustrovat na metodé separaci
prom&nnych (Fourierova metoda). Bud ddna nasledujici
homogenni skaldrni vinova rovnice

PoloZme ®(x,t) = U(x)T'(t). Pak

1!
AU T
U T

Leva strana nezavisi na t a prava strana zase na x. Ma-li byt

rovnost splnéna, musi byt rovna konstanté. Oznaéme tuto

libovolnou konstantu jako —k?2.

e ~ . J[mumy
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Analytické metody - pokracovani

Pak se rovnost rozpadne na dvé rovnice:
AU+ EU=0 T + 3T =0
Obecné ¥eSeni ¢asové rovnice ma tvar
T(t) _ aleickt i aze—z'ckt 7

kde a;, as jsou libovolné konstanty. Bud k& = 0, &asova
zavislost vymizi a dostavame cistou Laplaceovu rovnici.
Hledejme FeSeni ve tvaru

Ulz,y,z2) = X(2)Y(y)Z(2)
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Matematické Pa k
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Matematické 8 X

zdklady teorie PDR 85132

2
+k:X(z)=0
Matematicka
formulace dlohy 62
P¥iklady nékterych ay
konkrétnich modeli
a jejich regen 82

Numerické metody

+ kY (y) =0

e vlee s tim, 2e k> + k2 + k2 = 0.
Elektrostatika a Y

elektrodynamika

Magnetron

Aplikace MKP

Auto

Aplikace MKP

Lokomotiva

o, ~ . {mum
P il 9
EVROPSKA UNIE ¥ L TN

209 / 231



? B

Matematické
modelovani

Matematické
zaklady teorie PDR

Matematicka
formulace dlohy

Numerické metody

P¥iklady nékterych
konkrétnich modeli
a jejich reseni

Mechanika proudéni
kapalin

Obtékani valce
vodou
Elektrostatika a
elektrodynamika
Magnetron
Aplikace MKP
Auto

Aplikace MKP

Lokomotiva

Analytické metody - pokracovani

P¥edpokladejme, Ze k7 > 0, k. > 0 a pak musi byt

ki = —(k; + k).
Pak obecné ¥eseni pro X (x),Y (y) je

X(SU) = aleikmx + age_ikx

X

Y (y) = a1e™Y 4 age " .

ProtoZe je k7 = — (k2 + k), 0, je obecné ¥eSeni Z(z) tvaru

Z(z) = asel®=  qge k=17

kde konstanty aq,--- ,ag musi byt ur¢eny tak abychom

dostali konkrétni feseni.
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Analytické metody - pokracovani

Dvoudimensionalni pfipad, kdy k7 = —k; = —k?. Geometrie
a okrajové podminky jsou definovany nasledujicim
zplsobem: na hranici « € |0, a| je definovan potencidl V4, na
hranici . =0y >0 anahraniciz =ay > 0
predpokladejme potencial nulovy stejné tak jako v
nekonelnu. Obecné ¥eSeni stacionarni tlohy je

U(z,y) = (aysin (kz) + ag cos (kz))(b1e™ + be ™) .

Dosazenim okrajovych podminek v =0avz =a
dostavame a; = 0 a aq sin (ka) = 0. Odtud plyne

ka =mm = k = =%, kde m je celé Cislo ruzné od nuly,
protoze nula by vedla na linearni feSeni , které nevyhovuje
okrajové podmince v nekonecnu.
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Analytické metody - pokracovani

/ okrajové podminky pro y = 400 plyne b; = 0. Odtud
plyne ka = mm = k = =%, kde m je celé Cislo ruzne od
nuly, protoZe nula by vedla na linearni feSeni , které
nevyhovuje okrajové podmince v nekonelnu. Stejné tak neni
potfeba uvazovat zaporné hodnoty m, protoze dochazi
pouze ke zméné znaménka teSeni. ZapiSme nyni obecné
feSeni jako superpozici pravé ziskanych feSeni

—X

U(x,y) = Z Cne” o Ysin mr
m=1

a
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Analytické metody - pokracovani

Dosadime-li nyni podminku pro y = 0, dostavame podminku
pro Fouriertiv rozklad predepsaného potencidlu V.

Dostavame ny
C,, = -0 om=1,3,5,---
mi

Substituujeme-li nyni tyto vysledky do obecného teseni,
dostaneme obecné ¥eSeni uvnitf uvaZzované oblasti ve tvaru

@)
4Vy 1 ma mm
U(x,y) = — E —e o Ygin | —u
T a
m=1,3,5,

Jak vidime, je analytické YeSeni moZné pouze v jednoduchych
pripadech a i pak je zdlouhavé.
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Ulohy mechaniky proudéni kapalin

Modelové rovnice v R? — Obtékani valce

v, 0v,, Op
p(v " + v, y) + " vAv, =0

ov ov Op
p(vxa—; -+ fuya—yy> + 3y vAv, =0

o v, Ov Ov
Ap+p[vx% + vy 5 +%8_; +v,—2| =0
Hustota média (voda) je p = 1000 kg/m?>, kinematick3
viskozita je v = 1 m?/s, na st&né& je okrajova podminka
(vz,vy) = (0,0), a je zadan tlakovy rozdil 10 Pa.
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Ulohy z oblasti elektrostatiky a
elektrodynamiky

Oblast je sloZena ze 4 ¢3sti: vnitfni dutina vyplnéna
vzduchem, vnéjSi magnet, vnitfni magnet a vnéjsi okolni
vzduch. Rovnice popisujici proces maji tvar

div(VA,/ 1+ Ny) =0

div(VA,/p+ Ny) =0

kde Ax, Ay jsou hledané slozky magnetického potencidlu A,
se predpoklada nulové. Permeabilita 1 = 1.0 se predpoklada
permeabilitou vzduchu, permeabilita vnéjsi vrstvy je rovna
1000, permanentni sila magnetu 10000. Vektor magnetické
indukce je B =rot(A,, A,,0), a kone¢né

N, =(0,M,,0) N, = (—M.,,0,0), kde magnetizace je
zadana.
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