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modelováńı
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Matematickým modelem máme na mysli soustavu rovnic
anebo jiných matematických vztahů zachycuj́ıćıch podstatné
vlastnosti komplexńıch p̌rirozených nebo uměle vytvǒrených
systémů za účelem jejich popisu, p̌ŕıpadně p̌redpovědi jejich
chováńı a ř́ızeńı jejich časového vývoje. V minulosti byla tato
oblast nazývána rovnicemi matematické fyziky, avšak v
současné době už zdaleka neńı zúžena pouze na fyziku a
chemii, ale hluboce zasahuje i do takových oblast́ı, jako jsou
finance, biologie, ekologie, medićına, sociologie, atd.
Matematické modelováńı následované numerickými
simulacemi a posléze experimentálńımi testy, se stalo
obecným p̌ŕıstupem zcela nutným pro rozvoj inovaćı a v
neposledńı řadě motivovaným ekonomickými faktory.
Je zcela žrejmé, že bez současné výkonné výpočetńı techniky
by toto bylo zcela nemožné.
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Úvod - pokračováńı

Matematické
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Obecně je konstrukce matematických model̊u založena na
dvou základńıch p̌ŕıstupech, kterými jsou: obecné zákony a
konstitutivńı vztahy.
Obecné zákony vycházej́ı z mechaniky kontinua a jsou
representovány zákony zachováńı či rovnováhy, jako nap̌r.
hmoty, energie, lineárńıho momentu, atd. Konstitutivńı
vztahy jsou původem experimentálńı povahy: Fourier̊uv
zákon pro vedeńı tepla, Fick̊uv zákon pro difuzi, atd.
Obecné zákony + konstitutivńı vztahy = parciálńı
diferenciálńı rovnice (PDR) anebo jejich systém.
Vzhledem k tomu, že je nutné ještě respektovat prosťred́ı,
ve kterém modelováńı provád́ıme, muśıme k PDR ještě
zahrnout okrajové podḿınky, p̌ŕıpadně i časové počátečńı
podḿınky.
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Zjevně historicky prvńı doložené použit́ı PDR se objevilo v
roce 1719 v práci Nicolause Bernoulliho. Daľśı významný
p̌ŕınos do teorie PDR p̌rinesl Sir Isaac Newton v jeho práci
The Method of Fluxions, která vyšla v roce 1736. Postupně
nastává rozkvět oblasti spojené s teoríı a aplikacemi PDR
spojený se jmény jako Jean le Rond d´Alembert
(1717-1783), Leonard Euler (1707-1783), Pierre Simon de
Laplace (1749-1827), Adrien-Marie Legendre (1752-1833)
Joseph Fourier (1768-1830), George Green (1793-1841),
Michel Ostrogradsky (1801-1861) a postupně celá plejáda
významných matematik̊u a fyzik̊u až po dnešńı dobu.



INVESTICE DO ROZVOJE VZDĚLÁVÁŃI
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6 / 231

F (x1, . . . , xn, u, ux1 , . . . , uxn , ux1x1 , ux1x2 , . . . , (1)

uxnxn , ux1x1x1 , . . .) = 0

kde neznámá u = u(x1, . . . , xn) je funkce n proměnných a
uxj

, . . . , uxixj
, . . . jsou jej́ı parciálńı derivace. Nejvyš̌śı řád

derivace neznámé funkce u, který se v rovnici vyskytuje, se
nazývá řád rovnice.
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Věta o transportu
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Systémem parciálńıch diferenciálńıch rovnic je následuj́ıćı
vztah:

F(x1, . . . , xn,u,ux1 , . . . ,uxn ,ux1x1 ,ux1x2 , . . . (2)

,uxnxn ,ux1x1x1 , . . .) = 0

kde neznámou u je tentokrát vektor z Rm a F je také
nějaký vektor z Rk. Obecně nevyžadujeme, aby m = k.
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počátečńı podḿınky
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Typické úlohy pro
PDR
Aplikace obecných
fyzikálńıch zákonů
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8 / 231

Rovnice (1) se nazývá lineárńı jestliže funkce F je lineárńı
vzhledem k neznámé funkci u a současně všem jej́ım
derivaćım. V opačném p̌ŕıpadě se rovnice nazývá nelineárńı.
V p̌ŕıpadě, že je PDR nelineárńı, zaj́ımá nás typ nelinearity:

■ PDR se nazývá semilineárńı, jestliže funkce F je
nelineárńı pouze vzhledem k u, ale je lineárńı vzhledem
ke všem jej́ım derivaćım;

■ PDR se nazývá kvazilineárńı, jestliže funkce F je
lineárńı vzhledem k derivaćım nejvyš̌śıho řádu funkce u;

■ PDR se nazývá obecná nelineárńı, jestliže funkce F je
nelineárńı vzhledem k derivaćım nejvyš̌śıho řádu funkce
u.
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hmoty
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Skalárńı rovnice v R
2:

a(x1, x2)ux1,x1 + 2b(x1, x2)ux1,x2 + c(x1, x2)ux2,x2 = (3)

f(ux1 , ux2) + g(x1, x2)

a, b, c, f, g jsou hladké funkce (nap̌r. C2(Ω))
g(x1, x2) identicky rovna nule ⇒ (3) homogenńı rovnice v
opačném p̌ŕıpadě j́ı nazýváme rovnićı nehomogenńı.
Hlavńı (principle) část rovnice (3)

a(x1, x2)ux1,x1 + 2b(x1, x2)ux1,x2 + c(x1, x2)ux2,x2

určuje typ rovnice:
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■ je-li b2 − ac > 0 pak je rovnice (3) hyperbolického
typu - hyperbolická

■ je-li b2 − ac = 0 pak je rovnice (3) parabolického
typu - parabolická

■ je-li b2 − ac < 0 pak je rovnice (3) eliptického typu -
eliptická

a, b, c jsou obecně funkce ⇒ b2 − ac může v r̊uzných částech
prostoru či časoprostoru měnit znaménko ⇒ rovnice
sḿı̌seného typu
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Otev̌rená koule v Rn s poloměrem r > 0 a sťredem
x ∈ Rn, t.j., Br(x) = {y ∈ Rn; |x− y| < r} X ⊆ R

n. Bod
x ∈ X je:

■ vniťrńım bodem, jestliže existuje koule Br(x) ⊂ X

■ bodem hranice jestliže každá koule Br(x) obsahuje
jak body X, tak i body jej́ıho doplňku R

n\X. Množina
bodů hranice X - krátce hranice X se označuje ∂X

■ limitńım bodem X, jestliže existuje posloupnost
{xk}k≥1 taková, že xk → x
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Zákon zachováńı
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základy teorie PDR

Matematická
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Množina X je otev̌rená, jestliže každý jej́ı bod je bodem
vniťrńım, uzávěr množiny X je množina X = X ∪ ∂X ,
množina X je uzav̌rená jestliže X = X.
Množina je uzav̌rená tehdy a jen tehdy, jestliže obsahuje
všechny limitńı body.
Oblast́ı rozuḿıme otev̌renou souvislou množinu, ne nutně
jednoduše souvislou (může ḿıt ”d́ıry”).
Je nutno ḿıt k dispozici pojem ”tečny” a ”normály” v
bodech hranice oblasti.
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základy teorie PDR

Matematická
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Př́ıklady některých
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C1-oblast: Řekneme, že Ω je C1-oblast, jestliže pro každý
bod x ∈ ∂Ω existuje soǔradný systém
(y1, y2, . . . , yn−1, yn) ≡ (y

′

, yn) s počátkem v bodě x, dále
koule B(x) a funkce ϕ definovaná v okoĺı N ⊂ R

n−1

množiny y
′

= 0
′

taková, že ϕ ∈ C1(N ), ϕ(0
′

) = 0 a dále

1. ∂Ω ∩ B(x) = {(y′

, yn); yn = ϕ(y
′

), y
′ ∈ N},

2. Ω ∩ B(x) = {(y′

, yn); yn > ϕ(y
′

), y
′ ∈ N}

Prvńı podḿınka ř́ıká, že hranice ∂Ω je lokálně popsána
grafem C1-funkce a druhá podḿınka požaduje, aby se oblast
Ω vyskytovala pouze na jedné straně hranice.
??????????????Derivace v roźıch obdélńıku či na hranách
a roźıch kvádru ??????????????
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Numerické metody
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Řekneme, že oblast Ω je Lipschitzovská, jestliže jej́ı hranice
je lokálně popsána Lipschitzovskou funkćı. Funkce
u : Ω → R

n je Lipschitzovská, jestliže existuje konstanta
L > 0 (konstanta Lipschitzovskosti) taková, že

|u(x)− u(y)| ≤ L|x− y|

pro každé x, y ∈ Ω .
Zhruba řečeno, funkce je Lipschitzovská, jestliže p̌ŕırustky
jej́ıch hodnot jsou ve všech směrech omezené.
Ve skutečnosti jsou Lipschitzovské funkce diferencovatelné s
vyj́ımkou zanedbatelného počtu bodů. Plat́ı věta, že
Lebesgueova ḿıra bodů, ve kterých je Lipschitzovská funkce
nediferencovalená, je nulová.
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momentu hybnosti

Matematické
základy teorie PDR

Matematická
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Numerické metody
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Ω ⊂ R
n Lipschitzovská oblast. Necht’ jej́ı hranice je složena

ze 4 část́ı ∂Ω = Γ1 ∪ Γ2 ∪ Γ3 ∪N , kde Γi je otěrená v ∂Ω
pro i = 1, 2, 3 a množina N má nulovou (n− 1)-rozměrnou
Lebesgueovu ḿıru. Bud’tež také dány funkce

f : Ω → R
1 g : Γ2 ∪ Γ3 → R

1
A := (ai,j)

n
i,j=1 : Ω → R

n×n,

b : Ω → R
1 u0 : Γ1 → R

1 σ : Γ3 → R
1.
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Úvod

PDR

Klasifikace

Hranice
Okrajové a
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Numerické metody
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Dirichletova okrajová podḿınka , neboli hlavńı
okrajová podḿınka. Ta má tvar

u(x) = u0(x) na Γ1

Neumannova okrajová podḿınka, neboli p̌rirozená
okrajová podḿınka. Ta má tvar

∂u(x)

∂c
= g(x) na Γ2

Newtonova (Robinova, radiačńı) okrajová podḿınka,
neboli sḿı̌sená okrajová podḿınka. Ta má tvar

∂u(x)

∂c
+ σu(x) = g(x) na Γ3,
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Dirichletovy okrajové podḿınky se objevuj́ı nap̌ŕıklad v
úlohách typu nalézt stacionárńı teplotńı rozděleńı uvniťr
oblasti Ω je=li dána teplota na hranici ∂Ω, nebo v p̌ŕıpadě,
hledáme-li rozděleńı elektrického potenciálu uvniťr oblasti,
známe-li potenciál na hranici a v mnoha daľśıch úlohách
nap̌ŕıklad stavebńı mechaniky, mechaniky prouděńı tekutin,
atd.
Neumannovy okrajové podḿınky v podstatě popisuj́ı
p̌redepsaný ”tok”hledané veličiny skrze hranici (nap̌ŕıklad
tepelný či hmotnostńı).
Newtonovy obrajové podḿınky vznikaj́ı nap̌ŕıklad v p̌ŕıpadě
kdy zkoumáme pohyb struny jej́ıž jeden konec je upevněn k
pružině nebo gumovému pásu (splňuj́ıćımu Hook̊uv zákon)
způsobuj́ıćı snahu uvést strunu do rovnovážné polohy.
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Zákon zachováńı
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Numerické metody
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Ne vždy spojeńı PDR a Neumannových okrajových
podḿınek dává fyzikálńı smysl a p̌ŕıslušná okrajová
úloha je řešitelná.
Jako p̌ŕıklad uved’me následuj́ıćı úlohu: necht’ PDR má tvar
∆u = f v oblast Ω a okrajová podḿınka je ∂u

∂ν
= φ na

hranici ∂Ω. Pokud nyńı trochu p̌redběhneme výklad a
použijeme-li důsledek Greenovy věty pro v ≡ 1, dostáváme:

∫

Ω

△u dx =

∫

∂Ω

∂νudσ. ⇒
∫

Ω

f dx =

∫

∂Ω

φ dσ ,

což je nutná konzistenčńı podḿınka, která muśı být splněna,
aby měla úloha v̊ubec řešeńı.
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Zvláštńım p̌ŕıpadem jsou neomezené oblasti. Je-li oblast
neomezená, mělo by z fyziky vyplynout, jaké podḿınky má
řešeńı splňovat v nekonečnu. Jedńım z možných požadavk̊u
je, aby platilo:

∫
Ω
u2(x) dx = 1, což v podstatě znamená,

že u jde k nule v nekonečnu. Daľśım z praktických p̌ŕıkladů je
studium rozptylu akustických anebo elektromagnetických vln.
Závěrem ještě zmiňme tzv. skokové okrajové podḿınky
vyskytuj́ıćı se v úlohách, kdy se oblast Ω skládá z v́ıce
podoblast́ı Ω = Ω1 ∪ Ω2 ∪ · · · ∪ Ωk, které maj́ı r̊uzné
fyzikálńı vlastnosti. Jako p̌ŕıklad může sloužit tepelná
vodivost v materiálu s oblastmi s rozd́ılnými koeficienty
tepelné vodivosti, nebo tatáž situace v p̌ŕıpadě elektrické
vodivosti: vodič versus izolant.
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Neformálně a pro navozeńı souvislost́ı výsledek, známý
čtená̌rovi, v p̌ŕıpadě R

1.
Necht’ −∞ ≤ a ≤ b ≤ +∞ a dále necht’ funkce
f(x), g(x) ∈ C1[a, b]. Pak

∫ b

a

f(x)
dg(x)

dx
dx = [f(b)g(b)−f(a)g(a)]−

∫ b

a

df(x)

dx
·g(x)dx

Budiž Ω ⊂ R
n C1-oblast́ı (ale plně postač́ı p̌redpoklad, že

oblast je Lipschitzovská). Bud’ dále
F = (F1, F2, . . . , Fn) : Ω → R

n vektorové pole takové, že
F ∈ C1(Ω).
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Gauss, Green, Ostrogradskij
Věta o divergenci. Plat́ı

∫

Ω

divF dx =

∫

∂Ω

F · ν dσ (4)

kde divF =
∑n

j=1 ∂xj
Fj, ν je jednotkový vektor vněǰśı

normály ke ∂Ω a dσ je ”povrchová”ḿıra na ∂Ω, která je v
lokálńıch soǔradnićıch vyjáďrena výrazem

dσ =
√

1 + |∇ϕ(y′)|dy′

.
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Integrace per partes

Korektńı úlohy
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Aplikujeme-li (4) na vF s t́ım, že v ∈ C1(Ω) a použit́ım
známé identity

div(vF) = v divF+∇v · F,

dostáváme následuj́ıćı větu:
Integrace per partes. Plat́ı

∫

Ω

v divF dx =

∫

∂Ω

vF · ν dσ −
∫

Ω

∇v · F dx (5)

Vid́ıme zjevnou podobnost s jednodimensionálńım p̌ŕıpadem.
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Zvoĺıme-li nyńı speciálně F = ∇u, kde u ∈ C2(Ω)
⋂
C1(Ω)

a uvědoḿıme-li si, že div∇u = ∆u a ∇u · ν = ∂νu,
dostáváme
1. Greenova identita. Plat́ı

∫

Ω

v∆u dx =

∫

∂Ω

v∂νudσ −
∫

Ω

∇v · ∇u dx (6)

Zvoĺıme-li speciálně v ≡ 1, žrejmě dostaneme

∫

Ω

∆u dx =

∫

∂Ω

∂νudσ.
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Pokud je i funkce v ∈ C2(Ω)
⋂
C1(Ω), pak jednoduchými

úpravami dostáváme:
2. Greenova identita. Plat́ı

∫

Ω

(v∆u− u∆v) dx =

∫

∂Ω

(v∂νu − u∂νv)dσ (7)

Tyto věty či vztahy maj́ı sv̊uj význam p̌ri odvozováńı
matematických model̊u z fyzikálńıch zákon̊u, p̌ri odvozováńı
numerických metod a, jak dále uvid́ıme, i p̌ri formulaci
matematických základ̊u PDR.
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Matematické
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Zákon zachováńı
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Numerické metody
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Ćılem je zadat vhodné podḿınky na data tak, aby měla
úloha následuj́ıćı vlastnosti:

a) existuje nejméně jedno řešeńı

b) existuje maximálně jedno řešeńı

c) řešeńı záviśı spojitě na datech
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formulace úlohy
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Pokud úloha splňuje p̌redchoźı podḿınky, ř́ıkáme, že úloha
je korektńı nebo korektně definovaná.
Posledńı podḿınka zhruba ř́ıká, že korespondence
data→ řešeńı je spojitá, anebo ještě jinak malá chyba v
datech implikuje malou chybu v řešeńı.
Tato velice důležitá vlastnost se dá vyjáďrit jako lokálńı
stabilita řešeńı v závislosti na datech. Pojem
”bĺızkosti”dat a řešeńı je silně závislý na použité metrice,
která odmě̌ruje vzdálenosti.
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Obecné fyzikálńı zákony.
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Obecné fyzikálńı zákony.

1. Lagrange̊uv popis
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Zákon zachováńı
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základy teorie PDR

Matematická
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Obecné fyzikálńı zákony.

1. Lagrange̊uv popis

2. Euler̊uv popis
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hmoty
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momentu hybnosti

Matematické
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formulace úlohy
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Obecné fyzikálńı zákony.

1. Lagrange̊uv popis

2. Euler̊uv popis

■ Věta o transportu.
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základy teorie PDR

Matematická
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Obecné fyzikálńı zákony.

1. Lagrange̊uv popis

2. Euler̊uv popis

■ Věta o transportu.

■ Zákon zachováńı hmoty.
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modelováńı
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základy teorie PDR

Matematická
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Obecné fyzikálńı zákony.

1. Lagrange̊uv popis

2. Euler̊uv popis

■ Věta o transportu.

■ Zákon zachováńı hmoty.

■ Zákon zachováńı hybnosti.
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Numerické metody
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Obecné fyzikálńı zákony.

1. Lagrange̊uv popis

2. Euler̊uv popis

■ Věta o transportu.

■ Zákon zachováńı hmoty.

■ Zákon zachováńı hybnosti.

■ Zákon zachováńı momentu hybnosti.
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základy teorie PDR

Matematická
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28 / 231

■ Pohybové rovnice obecných tekutin.
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■ Pohybové rovnice obecných tekutin.

■ Rovnice energie.
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■ Pohybové rovnice obecných tekutin.

■ Rovnice energie.

■ Zákon zachováńı energie.
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Lagrange̊uv popis
Lagrange̊uv popis vycháźı z pohybu každé individuálńı
částice. Trajektorie částice jepopsána rovnićı

x = ϕ(X, t), xi = ϕi(X, t), i = 1, 2, 3

a X representuje tzv. referenčńı bod a obvykle se jako
referenčńı bod X bere bod, ve kterém se částice nalézá v
čase t0, čili X = ϕ(X, t0). Soǔradnice X = (X1, X2, X3) se
nazývaj́ı Lagrangeovy soǔradnice.
Lagrange̊uv popis se použ́ıvá, uvažujeme-li nap̌r. pohyb části
média, která je v každém čase t tvǒrená identickými
částicemi, které vyplňuj́ı v čase t nějakou oblast O ⊂ R

3.
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Rychlost a zrychleńı částice dané refenčńım bodem X jsou
definované (za p̌redpokladu existence derivaćı)

v̂(X, t) =
∂ϕ

∂t
(X, t) =

∂ϕ

∂t
(X, t0; t)

â(X, t) =
∂2ϕ

∂t2
(X, t) =

∂2ϕ

∂t2
(X, t0; t)
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Euler̊uv popis
Euler̊uv popis vycháźı z popisu rychlosti v(x, t) částice
média, která procháźı bodem x v čase t . Soǔradnice
x = (x1, x2, x3) se nazývaj́ı Eulerovými soǔradnicemi. Je-li
x = ϕ(X, t)můžeme psát:

v(x, t) = v̂(X, t) =
∂ϕ

∂t
(X, t) .

Předpokládáme-li, že v ∈ C1(V)3, je pak zrychleńı částice
procházej́ıćı v čase t bodem x dáno takto

a(x, t) =
∂v

∂t
(x, t) +

3∑

i=1

vi(x, t)
∂v

∂xi
(x, t) ,



INVESTICE DO ROZVOJE VZDĚLÁVÁŃI
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pokračováńı
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neboli

a =
∂v

∂t
+ (v · ∇)v.

Posledńı výraz se označuje symbolem Dv
Dt

, neboli obecně

D

Dt
=

∂

∂t
+ v · ∇

a nazývá se materiálńı (totálńı) derivace = lokálńı
derivace ∂

∂t
+ konvektivńı derivace v · ∇.
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Budiž F = F (x, t) : V → R je Eulerova representace nějaké
veličiny a uvažujme systém částic vyplňuj́ıćı omezenou oblast
O ⊂ Ωt v čase t. Celkové množstv́ı veličiny dané funkćı
F , která je obsažena v objemu O(t) v čase t je rovno
integrálu

F(t) =

∫

O(t)

F (x, t)dx .

Př́ıklad. Bud’ F (x, t) = ρ(x, t) hustota. Pak

m(O(t), t) =

∫

O(t)

ρ(x, t)dx

je hmotnost veličiny v objemu O(t).
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Věta o transportu

Matematické
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Př́ıklady některých
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Věta o transportu.
Necht’ t0 ∈ (0, T ), O(t0) je omezená oblast a necht’

O(t0) ⊂ Ωt0 . Budiž ϕ funkce, definuj́ıćı časovou změnu
oblasti O(t0), která je spojitě diferencovatelná a která
zobrazuje vzájemně jednoznačně oblast O(t0) na O(t) na
nějakém intervalu (t1, t2). Necht’ F = F (x, t) má spojité a
omezené derivace prvńıho řádu na množině
{(x, t)| t ∈ (t1, t2), x ∈ O(t)}. Pak ∀ t ∈ (t1, t2) existuje
konečná derivace

d

dt

∫

O(t)

F (x, t)dx =

∫

O(t)

[
∂F

∂t
(x, t) + div(Fv)(x, t)

]
dx .
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Zákon zachováńı
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35 / 231

Věta o transportu je známa z klasické analýzy jakožto věta o
derivaci integrálu. Aplikaćı Greenovy věty dostáváme

d

dt

∫

O(t)

F (x, t)dx

︸ ︷︷ ︸
okamžitá změna

=

∫

O(t)

∂F

∂t
(x, t)dx

︸ ︷︷ ︸
rychlost změny F

+

∫

∂O(t)

(Fv)(x, t) · ν(t)dσ
︸ ︷︷ ︸

tok veličiny hranićı

.
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modelováńı
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Necht’ ρ ∈ C1(V ,v ∈ C1(V)3. Hmotnost m objemu veličiny
O(t) nezáviśı na čase t

dm(O(t), t)

dt
=

d

dt

∫

O(t)

ρ(x, t)dx = 0 ,

což je integrálńı tvar. Diferenciálńı tvar dostaneme použit́ım
věty o transportu:

d

dt

∫

O(t)

ρ(x, t)dx =

∫

O(t)

[
∂ρ

∂t
+ div(ρv)

]
dx = 0 ,

kde v je rychlost veličiny F , pro každou otev̌renou oblast
O(t).
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Tedy
∂ρ

∂t
+ div(ρv) = 0 ,

což je diferenciálńı tvar zákona zachováńı hmoty nazývaný
rovnice kontinuity.
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Necht’ ρ ∈ C1(V ,v ∈ C1(V)3. Celková hybnost objemu O(t)
je dána

H(O(t); t) =

∫

O(t)

(ρv)(x, t)dx .

Okamžitá změna (časová derivace) celkové hybnosti objemu
veličiny tvǒreného v každém časovém okamžiku týmiž
částicemi a vyplňuj́ıćıho v čase t objem O(t) je rovna śıle
F(O(t) působ́ıćı na O(t) . Zákon zachováńı hybnosti má
tedy tvar

dH(O(t); t)

dt
= F(O(t); t), t ∈ (t1, t2) .
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Úvod

PDR

Klasifikace

Hranice
Okrajové a
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hmoty
Zákon zachováńı
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Aplikaćı věty o transportu dostáváme

∫

O

[
∂

∂t
(ρvi(x, t)) + div(ρviv)(x, t)

]
dx = Fi(O; t) ,

kde i = 1, 2, 3 prolibovolné t ∈ (0, T ) a pro libovolný
kontrolńı objem O ⊂ Vt. Vektor F(O; t) označuje śılu
působ́ıćı na objem O(t) v čase t.
K tomu, abychom dostali diferenciálńı tvar, poťrebujeme
vyjáďrit vektor F(O; t) v integrálńım tvaru. Separátně
vyšeťŕıme objemové śıly a plošné śıly.
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momentu hybnosti

Matematické
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40 / 231

Objemová śıla (nazývaná vněǰśı silou, nebot’ je věťsinou
generována vněǰśımi vlivy) Fv(O; t) působ́ı v čase t na
částice obsažené v kontrolńım objemu O ⊂ O ⊂ Ωt, jako
jsou nap̌ŕıklad gravitace, elektromagnetická nebo
elektrostatická śıla, je vyjáďrena svou hustotou (vztaženou
na jednotku hmotnosti) f ∈ C1(V)3:

Fv(O; t) =

∫

O

(ρf)(x, t)dx .

Př́ıkladem je nap̌r. gravitačńı śıla f = (0, 0,−g), kde g je
gravitačńı konstanta. Gravitačńı śıla je potenciálńı, tj.
existuje jej́ı potenciál U ∈ C1(V), tj. f = ∇U U = −gx3.
Potenciálńı śıly jsou též nazývány konzervativńı.
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Plošné śıly (někdy nazývané silami vniťrńımi, protože jsou
důsledkem vniťrńı interakce mezi objemy) Fs(O; t),
p̌redstavuj́ı působeńı veličiny vně oblasti O; t) v čase t na
kontrolńı objem O; t) a je vyjáďrena vektorem napět́ı
T(x, t, ν)

Fs(O; t) =

∫

∂O

T(x, t, ν(x))dσ ,

kde ν(x) je jednotková vněǰśı normála k ∂O v bodě x.
Předpokládáme, že T ∈ C(V × S1)

3, kde S1 je povrch
jednotkové koule s centrem v počátku.
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Matematické
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Př́ıkladem je tlaková śıla T(x, t, ν) = −p(x, t)ν - to jest
hustota tlakové śıly, a pak je

Fs(O; t) =

∫

∂O

p(x, t)ν(x)dσ ,

kde p je tlak. Vektor −p(x, t)ν(x), vyjaďruj́ıćı hustotu
tlakové śıly, je ortogonálńı k p(x, t)ν(x) v každém bodě
x ∈ ∂O a jeho tečná složka k ∂O je nulová.



INVESTICE DO ROZVOJE VZDĚLÁVÁŃI
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Věta o transportu
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43 / 231

Zvoĺıme-li nyńı normály rovnoběžné se soǔradnicovými
osami, pak dostaneme

τji = Ti(x, t, ej) , i, j = 1, 2, 3 ,

kde e1 = (1, 0, 0)T , e2 = (0, 1, 0)T , e3 = (0, 0, 1)T . Prvky
τji(x, t), i, j = 1, 2, 3 se nazývaj́ı prvky tenzoru napět́ı.
Prvky τii, i = 1, 2, 3 se nazývaj́ı normálová napět́ı a prvky
τji, i, j = 1, 2, 3, i 6= j se nazývaj́ı tečná napět́ı.
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Zákon zachováńı
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Numerické metody
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Bud’ ρ, vi, τji ∈ C1(V), a fi ∈ C(V), i = 1, 2, 3. Opět
uvažujme nějaký kontrolńı objem O(t).
Zákon zachováńı momentu hybnosti je pak formulován
takto:
Okamžitá změna momentu hybnosti objemu veličiny O(t) v
libovolném času t je rovna součtu moment̊u objemových a
povrchových sil, které působ́ı na tento objem:

d

dt

∫

O(t)

x× (ρv)(x, t)dx =

∫

O(t)

x× (ρf(x, t))dx

+

∫

∂O(t)

x×T(x, t, ν(x))dσ ,
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základy teorie PDR

Matematická
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a× b je známý operátor rotace:

a× b =




a2b3 − a3b2
a3b1 − a1b3
a1b2 − a2b1


 .

Dá se dokázat následuj́ıćı důležitý výsledek:
Zákon zachováńı momentu hybnosti plat́ı tehdy a jen
tehdy, je-li tenzor napět́ı T symetrický.
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Derivace distribućı
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konkrétńıch model̊u
a jejich rešeńı 46 / 231
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Základem funcionálńı analýzy jsou exaktńı definice prostor̊u
r̊uzných struktur (funkce, posloupnosti funkćı nebo č́ısel,
atd.) a jejich vlastnosti. Vzhledem k tomu, že funkcionálńı
analýza je v současné době již zcela samostatnou a i nadále
se rozv́ıjej́ıćı oblast́ı matematiky, je zhola nemožné na tomto
ḿıstě dát jej́ı zcela vyčerpávaj́ıćı popis. Uvedeme pouze
základńı definice a, bez důkaz̊u, základńı výsledky nutné k
pochopeńı daľśıch kapitol.



INVESTICE DO ROZVOJE VZDĚLÁVÁŃI
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Numerické metody
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konkrétńıch model̊u
a jejich rešeńı 48 / 231

Základńımi pojmy jsou ”velikosti”nebo ”vzdálenosti”. Proto
zavád́ıme pojem norma a vzdálenost.
Bud’ X lineárńı prostor nad tělesem reálných č́ısel R nebo
komplexńıch č́ısel C. Norma v X je reálná funkce

‖ � ‖ : X → R

taková, že pro každý skalár λ a pro každý x, y ∈ X plat́ı
následuj́ıćı vlastnosti:

■ ‖x‖ ≥ 0; ‖x‖ = 0 tehdy a jen tehdy, když x = 0 –
nezápornost

■ ‖λx‖ = |λ|‖x‖ – homogenita

■ ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖ – trojúhelńıková nerovnost.
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Normovaný prostor je lineárńı prostor X s normou ‖ � ‖,
což někdy označujeme jako dvojici (X, ‖ ‖). S normou je
spojena vzdálenost mezi dvěma vektory x, y ∈ X

d(x, y) = ‖x− y‖,

č́ımž se stává prostor X metrickým prostorem. To
umožňuje definovat pojem konvergence v X. Ř́ıkáme, že
posloupnost {xn} ⊂ X konverguje k x v X, xm → x v X,
jestliže:

d(xm, x) = ‖xm − x‖ → 0 pro m→ +∞.
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Zavedeme pojem Cauchyovské posloupnosti. ř́ıkáme, že
posloupnost {xn} ⊂ X je Cauchyovská, plat́ı-li:

d(xm, xk) = ‖xm − xk‖ → 0 pro m, k → +∞.

Plat́ı, že je-li Xm konvergentńı, pak je Xm Cauchyovská.
Normovaný prostor, ve kterém je každá Cauchyovskaá
posloupnost konvergentńı, se nazývá úplný.
Úplný normovaný lineárńı prostor se nazývá Banach̊uv
prostor.
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Matematické
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Prostory spojitých funkćı. Bud’iž X = C(A) množina
reálných či komplexńıch funkćı na A, kde A je kompaktńı
podmnožina R

n s normou

‖f‖C(A) = max
A

|f |.

Posloupnost fm konverguje k F v C(A), jestliže:

max
A

|fm − f | → 0,

což znamená stejnoměrnou konvergenci. Protože
stejnoměrná limita spojité funkce je spojitou funkćı, tvǒŕı
dvojice (C(A), ‖ ‖C(A)) Banachův prostor.
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Protip̌ŕıklad
Zvoĺıme-li nyńı v prostoru C(A) následuj́ıćı normu:

‖f‖L2(A) =

(∫

A

|f |2
)1/2

,

tzv. L2(A)− normou, netvǒŕı dvojice (C(A), ‖ ‖L2(A))
Banachův prostor. Protip̌ŕıkladem může sloužit volba
A = [−1, 1] ⊂ R a posloupnost fm = 0 pro t ≤ 0, fm = mt
pro 0 < t ≤ 1/m, (m ≥ 1), fm = 1 pro t > 1/m, kdy
posloupnost fm je sice Cauchyovská vzhledem k
L2(A)-normě, nicméně posloupnost fm bodově konverguje v
L2(−1, 1) k tzv. Heavisideově funkci, která je nespojitá v 0 a
tud́ıž nepaťŕı do prostoru C(−1, 1).
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Př́ıklady některých
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Necht’ Ck(A) kde 0 ≤ k ∈ N je množina spojitě
diferencovatelných funkćı na A do řádu k včetně. Bud’

0 ≤ m ∈ N, pak vektor α = (α1, · · · , αn) nazveme
multi-indexem délky m |α| = α1 + · · ·+ αn = m a položme
Dα = ∂α1

∂x
α1
1

· · · ∂αn

∂xαn
n
. Zavedeme-li normu v Ck(A)

následovným způsobem

‖f‖Ck(A) = ‖f‖C(A) +
k∑

|α=1

‖Dαf‖C(A),

tvǒŕı dvojice (Ck(A), ‖ ‖Ck(A)) Banachův prostor k-krát
spojitě diferencovatelných funkćı na A ⊂ R

n.
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Bud’ Ω otev̌rená množina v R
n a budiž p ≥ 1 reálné č́ıslo.

Bud’ Lp(Ω) množina funkćı f takových, že |f |p je
Lebesgueovsky integrovatelná v Ω. Budeme považovat dvě
funkce f a g za totožné, jestliže se sobě rovnaj́ı skoro všude
v Ω (Lebesgueova ḿıra množiny bodů, kde se obě funkce
neovnaj́ı je nulová). Jestliže nyńı definujeme normu funkce f
následuj́ıćım způsobem

‖f‖Lp(Ω) =

(∫

Ω

|f |p
)1/p

,

tvǒŕı dvojice (Lp(Ω), ‖ ‖Lp(Ω)) Banachův prostor.
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Bud’ L∞(Ω) množina podstatně omezených funkćı v Ω, t.j.
takových, že existuje konstanta M taková, že |f(x)| ≤M
skoro všude v Ω. Infimum vžech takových č́ısel M se nazývá
esenciálńı(podstatné) supremum funkce f a označ́ıme ho:

‖f‖L∞(Ω) = ess sup
Ω

|f |.

Pak dvojice (L∞(Ω), ‖ ‖L∞(Ω)) je Banachovým prostorem.
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Skalárńı součin (inner product) v X je funkce

(�, �) : X ×X → R

s následuj́ıćıḿı ťremi vlastnostmi. Pro každé x, y, z,∈ X a
skaláry λ, µ ∈ R je

1. (x, x) ≥ 0 a (x, x) = 0 tehdy a jen tehdy, když x = 0
(nezápornost)

2. (x, y) = (y, x) (symetrie)

3. (µx+ λy, z) = µ(x, z) + λ(y, z) (bilinearita)
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Lineárńı prostor s takto definovaným skalárńım součinem
nazýváme prostor se skalárńım součinem.
Funkci (�, �) nazýváme symetrickou bilineárńı formou na
X.
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Hilbertovy prostory - pokračováńı
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Skalárńı součin indukuje normu:

‖x‖ =
√

(x, x) (8)

Plat́ı následuj́ıćı důležitá věta: Necht’ x, y ∈ X. Pak

1. Schwarzova nerovnost:

|(x, y)| ≤ ‖x‖ ‖y‖. (9)

a nav́ıc, rovnost plat́ı tehdy a jen tehdy, jestliže x a y
jsou lineárně závislé.

2. Zákon rovnoběžńıku:

‖x+ y‖2 + ‖x− y‖2 = 2‖x‖+ 2‖y‖.
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Banachovy prostory

Hilbertovy prostory

Projekce a sep.

Kompaktnost

Rieszova věta
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Necht’ H je prostor se skalárńım součinem. Řekneme, že H
je Hilbert̊uv prostor, jestliže je úplný vzhledem k normě
(8), která je indukována skalárńım součinem.
Jinými slovy a trochu nep̌resně, Hilbert̊uv prostor je
Banachův prostor se skalárńım součinem, který produkuje
normu.
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Banachovy prostory

Hilbertovy prostory

Projekce a sep.

Kompaktnost

Rieszova věta
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R
n je Hilbert̊uv prostor vzhledem k obyčejnému skalárńımu

součinu

(x, y)Rn = x·y =
n∑

j=1

xjyj, x = (x1, · · · , xn), y = (y1, · · · , yn).

Indukovaná norma je:

|x| =
√
x · x =

n∑

j=1

x2j .
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Derivace distribućı
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L2(Ω) je Hilbert̊uv prostor (pravděpodobně jeden z
nejdůležitěǰśıch) vzhledem ke skalárńımu součinu

(u, v)L2(Ω) =

∫

Ω

uv.

Indukovaná norma je

‖u‖L2(Ω) =

√∫

Ω

u2.

Pokud si p̌redstav́ıme, že u p̌redstavuje rychlost či jej́ı
gradient, kvadrát normy má žrejmý význam energie systému.
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modelováńı

Matematické
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Dva vektory x a y jsou ortogonálńı jestliže (x,y) = 0 a
zapisujeme x⊥y.
V obecném Hilbertově prostoru plat́ı následuj́ıćı důležitá věta:
Věta o projekci.
Budiž V uzav̌rený podprostor Hilbetova prostoru H. Pak pro
každé x ∈ H existuje jednoznačný prvek PV x ∈ V takový, že

‖PV x− x‖ = inf
v∈V

‖v − x‖.

Nav́ıc plat́ı:

1. PV x = x tehdy a jen tehdy, když x ∈ V.

2. Necht’ QV x = x− PV x. Pak QV x ∈ V ⊥ a
‖x‖2 = ‖PV x‖2 + ‖QV x‖2.
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Numerické metody
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Veličiny PV x a QV x se nazývaj́ı ortogonálńı projekce
prvku x na V a na V ⊥. Hilbert̊uv prostor H je direktńı
součet podprostor̊u V a V ⊥: H = V

⊕
V ⊥. Hilbert̊uv

prostor H se nazývá separabilńı, jestliže existuje spočetná a
hustá podmnožina v H. Ortonormálńı base v separabilńım
Hilbertově prostoru H je posloupnost {wk}k≥1 ⊂ H taková,
že (wk, wj) = δkj k, j ≥ 1, · · · a ‖wk‖ = 1 k ≥ 1 a každý
prvek x ∈ H lze vyjáďrit ve tvaru:

x =
∞∑

k=1

(x, wk)wk.

Zobecněná Fourierova řada, č́ısla ck = (x, wk) jsou
Fourierovy koeficienty vzhledem k basi {wk}.
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Slabá konvergence

Lax – Milgram

Teorie distribućı
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Plat́ı věta:
Každý separabilńı Hilbert̊uv prostor má ortonormálńı basi.
Uved’me jeden p̌ŕıklad:
Prostor L2(Ω), kde Ω j R

n, je separabilńı. Speciálně
množina funkćı

1√
2π
,
cosx√
π
,
sin x√
π
,
cos 2x√

π
,
sin 2x√

π
, · · · , cosmx√

π
,
sinmx√

π
, · · ·

tvǒŕı ortonormálńı basi prostoru L2(0, 2π).
Separabilńı Hilbertovy prostory společně s větou o
projekci nám umožňuj́ı vytvá̌ret efektivně numerické
metody řešeńı PDR.
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Následuj́ıćı dvě definice jsou ekvivalentńı:

■ Podmnožina M ⊂ X lineárńıho normovaného prostoru
X se nazývá kompaktńı, jestliže z libovolné
posloupnosti {un}∞n=1 prvk̊u množiny M lze vybrat
podposloupnost {unk

}∞k=1, která konverguje k nějakému
prvku u0 ∈M , tj.

lim
k→∞

‖unk
− u0‖X = 0 neboli unk

→ u0 vX

■ Podmnožina M ⊂ X lineárńıho normovaného prostoru
X se nazývá kompaktńı, jestliže z libovolného
otev̌reného pokryt́ı množiny M :

⋃∞
n=1 Un ⊃M lze

vybrat konečné podpokryt́ı:
⋃M

k=1 Unk
⊃M .
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Poincarého ner.

H1/2(Rn−1)

Prostor H−1(Ω)

Stopy funkćı
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Př́ıklady některých
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Dramatický rozd́ıl, jestli je množina M
konečně-dimensionálńı, nebo
nekonečně-dimensionálńı.
V p̌ŕıpadě konečně-dimensionálńıch prostor̊u plat́ı následuj́ıćı
věta:
Necht’ podmnožina M ⊂ R

⋉ je omezená a uzav̌rená. Pak je
M kompaktńı.
V nekonečně-dimensionálńıch prostorem je situace
komplikovaněǰśı, nebot’ tam jsou kompaktńı množiny
”malé”- neobsahuj́ı žádný vniťrńı bod.
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Pár daľśıch definic:
Množina se nazývá pre-kompaktńı, jestliže jej́ı uzávěr je
kompaktńı. Podmnožina E normovaného prostoru X je
sekvenčně pre-kompaktńı (resp. kompaktńı), jestliže
pro každou posloupnost {xk} ⊂ E existuje podposloupnost
{xks}, která je konvergentńı v X (resp. v E).
Pak plat́ı věta:
Necht’ X je normovaný prostor a necht’ E ⊂ X. Pak E je
pre-kompaktńı (kompaktńı), tehdy a jen tehdy, když je
sekvenčně pre-kompaktńı (resp. kompaktńı).
Zjǐst’ováńı toho, zda je podmnožina Hilbertova prostoru
kompaktńı, je zpravidla velice těžká úloha.
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pokračováńı
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Kriterium kompaktnosti v prostoru L2:
Budiž Ω ⊂ R

n omezená oblast a budiž S ⊂ L2(Ω). Pokud
plat́ı:

i. S je omezená: existuje konstanta K taková, že
‖u‖L2(Ω) ≤ K, ∀u ∈ S,

ii. existuj́ı kladné konstanty α, L takové, že rozš́ı̌ŕıme-li u
nulou vně oblasti Ω a plat́ı-li(ekvi-spojitost v normě):

‖u(·+ h)− u(·)‖L2(Ω) ≤ L|h|α, ∀h ∈ R
n , u ∈ S,

pak je S pre-kompaktńı.
V normovaných prostorech je kompaktnost ekvivalentńı se
sekvenčńı kompaktnost́ı.
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V Hilbertových prostorech můžeme zavést mnohem
flexibilněǰśı pojem konvergence.
Pro tento účel zavedeme několik nových definic.
Necht’ H1, H2 jsou dva HIlbertovy prostory. Lineárńım
operátorem z H1 do H2 nazveme zobrazeńı L : H1 → H2

takové, že ∀α, β ∈ R a ∀x, y ∈ H1 plat́ı
L(αx+ βy) = αL(x) + βL(y).
Lineárńı operátor L : H1 → H2 se nazývá omezený, jestliže
existuje taková konstanta C, že
‖Lx‖H2 ≤ C‖x‖H1 ∀x ∈ H1. Symbolem L(H1, H2)
označ́ıme množinu všech lineárńıch omezených
operátor̊u z H1 do H2 a zavedeme v ńı normu

‖L‖L(H1,H2) = sup
‖x‖H1

=1

‖Lx‖H2 .
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Pak plat́ı tato věta
Množina L(H1, H2) společně s normou ‖L‖L(H1,H2)

tvǒŕı úplný prostor a tud́ıž Banach̊uv.
Zavedeme daľśı definice:
Zvoĺıme-li H2 = R, nazýváme lineárńı operátor L : H → R

funkcionálem.
Množina všech omezených lineárńıch funkcionál̊u na
Hilbertově prostoru H se nazývá duálńım prostorem k H a
označuje se H∗ (naḿısto L(H1,R)). Pro hodnotu
funkcionálu L ∈ H v ”bodě”u budeme použ́ıvat značeńı
〈L, u〉 a pro hodnotu duálńıho (adjungovaného)
funkcionálu L ∈ H∗ v ”bodě”u∗ budeme použ́ıvat značeńı
〈L, u∗〉∗ .
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Pak plat́ı tato velice důležitá věta:
Rieszova věta o representaci.
Budiž H Hilbert̊uv prostor. Pro každý L ∈ H∗ existuje jediný
uL ∈ H tak, že

1. Lx = (uL, x) pro každé x ∈ H,

2. ‖L‖ = ‖uL‖.

Tud́ıž, Rieszova věta umožňuje ztotožnit Hilbert̊uv
prostor se svým duálem
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formulace úlohy
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Slabá konvergence. Budiž H Hilbert̊uv prostor se skalárńım
součinem (·, ·) a normou ‖ · ‖. Je-li F ∈ H∗, v́ıme, že
〈F, xk〉∗ → 〈F, x〉∗ když ‖xk − x‖ → 0. Avšak může se stát,
že 〈F, xk〉∗ → 〈F, x〉∗ pro každý F ∈ H∗ p̌restože
‖xk − x‖ 9 0. Pak ř́ıkáme, že xk konverguje k x slabě.
Posloupnost {Xk} ⊂ H konverguje slabě k x ∈ H a
zapisujeme xk ⇀ x, (”polovičńı šipka”), jestliže

〈F, xk〉∗ → 〈F, x〉∗ ∀F ∈ H∗ .

Každá omezená posloupnost v Hilbertově prostoru H
obsahuje podposloupnost, která je slabě konvergentńı
k prvku x ∈ H.
Tato věta má kĺıčový význam jak v oblasti analýzy existence
řešeńı PDR, tak i v numerických aplikaćıch.
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Matematické
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Slabá konvergence

Lax – Milgram

Teorie distribućı
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Necht’ V1, V2 jsou dva lineárńı prostory. Bilineárńı forma ve
V1 × V2 je funkce a : V1 × V2 → R, která má následuj́ıćı
vlastnosti:

i Pro každé y ∈ V2 je funkce x 7→ a(x, y) lineárńı ve V1.

ii Pro každé x ∈ V1 je funkce x 7→ a(x, y) lineárńı ve V2.

Je-li V1 = V2 jednoduše ř́ıkáme, že a je bilineárńı forma ve
V . Typickým p̌ŕıkladem bilineárńı formy v Hilbertově
prostoru je jeho skalárńı součin.
Daľśım p̌ŕıkladem může sloužit takováto bilineárńı forma v
prostoru C2(Ω):

a(u, v) =

∫

Ω

△u△vdx.
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Matematické
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Sobolevovy prostory

Abstraktńı konst.
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Nyńı nadefinujeme, co mysĺıme abstraktńı variačńı úlohou:
Bud’ V Hilbert̊uv prostor, dále budiž a bilineárńı forma na V
a bud’ F ∈ V ∗.
Abstraktńı variačńı úloha je následuj́ıćı úloha:

Nalézt u ∈ V takové, že a(u, v) = 〈F, v〉∗ ∀v ∈ V .

AVU
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základy teorie PDR

Funkcionálńı analýza
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Lax – Milgram. Budiž V reálný Hilbert̊uv prostor se
skalárńım součinem (·, ·) a normou ‖ · ‖. Necht’ a = a(u, v)
je bilineárńı forma na V . Jestliže:

i) forma a je spojitá, tj. existuje konstanta M taková, že

|a(u, v)| ≤M‖u‖‖v‖, ∀u, v,∈ V

ii) forma a je V-koercivńı, tj. existuje konstanta α > 0
tak, že:

a(v, v) ≥ α‖v‖2, ∀v ∈ V, (10)

pak existuje jednoznačné řešeńı u ∈ V abstraktńı variačńı
úlohy.
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Př́ıklady některých
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Nav́ıc plat́ı následuj́ıv́ı odhad stability: ‖u‖ ≤ 1
α
‖F‖V ∗ .

Koercivitu lze považovat za abstraktńı verzi energie. Je
základńı nerovnost́ı, kterou je ťreba dokázat, chceme-li
použ́ıt Lax–Milgramovu větu.
Závěrečná nerovnost se nazývá odhadem stability z
následuj́ıćıho důvodu: aplikujeme-li j́ı na u1 − u2, dostáváme:

‖u1 − u2‖ ≤ 1

α
‖F1 − F2‖V ∗ ,

což neznamená nic jiného, než závislost řešeńı na datech, čili
ḿıru korektnosti úlohy. Č́ım je konstanta koercivity α věťśı,
t́ım je ”stabilněǰśı”̌rešeńı.
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Slabá konvergence

Lax – Milgram

Teorie distribućı
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Poincarého ner.

H1/2(Rn−1)

Prostor H−1(Ω)

Stopy funkćı
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Ilustrace použit́ı Lax-Milgramovy věty:
Je-li bilineárńı forma symetrická, tj.
a(u, v) = a(v, u) ∀u, v ∈ V , je abstraktńı variačńı úloha
AVU ekvivalentńı úloze minimalizace: budeme-li uvažovat
kvadratický funkcionál

E(v) =
1

2
a(v, v)− 〈F, v〉∗ ,

pak plat́ı věta:
Necht’ a je symetrická. Pak u je řešeńım AVU tehdy a jen
tehdy, jestliže u minimizuje E, tj.

E(u) = min
v∈V

E(v) .
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Bud’ D prostor C∞
0 (Ω) nekonečněkrát diferencovatelných

funkćı s kompaktńım nosičem ( nosič
supp u = {x ∈ Ω|u(x) 6= 0}). Tento prostor funkćı budeme
nazývat testovaćım prostorem a funkce v něm obsažené
testovaćıḿı funkcemi. Zobrazeńı T : D(Ω) → R se nazývá
distribuce, jestliže plat́ı následuj́ıćı dvě podḿınky:

(a) T (αϕ+ βψ) = αT (ϕ) + βT (ψ) ∀α, β ∈ R, ϕ, ψ ∈
D(Ω)

(b) limn→∞ T (ϕn) = 0 pro každou posloupnost
{ϕn}∞n=1 ⊂ D(Ω) takovou, že ϕn → 0 v D(Ω).

Množina všech distribućı se bude značit D′

(Ω).
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Poincarého ner.

H1/2(Rn−1)

Prostor H−1(Ω)

Stopy funkćı
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Př́ıklady:
Necht’ f ∈ L1,loc(Ω) lokálně integrovatelných funkćı v Ω a
definujme zobrazeńı Tf

Tf (ϕ) =

∫

Ω

f(x)ϕ(x)dx, ϕ ∈ D(Ω).

Pak Tf ∈ D′

(Ω). Zekvivalentněńım Tf a f dostaneme

〈f, ϕ〉 =
∫

Ω

f(x)ϕ(x)dx, ϕ ∈ D(Ω).
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Bud’ x0 ∈ Ω. definujme zobrazeńı δx0 vztahem

δx0(ϕ) = ϕ(x0), ϕ ∈ D(Ω).

Zřejmě je δx0 ∈ D′

(Ω). Distribuce δx0 je známá Diracova
funkce, ačkoliv to žádná funkce neńı!!! Pro zaj́ımavost
uved’me ještě nejčastěji použ́ıvanou aproximaci DDF v nule,
která se často použ́ıvá p̌ri numerických výpočtech a která
má i názornou pravděpodobnostńı interpretaci, protože
aproximačńı funkce jsou řadou Gaussových ǩrivek:

δa(x) =
1

a
√
π
exp−x2

a2 pro a→ 0 .
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Matematická
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Derivace ∂T
∂xi

distribuce T je definována následuj́ıćım
způsobem

∂T

∂xi
(ϕ) = −T

(
∂ϕ

∂xi

)
, ϕ ∈ D(Ω).

Podobně definujeme DαT , tj.

∂|α|T

∂xα1
1 · · · ∂xαN

N

vztahem
DαT (ϕ) = (−1)|α|T (Dαϕ)
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Derivace distribućı - pokračováńı
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Banachovy prostory

Hilbertovy prostory

Projekce a sep.

Kompaktnost

Rieszova věta
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Numerické metody
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Derivace distribućı jsou vždy definovány !!!
Každá distribuce má v D′

(Ω) derivace libovolného
řádu !!!
Poznamenejme, že je-li funkce f ∈ L1,loc(Ω), pak
existuj́ı jej́ı derivace libovolného řádu ve smyslu
distribućı.
Pro každou distribuci T ∈ D′

(Ω) plat́ı, že derivovat
můžeme v libovolném pǒrad́ı !!!
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Př́ıklad.
Necht’ u(x) = H(x) je Heavisideova funkce. Budiž dále
ϕ ∈ D(R). Z definice máme

〈H′

, ϕ〉 = −〈H, ϕ′〉 .

Jelikož zjevně je H ∈ L1,loc(R), dostáváme

〈H, ϕ′〉 =
∫

R

H(x)ϕ
′

(x)dx =

∫ ∞

0

ϕ
′

(x)dx = −ϕ(0).

Z toho plyne
〈H′

, ϕ〉 = ϕ(0) = 〈δ0, ϕ〉
neboli H′

= δ0. Slovy: distribučńı derivace Heavisideovy
funkce je Diracova distribuce.
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Sobolevovy prostory

Matematické
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Uvažujme jednoduchou PDR, nap̌ŕıklad

−∆u(x) = f(x), x ∈ Ω

s okrajovou podḿınkou u(x) = 0 pro x ∈ ∂Ω , kde Ω je
nějaká neprázdná otev̌rená oblast v R

n, pak se obyčejně
p̌redpokládá, že f ∈ C(Ω) a u ∈ C2(Ω). Je-li u takové
řešeńı (nazývané klasickým), pak vynásob́ıme-li rovnici funkćı
ϕ ∈ C∞

0 (Ω) a integrujeme-li poté rovnici p̌res Ω, pak za
použit́ı Greenovy věty dostáváme následuj́ıćı integrálńı
identitu:

∫

Ω

n∑

i=1

∂u(x)

∂xi

∂ϕ(x)

∂xi
dx =

∫

Ω

f(x)ϕ(x)dx ∀ϕ ∈ C∞
0 (Ω)



INVESTICE DO ROZVOJE VZDĚLÁVÁŃI
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Matematické
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Budeme se zabývat p̌revážně Sobolevovými prostory
založenými na L2(Ω). Budeme formulovat abstraktńı větu -
flexibilńım prosťredek pro generováńı Sobolevových prostor̊u.
Ingrediencemi v naš́ı ”kuchǎrce”jsou následuj́ıćı položky:

■ prostor distribućı D′

(Ω;Rn), speciálně v p̌ŕıpadě n = 1
prostor D′

(Ω)

■ dva Hilbertovy prostory H a Z s t́ım, že
Z →֒ D′

(Ω;Rn) pro nějaké n ≥ 1 (kompaktńı
vnǒreńı), čili

vk → v v Z implikuje vk → v v D′

(Ω;Rn)

■ lineárńı spojitý operátor L : H → D′

(Ω;Rn), jako je
nap̌ŕıklad gradient či divergence.
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Abstraktńı konstrukce - pokračováńı
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Pak plat́ı tato věta o abstraktńı definici Sobolevových
prostor̊u (ASP):
Definujme

W = {v ∈ H|Lv ∈ Z}

(u, v)W = (u, v)H + (Lu, Lv)Z . (11)

Pak W je Hilbert̊uv prostor se skalárńım součinem (11).
Vnǒreńı prostoru W do prostoru H je spojité a zúžeńı
operátoru L na W je spojité z W do Z.
Poznámka. Norma indukovaná skalárńım součinem (11) je

‖u‖W =
√

‖u‖2H + ‖Lu‖2Z

a nazývá se grafová norma L.
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Derivace distribućı
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Prostor H1(Ω).
Bud’ Ω j R

n. Položme ve větě (ASP):

H = L2(Ω) Z = L2(Ω;Rn) →֒ D′

(Ω;Rn)

a L : H → D′

(Ω;Rn) definovaný jako L = ∇ kde je
gradient uvažován ve smyslu distribućı. Pak W je
Sobolev̊uv prostor funkćı z L2(Ω), jejichž prvńı derivace ve
smyslu distribućı jsou funkce v L2(Ω). Tento prostor
označujeme H1(Ω), ale také H1,2(Ω),W 1,2(Ω). Tedy:

H1(Ω) = {v ∈ L2(Ω)|∇v ∈ L2(Ω;Rn)} .
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Matematické
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V mnoha aplikaćıch Dirichlet̊uv integrál
∫
Ω
|∇|2 representuje

energii. Funkce z H1(Ω) jsou tedy spojovány s
konfiguracemi, které maj́ı konečnou energii.
Z věty (ASP) a z toho, že prostor L2(Ω) je separabilńı
vyplývá:
H1(Ω) je separabilńı Hilbert̊uv prostor, který je spojitě
vnǒren do L2(Ω). Operátor gradientu ∇ je spojitým
operátorem z H1(Ω) do L2(Ω;Rn). Skalárńı součin v H1(Ω)
je (u, v)H1(Ω) =

∫
Ω
uvdx+

∫
Ω
∇u · ∇vdx a norma je

‖u‖2H1(Ω) =

∫

Ω

u2dx+

∫

Ω

|∇u|2dx .
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Matematická
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Př́ıklady některých
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Bud’ N počet multi-index̊u α = (α1, · · · , αn) takových, že
|α| = ∑n

i=1 αi ≤ m. Zvolme ve větě (ASP)

H = L2(Ω), Z = L2(Ω;Rn) ⊂ D′

(Ω;Rn) ,

a operátor L : L2(Ω) → D′

(Ω;Rn) definovaný

Lv = {Dαv}|α|≤m .
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Matematické
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Př́ıklady některých
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Potom W je Sobolev̊uv prostor funkćı z L2(Ω), jejichž
derivace (ve smyslu distribućı) až do řádu m včetně jsou
funkce z L2(Ω). Pro tento prostor použ́ıváme označeńı
Hm(Ω), (ale i Hm,2(Ω) či Wm,2(Ω)). Tedy

Hm(Ω) = {v ∈ L2(Ω)|Dαv ∈ L2(Ω), ∀α : |α| ≤ m} .

Z věty (ASP) a separability L2(Ω) vyplývá
Hm(Ω) je separabilńı Hilbert̊uv prostor, který je spojitě
vnǒren do L2(Ω). Operátory Dα, |α| ≤ m, jsou spojité z
Hm(Ω) do L2(Ω).
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Derivace distribućı
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Skalárńı součin v Hm je definován jako

(u, v)Hm(Ω) = (u, v)m,2 =
∑

|α|≤m

∫

Ω

DαuDαvdx

a norma je

‖u‖2Hm(Ω) = ‖u‖2m,2 =

∫

Ω

|Dαu|2dx .

Je-li u ∈ Hm(Ω), pak každá derivace u řádu k je prvkem
Hm−k(Ω); obecně, je-li |α| = k ≤ m, pak

Dαu ∈ Hm−k(Ω)

a Hm(Ω) →֒ Hm−k(Ω), k ≥ 1.
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V p̌ŕıpadě, že Ω = R
n můžeme prostor Hm(Rn) definovat s

využit́ım poznatk̊u o Fourierově transformaci:

Hm(Rn) = {u|u ∈ S ′

, (1 + |ξ|2)m/2û ∈ L2(Rn)}

s normou

‖u‖Hm(Rn) = ‖(1 + |ξ|2)m/2û‖L2(Rn) .
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Matematická
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konkrétńıch model̊u
a jejich rešeńı 93 / 231

Symbolem H1
0 (Ω) označ́ıme uzávěr prostoru distribućı D(Ω)

v prostoru H1(Ω).Tedy u ∈ H1
0 (Ω) tehdy a jen tehdy, když

existuje posloupnost {ϕk} ⊂ D(Ω) taková, že ϕk → u v
H1(Ω), tj. ‖ϕk − u‖0 → 0 a zároveň ‖∇ϕk −∇u‖0 → 0 pro
k → ∞. Vzhledem k tomu, že testovaćı funkce v D(Ω) maj́ı
nulovou hodnotu na hranici ∂Ω, maj́ı nulovou stopu, děd́ı
tuto vlastnost i funkce z H1

0 (Ω).
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Tedy prvky prostoru u ∈ H1
0 (Ω) jsou funkce z H1(Ω), které

maj́ı nulovou stopu na ∂Ω. Zřejmě je H1
0 (Ω) Hilbertovým

podprostorem prostoru H1(Ω).
Skalárńı součin je v prostoru H1

0 (Ω) definován jako

(u, v)1 = (∇u,∇v)0

a norma
‖u‖1 = ‖∇u‖0 .
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Poincarého nerovnost

Matematické
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Poincarého nerovnost.
Budiž Ω ⊂ R

n omezená oblast. Pak existuje kladná
konstanta CP (Poincarého konstanta) taková, že pro každé
u ∈ H1

0 (Ω) plat́ı

‖u‖0 ≤ CP‖∇u‖0 . (12)
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formulace úlohy
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Uvažujme body v R
n ve tvaru x = (x′, xn). Definujme funkci

g(x′) = u(x′, 0).
Ř́ıkáme, že g ∈ H1/2(Rn−1), g je z prostoru stop, jestliže

‖g‖2
H

1/2

Rn−1

=

∫

Rn−1

(1 + |ξ′ |2)1/2|ĝ(ξ′

)|2dξ′

<∞
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Numerické metody
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konkrétńıch model̊u
a jejich rešeńı 97 / 231

Při aplikaci Lax-Milgramovy věty na okrajové úlohy hraje
významnou roli duálńı prostor k prostoru H1

0 (Ω).
Označme symbolem H−1(Ω) duálńı prostor k prostoru
H1

0 (Ω) a zaved’me v něm normu

‖F‖−1 = sup{|Fv| |v ∈ H1
0 (Ω), ‖v‖1 ≤ 1} .
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Jelikož je D(Ω) (z definice) hustý a spojitě vnǒrený do
H1

0 (Ω), je prostor H−1(Ω) prostorem distribućı, což
znamená, že

1. je-li F ∈ H−1(Ω), je jej́ı zúžeńı na D(Ω) distribućı,

2. je-li F,G ∈ H−1(Ω) a Fϕ = Gϕ pro každé ϕ ∈ D, pak
F = G.

Tud́ıž H−1(Ω) je v jedno-jednoznačné korespondenci s
nějakým podprostorem prostoru D′

(Ω), takže můžeme psát
H−1(Ω) ⊂ D′

(Ω) .
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Následuj́ıćı důležitá věta odpov́ıdá na otázku, jak vypadaj́ı
distribuce, které paťŕı do prostoru H−1(Ω): H−1(Ω) je
množina distribućı tvaru

F = f0 + divf ,

kde f0 ∈ L2(Ω) a f = (f1, · · · , fn) ∈ L2(Ω;Rn). Nav́ıc

‖F‖−1 ≤ (1 + CP ){‖f0‖0 + ‖f‖0} ,

kde CP je Poincarého konstanta.
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Stopy funkćı

Matematické
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Matematická
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Numerické metody
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Naṕı̌seme-li f ∈ L2(Ω), uvažujeme, de facto, o jediné funkci
f : Ω → R, která je kvadraticky integrovatelná v
Lebesgueové smyslu. Chceme-li zkoumat strukturu L2(Ω)
jakožto Hilbertova prostoru, muśıme vědět, kdy jsou si dvě
funkce rovny skoro všude v Ω. Každý prvek L2(Ω) je ve
skutečnosti celou ťŕıdou ekvivalence a funkce f je jej́ım
representantem. Jakožto důsledek tohoto pojet́ı vid́ıme, že
nemá absolutně žádný smysl poč́ıtat hodnotu f v
jednotlivých bodech, protože bod má Lebesgueovu ḿıru
nula. To samé plat́ı i pro ”funkce”z prostoru H1(Ω), protože
H1(Ω) ⊂ L2(Ω). Na druhé straně řeš́ıme-li okrajové úlohy, je
žrejmé, že poťrebujeme poč́ıtat řešeńı v každém bodě v Ω!!!.
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Matematické
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Jak vid́ıme, je velice důležitá otázka funkčńıch hodnot funkce
na hranici oblasti. Stopou máme na mysli zúžeńı funkce
f na hranici Ω. V Dirichletově a v Neumannově úloze
p̌rǐrazujeme právě stopu řešeńı anebo jeho normálové
derivace na ∂Ω, což je však množina ḿıry nula. Má to v̊ubec
význam, je-li řešeńı u ∈ H1(Ω)? A co dokonce dělat v
p̌ŕıpadě numerického řešeńı, kdy dokonce muśıme poč́ıtat
hodnoty řešeńı v bodech?
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Banachovy prostory

Hilbertovy prostory

Projekce a sep.

Kompaktnost

Rieszova věta
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konkrétńıch model̊u
a jejich rešeńı 102 / 231

Možnost aproximovat každý prvek u ∈ H1(Ω) hladkými
funkcemi na Ω kĺıčové pro pojem zúžeńı u na Γ = ∂Ω.
Takovéto zúžeńı se nazývá stopa u na Γ a je prvkem
prostoru L2(Γ).
Je-li Ω = R

n
+, je Γ = ∂Rn

+ = R
n−1 a prostor L2(Γ) je

korektně definován. Pokud je však Ω obecně Lipschitzovská
oblast, definuje se L2(Γ) lokalizaćı. K tomu se využ́ıvá
klasický postup p̌res tzv. rozklad jednotky.
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formulace úlohy
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B1, · · · , BN je otev̌rené pokryt́ı Γ koulemi se sťredy v
bodech Γ, tj. Γ ⊂ ⋃N

j=1Bj. Je-li g : Γ → R, máme

g =
∑N

j=1 ψjg, kde ψ1, · · · , ψN j e rozklad jednotky pro Γ
p̌ŕıslušné pokryt́ı B1, · · · , BN .
Rozklad jednotky p̌ŕıslušné pokryt́ı B1, · · · , BN je systém
funkćı ψ1, · · · , ψN s následuj́ıćımi vlastnostmi:

■ pro každé j = 1, · · · , N je ψj ∈ C∞
0 (Bj) a 0 ≤ ψj ≤ 1,

■ pro každé x ∈ Γ je
∑N

j=1 ψj(x) = 1.
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Př́ıklady některých
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Protože Γ ∩Bj je grafem Lipschitzovy funkce yn = ψj(y
′

)
na Γ ∩ Bj, má smysl uvažovat ”plošný element”

dσ =
√
1 + |∇ψj|2dy

′

.

Ř́ıkáme, že g ∈ L2(Γ), jestliže

‖g‖2L2(Γ) =
N∑

j=1

∫

Γ∩Bj

ψj|g|2dσ <∞ .

L2(Γ) je Hilbert̊uv prostor vzhledem ke skalárńımu součinu

(g, h)L2(Γ) =
N∑

j=1

∫

Γ∩Bj

ψjghdσ .
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Věta o stopách
Budiž Ω bud’ Rn

+ nebo omezená Lipschitzovská oblast. Pak
existuje lineárńı operátor (operátor stopy)
τ0 : H1(Ω) → L2(Γ) takový, že

1. τ0u = u|Γ je-li u ∈ D(Ω),

2. ‖τ0u‖L2(Γ) ≤ c(Ω, n)‖u‖1,2 .
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Věta o stopách - pokračováńı
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Funkce τ0u, někdy též značená u|Γ, se nazývá stopa funkce
u na Γ.
Následuj́ıćı věta representuje integraci per partes pro funkce
z H1(Ω) a je důsledkem věty o stopách (105):
Budiž Ω bud’ Rn

+ nebo omezená Lipschitzovská oblast. Bud’

u ∈ H1(Ω), v ∈ H1(Ω;Rn). Potom je

∫

Ω

∇u · v dx = −
∫

Ω

u divv dx+

∫

Γ

(τ0u) (τ0v) · ν dσ

kde ν je jednotkový vektor vněǰśı normály ke Γ a
τ0v = (τ0v1, · · · , τ0vn).
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základy teorie PDR

Funkcionálńı analýza
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Řekneme, že funkce f : [0, T ] → V je integrabilńı na [0, T ],
jestliže existuje posloupnost sk : [0, T ] → V jednoduchých
funkćı tak, že

∫ T

0

‖sk(t)− f(t)‖V dt→ 0 pro k → +∞ .

Je-li f integrabilńı na [0, T ], definujeme integrál funkce f
následuj́ıćım způsobem:

∫ T

0

f(t)dt = lim
k→+∞

∫ T

0

sk(t)dtpro k → +∞ .
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Bochnerova věta.
Mě̌ritelná funkce f : [0, T ] → V je integrabilńı na [0, T ]
tehdy a jen tehdy, jestliže reálná funkce t→ ‖f(t)‖V je
integrabilńı na [0, T ]. Nav́ıc plat́ı

∥∥∥∥
∫ T

0

f(t)dt

∥∥∥∥
V

≤
∫ T

0

‖f(t)‖V dt

a
(
u,

∫ T

0

f(t)dt

)

V

=

∫ T

0

(u, f(t))V dt, ∀u ∈ V .
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Bud’ ‖u‖L∞(0,T ;V ) = max0≤t≤T‖u(t)‖V . Prostor
Lp([0, T ];V ) je množina mě̌ritelných funkćı u : [0, T ] → V
takových, že

■ je-li 1 ≤ p <∞, pak

‖u‖Lp(0,T ;V ) =

(∫ T

0

‖u(t)‖pV dt
)1/p

<∞

■ je-li p = ∞, pak

‖u‖L∞(0,T ;V ) = ess sup
0≤t≤T

‖u(t)‖V <∞ .
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Obě zavedené normy dělaj́ı z prostoru Lp([0, T ];V )
Banachův prostor pro 1 ≤ p ≤ ∞.
Je-li p = 2 je norma indukována skalárńım součinem

(u, v)L2(0,T ;V ) =

∫ T

0

(u(t), v(t))V dt

č́ımž se stává prostor L2(0, T ;V ) prostorem Hilbertovým.
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Označ́ıme W 1,p(0, T ;V ) Sobolev̊uv prostor funkćı
u ∈ Lp(0, T ;V ), jejichž slabá derivace u̇ ∈ Lp(0, T ;V ) .
S normami

‖u‖W 1,p(0,T ;V ) =

(∫ T

0

‖u(t)‖pV dt+
∫ T

0

‖u̇(t)‖pV dt
)1/p

1 ≤ p <∞
a

‖u‖W 1,∞(0,T ;V ) = sup
0≤t≤T

‖u(t)‖V + sup
0≤t≤T

‖u̇(t)‖V p = ∞

jsou všechny prostory Banachovy.
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Je-li p = 2, ṕı̌seme obvykle H1(0, T ;V ) naḿısto
W 1,2(0, T ;V ). Je to Hilbert̊uv prostor se skalárńım součinem

(u, v)H1(0,T ;V ) =

∫ T

0

{(u(t), v(t))V + (u̇(t), v̇(t))V }dt .
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Matematické
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a jejich rešeńı 113 / 231

Analogie z klasické analýzy: Budiž u ∈ L2(0, T ;V ) a také
u̇ ∈ L2(0, T ;V ∗). Pak:

a) u ∈ C([0, T ];H) a

max
0≤t≤T

‖u(t)‖H ≤ C
{
‖u‖L2(0,T ;V ) + ‖u̇‖L2(0,T ;V ∗)

}
.

b) Je-li též v ∈ L2(0, T ;V ) a také v̇ ∈ L2(0, T ;V ∗), pak
plat́ı následuj́ıćı integračńı formule:

∫ t

s

{〈u̇(r), v(r)〉∗ + 〈u(r), v̇(r)〉∗}dr =

(u(t), v(t))H − (u(s), v(s))H ∀s, t ∈ [0, T ] .
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Slabá formulace pro
hyperbolické PDR
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Budiž Ω j R
n oblast, A(x) = (ai,j(x)) čtvercová matice

řádu n, (b1(x), · · · , bn(x)), (c1(x), · · · , cn(x)) vektorová
pole v R

n, a dále a0 = a0(x), f = f(x) jsou reálné funkce.
Rovnice tvaru

−
n∑

i,j=1

∂xi
(aij(x)uxj

)+
n∑

i=1

∂xi
(bi(x)u)+

n∑

i=1

ci(x)uxi
+a0(x)u =

(13)

f(x)
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Slabé nebo var.

Numerické metody
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nebo

−
n∑

i,j=1

aij(x)uxixj
+

n∑

i=1

bi(x)uxi
+ a0(x)u = f(x) (14)

Eliptické v Ω, jestliže A je kladná v Ω, tj. plat́ı následuj́ıćı
podḿınky elipticity:

n∑

i,j=1

aij(x)ξiξj > 0, ∀x ∈ Ω, ∀ξ ∈ R
n, ξ 6= 0 .
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Ř́ıkáme, že (13) je v divergenčńım tvaru, protože se dá
p̌repsat ve tvaru:

−div(A(x)∇u)︸ ︷︷ ︸
difuse

+ div(b(x)u) + c(x) · ∇u︸ ︷︷ ︸
transport

+ a0(x)u︸ ︷︷ ︸
reakce

= (15)

f(x)︸︷︷︸
vněǰśı śıly

.
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Klasické
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Slabé nebo var.

Numerické metody

Př́ıklady některých
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Obvykle prvńı člen modeluje difúzi v heterogenńım nebo
anisotropńım médiu, je-li zadán konstitutivńı zákon pro tok
q, kterým může být nap̌r. Fourier̊uv nebo Fick̊uv zákon:

q = −A∇u .

neznámá funkce u může representovat nap̌r. teplotu nebo
koncentraci média. Tud́ıž člen −div(A∇u) je spojen s
termálńı nebo molekulárńı difúśı. Matice A se nazývá matićı
difúze, p̌ričemž závislost A na x p̌redstavuje anisotropńı
difúzi.
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úloha

Typy řešeńı
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Numerické metody

Př́ıklady některých
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Druký výraz div(bu) v transportńım členu modeluje
konvekci nebo p̌renos (transport) a odpov́ıdá tokové
funkci

q = bu .

Vektor b má rozměr rychlosti. Př́ıkladem může být situace,
kdy koǔr vycháźı z továrńıho koḿınu a je p̌renášen větrem. V
tomto p̌ŕıpadě je b rychlost větru. Je-li divb = 0, pak
div(bu) = b · ∇u a dostáváme tentýž tvar, jako má ťret́ı
člen c · ∇u.
Člen a0u modeluje reakci. Je-li u koncentrace substance,
pak a0 p̌redstavuje rychlost úbytku a0 > 0 nebo r̊ustu
a0 < 0.Konečně, f p̌redstavuje vněǰśı śıly rozprosťrené v
oblasti Ω, jako nap̌ŕıklad tepelný tok na jednotku hmoty
dodávaný z exterńıho zdroje.
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Zjednoduš́ıme problém na následuj́ıćı rovnici:
bud’ Ω ⊂ R

n omezená oblast a budiž

−α∇u+ a0(x)u = f v Ω . (16)

kde α > 0 je konstanta.

u = 0 na ∂Ω . (17)

Abychom doćılili slabé formulace, p̌redpokládejme nejďŕıve,
že a0, f jsou hladké a že u ∈ C0(Ω) ∩ C2(Ω) je klasické
řešeńı. Prostor testovaćıch funkćı:C1

0(Ω) funkćı, které jsou
nulové v okoĺı ∂Ω.
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Budiž v ∈ C1
0(Ω) a násobme touto funkćı rovnici (16) a poté

j́ı zintegrujme p̌res celé Ω. Dostaneme

∫

Ω

{−α∆u+ a0u− f}vdx = 0 .

Integraćı per partes a užit́ım okrajových podḿınek ((17))
dostaneme

∫

Ω

{α∇u ·∇v+a0uv}dx =

∫

Ω

fvdx, ∀v ∈ C1
0(Ω) . (18)
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Slabá formulace pro
hyperbolické PDR
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Rovnice (16) a (18) jsou ekvivalentńı, čili v p̌ŕıpadě
klasického řešeńı jsou obě tyto formulace ekvivalentńı.
Rovnice (18) obsahuje pouze prvńı derivace řešeńı a
testovaćıch funkćı. Rozš́ı̌ŕıme-li tedy prostor testovaćıch
funkćı na prostor H1

0 (Ω), můžeme definovat pojem slabé
formulace úlohy:
Slabým řešeńım úlohy (16), (17) je taková funkce
u ∈ H1

0 (Ω), která splňuje:

∫

Ω

{α∇u ·∇v+a0uv}dx =

∫

Ω

fvdx, ∀v ∈ H1
0 (Ω) . (19)
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Zavedeme-li bilineárńı formu

B(u, v) =

∫

Ω

{α∇u · ∇v + a0uv}dx

a lineárńı funkcionál

Lv =

∫

Ω

fvdx ,

pak rovnice (19) odpov́ıdá abstraktńı variačńı úloze

B(u, v) = Lv , ∀v ∈ H1
0 (Ω) .



INVESTICE DO ROZVOJE VZDĚLÁVÁŃI
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Matematické
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Slabá formulace pro
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Korektnost úlohy je důsledkem Lax-Milgramovy věty:
Předpokládejme, že f ∈ L2(Ω) a že 0 ≤ a0(x) ≤ γ0 skoro
všude v Ω. Pak úloha (19) má jednoznačné řešeńı
u ∈ H1

0 (Ω). Nav́ıc

‖∇u‖0 ≤
CP

α
‖f‖0 ,

kde CP je Poincarého konstanta.
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pokračováńı
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modelováńı
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Poznámka. Předpokládejme, že a0 = 0 a že u
representuje rovnovážnou pozici pružné membrány. Pak
B(u, v) representuje práci vykonanou vniťrńımi elastickými
silami v důsledku virtuálńıch podunut́ı v. Na pravé straně Lv
vyjaďruje práci vykonanou vněǰśımi silami. Slabá formulace
(19) tvrd́ı, že tyto dvě práce jsou v rovnováze, což je verze
principu vituálńı práce.
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úloha
Slabá formulace pro
hyperbolické PDR
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úloha

Typy řešeńı
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V důsledku symetrie formy B(u, v) řešeńı u minimalizuje v
prostoru H1

0 (Ω) Dirichlet̊uv funkcionál

E(u) =

∫

Ω

α|∇u|2dx
︸ ︷︷ ︸

interńı elastická energie

−
∫

Ω

fudx

︸ ︷︷ ︸
vněǰśı potenciálńı energie

což representuje totálńı potenciálńı energii. Rovnice (19)
representuje Eulerovu rovnici pro E.
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Matematické
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evolučńı rovnice
Cauchy-Dirichletova
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Poznámka. Nehomogenńı okrajové podḿınky.
Předpokládejme, že okrajové Dirichletovy podḿınky jsou
tvaru u = g na ∂Ω. Je-li Ω Lipschitzova oblast a
g ∈ H1/2(∂Ω), pak g je stopou na ∂Ω nějaké (ne nutně
jednoznačné) funkce g̃ ∈ H1(Ω), která se nazývá rozš́ı̌reńı g
na Ω. Polož́ıme-li w = u− g̃ zredukujeme úlohu na úlohu s
homogenńımi okrajovými podḿınkami. Nyńı je w ∈ H1

0 (Ω) a
je řešeńım rovnice

∫

Ω

{α∇w · ∇v + a0wv}dx =

∫

Ω

Fvdx , ∀v ∈ H1
0 (Ω)

kde F = f − α∇g̃ − a0g̃ ∈ L2(Ω).
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Slabá formulace pro
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Lax-Milgramova věta nám dává existenci, jednoznačnost a
odhad stability

‖∇w‖0 ≤
CP

α
{‖f |0 + (α + a0)‖g̃‖1,2} (20)

pro libovolné rozš́ı̌reńı g stopy g̃. Protože plat́ı
‖u‖1,2 ≤ ‖w‖1,2 + ‖g̃‖1,2 a protože

‖g‖H1/2(∂Ω) = inf

{
‖g̃‖1,2

∣∣∣∣ g̃ ∈ H1(Ω), g̃|∂Ω = g

}
,

pak vezmeme-li supremum vzhledem k funkćım g̃, z (20)
vyplývá

‖u‖1,2 ≤ C(α, γ0, n,Ω)

{
‖f‖0 + ‖g‖H1/2(∂Ω)

}
.
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Slabá formulace pro
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Bud’ Ω ⊂ R
n omezená, Lipschitzovská oblast. Budeme

vyšeťrovat následuj́ıćı úlohu:

{
−α∆u+ a0(x)u = f v Ω
∂νu = g na ∂Ω

(21)

Slabá formulace této úlohy má tvar: Nalézt u ∈ H1(Ω)
tak, aby

∫

Ω

{α▽u·▽v+a0uv}dx =

∫

Ω

fvdx+α

∫

∂Ω

gvdσ , ∀v ∈ H1(Ω) .
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Matematické
modelováńı
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Numerické metody
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S odkazem na větu o stopách (105) a Lax-Milgramovu větu
lze dokázat následuj́ıćı větu, která nám zajist́ı, že úloha je
korektně definovaná:
Budiž Ω ⊂ R

n omezená Lipschitzovská oblast,
f ∈ L2(Ω), g ∈ L2(∂Ω) a 0 < c0 ≤ a0(x) ≤ γ0 skoro všude
v Ω.
Pak Neumannova úloha má jednoznačné řešeńı u ∈ H1(Ω).
Nav́ıc plat́ı:

‖u‖1,2 ≤ 1

min{α, c0}

{
‖f‖0 + Cα‖g‖L2(∂Ω)

}
. (22)
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Ve smyslu distr.
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Newtonova úloha má tvar:

{
−α∆u+ a0(x)u = f v Ω
∂νu+ hu = g na ∂Ω

(23)

Jestliže p̌reṕı̌seme ∂νu = −hu+ g na∂Ω, dostáváme
následuj́ıćı variačńı formulaci:
Nalézt u ∈ H1(Ω) tak, že

∫

Ω

{α∇u·∇v+a0uv}dx+α
∫

∂Ω

huvdσ =

∫

Ω

fvdx+α

∫

∂Ω

gdσ

∀v ∈ H1(Ω) .
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Věta o korektnosti:
Necht’ Ω, f, g, a0 jsou jako ve větě (22) a 0 ≤ h(x) ≤ h0
skoro všude na ∂Ω. Pak úloha (23) má jednoznačné slabé
řešeńı u ∈ H1(Ω). Nav́ıc plat́ı:

‖u‖1,2 ≤ 1

min{α, c0}

{
‖f‖0 + Cα‖g‖L2(∂Ω)

}
.
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Budiž ΓD neprázdná, relativně otev̌rená podmnožina hranice
∂Ω. Označme ΓN = ∂Ω\ΓD a uvažujme úlohu:





−α∆u+ a0(x)u = f v Ω
u = 0 na ΓD

∂νu = g na ΓN

(24)
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Správná funkcionálńı definice je H1
0,ΓD

(Ω), tj. množina funkćı
z H1(Ω) s nulovou stopou na ΓD. Vezmeme normu

‖u‖H1
0,ΓD

(Ω) = ‖∇u‖0 .

Z integrace per partes plyne

−
∫

ΓN

α∂νu vdσ +

∫

Ω

{α∇u · ∇v + a0uv}dx =

∫

Ω

dx

∀v ∈ C1(Ω) .



INVESTICE DO ROZVOJE VZDĚLÁVÁŃI
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Okrajové podḿınky
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Neumannova podḿınka na ΓN dává následuj́ıćı variačńı
formulaci
Určit u ∈ H1

0,ΓD
(Ω) tak, že ∀v ∈ H1

0,ΓD
(Ω) plat́ı

∫

Ω

α∇u · ∇vdx+
∫

Ω

uvdx =

∫

Ω

fvdx+ α

∫

ΓN

gv dσ .

Pak plat́ı věta:
Bud’ Ω ⊂ R

n omezená Lipschitzovská oblast.
Předpokládejme, že f ∈ L2(Ω), g ∈ L2(ΓN) a
0 ≤ a0(x) ≤ γ0 skoro všude v Ω. Pak sḿı̌sená úloha má
jediné řešeńı u ∈ H1

0,ΓD
. Nav́ıc plat́ı:

‖∇u‖0 ≤ 1

α
‖f‖0 + C‖g‖L2(ΓN ) .
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V této části se budeme zabývat slabou formulaćı pro úlohy,
které zahrnuj́ı čas. Oblast́ı, na které budeme úlohy
vyšeťrovat, bude časo-prostorový válec QT = Ω× (0, T ), kde
Ω ⊂ R

n je omezená oblast a T > 0. Hranićı je množina
ST = ∂Ω× [0, T ].





ut − α∆u = f v QT

u(x, 0) = g(x) na Ω
u(σ, t) = 0 na ST

(25)

kde α > 0.
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Ve smyslu distr.
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∫

Ω

ut(x, t)v(x)dx− α

∫

Ω

∆u(x, t)v(x)dx =

∫

Ω

f(x, t)v(x)dx .

Integraćı per partes druhého členu dostaneme

∫

Ω

ut(x, t)v(x)dx+ α

∫

Ω

∇u(x, t)∇v(x)dx =

∫

Ω

f(x, t)v(x)dx .
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Matematické
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Př́ıklady některých
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Uvažujme funkci u = u(x, t) jakožto funkci času t s
hodnotami v nějakém vhodném Hilbertově prostoru V :

u : [0, T ] → V .

Rovnici můžeme p̌repsat do tvaru:

∫

Ω

u̇(t)vdx+ α

∫

Ω

∇u(t)∇vdx =

∫

Ω

f(t)vdx .
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Matematické
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Slabá formulace pro
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Přirozeným prostorem pro u(t) je V = H1
0 (Ω) pro skoro

všechna t ∈ [0, T ], p̌rirozenou volbou pro u̇(t) je prostor
H−1(Ω). Následně, prvńı integrál je ťreba interpretovat jako

〈u̇(t), v〉∗

kde 〈·, ·〉∗ znamená dualitu mezi prostorem H−1(Ω) a
prostorem H1

0 (Ω).
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Př́ıklady některých
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Pak máme:
Funkce u ∈ L2(0, T ;V ) se nazývá slabým řešeńım úlohy
(25), jestliže u̇ ∈ L2(0, T ;V ) a :

1. pro každé v ∈ V ,

〈u̇(t), v〉∗ + α(u(t), v) = (f(t), v)0

pro skoro všechna t ∈ [0, T ].

2. u(0) = g.
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Okrajové podḿınky
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Cauchy-Dirichletova
úloha
Slabá formulace pro
hyperbolické PDR
Cauchy-Dirichletova
úloha

Typy řešeńı

Klasické

Silné

Ve smyslu distr.

Slabé nebo var.

Numerické metody

Př́ıklady některých
konkrétńıch model̊u
a jejich rešeńı
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Plat́ı existenčńı věta:
Bud’ f ∈ L2(0, T ;L2(Ω)) a g ∈ L2(Ω). Pak u je
jednoznačné řešeńı úlohy (25). Nav́ıc

‖u(t)‖20 + α

∫ T

0

‖u(t)‖21dt ≤ ‖g‖20 +
2C2

P

α

∫ T

0

‖f(t)‖20dt

pro každé t ∈ [0, T ], a

∫ T

0

‖u̇(t)‖2∗dt ≤ 2α‖g‖20 + 4C2
P

∫ T

0

‖f(t)‖20dt ,

kde CP je Poincarého konstanta.
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Slabá formulace pro hyperbolické PDR

Matematické
modelováńı

Matematické
základy teorie PDR

Matematická
formulace úlohy
Variačńı formulace
pro eliptické PDR

Okrajové podḿınky
Slabá formulace pro
evolučńı rovnice
Cauchy-Dirichletova
úloha
Slabá formulace pro
hyperbolické PDR
Cauchy-Dirichletova
úloha

Typy řešeńı

Klasické

Silné

Ve smyslu distr.

Slabé nebo var.

Numerické metody

Př́ıklady některých
konkrétńıch model̊u
a jejich rešeńı
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Š́ı̌reńı vlněńı v nehomogenńım a anisotropńım médiu vede na
hyperbolické rovnice druhého řádu vzhledem k časové
derivaci. Uved’me jej́ı obecný tvar:

utt = div(A(x, t)∇u) + b(x, t) · ∇u+ c(x, t)u = f(x, t)

s t́ım, že a(x, t)ξ · ξ > 0 ξ 6= 0 pro skoro všechna
(x, t) ∈ QT .
Teorie hyperbolických rovnic je mnohem komplikovaněǰśı,
než teorie eliptických či parabolických rovnic a proto se
omeźıme pouze na Cauchy-Dirichletovu úlohu
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Cauchy-Dirichletova úloha

Matematické
modelováńı

Matematické
základy teorie PDR

Matematická
formulace úlohy
Variačńı formulace
pro eliptické PDR

Okrajové podḿınky
Slabá formulace pro
evolučńı rovnice
Cauchy-Dirichletova
úloha
Slabá formulace pro
hyperbolické PDR
Cauchy-Dirichletova
úloha

Typy řešeńı
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konkrétńıch model̊u
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utt − c2∆u = f v QT

u(x, 0) = g(x) , ut(x, 0) = g1(x) na Ω
u(σ, t) = 0 na ST .

(26)

Budiž f ∈ L2(0, T ;V ∗) a g ∈ V, g1 ∈ H. Úloha nalezeńı
slabého řešeńı znamená nalézt takové u ∈ L2(0, T ;V ), že
u̇ ∈ L2(0, T ;H), ü ∈ L2(0, T ;V ∗) a tak, že

1. pro všechna v ∈ V a pro skoro všechna t ∈ [0, T ],
〈ü(t), v〉∗ + c2(∇u(t),∇v)0 = (f(t), v)0 ,

2. u(0) = g, u̇(0) = g1.
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Cauchy-Dirichletova úloha - pokračováńı

Matematické
modelováńı

Matematické
základy teorie PDR

Matematická
formulace úlohy
Variačńı formulace
pro eliptické PDR

Okrajové podḿınky
Slabá formulace pro
evolučńı rovnice
Cauchy-Dirichletova
úloha
Slabá formulace pro
hyperbolické PDR
Cauchy-Dirichletova
úloha

Typy řešeńı

Klasické
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Ve smyslu distr.

Slabé nebo var.
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Existenčńı věta, která zaručuje jednoznačnost a korektnost,
má následuj́ıćı tvar:
Budiž f ∈ L2(0, T ;H), g ∈ V, g1 ∈ H. Pak
u ∈ L∞(0, T ;V ) a t́ım pádem i v L2(0, T ;V ) je jednoznačné
řešeńı úlohy (26). Nav́ıc

‖u‖2L∞(0,T ;V ) + ‖u̇‖2L∞(0,T ;H) + ‖ü‖2L2(0,T ;V ∗) ≤

C

{
‖f‖2L2(0,T ;H) + ‖g‖21 + ‖g1‖20

}

kde C = C(c, T ).
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Typy řešeńı

Matematické
modelováńı

Matematické
základy teorie PDR

Matematická
formulace úlohy
Variačńı formulace
pro eliptické PDR

Okrajové podḿınky
Slabá formulace pro
evolučńı rovnice
Cauchy-Dirichletova
úloha
Slabá formulace pro
hyperbolické PDR
Cauchy-Dirichletova
úloha

Typy řešeńı

Klasické

Silné

Ve smyslu distr.

Slabé nebo var.

Numerické metody

Př́ıklady některých
konkrétńıch model̊u
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Typy řešeńı budeme ilustrovat na následuj́ıćı úloze:
p̌redpokládejme, že je dána oblast Ω ⊂ R

n, konstanta α > 0
a dvě reálné funkce a0, f : Ω → R. Úlohou je nalézt funkci
u, která splňuje rovnici

−α∆u+ a0u = f v Ω

a jednu z obvyklých okrajových podḿınek na ∂Ω.
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Řešeńı klasické

Matematické
modelováńı

Matematické
základy teorie PDR

Matematická
formulace úlohy
Variačńı formulace
pro eliptické PDR

Okrajové podḿınky
Slabá formulace pro
evolučńı rovnice
Cauchy-Dirichletova
úloha
Slabá formulace pro
hyperbolické PDR
Cauchy-Dirichletova
úloha

Typy řešeńı

Klasické

Silné

Ve smyslu distr.

Slabé nebo var.

Numerické metody

Př́ıklady některých
konkrétńıch model̊u
a jejich rešeńı
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Klasickým řešeńım jsou dvakrát spojitě diferencovatelné
funkce. Diferenciálńı rovnice i okrajové podḿınky jsou
splněny v obvyklém bodovém smyslu. Jinými slovy:
u ∈ C0(Ω) ∩ C2(Ω).
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Řešeńı silné

Matematické
modelováńı

Matematické
základy teorie PDR

Matematická
formulace úlohy
Variačńı formulace
pro eliptické PDR

Okrajové podḿınky
Slabá formulace pro
evolučńı rovnice
Cauchy-Dirichletova
úloha
Slabá formulace pro
hyperbolické PDR
Cauchy-Dirichletova
úloha

Typy řešeńı

Klasické

Silné

Ve smyslu distr.

Slabé nebo var.

Numerické metody

Př́ıklady některých
konkrétńıch model̊u
a jejich rešeńı
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Silné řešeńı je prvkem Sobolevova prostoru H2(Ω). Tud́ıž,
silné řešeńı má druhé derivace, které jsou prvky L2(Ω) ve
smyslu distribućı.



INVESTICE DO ROZVOJE VZDĚLÁVÁŃI

Řešeńı ve smyslu distribućı

Matematické
modelováńı

Matematické
základy teorie PDR

Matematická
formulace úlohy
Variačńı formulace
pro eliptické PDR

Okrajové podḿınky
Slabá formulace pro
evolučńı rovnice
Cauchy-Dirichletova
úloha
Slabá formulace pro
hyperbolické PDR
Cauchy-Dirichletova
úloha

Typy řešeńı

Klasické

Silné

Ve smyslu distr.

Slabé nebo var.

Numerické metody

Př́ıklady některých
konkrétńıch model̊u
a jejich rešeńı
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Řešeńı ve smyslu distribućı paťŕı do prostoru L1
loc(Ω) a

rovnice je splněna ve smyslu distribućı:

∫

Ω

{−αu∆ϕ+ a0(x)uϕ}dx =

∫

Ω

fϕdx , ∀ϕ ∈ D(Ω) .

Okrajové podḿınky jsou splněny ve velice slabém smyslu.
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Řešeńı slabé nebo variačńı

Matematické
modelováńı

Matematické
základy teorie PDR

Matematická
formulace úlohy
Variačńı formulace
pro eliptické PDR

Okrajové podḿınky
Slabá formulace pro
evolučńı rovnice
Cauchy-Dirichletova
úloha
Slabá formulace pro
hyperbolické PDR
Cauchy-Dirichletova
úloha

Typy řešeńı

Klasické
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Ve smyslu distr.

Slabé nebo var.

Numerické metody

Př́ıklady některých
konkrétńıch model̊u
a jejich rešeńı
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Slabé nebo variačńı řešeńı paťŕı do prostoru H1(Ω). Úloha je
v podstatě reformulace abstraktńı variačńı úlohy.
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Řešeńı slabé nebo variačńı - pokračováńı

Matematické
modelováńı

Matematické
základy teorie PDR

Matematická
formulace úlohy
Variačńı formulace
pro eliptické PDR

Okrajové podḿınky
Slabá formulace pro
evolučńı rovnice
Cauchy-Dirichletova
úloha
Slabá formulace pro
hyperbolické PDR
Cauchy-Dirichletova
úloha

Typy řešeńı

Klasické

Silné

Ve smyslu distr.

Slabé nebo var.

Numerické metody

Př́ıklady některých
konkrétńıch model̊u
a jejich rešeńı
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■ Zřejmě muśı všechny výše uvedené typy řešeńı splňovat
tzv. princip koherence, který ř́ıká následuj́ıćı: jestliže
jsou všechna data (oblast, okrajové podḿınky,
koecicienty, śıly, atd.) a i řešeńı v prostoru C∞,
všechny výše uvedené typy řešeńı muśı být
ekvivalentńı. Tud́ıž všechny neklasické typy řešeńı jsou
zobecněńım řešeńı klasického.
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Řešeńı slabé nebo variačńı - pokračováńı

Matematické
modelováńı

Matematické
základy teorie PDR

Matematická
formulace úlohy
Variačńı formulace
pro eliptické PDR

Okrajové podḿınky
Slabá formulace pro
evolučńı rovnice
Cauchy-Dirichletova
úloha
Slabá formulace pro
hyperbolické PDR
Cauchy-Dirichletova
úloha

Typy řešeńı

Klasické
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Ve smyslu distr.

Slabé nebo var.

Numerické metody

Př́ıklady některých
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■ V souvislosti s numerickým řešeńım, kdy je ťreba
kontrolovat chybu numerické metody, je poťreba
stanovit optimálńı řád regularity neklasických řešeńı.
Přesněji, budiž u neklasické řešeńı Poissonovy úlohy.
Pak vyvstává otázka: jak ovlivńı regularita dat a0, f a
oblasti Ω regularitu řešeńı? Źıskat vyčerpávaj́ıćı
odpověd’ na tuto otázku je značně náročné a poťrebuje
velice hluboké teoretické výsledky.
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Numerické metody

Matematické
modelováńı

Matematické
základy teorie PDR

Matematická
formulace úlohy

Numerické metody

Metoda śıt́ı

Formulace

Analýza úlohy
Metoda konečných
prvk̊u (FEM)

Galerkinova metoda

Cea-ova nerovnost

Posťrehy

Věta o aproximaci
Trojúhelńıkové prvky
vyš̌śıch stupňů

Př́ıklady některých
konkrétńıch model̊u
a jejich rešeńı
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Metoda śıt́ı

Matematické
modelováńı

Matematické
základy teorie PDR

Matematická
formulace úlohy

Numerické metody

Metoda śıt́ı

Formulace

Analýza úlohy
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Posťrehy
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a jejich rešeńı
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Metoda śıt́ı paťŕı k nejstařśım numerickým metodám v̊ubec.
Vycháźı z celkové diskretizace úlohy a p̌redpokládá, že maj́ı
význam bodové hodnoty řešeńı. To, a priori, p̌redpokládá, že
řešeńı úlohy je dostatečně hladké - má dostatečný počet
spojitých derivaćı. Klasickým p̌ŕıpadem je úloha, u které je
známo, že existuje klasické řešeńı. Rovněž, vzhledem k
podstatě této metody, je relativně p̌ŕımočǎre aplikovatelná v
p̌ŕıpadě oblast́ı s jednoduš̌śı geometríı. Přistouṕıme nyńı k
formulaci této metody.
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Formulace
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modelováńı

Matematické
základy teorie PDR
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formulace úlohy
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Pak pro aproximaci f
′

(x) máme nap̌ŕıklad tyto ťri populárńı
diferenčńı náhrady, které jsou výsledkem Taylorova rozvoje
funkce f :





f
′

(x) ≈ f(x+h)−f(x)
h

f(x)−f(x−h)
h

f(x+h)−f(x−h)
2h

.

(27)

Náhrady se postupně nazývaj́ı dop̌redná, zpětná a centrálńı.
Druhé derivace funkce f se obyčejně aproximuj́ı centrálńı
diferenćı 2. řádu

f
′′

(x) ≈ f(x+ h)− 2f(x) + f(x− h)

h2
.
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Matematické
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Metodu śıt́ı budeme pro jednoduchost analyzovat na
následuj́ıćı úloze





u̇ = νuxx + f(x, t) v [0, π]× [0, T ]
u(0, t) = u(π, t) = 0 0 ≤ t ≤ T
u(x, 0) = u0(x) .

(28)

Diferenciálńı rovnice může representovat nap̌r. vedeńı tepla.
Předpokládáme, že ν > 0 je konstantńı a f, u0 jsou zadané
funkce. Rovnice (28) tedy representuje parabolickou rovnici.
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Zaj́ımá nás p̌ribližný výpočet řešeńı v sit’ových bodech.
Označme symbolem vmj p̌ribližnou hodnotu řešeńı
umj = u(xj, tm) spoč́ıtanou z diferenčńıch náhrad. Označme
ještě fm

j = f(xj, tm) a r = νht/h
2
x. Nyńı uvedeme ťri tzv.

śıt’ová schémata podle toho, jakou diferenčńı náhradu pro
výpočet derivaćı použijeme.
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Numerické metody

Metoda śıt́ı
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1. Explicitńı metoda
Časová derivace je nahrazena dop̌rednou náhradou, druhá
prostorová derivace je nahrazena centrálńı náhradou druhého
řádu. Pak dostáváme:





vm+1
j −vmj

ht
= ν

vmj+1−2vmj +vmj−1

h2
x

+ fm
j ,

1 ≤ j ≤ Nx − 1, 0 ≤ m ≤ Nt − 1 ,
vm0 = vmNx

= 0, 0 ≤ m ≤ Nt

v0j = u0(xj), 0 ≤ j ≤ Nx.

(29)

Vid́ıme, že je-li řešeńı v časovém kroku t = tm spočteno,
můžeme explicitně spoč́ıtat řešeńı v časovém kroku
t = tm+1. Tud́ıž, dop̌redné schéma je explicitńı metoda.
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Numerické metody
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2. Implicitńı metoda
Časová derivace je nahrazena zpětnou náhradou, druhá
prostorová derivace je nahrazena centrálńı náhradou druhého
řádu. Pak dostáváme:





vmj −vm−1
j

ht
= ν

vmj+1−2vmj +vmj−1

h2
x

+ fm
j ,

1 ≤ j ≤ Nx − 1, 0 ≤ m ≤ Nt − 1 ,
vm0 = vmNx

= 0, 0 ≤ m ≤ Nt

v0j = u0(xj),

(30)

0 ≤ j ≤ Nx .
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Metoda konečných
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Tato diferenčńı rovnice se dá p̌repsat do tvaru

(1 + 2r)vmj − r(vmj+1 + vmj−1) = vm−1
j + htf

m
j (31)

1 ≤ j ≤ Nx − 1, 1 ≤ m ≤ Nt .

Vid́ıme, že je-li řešeńı v časovém kroku t = tm−1 spočteno,
muśıme k źıskáńı řešeńı v časovém kroku t = tm řešit
tridiagonálńı systém řádu Nx − 1. Tud́ıž, dop̌redné schéma je
implicitńı metoda.
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Metoda konečných
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3. Crank-Nicolsonova metoda
Časová derivace je nahrazena centrálńı náhradou v bodě
(xm, tj−1/2) centrálńı formuĺı

ut(xj, tm−1/2) ≈
u(xj, tm)− u(xj, tm−1)

ht
.

Druhá prostorová derivace je nahrazena centrálńı náhradou
druhého řádu

uxx(xj, tm−1/2) ≈
u(xj+1, tm−1/2)− 2u(xj, tm−1/2) + u(xj−1, tm−1/2)

h2t
,
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Formulace
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a poté ještě aproximujme hodnoty v polovičńıch časech
pr̊uměrem:

u(xj, tm−1/2) ≈ (u(xj, tm) + u(xj, tm−1))/2 , atd.





vmj −vm−1
j

ht
= ν

(vmj+1−2vmj +vmj−1)+(vm−1
j+1 −2vm−1

j +vm−1
j−1 )

2h2
x

+ f
m−1/2
j ,

1 ≤ j ≤ Nx − 1, 0 ≤ m ≤ Nt ,
vm0 = vmNx

= 0, 0 ≤ m ≤ Nt

v0j = u0(xj), 0 ≤ j ≤ Nx.

(32)

Zde je f
m−1/2
j = f(xj, tm−1/2), kteréžto se někdy nahrazuje

sťredńı hodnotou (fm
j + fm−1

j )/2.
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Formulace
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Tato diferenčńı rovnice se dá p̌repsat do tvaru

(1 + r
2
)vmj − r

2
(vmj+1 + vmj−1) = (1− r

2
)vm−1

j (33)

+
r

2
(vm−1

j+1 + vm−1
j−1 ) + htf

m−1/2
j .

Vid́ıme, že Crank-Nicolsonova metoda je taktéž implicitńı
metodou a v každém časovém kroku je ťreba řešit
tridiagonálńı systém řádu Nx − 1.
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Numerické metody

Metoda śıt́ı
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vyš̌śıch stupňů
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Pro jednoduchost uvažujme homogenńı úlohu (28):





u̇ = νuxx v [0, π]× [0, T ]
u(0, t) = u(π, t) = 0 0 ≤ t ≤ T
u(x, 0) = u0(x) .

(34)
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Abstraktńı formulace. Bud’ V Banachův prostor, V0 j V
hustý podprostor V . Budiž L : V0 j V → V lineárńı
operátor. Operátor L je věťsinou neomezený a jedńım z
reprezentant̊u je diferenciálńı operátor. Pro jednoduchost
uvažujme homogenńı úlohu (28):

{
du(t)
dt

= Lu(t), v 0 ≤ t ≤ T
u(x, 0) = u0(x) .

(35)

Tato úloha taktéž representuje počátečně-okrajovou úlohu s
homogenńımi okrajovými podḿınkami, pokud jsou tyto
zahrnuty v definici prostoru V a operátoru L.
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Funkce u : [0, T ] → V je řešeńım počátečńı úlohy (35),
jestliže pro každé t ∈ [0, T ] je u(t) ∈ V0,

lim
∆t→0

∥∥∥∥
1

∆t
(u(t+∆t)− u(t))− Lu(t)

∥∥∥∥ = 0 ,

a u(0) = u0. V definici je limita myšlena jako limita zprava,
je-li t = 0 a jako limita zleva, je-li t = T .
Počátečńı úloha (35) je korektně definována, jestliže pro
každé u0 ∈ V0 existuje jediné řešeńı u = u(t) a toto řešeńı
záviśı spojitě na počátečńı podḿınce: existuje konstanta c0
taková, že jsou-li u(t) a u(t) dvě řešeńı pro počátečńı
podḿınky u0, u0 ∈ V0, pak

sup
0≤t≤T

‖u(t)− u(t)‖V ≤ c0‖u0 − u0‖V .
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Předpokládejme od tohoto okamžiku, že naše úloha je
korektně definovaná. Označ́ıme řešeńı jako

u(t) = S(t)u0, u0 ∈ V0 .

Z linearity operátoru L plyne linearita operátoru S(t).
Operátor S(t) má zjevně názorný význam generátoru
trajektorie z dané počátečńı podḿınky.
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Nyńı zavedeme abstraktńı metodu śıt́ı, která je definována
jednoparametrickou množinou stejnoměrně omezených
lineárńıch operátor̊u

C(∆t) : V → V, 0 < ∆t ≤ ∆t0 ,

kde ∆t0 je zafixované č́ıslo. Množina {C(∆t)}0<∆t≤∆t0 se
nazývá stejnoměrně omezená, jestliže existuje taková
konstanta c, že

‖C(∆t)‖ ≤ c ∀∆t ∈ (0,∆t0] .

Přibližné řešeńı je pak definováno takto:

u∆t(m∆t) = C(∆t)mu0, m = 1, 2, · · ·
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168 / 231

Zavedeme důležitou vlastnost teorie diferenčńıch metod:
Konzistence.
Diferenčńı metoda se nazývá konzistentńı, jestliže existuje
hustý podprostor Vc prostoru V tak, že pro všechna u0 ∈ Vc
a jim odpov́ıdaj́ıćı řešeńı u úlohy (35) máme

lim
∆→0

∥∥∥∥
1

∆t
(C(∆t)u(t)−u(t+∆t))

∥∥∥∥ = 0 stejnoměrně v [0, T ] .

V p̌ŕıpadě dop̌redné náhrady definujme operátor C(∆t)
p̌redpisem

C(∆t)v(x) = (1− 2r)v(x) + r(v(x+∆x) + v(x−∆x)) ,

kde ∆x =
√
ν∆t/r. Identifikujeme ∆t s ht a ∆x s hx.
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Matematické
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Potom je C(∆t) : V → V lineárńım operátorem a plat́ı, že

‖C(∆t)v‖V ≤ (|1− 2r|+ 2r)‖v‖V ∀v ∈ V .

‖C(∆t)‖ ≤ |1− 2r|+ 2r , (36)

a tud́ıž množina {C(∆t)} je stejnoměrně omezená.
Diferenčńı metoda je

u∆t(tm) = C(∆t)u∆tu∆t(tm−1) = C(∆t)mu0 .

Aplikaćı Taylorova rozvoje lze dokázat, že dop̌redné schéma
je konzistentńı.
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Formulace
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prvk̊u (FEM)

Galerkinova metoda

Cea-ova nerovnost

Posťrehy
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Pro zpětnou náhradu dostáváme

(1 + 2r)u∆t(x, t+∆t)− r(u∆t(x−∆x, t+∆t)+

u∆t(x+∆x, t+∆t)) = u∆t(x, t) ,

kde ∆x =
√
ν∆t/r. Stejně jako v p̌redchoźım p̌ŕıpadě,

dostáváme, že množina {C(∆t)}0<∆t≤∆t0 je stejnoměrně
omezená a zpětná náhrada je konzistentńı.
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modelováńı
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Konvergence.
Diferenčńı metoda je konvergentńı, jestliže pro každé fixńı
t ∈ [0, T ] a každé u0 ∈ V máme

lim
∆ti→0

‖(C(∆ti)mi − S(t)u0‖ = 0‖

kde {mi} je posloupnost p̌rirozených č́ısel a {∆ti} je
posloupnost časových krok̊u tak, že limi→∞mi∆ti = t.
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Stabilita .
Diferenčńı metoda je stabilńı, jestliže operátory

{C(∆t)m|0 < ∆t ≤ ∆t0, m∆t ≤ T}

je stejnoměrně omezená, tj. existuje konstanta M0 > 0 tak,
že

‖C(∆t)m‖V→V ≤ M0 ∀m : m∆t ≤ T, ∀∆t ≤ ∆t0 .
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vyš̌śıch stupňů
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Nyńı již můžeme formulovat centrálńı výsledek této části:
Laxova věta o ekvivalenci.
Předpokládejme, že počátečńı úloha (35) je korektńı. Pro
konzistentńı diferenčńı metodu plat́ı, že pojem stability je
ekvivalentńı s pojmem konvergence.
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Numerické metody

Metoda śıt́ı
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Důsledkem Laxovy věty je následuj́ıćı věta o řádu
konvergence:
Řád konvergence.
Necht’ jsou splněny p̌redpoklady Laxovy věty. Je-li u řešeńı s
počátečńı podḿınkou u0 ∈ V , pro které plat́ı

sup
0≤t≤T

∥∥∥∥
C(∆t)u(t)− u(t+∆t)

∆t

∥∥∥∥ ≤ c(∆t)k ∀∆t ∈ (0,∆t0] ,

pak plat́ı odhad chyby

‖C(∆t)mu0 − u(t)‖ ≤ c(∆t)k ,

kde m je p̌rirozené č́ıslo takové, že plat́ı m∆t = t.
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V p̌ŕıpadě dop̌redné metody p̌redpokládejme r ≤ 1/2. Pak z
(36) plyne, že ‖C(∆t)‖ ≤ 1 a tedy

‖C(∆t)m‖ ≤ 1, m = 1, 2, · · ·

Tud́ıž, za podḿınky r ≤ 1/2 je dop̌redná metoda stabilńı.
Protože je schéma konzistentńı, je i konvergentńı:

lim
∆ti→0

‖u∆t(·,mi∆ti)− u(·, t)‖V = 0 ,

jakmile lim∆ti→0mi∆ti = t.
Tud́ıž, za podḿınky r ≤ 1/2 je dop̌redné schéma stabilńı a
konvergentńı - mluv́ıme o podḿıněné stabilitě a
podḿıněné konvergenci.
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Analýza úlohy
Metoda konečných
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V p̌ŕıpadě zpětné náhrady je pro každé r ‖C(∆t)‖ ≤ 1. Pak
je

‖C(∆t)m‖ ≤ 1, ∀m .

Tud́ıž zpětné schéma je nepodḿıněně stabilńı a tedy i
nepodḿıněně konvergentńı.
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Metoda konečných
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konkrétńıch model̊u
a jejich rešeńı
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Metoda konečných prvk̊u je bezesporu nejpopulárněǰśı
numerickou metodou využ́ıvanou v inženýrské praxi, která se
v současné době použ́ıvá p̌ri řešeńı eliptických okrajových
úloh. Poťreba řešit komplexńı problémy elasticity a
strukturálńı problémy v civilńım a leteckém inženýrstv́ı
vyústily hlavně v práci Richarda Couranta (1942), kde byla
poprvé uvedena myšlenka rozděleńı spojité oblasti na
množinu diskrétńıch podoblast́ı. Courant rozdělil oblast na
konečné trojúhelńıkové podoblasti, aby mohl vy̌rešit eliptické
PDR 2. řádu, které byly důsledkem modelováńı torze válce.
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Věta o aproximaci
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Až zhruba do p̌relomu šedesátých a sedmdesátých let 20.
stolet́ı se metoda použ́ıvala na základě heuristických úvah.
Zlom nastal v roce 1968, kdy Prof. Miloš Zlámal, který
působil na VUT v Brně, publikoval v časopise Numerische
Mathematik článek ”On the finite element method”, který je
možné pokládat za skutečný zrod FEM. Postupně v daľśıch
letech Zlámal publikoval sérii velice hlubokých článk̊u (47) se
zamě̌reńım na podstatu FEM - vliv geometrie diskrétńıch
podoblast́ı na existenci a konvergenci diskrétńı úlohy.
Ačkoliv je FEM nejčastěji aplikovanou numerickou metodou
v oblasti diferenciálńıch rovnic, p̌resto do dnešńı doby
z̊ustává v této oblasti mnoho dosud něrešených problémů.
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modelováńı
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Původně (Courant) FEM vycházela z Ritzovy metody, ale
záhy byla jako základ p̌rijata mnohem obecněǰśı Galerkinova
metoda, která se ve speciálńım p̌ŕıpadě pozitivně definitńıch
operátor̊u shoduje s metodou Ritzovou. Vzhledem k tomu,
že Galerkinova metoda lež́ı v základech FEM, krátce ji
p̌ripomeneme.
Galerkinova metoda.
Galerkinova metoda vytvá̌ŕı obecné prosťred́ı pro aproximaci
lineárńıch operátor̊u ve kterém je FEM pouze speciálńım
p̌ŕıpadem.
Budiž V Hilbert̊uv prostor, a(·, ·) : V × V → R budiž
bilineárńı forma a L ∈ V

′

. Uvažujme následuj́ıćı úlohu

u ∈ V, a(u, v) = L(v) ∀v ∈ V . (37)
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modelováńı
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Předpokládejme, že a(·, ·) je omezená

|a(u, v)| ≤ M‖u‖V ‖v‖V ∀u, v ∈ V , (38)

a V -eliptická

|a(v, v)| ≥ c0‖u‖2V ∀v ∈ V . (39)

Potom, v důsledku Lax-Milgramovy věty má variačńı úloha
(37) jednoznačné řešeńı.
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V úplné obecnosti nelze nalézt exaktńı řešeńı úlohy (37),
protože prostor V je nekonečně-dimensionálńı. Přirozenou
cestou, jak tuto úlohu řešit, je konstruovat p̌ribližná řešeńı v
konečně-dimensionálńım prostoru, čili řešit
konečně-dimensionálńı analogii úlohy (37). Tedy, budiž
VN j V nějaký N -dimensionálńı podprostor. Projektujme
úlohu (37) na VN :

uN ∈ VN , a(uN , v) = L(v) ∀v ∈ VN . (40)

Předpoklad omezenosti bilineárńı formy a(·, ·), jej́ı
V -elipticity a toho, že L ∈ V

′

umožňuje aplikaci
Lax-Milgramovy věty a důsledkem je, že úloha (40) má
jednoznačné řešeńı uN .
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Př́ıklady některých
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Úlohu (40) můžeme vyjáďrit ve tvaru lineárńıho systému.
Budiž {φi}Ni=1 base konečně-dimensionálńıho prostoru VN .
Pak můžeme psát

uN =
N∑

j=1

ξjφj

a vyjáďreme každé v ∈ VN v basi φi. Výsledkem je, že úloha
(40) je ekvivalentńı následuj́ıćımu lineárńımu systému

Aξ = b , (41)

kde ξ = (ξj) ∈ R
N je neznámý vektor,

A = (a(φj, ϕi)) ∈ R
N×N je tzv. matice tuhosti a

b = (L(φj)) ∈ R
N je tzv. vektor zat́ıžeńı.



INVESTICE DO ROZVOJE VZDĚLÁVÁŃI
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formulace úlohy
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prvk̊u (FEM)

Galerkinova metoda

Cea-ova nerovnost

Posťrehy
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183 / 231

Přibližné řešeńı uN se obecně lǐśı od p̌resného řešeńı u.
Abychom zvěťsili p̌resnost, je logické hledat p̌ribližné řešeńı
ve věťśım prostoru VN . Uvažujme proto posloupnost
podprostor̊u VN1 j VN2 j · · · j V a spoč́ıtejme odpov́ıdaj́ıćı
aproximace uNi

∈ VNi
, i = 1, 2, 3, · · · . Tento právě

popsaný postup se nazývá Galerkinova metoda.
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Důležitým výsledkem pro použit́ı Galerkinovy metody je
následuj́ıćı věta:
Cea-ova nerovnost
Předpokládejme, že V je Hilbert̊uv prostor, VN j V je
podprostor, a(·, ·) je omezená a V -eliptická bilineárńı forma
na V , a L ∈ V

′

. Necht’ u ∈ V je řešeńım úlohy (37) a
uN ∈ VN je Galerkinovská aproximave definovaná v (40).
Pak existuje konstanta c taková, že

‖u− uN‖V ≤ c inf
v∈VN

‖u− v‖V .
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Matematické
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Definice metody konečných prvk̊u je až p̌rekvapivě
jednoduchá:
jestliže podprostor VN je tvǒren po částech
polynomiálńımi funkcemi p̌rǐrazených diskretizaci dané
oblasti, stane se Galerkinova metoda metodou
konečných prvk̊u.
O co je definice FEM jednoduš̌śı, o to v́ıce je
komplikovaněǰśı analýza jednotlivých ingredienćı, ze kterých
se definice skládá.
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Posťrehy.
Viděli jsme, že Galerkinova metoda pro lineárńı okrajové
úlohy vede na úlohu řešeńı soustavy lineárńıch rovnic. Je
známo, že důležitou roli p̌ri řešeńı soustavy lineárńıch rovnic
hraj́ı prvky matice A. Důležitou roli má podḿıněnost
matice, charakterizovaná č́ıslem podḿıněnosti
cond(A) = ‖A−1‖ ‖A‖. Je-li toto č́ıslo malé, nazývá se
matice A dob̌re podḿıněná, je-li toto č́ıslo velké je matice
A špatně podḿıněná a z praktického hlediska je často
nemožné nalézt v tomto p̌ŕıpadě řešeńı.
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základy teorie PDR

Matematická
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konkrétńıch model̊u
a jejich rešeńı
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Daľśım z hledisek je hustota prvk̊u v matici A. Matice A se
nazývá ř́ıdká, je-li věťsina jej́ıch prvk̊u nulová, v opačném
p̌ŕıpadě se nazývá hustá. Ř́ıdkost matice tuhosti má dvě
výhody: prvky matice tuhosti vznikaj́ı integraćı basových
funkćı na oblasti a na hranici což je často časově náročná
numerická operace. Daľśı výhodou ř́ıdké matice je fakt, že
lze v poč́ıtači uchovávat pouze nenulové prvky a soustavu
lineárńıch rovnic poté řešit mnohem efektivněji iteračńımi
metodami.



INVESTICE DO ROZVOJE VZDĚLÁVÁŃI
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modelováńı
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Abychom dostali ř́ıdkou matici, muśıme velice pečlivě zvolit
konečně-dimensionálńı aproximačńı prostory a basové funkce
na nich: nosič (support) bázových funkćı by měl být co
nejmenš́ı a dále počet bázových funkćı jejichž nosiče se
prot́ınaj́ı s vniťrkem nosiče libovolné jiné bazové funkce by
měl být také co nejmenš́ı. Tato kritéria splňuj́ı po částech
hladké funkce, někdy nazývané splajny (splines).
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Numerické metody

Metoda śıt́ı
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Věta o aproximaci
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konkrétńıch model̊u
a jejich rešeńı
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Konvergenci FEM můžeme doćılit bud’ zmenšováńım prvk̊u
děleńı oblasti (a t́ım pádem zvyšováńım jejich počtu a t́ım i
dimense matice tuhosti), tj. zjemňováńım śıtě, nebo
zvyšováńım stupně polynomů v, po částech polynomiálńı,
funkci (to má za následek náročněǰśı proces integrace p̌ri
źıskáńı prvk̊u matice tuhosti) anebo oboj́ım způsobem.
Efektivńı volba mezi těmito ťremi možnostmi záviśı na
apriorńı znalosti regularity p̌resného řešeni u úlohy. Zhruba
řečeno: v části oblasti, kde je řešeńı dostatečně hladké jsou
mnohem efektivněǰśı polynomy vyš̌śıho řádu na velkých
podoblastech, zat́ımco v částech, kde má p̌resné řešeńı
singularity, je výhodněǰśı volit polynomy nižš́ıho řádu a
lokálně zvolit menš́ı podoblasti - zjemnit śıt’.
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Z důvodu v literatǔre zavedených konvenćı označ́ıme prostor
VN jako Vh. Pak můžeme úlohu FEM p̌repsat takto:

uh ∈ Vh , a(uh, vh) = L(vh) ∀vh ∈ Vh . (42)

Označ́ıme-li ještě Πh projekci prostoru V na podprostor Vh,
dostává Cea-ova nerovnost tvar

‖u− uh‖V ≤ c ‖u− Πhu‖V .
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základy teorie PDR

Matematická
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Nyńı nadefinujeme, co ḿıńıme konečným prvkem:
Konečným prvkem se nazývá bud’ prvek diskretizace dané
oblasti anebo někdy trojice (prvek diskretizace dané oblasti,
uzlové body na tomto prvku, interpolačńı polynom s danými
interpolačńımi body).
Analýzu diskretizované úlohy provedeme, stejně jako jsme to
dělali v p̌ŕıpadě metody śıt́ı, na vzorovém p̌ŕıkladu.
Na polygonálńı oblasti Ω ⊂ R

2 uvažujme okrajovou úlohu

{
−div(p(x, y) grad u) + q(x, y) u = f(x, y) , v Ω
σ u+ p ∂u

∂ν
= g na ∂Ω .

(43)
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192 / 231

Předpokládejme, že jsou splněny p̌redpoklady
Lax-Milgramovy věty v p̌ŕıpadě, že V = H1(Ω) a tedy
funkce u je jediným slabým řešeńım úlohy (43). V našem
p̌ŕıpadě tedy máme

a(u, v) =

∫

Ω

(p grad u · grad v + quv)dx+

∫

∂Ω

σuvd(∂Ω) ,

F (v) =

∫

Ω

fvdx+

∫

∂Ω

gvd(∂Ω) .

Slabé řešeńı úlohy (43) je dáno následuj́ıćı rovnost́ı:

a(u, v) = F (v) ∀v ∈ H1(Ω) . (44)
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Přibližné řešeńı úlohy (44) v prostoru Vh je taková funkce
uh ∈ Vh, splňuj́ıćı rovnost

a(uh, vh) = F (vh) ∀v ∈ H1(Ω) . (45)

pro každou funkci vh ∈ Vh.
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vyš̌śıch stupňů
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Zvolme triangulaci oblasti Ω ⊂ R
2. Oblast aproximujme

sjednoceńım konečného počtu trojúhelńık̊u. Množinu

Th = {T1, T2, · · · , TS}

trojúhelńık̊u Ts budeme nazývat p̌ŕıpustnou triangulaćı
oblasti Ω, jsou-li splněny následuj́ıćı podḿınky:

(i) Ω =
⋃S

s=1 Ts (Ω se p̌redpokládá polygonálńı),

(ii) Jsou-li Ts, Tr dva r̊uzné trojúhelńıky triangulace Th, pak
jejich vniťrky maj́ı prázdný pr̊unik,

(iii) Pro každé s = 1, 2, · · · , S je každá strana Ts bud’ část́ı
hranice ∂Ω, nebo stranou jiného troj̊uhelńıka z Th.
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Matematické
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Posťrehy
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Konstrukce vhodné p̌ŕıpustné triangulace dané oblasti Ω neńı
triviálńı operace. Z teoretických výsledk̊u plyne, že je
poťreba dodržovat následuj́ıćı pravidla:

1. nepouž́ıvat trj̊uhelńıky s velmi malými nebo velmi
velkými vniťrńımi úhly

2. v těch částech oblasti Ω, kde se nap̌ŕıklad v důsledku
singularity řešeńı očekávaj́ı velké změny v chováńı řešeńı
dané úlohy p̌ŕıpadně jeho derivaćı, zvolit jemněǰśı
triangulaci (věťśı počet menš́ıch troj̊uhelńık̊u).
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Kromě vrchol̊u trojúhelńık̊u Ts se v také p̌ri konstrukci
diskrétńı úlohy použ́ıvaj́ı daľśı body trojúhelńıku Ts jako jsou
nap̌ŕıklad sťredy stran nebo těžǐstě. Množině všech
takovýchto bodů ř́ıkáme uzly triangulace. Uzly lež́ıćı na ∂Ω
nazýváme hraničńımi uzly. V uzlech triangulace zadáváme
hodnoty koeficient̊u rovnice č́ı okrajových podḿınek a
hodnoty pravých stran. Současně v nich hledáme hodnoty
p̌ribližného řešeńı p̌ŕıpadně hodnoty derivaćı p̌ribližného
řešeńı. Všem těmto hodnotám se ř́ıká uzlové parametry.
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Numerické metody
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Trojúhelńıkové prvky
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Za uzly triangulace voĺıme vrcholy trojúhelńık̊u. Vrcholy
trojúhelńıku Ts označme M s

1 ,M
s
2 ,M

s
3 . Č́ıslováńı vrchol̊u

provád́ıme vždy v kladném smyslu, tj. proti směru
hodinových ručiček. Každý vrchol (uzel) má tedy lokálńı
index, vázaný na č́ıslo trojúhelńıku a současně globálńı index,
který určuje ḿısto v pǒrad́ı všech vrchol̊u, uzl̊u.
Necht’ Mn je uzel triangulace ( n je globálńı index).
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modelováńı
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prvk̊u (FEM)

Galerkinova metoda

Cea-ova nerovnost

Posťrehy
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Po částech lineárńı bázová funkce vn = vn(x, y)
p̌ŕıslušná uzlu Mn je definována takto:
1. nad každým trojúhelńıkem Ts, jehož jeden z vrchol̊u je
Mn, je lineárńım polynomem tvaru

N s(x, y) = as + bsx+ csy ,

2. splňuje interpolačńı podḿınky

vn(Mn) = 1, vn(Mm) = 0 ; ∀m 6= n ,

3. je nenulová pouze na těch trojúhelńıćıch, jejichž
společným vrcholem je uzel Mn. Tyto trojúhelńıky tvǒŕı nosič
- support funkce vn .
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Formulace
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Takto definované bázové funkce v1, v2, · · · , vN ( N je počet
uzl̊u triangulace) jsou spojité na Ω a tvǒŕı lineárně nezávislý
systém funkćı. Lineárńı prostor všech lineárńıch kombinaćı
sestrojených bázových funkćı označme V 1

h . Dimense tohoto
prostoru je rovna počtu uzl̊u triangulace.
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Matematické
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Plat́ı V 1
h ⊂ H1(Ω), tj. vn ∈ H1(Ω), n = 1, 2, · · · , N ,

protože derivace bázových funkćı existuj́ı skoro všude a jsou
na vniťrku každého trojúhelńıku konstantńı. Funkce z
prostoru V 1

h se nazývaj́ı lineárńı splajny (splines).
Libovolná funkce vh = vh(x, y) ∈ V 1

h je spojitá a lze j́ı
vyjádrit ve tvaru lineárńı kombinace bázových funkćı

vh(x, y) =
N∑

n=1

αnvn(x, y) , αn ∈ R .
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V p̌ŕıpadě R
2 plat́ı následuj́ıćı důležitá věta o aproximaci:

Necht’ Th je p̌ŕıpustná triangulace omezené (polygonálńı)
oblasti Ω, dále Ts ∈ Th a V 1

h je lineárńı prostor lineárńıch
splajnů. Potom pro každou funkci v ∈ C2(Ω) existuje jediná
funkce vh ∈ V 1

h určená hodnotami v(Mn) v uzlech
triangulace taková, že plat́ı

|v − vh| ≤M2h
2 v Ω ,

|D1v −D1vh| ≤
6M2h

sin(α)
uvniťr Ts ,

kde M2 = maxΩ{|vxx|, |vxy|, |vyy|}, h = maxs(diam Ts) a
α je minimum velikost́ı úhl̊u všech trojúhelńık̊u. Symbol D1

znač́ı bud’ vx nebo vy.
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Kvadratická bázová funkce na trojúhelńıku Ts

p2(x, y) = a1 + a2x+ a3y + a4x
2 + a5xy + a6y

2 ,

bude na každém trojúhelńıku jednoznačně určena šesti
uzlovými parametry. Za uzly voĺıme vrcholy a sťredy stran
trojúhelńıku a uzlovými parametry pak jsou funkčńı hodnoty
v těchto uzlech triangulace (v jednom uzlu zvoĺıme hodnotu
1 ve zbývaj́ıćıch uzlech hodnoty nulové).
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Kubická bázová funkce na trojúhelńıku Ts

ps(x, y) = a1 + a2x+ a3y + a4x
2 + a5xy + a6y

2 + a7x
3+

+a8x
2y + a9xy

2 + a10y
3 ,

bude na každém trojúhelńıku jednoznačně určena deseti
uzlovými parametry. Za uzly voĺıme vrcholy a těžǐstě
trojúhelńıku. Uzlovými parametry jsou pak funkčńı hodnoty
ve vrcholech a v těžǐsti trojúhelńıku a hodnoty obou derivaćı
ve vrcholech.
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pokračováńı
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modelováńı
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prvk̊u (FEM)

Galerkinova metoda

Cea-ova nerovnost

Posťrehy
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Úloha (45), prostor konečných prvk̊u V 1
h počástech lineárńıch

bázových prvk̊u. Funkci uh lze tedy vyjáďrit ve tvaru lineárńı
kombinace po částech lineárńıch bázových funkćı:

uh =
S∑

n=1

Unvn ,

kde Un = uh(Mn) ≈ u(Mn) jsou hledané uzlové parametry.
Dostaneme pak systém lineárńıch rovnic

Ah Uh = Fh ,

kde
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Uh = [U1, U2, · · · , US]
T , Fh = [F1, F2, · · · , FS]

T ,

Fn = F (vn) =

∫

Ω

f(x, y)vn(x, y)dxdy+

∫

∂Ω

g(x, y)vn(x, y)dΓ,

n = 1, 2, · · · , S ,
a Ah je symetrická pozitivně definitńı matice (matice
tuhosti) s prvky

ank = a(vn, vk) =

∫

Ω

[p(x, y) grad vn(x, y) · grad vk(x, y)+

+q(x, y)vn(x, y)vk(x, y)]dxdy+

∫

∂Ω

σ(x, y)vn(x, y)vk(x, y)dΓ

n, k = 1, 2, · · · , S .
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Obtékáńı válce
vodou
Elektrostatika a
elektrodynamika

Magnetron

Aplikace MKP

Auto

Aplikace MKP

Lokomotiva

206 / 231



INVESTICE DO ROZVOJE VZDĚLÁVÁŃI
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formulace úlohy
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Analytické metody budeme ilustrovat na metodě separaćı
proměnných (Fourierova metoda). Bud’ dána následuj́ıćı
homogenńı skalárńı vlnová rovnice

∆Φ− 1

c2
∂2Φ

∂t2
= 0 .

Položme Φ(x, t) = U(x)T (t). Pak

∆U

U
=

T
′′

c2T

Levá strana nezáviśı na t a pravá strana zase na x. Má-li být
rovnost splněna, muśı být rovna konstantě. Označme tuto
libovolnou konstantu jako −k2.
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Pak se rovnost rozpadne na dvě rovnice:

∆U + k2U = 0 T
′′

+ c2k2T = 0

Obecné řešeńı časové rovnice má tvar

T (t) = a1e
ickt + a2e

−ickt ,

kde a1, a2 jsou libovolné konstanty. Bud’ k = 0, časová
závislost vymiźı a dostáváme čistou Laplaceovu rovnici.
Hledejme řešeńı ve tvaru

U(x, y, z) = X(x)Y (y)Z(z)
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Matematické
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konkrétńıch model̊u
a jejich rešeńı
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Pak
∂2X

∂x2
+ k2xX(x) = 0

∂2Y

∂y2
+ k2yY (y) = 0

∂2Z

∂z2
+ k2zZ(z) = 0

s t́ım, že k2x + k2y + k2z = 0.
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formulace úlohy
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Předpokládejme, že k2x > 0 , k2y > 0 a pak muśı být
k2z = −(k2x + k2y) .
Pak obecné řešeńı pro X(x), Y (y) je

X(x) = a1e
ikxx + a2e

−ikxx

Y (y) = a1e
ikyy + a2e

−ikyy .

Protože je k2z = −(k2x + k2y), 0, je obecné řešeńı Z(z) tvaru

Z(z) = a5e
|kz |z + a6e

−|kz |z ,

kde konstanty a1, · · · , a6 muśı být určeny tak abychom
dostali konkrétńı řešeńı.
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Matematické
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Dvoudimensionálńı p̌ŕıpad, kdy k2x = −k2y = −k2. Geometrie
a okrajové podḿınky jsou definovány následuj́ıćım
způsobem: na hranici x ∈ [0, a] je definován potenciál V0, na
hranici x = 0 y > 0 a na hranici x = a y > 0
p̌redpokládejme potenciál nulový stejně tak jako v
nekonečnu. Obecné řešeńı stacionárńı úlohy je

U(x, y) = (a1 sin (kx) + a2 cos (kx))(b1e
ky + b2e

−ky) .

Dosazeńım okrajových podḿınek v x = 0 a v x = a
dostáváme a2 = 0 a a1 sin (ka) = 0. Odtud plyne
ka = mπ =⇒ k = mπ

a
, kde m je celé č́ıslo r̊uzné od nuly,

protože nula by vedla na lineárńı řešeńı , které nevyhovuje
okrajové podḿınce v nekonečnu.
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Z okrajové podḿınky pro y = +∞ plyne b1 = 0. Odtud
plyne ka = mπ =⇒ k = mπ

a
, kde m je celé č́ıslo r̊uzné od

nuly, protože nula by vedla na lineárńı řešeńı , které
nevyhovuje okrajové podḿınce v nekonečnu. Stejně tak neńı
poťreba uvažovat záporné hodnoty m, protože docháźı
pouze ke změně znaménka řešeńı. Zapǐsme nyńı obecné
řešeńı jako superpozici právě źıskaných řešeńı

U(x, y) =
∞∑

m=1

Cme
−mπ

a
y sin

(
mπ

a
x

)
.
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Matematické
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Numerické metody
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Mechanika prouděńı
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Dosad́ıme-li nyńı podḿınku pro y = 0, dostáváme podḿınku
pro Fourier̊uv rozklad p̌redepsaného potenciálu V0.
Dostáváme

Cm =
4V0
mπ

,m = 1, 3, 5, · · ·

Substituujeme-li nyńı tyto výsledky do obecného řešeńı,
dostaneme obecné řešeńı uvniťr uvažované oblasti ve tvaru

U(x, y) =
4V0
π

∞∑

m=1,3,5,···

1

m
e

mπ
a

y sin

(
mπ

a
x

)
.

Jak vid́ıme, je analytické řešeńı možné pouze v jednoduchých
p̌ŕıpadech a i pak je zdlouhavé.
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Modelové rovnice v R2 – Obtékáńı válce

ρ

(
vx
∂vx
∂x

+ vy
∂vx
∂y

)
+
∂p

∂x
− ν∆vx = 0

ρ

(
vx
∂vy
∂x

+ vy
∂vy
∂y

)
+
∂p

∂y
− ν∆vy = 0

∆p+ ρ

[
vx
∂vx
∂x

+ vy
∂vx
∂y

+ vx
∂vy
∂x

+ vy
∂vy
∂y

]
= 0

Hustota média (voda) je ρ = 1000 kg/m3, kinematická
viskozita je ν = 1 m2/s, na stěně je okrajová podḿınka
(vx, vy) = (0, 0), a je zadán tlakový rozd́ıl 10 Pa.
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Numerické metody
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Numerické metody
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Viscous Flow Past a Circular Cylinder

flow132:  Grid#1  p2  Nodes=524 Cells=237 RMS Err= 0.0212
Stage 4   Re=  111.8708  Integral=  0.137979 

21:24:42 9/11/11
FlexPDE 5.0.21
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formulace úlohy
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Viscous Flow Past a Circular Cylinder

flow132:  Grid#1  p2  Nodes=524 Cells=237 RMS Err= 0.0212
Stage 4   Re=  111.8708  

21:24:42 9/11/11
FlexPDE 5.0.21
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Recirkulačńı zóna v úplavové části válce.
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Viscous Flow Past a Circular Cylinder

flow132:  Grid#1  p2  Nodes=524 Cells=237 RMS Err= 0.0212
Stage 4  Integral=  1.520358 

21:24:42 9/11/11
FlexPDE 5.0.21
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Oblast je složena ze 4 část́ı: vniťrńı dutina vyplněná
vzduchem, vněǰśı magnet, vniťrńı magnet a vněǰśı okolńı
vzduch. Rovnice popisuj́ıćı proces maj́ı tvar

div(∇Ax/µ+Nx) = 0

div(∇Ay/µ+Ny) = 0

kde AX , AY jsou hledané složky magnetického potenciálu Az

se predpokládá nulové. Permeabilita µ = 1.0 se p̌redpokládá
permeabilitou vzduchu, permeabilita vněǰśı vrstvy je rovna
1000, permanentńı śıla magnetu 10000. Vektor magnetické
indukce je B = rot(Ax, Ay, 0), a konečně
Nx = (0,Mz, 0) Ny = (−Mz, 0, 0), kde magnetizace je
zadaná.
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Numerické metody

Př́ıklady některých
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modelováńı
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konkrétńıch model̊u
a jejich rešeńı
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Design karosérie automobilu
Následuj́ıćı obrázky jsou výsledkem simulace obtékáńı
vzduchu okolo automobilu. Výsledky byly použity pro
výpočet koeficientu odporu automobilu pri dané úpravě
designu karosérie.
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Obtékáńı válce
vodou
Elektrostatika a
elektrodynamika

Magnetron

Aplikace MKP

Auto

Aplikace MKP

Lokomotiva

225 / 231



INVESTICE DO ROZVOJE VZDĚLÁVÁŃI
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formulace úlohy
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kapalin
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Simulace obtékáńı vzduchu kolem lokomotivy a v
meziprostoru mezi lokomotivou a prvńım vagonem
Simulace byla prováděna z důvodu studia aerodynamických
vlastnost́ı lokomotivy a obtékáńı prostoru mezi lokomotivou
a prvńım vagonem. Výsledky byly porovnávány s modelem
reálně obtékaném v aerodynamickém tunelu.
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modelováńı
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