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■ základńım pojmem v teorii ř́ızeńı.

■ je velmi málo p̌ŕıkladů, kde neńı nutné brát ohled na
stabilitu.

Př́ıklad (z p̌rednášek prof. Kučery):
Je známa dráha letadla. Ćılem je naj́ıt ř́ızeńı sťrely, která
letadlo zasáhne.
Zde se reguluje v omezeném čase. Otázka, jak by vypadaly
trajektorie letadla a sťrely po okamžiku sťretu, je
bezp̌redmětná. Důležité je, že se obě trajektorie dostanou v
jednom okamžiku do dostatečné bĺızkosti.
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maximalizuj́ıćı
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Systém
ẋ = f(x), x ∈ Rn

má rovnovážný bod x0.
Naṕı̌seme Jacobiho matici Df(x0) definovanou jako

[Df(x0)]i,j =
∂fi
∂xj

(x0).

■ linearizace je de facto nahrazeńım celého systému jeho
členy prvńıho řádu,

■ ḿısto ẋ = f(x) použ́ıváme ξ̇ = f(ξ + x0),
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Věta: Má-li matice Df(x0)

■ všechna vlastńı č́ısla se zápornou reálnou část́ı, je
systém v rovnovážném bodě x0 stabilńı,

■ aspoň jedno vlastńı č́ıslo s kladnou reálnou část́ı, je
systém v rovnovážném bodě x0 nestabilńı,

■ aspoň jedno vlastńı č́ıslo s nulovou reálnou část́ı a žádné
s kladnou reálnou část́ı, nelze o stabilitě rovnovážného
bodu x0 podle tohoto kritéria rozhodnout.
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Region of attraction

Invariantńı varieta
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Nelze-li o stabilitě systému rozhodnout podle p̌redchoźıho
kritéria, použit́ı Ljapunovovy funkce může pomoci.
Věta:
Existuje-li spojitě diferencovatelná funkce V definovaná na
okoĺı U bodu x0 taková, že

■ V (x) > 0 pro všechna x ∈ U − {x0},

■ V (x0) = 0,

■ ∇V (x).f(x) ≤ 0,

je rovnovážný bod x0 Ljapunovsky stabilńı. Je-li v posledńım
bodě nerovnost ostrá pro všechna x ∈ U − {x0}, je systém
asymptoticky stabilńı v nějakém okoĺı bodu x0.
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maximalizuj́ıćı
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Věta:
Má-li systém v rovnovážném bodě x0 Jacobiho matici maj́ıćı
všechna vlastńı č́ısla se zápornými reálnými částmi, existuje
na okoĺı tohoto bodu Ljapunovova funkce.
Pro zjǐstěńı stability je tato věta nepoužitelná, protože
stabilita se v ńı p̌redpokládá.
Pro nalezeńı tohoto okoĺı je to základńı věta.
Důkaz: viz následuj́ıćı kapitola.
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Invariantńı varieta

Návrh pozorovatele
stavu

Optimálńı ř́ızeńı
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Př́ıklad: Systém

ẋ1 = x2 − x31, ẋ2 = −x1 − x32

má stabilńı rovnovážný bod (0, 0). Funkce

V (x1, x2) = x21 + x22

je Ljapunovovou funkćı pro tento systém v rovnovážném
bodě (0, 0): prvńı dvě podḿınky jsou splněny, posledńı je

∇V (x1, x2).(x2 − x31,−x1 − x32) =

2(x1x2 − x1x
3
1 − x2x1 − x2(−x32)) = −2(x41 + x42).
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Naopak, systém

ẋ1 = x2 + x31, ẋ2 = −x1 + x32

má sice stejná vlastńı č́ısla, ale je nestabilńı.
To se dokáže p̌revodem do polárńıch soǔradnic

x = r cos t, y = r sin t,

Vzdálenost od počátku r je rostoućı.
Lze ukázat, že ṙ ≥ sin4 t+ cos4 t, což je pro všechna t
kladné.
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Obrázek 1: Stav systému
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Obrázek 2: Fázový prostor
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Obrázek 3: Stav systému
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Obrázek 4: Fázový prostor
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Invariantńı varieta

Návrh pozorovatele
stavu

Optimálńı ř́ızeńı
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Když funkce neńı Ljapunovovou funkćı, nelze o
stabilitě ř́ıci v̊ubec nic!
Věta o stabilitě pomoćı Ljapunovovy funkce je implikace,
nikoli ekvivalence.
Př́ıklad:
Systém je dán rovnicemi

ẋ1 = −x31 + x1(x1 + x2)
2

ẋ2 = −x1 − x2 + x31 − x1(x1 + x2)
2
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Zkusme jako Ljapunovovu funkci v okoĺı počátku (to je
zkoumaný rovnovážný bod) vźıt tyto funkce:

■

V1 =
1

2
(x21 + x22).

■

V2 =
1

2
(x21 + (x1 + x2)

2.

■

V3 =
1

2
x21 +

1

4
(x1 + x2)

4)
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V prvńım p̌ŕıpadě je

V̇1 = x1(−x31+x1(x1+x2)2)+x2(−x1−x2+x31−x1(x1+x2)2)

■ V každém okoĺı počátku jsou body, kde je hodnota
V̇1(x1, x2) kladná.

■ Proto tato funkce neńı Ljapunovovou funkćı.

Hodnoty funkce V̇1(x1, x2) pro x2 = −x1

2
jsou na obrázku.
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Obrázek 5: Funkce V1
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Pomoćı funkce V2:

V̇2 = (2x1+x2, x1+x2).(−x31+x1(x1+x2)2,−x1−x2+x31−x1(x1+

−x41+x21(x1+x2)2− (x1+x2)
2 = −x41− (x1+x2)

2(1−x21).

■ pokud je |x1| < 1, je V̇2 < 0.

■ funkce V2 je Ljapunovovou funkćı.

■ Systém je tedy na nějakém okoĺı rovnovážného bodu
stabilńı.

■ Toto okoĺı nemuśı nutně být totožné s množinou
|x1| < 1!
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V̇3 = (x1 + (x1 + x2)
3, (x1 + x2)

3)

×(−x31 + x1(x1 + x2)
2,−x1 − x2 + x31 − x1(x1 + x2)

2) =

−x41 + x21(x1 + x2)
2 − (x1 + x2)

4.

Použit́ım

|ab| ≤ a2

2
+
b2

2

dostaneme

x21(x1 + x2)
2 ≤ x41

2
+

(x1 + x2)
4

2
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Př́ıklad - PVTOL
letadlo
Regulátor
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což po dosazeńı do V̇3:

V̇3 ≤ −x
4
1

2
− (x1 + x2)

4

2

■ Tato funkce je záporná na celém euklidovském prostoru
mimo počátku.

■ Nav́ıc je funkce V3 radiálně neomezená.

■ Systém je globálně stabilńı. To znamená, že z každé
počátečńı podḿınky stav konverguje do rovnovážného
bodu (kterým je počátek).
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■ Informace, že existuje okoĺı rovnovážného bodu, ve
kterém je systém asymptoticky stabilńı, je naprosto
nedostačuj́ıćı.

■ Je proto poťreba nějakým způsobem toto okoĺı naj́ıt.

■ To se obecně nepodǎŕı, ale je možné alespoň naj́ıt
nějaký odhad - tj. okoĺı takové, že všechny trajektorie
konverguj́ı do rovnovážného bodu v tomto okoĺı.

■ Může se stát, že do tohoto bodu konverguj́ı i trajektorie
zač́ınaj́ıćı jinde.

Jedná se tedy opět o postačuj́ıćı, nikoliv nutnou podḿınku.
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Předpokládejme, že systém

ẋ = f(x) (1)

má stabilńı rovnovážný bod x0.
Necht’ x0 je asymptoticky stabilńı rovnovážný bod systému
(1).
Region of attraction je každé okoĺı Ux0

bodu x0 takové, že
každé řešeńı x(t) rovnice (1) takové, že x(0) ∈ Ux0

asymptoticky konverguje k x0.
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■ v okoĺı asymptoticky stabilńıho bodu existuje
Ljapunovova funkce V taková, že V̇ (x(t)) < 0.
Označme M = {x|V̇ (x) < 0} ∪ {x0}.

■ Vezměme v množině M nějakou omezenou invariantńı
podmnožinu Ω, Ω ⊂M takovou,že x0 ∈ Ω.

■ Každé řešeńı x(t) takové, že x(0) ∈ Ω z̊ustává v Ω, tj.
také v M pro všechna t > 0.

■ Z definice M vyplývá, že podél této trajektorie hodnota
V (x(t)) klesá.

■ Nemůže poklesnout pod 0 (z definice V ), ale nemůže
se zastavit v jiném bodě, než x0. (To se ukáže sporem.)
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Př́ıklad - PVTOL
letadlo
Regulátor
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Z p̌redchoźıho vyplývá:
Věta:
Je-li x0 asymptoticky stabilńı rovnovážný bod, kde
linearizace má všechna vlastńı č́ısla se zápornou reálnou
část́ı, M definováno výše a Ω je omezená invariantńı
podmnožina obsahuj́ıćı x0 taková, že jej́ı uzávěr lež́ı v M .
Pak Ω je region of attraction.
Důkaz této věty je uveden výše a je také návodem, jak tuto
oblast hledat.
Je-li linearizace systému asymptoticky stabilńı, Ljapunovova
funkce je již snadno k dispozici.
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Stabilita

Stabilita

Linearizace

Ljapunovova funkce

Region of Attraction
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ẋ = Ax+ ϕ(x),

■ A má všechna vlastńı č́ısla se zápornou reálnou část́ı,

■ ϕ = O(|x|2) v okoĺı x0.

kde a Pak také ke každé symetrické pozitivně definitńı matici
Q existuje pozitivně definitńı matice P taková, že
ATP + PA = −Q.
Označme ξ = x− x0. Pro výraz ξTPξ plat́ı
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d

dt
ξTPξ = ξ̇TPξ + ξTP ξ̇ =

ξT (ATP+PA)ξ+2ϕ(x0+ξ)
TPAx+ϕ(x0+ξ)

TPϕ(x0+ξ) =

−ξTQx+ 2ϕ(x0 + ξ)TPAx+ ϕ(x0 + ξ)TPϕ(x0 + ξ) ≤
−qmin|ξ|2 + 2ϕ(x0 + ξ)TPAx+ ϕ(x0 + ξ)TPϕ(x0 + ξ).
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V nějakém dostatečně malém okoĺı x0 existuje konstanta
k > 0 taková, že

|ϕ(x0 + ξ)| ≤ k|ξ|2.

Pak ale existuj́ı C1 > 0, C2 > 0 tak, že

|ϕ(x0 + ξ)TPξ| ≤ C1|ξ|3, |ϕ(x0 + ξ)TPϕ(x0 + ξ)| ≤ C2|ξ|4.

Proto

d

dt
ξTPξ ≤ −|ξ|2(qmin − C1|ξ| − C2|ξ|2).

Pro dostatečně malá ξ je výraz na pravé straně záporný.
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Př́ıklad:
Systém

ẋ1 = −x2 − x31
ẋ2 = −x32 + x1x

4
2

Vezměme funkci

V =
1

2
(x21 + x22).

Derivace této funkce podél trajektorie je

V̇ (x1, x2) = −x41 − x42(1− x1x2).
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Př́ıklad - PVTOL
letadlo
Regulátor
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Množinu M v tomto p̌ŕıpadě můžeme naj́ıt p̌resně, lze ji
vyjáďrit jako

M = {(x1, x2) | x2 <
1

x1
, x1 6= 0}.



INVESTICE DO ROZVOJE VZDĚLÁVÁŃI

Stabilita

Stabilita

Linearizace

Ljapunovova funkce

Region of Attraction
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■ Nyńı hledáme množinu Ω ⊂M takovou, že existuje
c > 0 takové, že Ω = {(x1, x2) | 1

2
(x21 + x22) ≤ c}.

■ Takovou konstantou je každé c ∈ (0,
√
2).

■ Každá trajektorie, která zač́ıná v počátečńı podḿınce
(x1(0), x2(0)) takové, že x1(0)

2 + x2(0)
2 ≤ 2,

konverguje do rovnovážného bodu (0, 0).
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Obrázek 6: Fázový portrét
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nelineárńıch systémů
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Nalezeńı Ljapunovovy funkce pomoćı LQ ř́ızeńı:
Funkce V (x) = xTPx, P řeš́ı Riccatiho rovnici, je
Ljapunovovou funkćı.
Derivace Ljapunovovy funkce podél trajektoríı je

V̇ = ẋTPx+ xTPẋ.
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maximalizuj́ıćı
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Odhad podrobněji:
Předpokládáme, že Q je pozitivně definitńı.
Lemma:
Je-li P symetrická pozitivně semidefinitńı matice, pak pro
každou dvojici vektor̊u a, b a každé δ > 0 plat́ı

|aTPb|+ |bTPa| <≤ δ2aTPa+
1

δ2
bTPb.

Důkaz:

0 ≤ (δa±1

δ
b)TP (δa±1

δ
b) = δ2aTPa±aTPb±bTPa+ 1

δ2
bTPb.
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Můžeme tedy psát

V̇ = −xTQx+ δ2xTPx+
1

δ2
ξ(x)TPξ(x).

Matice Q podle p̌redpokladu pozitivně definitńı (doposud by
stačilo, aby byla pozitivně semidefinitńı, což je také obvyklý
p̌redpoklad v literatǔre).
Existuje δ > 0 takové, že 1

2
Q− δ2P je pozitivně definitńı

matice, tedy −xTQx+ δ2xTPx < −1
2
xTQx.
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Zvoĺıme-li δ2 =
minλ( 1

2
Q)

maxλ(P )
, pak

xT (
1

2
Q− δ2P )x

≥ minλ(
1

2
Q)|x|2 − minλ(1

2
Q)

maxλ(P )
maxλ(P )|x|2 ≥ 0.

Pomoćı této volby proměnné δ pak dostaneme

V̇ ≥ 1

2
xTQx+

1

δ2
ξ(x)TPξ(x),
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Př́ıklad - PVTOL
letadlo
Regulátor
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To lze ještě odhadnout jako

V̇ ≥ −1

2
xTQx+

1

δ2
maxλ(P )|ξ(x)|2. (2)

Posledńı člen obsahuje členy řádu vyš̌śıho, než 2.
Proto je v nějakém okoĺı rovnovážného bodu celý výraz na
pravé straně nerovnice menš́ı než 0.
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Př́ıklad - PVTOL
letadlo
Regulátor
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Úkolem je navrhnout stabilizuj́ıćı ř́ızeńı pro letadlo s kolmým
startem PVTOL (planar vertical take-off, viz p̌rednáška prof.
Čelikovského) popsané rovnicemi

ẋ1 = x2

ẋ2 = −u1 sin x5 + u2ε cos x5

ẋ3 = x4

ẋ4 = u1 cos x5 + u2ε sin x5 − 1

ẋ5 = x6

ẋ6 = u2

ε je kladná konstanta, v našem p̌ŕıkladu ε = 0.01.
Rovnovážný bod je (0, 0, 0, 0, 0, 0)T
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Ř́ızeńı v rovnovážném bodě je (ū1, ū2) = (1, 0). Odchylky
ũ1(t) = u1(t)− 1, ũ2(t) = u2(t).
Linearizace systému je popsaná maticemi

A =





















0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 ū1 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0





















, B =





















0 0
0 ε
0 0
0 0
1 0
0 1
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39 / 176

Volme matici stabilizuj́ıćı stavové zpětné vazby

K =

(

0 0 1 1.7321 0 0
1 3 0 0 9 3

)

Linearizace uzav̌rené smyčky má vlastńı č́ısla
−1.4102 + 2.5176j, −0.0998 + 0.3319j, −0.8660 + 0.5j a
č́ısla k nim komplexně sdružená.
Celá uzav̌rená smyčka je tedy stabilńı.
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Matićı P definuj́ıćı Ljapunovovu funkci je





















4.0725 5.6450 0 0. 2.0157 0.4435
5.6450 27.9271 0 0 9.8053 2.7932

0 0 1.4434 0.5000 0 0
0 0 0.5000 0.5773 0 0

2.0157 9.8053 0 0 5.2828 1.0470
0.44352.7932 0 0 1.0470 0.4877





















,

jej́ı minimálńı vlastńı č́ıslo je λmin = 0.198 a maximálńı
λmax = 33.2.
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Zvoĺıme-li δ2 = minλ(Q)
2maxλ(P )

= 0.0151, pak, s využit́ım toho, že

maxλ(P ) = 33.12 dostaneme rovnici (2) ve tvaru

V̇ ≤ −1

2
|x|2 + 33.12

0.0151
|ξ(x)|2.

Pro t > 0 plat́ı

t− t3

6
− sin t < 0, cos t− 1 ≤ t2

2
.
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Nav́ıc vid́ıme, že plat́ı (s použit́ım (a+ b)2 ≤ 2a2 + 2b2)

|ξ(x)|2 ≤ 2
(

(1−x3−1.7321x4)
2+ε2(−x1−2x2−9x5−3x6)

2
)

(
x65
36

+

Pro stručnost p̌redstav́ıme pouze velmi hrubý odhad:
p̌redpokládejme, že absolutńı hodnoty všech proměnných
x1, . . . , x6 jsou omezeny hodnotou k ∈ (0, 1).
Jej́ı p̌resnou velikost v daľśıch kroćıch urč́ıme.
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Invariantńı varieta

Návrh pozorovatele
stavu

Optimálńı ř́ızeńı
nelineárńıch systémů

Regulace výstupu
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Z p̌redchoźıho odhadu plyne (s použit́ım toho, že za ε byla
zvolena hodnota 0.01), že

|ξ(x)|2 ≤ 2((1 + 2.7321k)2 + 0.0225k2)(
k2

36
+

1

4
)x45.

Jelikož k < 1 podle p̌redpokladu, můžeme dosadit ḿısto k
hodnotu 1 do všech výraz̊u s výjimkou posledńı mocniny k.
Také použijeme (1 + 2.7321k)2 < (1 + 3k)2 < 16

|ξ(x)|2 ≤ 2× 16.0225(
1

36
+

1

4
)x45 < 9x45.
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V̇ ≤ −1

2
|x|2+ 33.12

0.0151
9x45 = −1

2
|x|2+19741x45 ≤ −1

2
|x|2+19740|x

Protože
√
39482 < 198, dostaneme, že pro |x| < 1

198
je

V̇ < 0, tedy M = {x | |x| < 1
198

}.
Hledáme co nejvěťśı c > 0 takové, že
Ωc = {x | xTPx ≤ c} ⊂M . Znovu, plat́ı, že

xTPx ≤ maxλ(P )|x|2.

Bude-li tedy x splňovat, že |x|√
maxλ(P )

< 1
198

, bude x ∈ Ωc.

Tedy c = 1.5 ∗ 10−4.
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Existuj́ı postupy, jak nalézt regulátor, s ńımž bude systém
stabilizovaný v co nejvěťśım okoĺı rovnovážného bodu.
Postup vhodný pro polynomiálńı systémy (tj. systémy, jejichž
dynamika je popsaná rovnicemi tvaru

d

dt
(x1, . . . , xn)

T = (p1(x1, . . . , xn), . . . , pn(x1, . . . , xn)),

kde pi jsou polynomy.
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Návrh takového regulátoru využ́ıvá teorii polynomů, které lze
vyjáďrit jako součet kvadrát̊u jiných polynomů
(sum-of-squares polynomials).
Polynom p(x1, . . . , xn) je s.o.s. polynom, jestliže existuje N
polynomů p1, . . . , pN takových, že p = p21 + . . .+ p2N .
s.o.s.polynom p je definitńı, jestliže p(x) = 0 implikuje
x = 0.
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■ Je-li na nějakém okoĺı rovnovážného bodu možné nalézt
funkci, která má tvar definitńıho s.o.s. polynomu a jej́ı
derivace podél trajektoríı je jiný s.o.s. polynom
vynásobený −1, pak tato funkce je Ljapunovovou
funkćı v tomto rovnovážném bodě.

■ Úlohy, v nichž tyto polynomy vystupuj́ı, se občas daj́ı
p̌revést na problémy konvexńı optimalizace, speciálně
na lineárńı maticové nerovnosti (LMI).
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Je-li polynom p s.o.s. polynomem, pak existuje pozitivně
definitńı matice P a matice L(α) závislá lineárně na
parametru α, tak, že

p(x) = x{δ}
T
(P + L(α))x{δ},

kde x{δ} je vektor monomů (jednočlenných polynomů s
koeficientem rovným jedné, tj. vektor

x1, . . . , xN , x
2
1, x1, x2, . . . , xn−1xn, x

2
n, x

3
1, . . . , x

δ
n
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nelineárńıch systémů
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■ Jeden z nejdůležitěǰśıch pojmů v teorii nelineárńıch
rovnic.

■ Pro naše účely postač́ı Je-li f : D ⊂ Rn → Rm

funkce, pak graf této funkce

G = {(x, f(x))|x ∈ D} ⊂ Rm+n

se nazývá n-dimensionálńı varietou v Rn+m.

Obecněji je varieta vše, co lze zapsat lokálně jako graf
funkce. Tedy nap̌r. i sféra.
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Rovnice popisuj́ıćı
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Metoda konečných
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Varieta je

■ spojitá, je-li grafem spojité funkce,

■ hladká (C1), je-li grafem spojitě diferencovatelné
funkce,

■ C∞, je-li grafem nekonečně diferencovatelné funkce,

■ atd.
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Je-li dán dynamický systém

ẋ = f(x),

pak je varieta M invariantńı, jestliže je to zároveň invariantńı
množina vzhledem k tomuto systému.
Př́ıklad:

ẋ = −x, ẏ = y.

má invariantńı varietu M1 = {(x, 0)|x ∈ R} a
M2 = {(0, y)|y ∈ R}
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Metoda konečných
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■ Nás budou zaj́ımat invariantńı variety, na kterých má
systém v jistém smyslu zvláštńı chováńı.

■ Nap̌ŕıklad, systém v p̌redchoźım p̌ŕıkladě je nestabilńı,
ale na varietě M1 se ”chová stabilně”- trajektorie
zač́ınaj́ıćı v ńı konverguj́ı do počátku.
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ẋ = Ax

vlastńı č́ısla A se zápornou reálnou část́ı jsou α1, . . . , αk a
vlastńı č́ısla s kladnou reálnou část́ı jsou β1, . . . , βl, nemá
vlastńı č́ısla s nulovou reálnou část́ı. (hyperbolický systém)

■ Jediným rovnovážným bodem je počátek.

■ Informaci o konvergenci a divergenci nesou vlastńı č́ısla
a vlastńı vektory.
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nelineárńıch systémů
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Př́ısluš́ı-li k vlastńımu č́ıslu αi řetězec zobecněných vlastńıch
vektor̊u v1i, . . . , vmii, pak prostor

Vstab = span(vij, i = 1, . . . , k, j = 1, . . . ,mi)

je stabilńı varietou (v tomto p̌ŕıpadě stabilńı podprostor).
Ta je definovaná globálně.
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Máme systém

ẋ = Ax+X(x, y, z) (3)

ẏ = By + Y (x, y, z) (4)

ż = Cz + Z(x, y, z) (5)

■ A má všechna vlastńı č́ısla se zápornou reálnou část́ı,

■ matice B má vlastńı č́ısla s nulovou reálnou část́ı,

■ matice C má vlastńı č́ısla s kladnou reálnou část́ı.
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stabilńı varietu
Numerický výpočet -
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Funkce X, Y, Z jsou:

■ spojitě diferencovatelné,

■ jejich hodnota a hodnota jejich derivaćı v počátku je
nula (členy vyš̌śıho řádu, než 1).
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Pro systém existuje δ > 0 a spojitě diferencovatelné funkce
u, v, w takové, že jejich hodnota v počátku i hodnota jejich
derivaćı je nula a následuj́ıćı variety jsou invariantńı v̊uči
systému (3):

■ M+ = {(x, y, z) | |x| < δ, y = v+(x), z = w+(x)},

■ M∗ = {(x, y, z) | |y| < δ, x = u∗(y), z = w∗(y)},

■ M− = {(x, y, z) | |z| < δ, x = u−(z), y = v−(z)},

■ M∗+ = {(x, y, z) | |(x, y)| < δ, , z = w∗+(x, y)},

■ M∗− = {(x, y, z) | |(y, z)| < δ, , x = u∗−(y, z)}.

Důkaz pomoćı Banachovy věty o pevném bodě, viz
literatura.
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Invariantńı variety definované p̌redchoźı větou se nazývaj́ı:

■ M+: stabilńı varieta (stable manifold) ,

■ M∗: centrálńı varieta (center manifold),

■ M−: nestabilńı varieta (unstable manifold),

■ M+∗: centrálně stabilńı varieta (center-stable
manifold),

■ M−∗: centrálně nestabilńı varieta (center-unstable
manifold),
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Invariantńı varieta

Invariantńı varieta
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Metoda konečných
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■ Vezměme počátečńı podḿınku (x0, v
+(x0), w

+(x0))
lež́ıćı na M+.

■ Pak i
(x(t), y(t), z(t)) = (x(t), v+(x(t)), w+(x(t))) ∈M+.

■ Na druhou stranu, prvńı diferenciálńı rovnice systému
(3) má tvar
ẋ(t) = Ax(t) +X(x(t), v+(x(t)), w+(x(t)).

■ Kdyby v p̌redchoźı rovnici neexistovala nelineárńı část,
pak by řešeńı x(t) konvergovalo k nule aspoň tak, jako
C|x0|e−µt,
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Nelineárńı systémy
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stabilńı varietu
Numerický výpočet -
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■ Nelineárńı členy jsou zanikaj́ıćı perturbaćı: pro každé
µ′ ∈ (0, µ) existuje C ′ > 0 tak, že |x(t)| ≤ C|x0|e−µ′t.

■ Tedy i y(t) → 0, z(t) → 0.
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Invariantńı varieta

Invariantńı varieta
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M+ je množina počátečńıch podḿınek takových, že
řešeńı (x, y, z) vycházej́ıćı z nich konverguje
exponenciálně k nule. Stejně tak:
M∗+ jsou takové počátečńı podḿınky, z kterých řešeńı
diverguje maximálně polynomiálńı rychlost́ı (kv̊uli
centrálńı části).
Množiny M− a M∗− se źıskaj́ı tak, že se obrát́ı směr času
(transformaćı t′ = −t). Pak stabilńı, resp. centrálně stabilńı
varieta takto transformovaného systému je nestabilńı, resp.
centrálně nestabilni varieta původńıho systému.
Nakonec M∗ =M∗+ ∩M∗−.
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Metoda konečných
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Alternativńı definice:

M+ = {(x0, y(0), z(0)) | (x(t), y(t), z(t)) solves (3) a x(0) = x0,

To je základem definice iteračńıho algoritmu.
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Stabilńı varieta je popsaná touto parciálńı diferenciálńı
rovnićı

y(t) = v+(x(t)) ⇒ d

dt
y(t) =

d

dt
v+(x(t))

Z toho

By+Y (x, v+(x), w+(x)) =
∂v+

∂x
(x)(Ax+X(x, v+(x), w+(x))).

Totéž plat́ı pro funkci z(t).
Obdobné vztahy lze odvodit i v p̌ŕıpadě stabilńı, centrálně
stabilńı atd. variety.
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Rozvoje do Taylorových řad

■ Nejjednoduš̌śı metoda

■ Vyjáďreńı všech funkćı v zadáńı i hledané funkce jako
polynomů.

Pro systém

ẋ = Ax+X(x, z)

ż = Cz + Z(x, z)

jsou funkce zk, k = 1, . . . , nz polynom v proměnných xi,
i = 1, . . . , nx.
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Invariantńı varieta

Invariantńı varieta
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V p̌ŕıpadě centrálně stabilńı variety

ẋ = Ax+X(x, y, z)

ẏ = By + Y (x, y, z)

ż = Cz + Z(x, y, z)

je funkce zk polynom v proměnných xi, yj.
Stabilńı varieta je popsána funkćı z vyhovuj́ıćı rovnici

∂z

∂x
(Ax+X(x, z)) = Cz + Z(x, z),

tento vztah muśı být p̌ri aproximaci funkćı splněn až do
zvoleného řádu.
Dosazeńım a porovnáńım koeficient̊u Taylorova rozvoje
dostaneme výsledek.



INVESTICE DO ROZVOJE VZDĚLÁVÁŃI
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Najděte stabilńı varietu k systému

ẋ = −x+ x2 + z2

ż = z − x2 + z2

pomoćı Taylorova rozvoje do stupně 5.
Rozvoj lze zapsat jako polynom

z̄ = ax2 + bx3 + cx4 + dx5.

Tento polynom muśı vyhovovat rovnici

∂z̄

∂x
(−x+ x2 + z̄2)− (z̄ − x2 + z̄2) = p6(x),

p6 je polynom neobsahuj́ıćı členy stupně 0 až 5 včetně.
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Dosad́ıme výraz pro z̄, provedeme derivováńı a porovnáme
koeficienty u členů do řádu 5:

3a = 1

4b− 2a = 0

a2 − 3b+ 5c = 0

−2a3 + 2ab− 4c+ 6d = 0

tato soustava má řešeńı

a =
1

3
, b =

1

6
, c =

7

90
, d = − 37

810
.

Proto

z̄ =
1

3
x2 +

1

6
x3 +

7

90
x4 − 37

810
x5.
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Obrázek 8: Aproximace stabilńı variety polynomem stupně d
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Obrázek 9: Chyba aproximace stabilńı variety polynomem
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Stabilita

Invariantńı varieta
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Metoda konečných
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Obrázek 10: Chyba aproximace stabilńı variety polynomem
stupně d - detail
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Nevýhody:

■ Nesnadný výpočet.

■ Nelze odhadnout chybu.
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■ Numerická metoda řešeńı parciálńıch diferenciálńıch
rovnic. Aplikace: mechanika, prouděńı,
elektromagnetismus,...

■ Nahrazeńı hledané funkce spojitou po částech
polynomiálńı (lineárńı, kvadratickou,...) funkćı.

■ Definuje se śıt’ bodů x1, . . . , xN , tzv. mesh, a spojité po
částech polynomiálńı (lineárńı, kvadratické,...) bázové
funkce ϕ1, . . . , ϕN tak, že ϕi(xj) = δi,j.

■ Matice (ϕi, ϕj) je ř́ıdká.



INVESTICE DO ROZVOJE VZDĚLÁVÁŃI
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Nelineárńı systémy
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stabilńı varietu
Numerický výpočet -
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■ Aproximaci řešeńı parciálńı diferenciálńı rovnice pak
hledáme jako lineárńı kombinaci funkćı ϕi.

■ Neznámou je tedy vektor koeficient̊u této lineárńı
kombinace.
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prvk̊u (Finite
Element Method,
FEM)
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Regulace výstupu
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Velkým problémem je p̌ŕıtomnost součinu funkce závisej́ıćı
na řešeńı rovnice z a jeho derivaćı: ∂z

∂x
X(x, z).

To způsobuje problémy s volbou prostoru funkćı, ze kterého
jsou voleny bázové funkce.
Neńı-li tento součin p̌ŕıtomen, tj. nezáviśı-li funkce X na z,
tedy je-li rovnice ve tvaru

∂z

∂x
(Ax+X(x)) = Cz + Z(x, z),

tento problém nenastává. Přesto ovšem je konvergence této
metody nezaručená.
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■ Tato metoda byla použita pro výpočet trajektoríı
systému popisuj́ıćıho r̊ust řas v bioreaktoru (zǎŕızeńı
použ́ıvané pro kultivaci řas a jiných organismů v
roztoćıch).

■ Zde roli centrálńı části sehrálo osvětleńı (mělo sinusový
charakter), buzený systém byl stabilńı.

■ Jednalo se o model řas, tzv. photosynthetic factory.
Tento model má ťri stavy, jejichž součet je jedna (jedná
se o pravděpodobnost toho, že systém je v
inhibovaném, aktivńım nebo odpoč́ıvaj́ıćım stavu.
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Systém je popsán rovnićı
(

ẋ2
ẋ3

)

= p4

(

−p2(1 + p5) 0
0 − p5

p2(1+p5)

)(

x2
x3

)

(6)

+p4u
∗

(

−(1 + p5) −1
p5 0

)(

x2
x3

)

pi jsou parametry.
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Invariantńı varieta

Invariantńı varieta
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■ Řeš́ı se problém identifikace parametru p4.

■ Pro zvolenou hodnotu tohoto parametru se spoč́ıtá
odezva na osvětleńı se sinusovou dynamikou (zde se
využ́ıvá výpočet centrálńı variety podle popsaného
postupu) a porovná se se změ̌renými výsledky.

■ Podle toho se uprav́ı hodnota parametru p4 a celý
postup se opakuje, dokud se nenalezne dostatečně
dobrá shoda. na sinusovém buzeńı.
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Výhoda: chyba je rovnoměrně rozprosťrena po celé oblasti,
kde se řeš́ı rovnice popisuj́ıćı stabilńı (centrálńı,...) varietu.
Nevýhodou je

■ nutnost použit́ı specializovaného software pro výpočet
metody konečných prvk̊u,

■ absence teoretického základu pro aplikaci této metody
na tento konkrétńı problém.
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Máme-li počátečńı podḿınku stabilńı části x0 a k ńı
p̌ŕıslušeńıćı řešeńı lež́ıćı na stabilńı varietě, pak pro tato
řešeńı plat́ı

ẋ = Ax+X(x, z), x(0) = x0 (7)

ż = Cz + Z(x, z), z(∞) = 0. (8)
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Nelineárńı systémy
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stabilńı varietu
Numerický výpočet -
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Iteračńı výpočet
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Nelze to využ́ıt k p̌ŕımému výpočtu stabilńı variety: obě
funkce vystupuj́ı v obou rovnićıch.
Je ale možné definovat pro každé x0 posloupnosti funkćı

x[1](t) = x0

z[1](t) = 0

ẋ[k+1] = Ax[k+1] +X(x[k], z[k]), x[k](0) = x0

ż[k+1] = Cz[k+1] + Z(x[k], z[k]), z[k](∞) = 0.
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Lze ukázat, že pro dostatečně malé počátečńı podḿınky x0
tyto iterace konverguj́ı.
Lze tak definovat funkci v : Rnx → Rnz vztahem

v(x0) = z(0).

Tento postup lze rozš́ı̌rit i pro systémy s centrálńı část́ı.
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Regulace výstupu
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Výhoda: možné snadno implementovat.

■ Je nutné řešit soustavu diferenciálńıch rovnic v každé
iteraci.

■ Tato soustava je lineárńı v proměnných (x[k+1], z[k+1]).

Koncová podḿınka pro z[k+1] se aproximuje hodnotou v
dostatečně velkém čase.
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■ Iterace je nutné provádět pro v́ıce počátečńıch
podḿınek x0, aby byl pokryt prostor, ve kterém se
budou vyskytovat trajektorie, jejichž hodnoty budou
poťreba.

■ Funkce v se pak aproximuje interpolaćı vypoč́ıtaných
hodnot funkce z.

■ Neńı nutné se omezovat pouze na hodnoty z(0),
protože na stabilńı varietě lež́ı i hodnoty z(t).

■ Lze využ́ıt i čas̊u t < 0, zde je ovšem poťrebná značná
opatrnost.



INVESTICE DO ROZVOJE VZDĚLÁVÁŃI
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Invariantńı varieta

Návrh pozorovatele
stavu
Návrh pozorovatele
stavu

Optimálńı ř́ızeńı
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Lineárńı systémy: Kalmanův filtr, Luenberger̊uv
pozorovatel,...
U nelineárńıch systémů

■ p̌ribližné metody založené na linearizaci - navrhnout
pozorovatel pro linearizaci systému, ”Extended Kalman
filter”.

■ High-gain observer

■ Využit́ı principu exaktńı linearizace pro konstrukci
pozorovatele.
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88 / 176

Úlohou je navrhnout pozorovatele pro systém

ẋ = f(x), y = h(x)

Předpoklad: linearizace je pozorovatelná.
Definice: mějme

ẇ = G(w, y),

a difeomorfismus (spojitě diferencovatelnou bijekci) T
takovou, že T (0) = 0 a pokud w(0) = T (x(0)), pak
w(t) = T (x(t)) pro všechna t > 0 (pro dostatečně malé
počátečńı podḿınky).
Pak je systém (88) pozorovatel stavu systému (88). Funkci
G je ťreba navrhnout.
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Pro naše účely: (88) je lineárńı:

ẇ = Ãw + by.

Všechna vlastńı č́ısla matice Ã maj́ı reálnou část menš́ı, než
je minimum reálných část́ı vlastńıch č́ısel matice A = Df(0)
(tj. linearizace systému (88)).
Vektor b je jedńım z parametr̊u, které se voĺı.
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Je-li w = T (x), pak

ẇ =
d

dt
T (x) =

∂T (x)

∂x
ẋ =

∂T (x)

∂x
f(x),

ale také

ẇ = Ãw + bh(x).

Rovnice variety je v tomto p̌ŕıpadě

∂T (x)

∂x
f(x) = ÃT (x) + bh(x).
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Rovnice (90) neńı ve tvaru, který by jednoduše umožnil
aplikovat algoritmus pro nalezeńı variety popsaný v p̌redchoźı
kapitole:

■ Vlastńı č́ısla jak matice Df(0), tak i Ã mohou být
záporná,

■ výraz bh(x) obsahuje člen prvńıho řádu (jinak by byla
porušena podḿınka pozorovatelnosti).

To lze obej́ıt vhodnou transformaćı soǔradnic.
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nelineárńıch systémů
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Zobrazeńı T je invertovatelné, pozorovatel se zkonstruuje
jako

˙̂x = f(x̂) +
(∂T

∂x̂
(x̂)
)−1

b(y − h(x̂)).

Označ́ıme-li L(x̂) =
(

∂T
∂x̂
(x̂)
)−1

b, pak má pozorovatel tvar

˙̂x = f(x̂) + L(x̂)(y − h(x̂)).
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Věta: Za uvedených p̌redpokladů plat́ı, že

lim
t→+∞

|x(t)− x̂(t)| = 0.

Je-li pozorovaný systém lineárńı:

ẋ = Ax, y = Hx,

pak má pozorovatel tvar

˙̂x = Ax̂+ T−1b(y −Hx̂).

a TA = ÃT + bH.
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Stabilita

Invariantńı varieta
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Úkolem je navrhnout pozorovatel k systému

ẋ1 = −x2 (9)

ẋ2 = x1x2 + x1 + x2 (10)

y = x1 − x22 + x21 + 2x1x2 (11)
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Ã zvoĺıme jako

Ã =

(

0 1
−1 −1

)

,

a b = (0, 1)T .
Rovnice (90) pak má tvar

∂T1
∂x1

(−x2) +
∂T1
∂x2

(x1x2 + x1 + x2) = T2 (12)

∂T2
∂x1

(−x2) +
∂T2
∂x2

(x1x2 + x1 + x2) = (13)

−T1 − T2 + x1 − x22 + x21 + 2x1x2
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Řešeńı rovnic aproximujeme polynomem. Dosazeńı polynomů
v proměnných x1, x2 a porovnáńım koeficient̊u dostaneme

T1 = x1 + x2, (14)

T2 = x1 + x1x2. (15)
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Ześıleńı pozorovatele je

L =
(∂T

∂x

)−1
b =

1

x1 − x2 − 1

(

−1
1

)

.

Pozorovatel pak je

˙̂x1 = −x̂2 −
y − x̂1 + x̂22 − x̂21 − 2x̂1x̂2

x̂1 − x̂2 − 1

˙̂x2 = x̂1x̂2 + x̂1 + x̂2 +
y − x̂1 + x̂22 − x̂21 − 2x̂1x̂2

x̂1 − x̂2 − 1
.
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Invariantńı varieta

Návrh pozorovatele
stavu
Návrh pozorovatele
stavu

Optimálńı ř́ızeńı
nelineárńıch systémů
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Obrázek 12: Rekonstrukce stav̊u
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■ Představeno v p̌rednášce prof. Čelikovského.

■ Zde se ukáže pouze použit́ı teorie vysvětlené výše, pro
kompletńı výklad problematiky - viz literatura.

■ zanedbáno: Pontrjaginův princip maxima, Belmanova
funkce, úlohy s omezeńımi,...

Definice problému: pro ẋ = f(x) + g(x)u a kritérium

J =
∫ ∞

0
xTQx+ uTRu+ q(x) + r(u)dt

naj́ıt ř́ızeńı u minimalizuj́ıćı J .
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ẋ = Ax+ Bu

kritérium

J =
1

2

∫ ∞

0
(xTQx+ uTRu)dt

Q,R symetrické maticemi, Q pozitivně semidefinitńı, R je
pozitivně definitńı.

■ Diferenciálńı rovnice je pro každé t vazbou.

■ Pro každé t definujeme Lagrange̊uv multiplikátor p(t) -
kostav, adjungovaný stav

■ Pak lze optimalizačńı úlohu zapsat jako

min
∫ ∞

0
H0(x, u, p)dt,
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H0(x, u, p) =
1

2
(xTQx+ uTRu) + pT (Ax+ Bu)

■ Optimálńı ř́ızeńı minimalizuje H0, tedy

∂H0

∂u
= 0

■ Z toho
uopt = −R−1BTp
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Po dosazeńı do H0

H(x, p) = H0(x,−R−1BTp, p) =

1

2
xTQx+ pTAx− 1

2
pTBR−1BTp.

Vývoj stav̊u a kostav̊u:

ẋ = ∂H
∂p

ṗ = −∂H
∂x

⇒ ẋ = Ax− BR−1BTp
ṗ = −ATp−Qx
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Stabilita

Invariantńı varieta
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nelineárńıch systémů
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Předpokládejme, že existuje funkce p(t) = P (x(t)):

ṗ =
∂P

∂x
(x(t))ẋ =

∂P

∂x
(x(t))(Ax−BR−1BTp).

⇒

−ATP (x)−Qx =
∂P

∂x
(x)(Ax− BR−1BTP (x)).

Z linearity: P (x) = Px. Pak

−ATPx−Qx = P (Ax− BR−1BTPx)

pro každé x. Z toho plyne Riccatiho rovnice.
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Systém nelineárńı, ale pro afinńı v ř́ızeńı.

ẋ = f(x) + g(x)u

Kritérium:

J =
∫ ∞

0
xTQx+ uTRu+ q(x) + r(u)dt

■ Q,R splňuj́ı stejné požadavky, jako v lineárńım p̌ŕıpadě,

■ q, r jsou nezáporné funkce řádu vyš̌śıho, než 2. Jejich
využit́ı je nap̌r. penalizace nežádoućıch stav̊u a
podobně.
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106 / 176

S využit́ım Lagrangeových multiplikátor̊u:

L =
∫∞
0

1
2
(xTQx+ uTRu) + q(x) + r(u) + pT (f(x) + g(x)u)

+ṗTxdt− p(∞)Tx(∞) + pT (0)x(0).

■ Funkce x, p záviśı na u.

■ Počátečńı podḿınka x(0) je na u nezávislá.

■ Koncovou podḿınku pro p zvoĺıme jako p(∞) = 0.
(podḿınka transverzality)
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Derivace L podle ř́ızeńı u ve směru v:
(to se občas označuje du a nazývá se variace)

∂L

∂u
[v] =

∫ ∞

0

∂ 1
2
xTQx+ q(x)

∂x

∂x

∂u
v +

∂ 1
2
uTRu+ r(u)

∂u
v

+pT (
∂f(x)

∂x
+
∂g(x)

∂x
u)
∂x

∂u
v + pTg(x)v + ṗT

∂x

∂u
vdt.
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Př́ıklad: LQ ř́ızeńı
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∂ 1
2
xTQx+ q(x)

∂x
+ pT (

∂f(x)

∂x
+
∂g(x)

∂x
u) + ṗT = 0.

Po úpravě:

−ṗ = ∂f(x)

∂x

T

+
∂g(x)

∂x

T

u+Qx+
∂q(x)

∂x
.

Derivace L ve směru v se zjednoduš́ı na

∂L

∂u
[v] =

∫ ∞

0
Ru+

∂r(u)

∂u
+ pT g(x))dt.
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Derivace podle u:

Ru+
∂r(u)

∂u
+ g(x)Tp = 0

z čehož dostaneme optimálńı ř́ızeńı uopt.
Pokud neńı p̌ŕıtomna funkce r, můžeme toto optimálńı ř́ızeńı
zapsat ve tvaru

uopt = −R−1g(x)Tp.

Pokud ano, je to trochu složitěǰśı.
V daľśım p̌redpokládáme, že r = 0.
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lineárńıch systémů
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Po dosazeńı:

ẋ = f(x)− g(x)R−1g(x)Tp,

−ṗ =
∂f(x)

∂x

T

p− pg(x)R−1∂g(x)

∂x

T

p+Qx+
∂q(x)

∂x
.

Obě tyto rovnice dostaneme, definujeme-li

H0(x, u, p) =
1
2
(xTQx+ uTRu) + q(x) + pT (f(x) + g(x)u),
H(x, p) = H0(x, uopt, p)

ẋ =
∂H

∂p
,

−ṗ =
∂H

∂x
.
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nelineárńıch systémů
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Pro výpočet stabilńı variety hraj́ı zvláštńı roli lineárńı členy.
Zavedeme matice A,B a spojitě diferencovatelné funkce
ϕ, ψ (ϕ(0) = 0, ψ(0) = 0, Dϕ(0) = 0, Dψ(0) = 0)

f(x) = Ax+ ϕ(x), g(x) = B + ψ(x).

Pak

d

dt

(

x
p

)

=

(

A −BTR−1B
−Q −AT

)(

x
p

)

+

(

Φ(x, p)
Ψ(x, p)

)

Funkce Φ a Ψ obsahuj́ı členy vyš̌śıho řádu.
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Definice problému
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■ Provedeme transformaci soǔradnic, která p̌revede matici
popisuj́ıćı lineárńı členy do blokově diagonálńıho tvaru.

■ Definujeme matice P , S, T

ATP + PA− PBTR−1BP +Q = 0

(A− BR−1BTP )S + S(A− BR−1BTP )T = BR−1B,

T =

(

I S
P PS + I

)
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Z toho

T−1

(

A −BTR−1B
−Q −AT

)

T =

(

A− BR−1BTP 0
0 −(A− BR−1BTP )T

)

Touto transformaćı můžeme definovat nové soǔradnice x′, p′

vztahem

T

(

x
p

)

=

(

x′

p′

)

,
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nelineárńıch systémů
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Př́ıklad: LQ ř́ızeńı
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V těchto soǔradnićıch

d
dt

(

x′

p′

)

=
(

A−BR−1BTP 0
0 −(A− BR−1BTP )T

)(

x′

p′

)

+
(

Φ′(x′, p′)
Ψ′(x′, p′)

)

.

Matice A−BR−1BTP je stabilńı.
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■ Můžeme použ́ıt numerický algoritmus pro výpočet
stabilńı variety.

■ Výsledkem je N -tice dvojic (x′1, p
′
1), . . . , (x

′
N , p

′
N).

■ Ty lze pomoćı matice T transformovat na
(x1, p1), . . . , (xN , pN).

■ S pomoćı tohoto lze funkci p = π(x) aproximovat nap̌r.
polynomem v x.
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Systém je dán rovnicemi

ẋ =







f1(x)
x3

−4.208x1 − 0.396x3 − 0.47x1
2 − 3.564x31







+







−0.215
0

−20.967





u

f1(x) = −0.877x1 + x3 − x21x3 − 0.088x1x3 − 0.019x22
+0.47x21 + 3.846x31

Jedná se o stabilizaci letadla p̌ri velkém úhlu náběhu.
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Váhové matice:
Q = 0.25I, R = 1

I je jednotková matice.
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nelineárńıch systémů
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Obrázek 13: Optimálńı ř́ızeńı - nelineárńı
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Time Response for x and u ( LINEAR ), − : state x,  −− : input u
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Obrázek 14: Oprimálńı ř́ızeńı - lineárńı
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rovnice regulátoru
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nelineárńıch systémů

Regulace výstupu
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rovnice regulátoru
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Ř́ızený systém

ẋ = f(x, u), y = h(x), x(0) = x0 (16)

a jiný, autonomńı systém (tzv. exogenńı systém, exosystém)

ẇ = s(w), w(0) = w0 (17)
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Inverzńı kyvadlo
Metoda konečných
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Ćılem je navrhnout ř́ızeńı tak, aby se výstup systému
asymptoticky bĺıžil ”výstupu”exosystému q(w).
Přitom by ř́ızený systém měl být stabilńı, pokud neńı
p̌ŕıtomen exterńı signál.

Př́ıklad: ř́ızeńı systému tak, aby sledoval p̌redepsanou
trajektorii. Exosystém může být také generátorem poruch.
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prvk̊u a optimalizace
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f(x, u) = Ax+ Bu, h(x) = Cx, s(w) = Sw a q(w) = Qw
Sledováńı trajektorie Qw je zajǐstěno, pokud se v každém
bodě shoduje výstup systému s výstupem exosystému a
derivace stavu ř́ızeného systému je shodná s derivaćı
exosystému:

Qw = Cx, Ax+ Bu = Sw.
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Regulace výstupu

Lineárńı systémy
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Inverzńı kyvadlo s
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Předpokládejme, že se taková x a u daj́ı vyjáďrit jako funkce
stav̊u exosystému: x = Πw a u = Σw:

Qw = CΠw, AΠw + BΣw = SΠ

pro každé w. Tedy

Q = CΠ, AΠ+ BΣ = SΠ. (18)
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Numerické metody
pro výpočet řešeńı
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■ Toto je ř́ıká rovnice regulátoru.

■ Ćılem je naj́ıt matice Π a Σ.

■ Množina {(w,Πw,Σw)} je varieta, na ńıž je nulová
chyba sledováńı. Proto se nazývá zero-error manifold.

Věta: Má-li matice S vlastńı č́ısla s reálnou část́ı rovnou nule
a matice A nemá žádné vlastńı č́ıslo s reálnou část́ı rovnou
nule, pak má problém regulace výstupu řešeńı.
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Numerické metody
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Metoda rozvoje do
Taylorových řad
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Hledaj́ı se zde funkce π(w), σ(w).
Prvńı ze soustavy rovnic regulátoru se odvod́ı ze vztahu
q(w) = h(π(w)).
Podḿınka rovnosti se odvod́ı takto:

d

dt
π(w(t)) = f(π(w), σ(w)),

d

dt
π(w(t)) =

∂π(w)

∂w
ẇ =

∂π(w)

∂w
s(w).
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Lineárńı systémy
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Numerické metody
pro výpočet řešeńı
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Regulátor se pak skládá ze dvou část́ı:

■ z p̌ŕımé vazby σ(w), která zajǐst’uje sledováńı
požadované trajektorie

■ ze členu
K(x(t)− π(w(t))

Podḿınka je, že
A− BK

je stabilńı matice.
π, σ splňuj́ı rovnice

∂π(w)

∂w
s(w) = f(π(w), σ(w)), q(w) = h(π(w)).



INVESTICE DO ROZVOJE VZDĚLÁVÁŃI
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Metoda rozvoje do
Taylorových řad
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Rovnice regulátoru je řešitelná právě tehdy, když jsou
splněny tyto p̌redpoklady:

■ Počátek je Ljapunovsky stabilńım rovnovážným bodem
exosystému a v okoĺı počátku je exosystém
poissonovsky stabilńı

■

(
∂f

∂x
(0, 0, 0),

∂f

∂u
(0, 0, 0))

je řiditelná

■
(

(
∂h

∂x
(0),

∂q

∂w
(0)),

(

∂f
∂x
(0, 0, 0) ∂f

∂w
(0, 0, 0)

0 ∂s
∂w

(0)

)

je detekovatelná.
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nelineárńıch systémů
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Lineárńı systémy
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x(t+ 1) = f(x(t), u(t)), y(t) = h(x(t)) (19)

a exosystém

w(t+ 1) = s(w(t)), yq(t) = q(w(t)) (20)

q(w(t)) = h(π(w(t))), /π(w(t+1)) = f(π(w(t), σ(w(t)))) =

To je rovnice regulátoru pro systémy s diskrétńım časem.
Je to funkcionálńı rovnice.
Neutrálńı stabilita systému: roli imaginárńı osy p̌reb́ırá
jednotková kružnice.
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Je-li exosystém poissonovsky stabilńı, pár

∂f

∂x
(0, 0, 0),

∂f

∂u
(0, 0, 0)

je stabilizovatelný. Pak má diskrétńı rovnice regulátoru
řešeńı.
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Úloha regulace výstupu pro tento systém je řešitelná, jsou-li k
dispozici hodnoty všech stav̊u jak systému, tak i exosystému.
Definujeme-li mě̌rený výstup hm(x(t), v(t) (nejp̌rirozeněǰśı
volba je hm(x, v) = h(x)− q(w)), můžeme nav́ıc dokázat
Plat́ı-li p̌redpoklady věty a nav́ıc je pár

(

[
∂hm
∂x

(0, 0, 0),
∂hm
∂w

(0, 0, 0)], [
∂f
∂x
(0, 0, 0) ∂f

∂w
(0, 0, 0)

0 ∂s
∂w

(0, 0, 0)
]
)

má řešeńı i úloha regulace výstupu s dynamickým mě̌reńım.
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132 / 176

Rovnice regulátoru je algebraicko-diferenciálńı rovnice.
Jej́ı řešeńı proto neńı p̌ŕımočaré, ale nutně je kombinaćı v́ıce
postupů.
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■ Nejjednoduš̌śı, co se poťrebného matematického
aparátu týče.

■ Možnost zjednodušeńı, které p̌rináš́ı exaktńı linearizace
systému.

Pro algebraickou podḿınku plat́ı, že je-li tato podḿınka
aproximovaná členy do k-tého řádu, pak je řešeńı také
určené až do k-tého řádu.
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q(w) = h(x)

∂q

∂w
(w)s(w) =

∂h

∂x
)(x)f(x, w, u) +

∂h

∂w
)(x)s(w)

...
dm

dtm
q(w) =

dm

dtm
h(x, w, u)

Označeńı: y1 = h(x, w, u), y2 =
d
dt
h(x, w, u),

. . . ym−1 =
dm−1

dtm−1h(x, w, u).
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Regulace výstupu
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p̌ŕıdavným voźıkem

Iteračńı algoritmus

Optimálńı RV
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Pak
ẏi = yi+1, ẏm−1 = F (y1, . . . , ym−1, x, u),

Funkce F záviśı jen na jistých n−m+ 1 proměnných x.
Označme tuto množinu jako x̄. Tyto proměnné popisuj́ı tzv.
nulovou dynamiku. Ostatńı proměnné x se daj́ı vyjáďrit
pomoćı proměnných yi.
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yi =
di

dti
q(w).

Zbývá tedy naj́ıt vztah mezi x̄ a w. K tomu je nutné vy̌rešit
zbylé rovnice v rovnici regulátoru.
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ẋ = f(x) + g(x)u,

kde
f(x) = ...,

g(x) =













0
1

M+m sin2 x3

0
1

l(M+m sin2 x3)













,



INVESTICE DO ROZVOJE VZDĚLÁVÁŃI
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Úlohou je nalézt ř́ızeńı, pro které je x1(t) = sinωt.
Exosystém je tedy generátor sinusovky:

ẇ =

(

0 ω
−ω 0

)

w, q(w) = w1.
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Ř́ızený systém má relativńı řád 2. Rovnice regulátoru je

ωw2
∂π1
∂w1

− ωw1
∂π1
∂w2

= π2

ωw2
∂π2
∂w1

− ωw1
∂π2
∂w2

= f2(π1, . . . , π4)

+
1

M +m sin2 π3
u

ωw2
∂π3
∂w1

− ωw1
∂π3
∂w2

= π4

ωw2
∂π4
∂w1

− ωw1
∂π4
∂w2

= f4(π1, . . . , π4)

+
1

l(M +m sin2 π3)
u.
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Numerické metody
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Pokud je chyba sledováńı rovna nule, plat́ı, že

π1 = w1, π2 = ẇ1 = ωw2.

ẅ1 = −ω2w1 =

mlx24 sin x3 − bx2 −mg cos x3 sin x3
M +m sin2 x3

+
1

M +m sin2 x3
u.

Po dosazeńı za x1 a x2 dostaneme

−ω2w1 +
1

M +m sin2 π3
u

=
mlπ2

4 sin π3 − bw2

ω
−mg cos π3 sin π3

M +m sin2 π3
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Z toho lze vypoč́ıtat u jako funkci u = σ(w1, w2, π3, π4).
Funkce π3 a π4 poťrebujeme naj́ıt. K tomu využijeme zbylé
dvě rovnice z rovnice regulátoru, za π1 a π2 rovnou
dosad́ıme: π1 = w1 a π2 = ωw2.
Čtvrtá rovnice je

w1
∂π4
∂w2

−ωw2
∂π4
∂w1

= f4(w1, ωw2, π3, π4)+
1

l(M +m sin2 π3)
σ.
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Rovnice regulátoru je

w1
∂π3
∂w2

− ωw2
∂π3
∂w1

= π4

−ωw1
∂π1
∂w2

=
ω2

l
w1 cos π3 +

g

l
sin π3.
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143 / 176

Řešeńı těchto rovnic hledáme ve tvaru

π3 = a10w1 + a01w2 + a20w
2
1 + a11w1w2 + a02w

2
2

+a30w
3
1 + a21w

2
1w2 + a12w1w

2
2 + a03w

3
2

π4 = b10w1 + b01w2 + b20w
2
1 + b11w1w2 + b02w

2
2

+b30w
3
1 + b21w

2
1w2 + b12w1w

2
2 + b03w

3
2
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Označ́ıme-li

α =
ω2

l
, β =

g

l
,

je řešeńım

a10 =
−α

β + ω2

a12 =
a210ω

2(3α + βa10)

(β + ω2)(β + 9ω2)

a30 =
a210(β + 7ω2)(3α + βa10)

6(β + ω2)(β + 9ω2)

b01 = ωa10

b12 = ωa12

b21 = (3a30 − 2a12)ω
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■ Zvoĺı se jedna hodnota ř́ızeńı (funkce σ) a ta se použije
k výpočtu řešeńı diferenciálńı rovnice pomoćı metody
konečných prvk̊u.

■ Zjist́ı se chyba, která vzniká v algebraické rovnici.

■ Ta se dále použije pro rozhodováńı, jak změnit funkci
σ, aby se chyba v daľśı iteraci zmenšovala.
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Iteračńı algoritmus

Optimálńı RV
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■ Rovnice nemohou být řešeny na celém reálném
prostoru.

■ Parciálńı diferenciálńı rovnice řešené na omezených
oblastech nutně vyžaduj́ı okrajové podḿınky.

■ Nutnost vhodné parametrizace funkce σ.

K
ritérium, j́ımž je chyba řešeńı:

J =
∫

Ω

1

2
(h(π(w))− q(w))2dw.
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rovnice regulátoru
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K chybovému funkcionálu lze naj́ıt jeho derivaci a t́ım použ́ıt
gradientńıch metod.
Volba oblasti Ω:

■ Existuje-li k exosystému Ljapunovova funkce V (pak
tedy ∇V (w).s(w) = 0, což vyplývá z p̌redpokladu
neutálńı stability exosystému), pak je vhodná volba

Ω = {w ∈ Rp | V (w) ≤ c}

■ V každém bodě v hranice této oblasti plat́ı, že
normálový vektor k ńı v bodě v: n(v).s(v) = 0

■ V takovém bodě se nep̌redepisuje okrajová podḿınka.
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Problém s diskrétńım časem: software pro řešeńı konečných
prvk̊u obvykle neumožňuje řešeńı funkcionálńıch rovnic.
Použ́ıt metodu konečných diferenćı.
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Věta: Předpokládejme, že existuje ohraničená oblast Ωb ∈ 0
a reálná č́ısla ε1 > ε0 ≥ 0 taková, že pro každé ε ∈ [ε0ε1]
existuj́ı dostatečně hladká zobrazeńı σε(w), πε(t), w ∈ Ωb

taková, že

J(cε(w)) =
∫

Ωb

(h(πε(w))−q̄(w))2dw1 . . . dwµ = ε, (22)

kde πε(w) je odpov́ıdaj́ıćı řešeńı části PDE s
σε(w), σε(0) = 0. Pak existuj́ı kladné konstanty C, β,R
takové, že pro všechny ε ∈ [ε0, ε1],
kde chyba e(t) = Ce−βt +Rε.
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Systém se skládá ze dvou voźık̊u, které jsou pružně spojeny.
Obrácené kyvadlo je uḿıstěno na prvńım voźıku, vstup je śıla
F působ́ı tento voźık. Tento systém má šest stav̊u
x = (x1, x2, x3, x4, x5, x6)

T odpov́ıdaj́ıćıch fyzikálńım
veličinám: poloha a rychlost na prvńı voźık, polohy a úhlová
rychlost kyvadla, poloha a rychlost druhého voźıku. Výstup
systému je y = x1, jeden vstup je označen jako u.
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f =



















x2
mlx2

4
sinx3−bx2mg cosx3 sinx3+K(x5−x1)

M+M(sinx3)2

x4
(M+m)g sinx3+cosx3[bx2−mlx2

4
sinx3]−K(x5−x1)

L(M+m(sinx3)2)
x6

K
M
(x1 − x5)



















a h = x1, p(x) ≡ 0.
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Stabilita

Invariantńı varieta
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Inverzńı kyvadlo s
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Ćılem je sledovat trajektorii reference(t) generovanou
exosystémem ẇ1 = w2, ẇ2 = −w1, reference = w1.
Zpětná vazba:

K =

(−97, 2,−72, 0065,−172, 027,−31, 252, 13, 0584,−50, 58).

T́ım se źıskala následuj́ıćı asymptoticky stabilńı lineárńı
aproximace systému
d
dt
x(t) = f(x(t))− g(x(t))Kx(t) + g(x(t))ũ.
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(w2
∂π1(w)
∂w1

− w1
∂π1(w)
∂w2

, . . . , w2
∂π6(w)
∂w1

− w1
∂π6(w)
∂w2

)T

= f(π(w))− g(π(w))(Kπ(w)− ũ), w1 = π1(w),
(23)

kde π(w) = (π1(w), . . . , π6(w))
T , π1(0) = 0, . . . , π6(0) = 0.

Byla vybrána oblast Ωb = {w ∈ R2| ‖w‖ < 2}.

J =
∫

{w∈R2; w2

1
+w2

2
≤1}

(w1 − π1(w))
2dw1dw2. (24)
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Obrázek 15: Hodnota cenového funkcionálu
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nelineárńıch systémů
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Nelineárńı RV
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■ Funkce π a σ se hledaj́ı symbolicky jako po částech
polynomiálńı funkce.

■ Pokud jsou v zadáńı polynomiálńı funkce, pak lze
všechny integrály vyč́ıslit symbolicky.

Úloha se redukuje na problém nalezeńı řešeńı soustavy
algebraických rovnic.
Pro výpočet řešeńı je ťreba použ́ıt specializovaný software.
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Regulace výstupu
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Diskrétńı RV
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Předpokládejme, že pro matice B a C plat́ı, že

CB 6= 0. (25)

Definujme chybu sledováńı

e = h(x)− q(w)

Definujme cenový funkcionál vztahem

J =
∫ ∞

0
|e(t)|2 + |ė(t)|2dt

Zavést va Lagrangeovy multiplikátory (kostavy, adjungované
stavy) px a pw.
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Numerické metody
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prvk̊u a optimalizace
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Hamiltonián pak je

H0 =
∫ ∞

0
eT e+ ėT ė+ pTx (f(x) + g(x)u) + pws(w) =

(h(x)− q(w))T (h(x)− q(w))

+(
∂h(x)

∂x
(f(x) + g(x)u)− ∂q(w)

∂w
s(w))T

×(
∂h(x)

∂x
(f(x) + g(x)u)− ∂q(w)

∂w
s(w))

+pTx (f(x) + g(x)u) + pws(w).
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Základńı podḿınkou je nulovost derivaćı hamiltoniánu.

0 =
∂H0

∂u
= (

∂h(x)

∂x
(f(x)+g(x)u)−∂q(w)

∂w
s(w))Tg(x)−pTx g(x).

Optimálńı ř́ızeńı je tedy

uopt =
∂h(x)

∂x
g(x)(

∂q(w)

∂w
s(w)Tg(x)+pTx g(x)−

∂h(x)

∂x
f(x)).
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Diskrétńı RV
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Iteračńı algoritmus

Optimálńı RV

160 / 176

H = pTx (f(x)−
g(x)gT (x)

2(Cg(x))2
px)−

1

Cg(x)
g(x)(Cf(x) +Qs(w))) + pws(w) +

1

2
((Cx−Qw)2

Rovnice pro stavy a kostavy jsou dány vztahy

ẋ =
∂H

∂px
=

f(x)− 1

2
g(x)

1

(Cg(x))2
(gT (x)px)− (Cf(x) +Qs(w))).

ẇ =
∂H

∂pw
= s(w)
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ṗx = −∂H
∂x

=

−∂f
∂x
px +

∂

∂x
(
1

2
g(x)

1

(Cg(x))2
(gT (x)px)−

g(x)(Cf(x) +Qs(w))))− (Cx−Qw)CT

ṗw = −∂H
∂w

= − ∂s

∂w
pw + (Cx−Qw)QT
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Nyńı si všimneme linearizované struktury p̌redchoźıch rovnic:

d

dt











x
w
px
pw











= H











x
w
px
pw











+ ξ(x, w, px, pw) (26)

kde funkce ξ obsahuje členy vyš̌śıho řádu než 1 a matice H
je rovna

H =











Hxx Hxw Hxpx 0
0 Hww 0 0

Hpxx Hpxw Hpxpx 0
Hpwx Hpww 0 Hpwpw
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Lineárńı systémy
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rovnice regulátoru
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prvk̊u a optimalizace
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kde

Hxx = A− 1

CB
BCA, Hxw =

1

CB
BQS

Hxpx = −B 1

(CB)2
BT , Hww =

∂s

∂w
(0),

Hpxx = −CTC, Hpxw = CTQ

Hpxpx = −(A− 1

CB
BCA)T , Hpwx = CTQ

Hpww = −QTQ, Hpwpw =
∂s

∂w
(0).
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Invariantńı varieta

Návrh pozorovatele
stavu

Optimálńı ř́ızeńı
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Přitom počátečńı podḿınky jsou

x(0) = x0, w(0) = w0, px(∞) = 0.

Transformace soǔradnic
Předpokládejme, že lineárńı rovnice regulátoru má řešeńı
Π,Σ a matice

M1 =







A− 1
CB
BCA 0 B 1

(CB)2
BT

0 S 0
−CTC 0 −(A− 1

CB
BCA)







je diagonalizovatelná. Pak totéž plat́ı i o matici H̄.
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Definujme

T =







In Π 0
0 Ip 0
0 0 In
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Necht’ P je řešeńım Riccatiho rovnice

ATP + PA− PBTR−1BP −Qxx = 0

a matice V řeš́ı V Ac + AT
c V = B(BTCTCB)−1BT .

Hledaná lineárńı transformace je
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w
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pw
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0 I 0 0
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Metoda rozvoje do
Taylorových řad
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Iteračńı algoritmus

Optimálńı RV
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Lineárńı optimálńı ř́ızeńı je v souladu s tvarem, ve kterém je
řešeńı úlohy regulace výstupu: u = K(x− Πw) + Σw se
stabilizuj́ıćı matićı K.
V nových soǔradnićıch

ẋ′′ = Acx
′′ + N̄1(x

′′, w′′, p′′x) (27)

ẇ′′ = Sw′′ + N̄2(w
′′) (28)

ṗ′′x = −AT
c p

′′
x + N̄3(x

′′, w′′, p′′x) (29)

ṗ′′w = −STp′′w + N̄4(x
′′, w′′, p′′x, p

′′
w). (30)
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Dvě centrálńı části: jednu, která de facto popisuje exosystém
a druhá adjungovaný stav ke stavu exosystému. Přitom by
bylo nutné centrálńı varietu vyjáďrit jako

pw = πw(x, w)

což obecně neńı možné.
Kostav pw neovlivňuje jiné funkce a tedy ho neńı nutné
poč́ıtat.
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Výpočet funkce px(x, w) vypadá ve skutečnosti takto:
Použit́ım algoritmu na (167), dostaneme parametrizovaná
řešeńı

x′′(t) = x′′(t, x0), x′′(0) = x0 (31)

w′′(t) = w′′(t, w0), w′′(0) = w0 (32)

p′′x(t) = p′′x(t, x0, w0), (33)

kde parametry x0 a w0 jsou dostatečně malé, aby byla
garantovaná konvergence algoritmu.
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V původńıch soǔradnićıch je výsledek takovýto:

x(t) = x′′(t) + V p′′x(t) + Π(Px′′(t) + (PV + I)p′′x(t))(34)

w(t) = w′′(t) (35)

px(t) = Px′′(t) + (PV + I)p′′x(t) (36)

D́ıky větě o implicitńı funkci lze px na centrálně stabilńı
varietě vyjáďrit pomoćı proměnných x, w.
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nelineárńıch systémů
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Numerické metody
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Systém je dán vztahy

(

ẋ1
ẋ2

)

=

(

1 0.5
3 1.6

)(

x1
x2

)

+

(

x31
2x31 + x32

)

+

(

1
1

)

u

s exosystémem
ẇ = 0.

Ćılem je dosáhnout x1 = w.
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Stabilita

Invariantńı varieta
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Definujeme proto cenový funkcionál jako

J =
1

2

∫ +∞

0
(x1 − w)2 + (ẋ1)

2dt.

Matice H je potom

H =





















0 0 0 −1 −1 0
2 1.1 0 −1 −1 0
0 0 0 0 0 0
−1 0 1 0 −2 0
0 0 0 0 −1.1 0
1 0 −1 0 0 0
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prvk̊u a optimalizace
Inverzńı kyvadlo s
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Obrázek 17: Stav systému a exosystému
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Obrázek 18: Optimálńı ř́ızeńı
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Numerické metody
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Inverzńı kyvadlo
Metoda konečných
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Obrázek 19: Stavy LQ regulátoru


	Stabilita
	Stabilita
	Linearizace
	
	Ljapunovova funkce
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	Region of Attraction
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	Príklad - PVTOL letadlo
	
	
	
	
	
	
	
	Regulátor maximalizující Region of attraction
	
	
	

	Invariantní varieta
	Invariantní varieta
	
	
	
	Lineární systémy
	
	Nelineární systémy
	
	
	
	
	
	
	
	Rovnice popisující stabilní varietu
	Numerický výpocet - Taylorovy rady
	
	
	
	
	
	
	
	Metoda konecných prvku (Finite Element Method, FEM)
	Metoda konecných prvku (Finite Element Method, FEM)
	
	
	
	
	
	
	Iteracní výpocet pomocí rešení rovnic (3)
	
	
	
	

	Návrh pozorovatele stavu
	Návrh pozorovatele stavu
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	Optimální rízení nelineárních systému
	Definice problému
	Príklad: LQ rízení lineárních systému
	
	
	
	Optimální rízení nelineárních systému
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	Príklad
	
	
	

	Regulace výstupu
	Regulace výstupu - úvod
	
	Lineární systémy
	
	
	Nelineární regulace výstupu
	
	
	Diskrétní regulace výstupu
	
	
	Numerické metody pro výpocet rešení rovnice regulátoru
	Metoda rozvoje do Taylorových rad
	
	
	
	Príklad - inverzní kyvadlo
	
	
	
	
	
	
	
	Metoda konecných prvku a optimalizace
	
	
	
	
	Príklad: inverzní kyvadlo s prídavným vozíkem
	
	
	
	
	
	Iteracní algoritmus s využitím symbolických výpoctu
	Optimální regulace výstupu
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


