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Stabilita

m zakladnim pojmem v teorii ¥izeni.

m je velmi malo ptikladl, kde neni nutné brat ohled na

stabilitu.

P¥iklad (z prednédsek prof. Kulery):

Je znama draha letadla. Cilem je najit ¥izeni strely, ktera

letadlo zasahne.

/de se reguluje v omezeném Case. Otazka, jak by vypadaly
trajektorie letadla a strely po okamziku stretu, je
bezpredmétna. Dilezité je, Ze se obé trajektorie dostanou v

jednom okamziku do dostate¢né blizkosti.
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Linearizace

Systém
= f(x), v € R"

ma rovnovazny bod xy.

NapiSeme Jacobiho matici D f(xg) definovanou jako

D)y = 5o (o)

m linearizace je de facto nahrazenim celého systému jeho

¢leny prvniho fadu,

m misto & = f(x) pouzivame & = f(£ + o),
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Vé&ta: Ma-li matice D f(xg)

vsechna vlastni Cisla se zapornou realnou &asti, je
systém v rovnovazném bodé x( stabilni,

aspon jedno vlastni &islo s kladnou realnou ¢asti, je
systém v rovnovazném bodé z, nestabilni,

aspon jedno vlastni &islo s nulovou redlnou ¢asti a zadné
s kladnou realnou ¢asti, nelze o stabilité rovnovazného
bodu z(y podle tohoto kritéria rozhodnout.
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Ljapunovova funkce

Nelze-li o stabilité systému rozhodnout podle predchoziho
kritéria, pouziti Ljapunovovy funkce miize pomoci.

Véta:

Existuje-li spojité diferencovatelna funkce V' definovand na

okoli U bodu zy takova, Ze
m V(z) > 0 pro vdechna x € U — {x¢},
m V(xg) =0,
m VV(x).f(x) <0,

je rovnovazny bod x Ljapunovsky stabilni. Je-li v poslednim
bod& nerovnost ostra pro viechna z € U — {x}, je systém
asymptoticky stabilni v néjakém okoli bodu x.
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Véta:

Ma-li systém v rovnovazném bodé xy Jacobiho matici majici
vSechna vlastni Cisla se zapornymi redlnymi ¢astmi, existuje
na okoli tohoto bodu Ljapunovova funkce.

Pro zjisténi stability je tato véta nepouZitelnd, protoze
stabilita se v ni predpoklada.

Pro nalezeni tohoto okoli je to zakladni véta.

Dikaz: viz nasledujici kapitola.
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P¥iklad: Systém
j31 :CCQ_QZE), 36'2:—:171—:13“;’
ma stabilni rovnovazny bod (0,0). Funkce

Vizy,xg) = :1:% + :1:3

/

je Ljapunovovou funkci pro tento systém v rovnovazném

/7

bodé (0,0): prvni dvé podminky jsou splnény, posledni je

2(x 29 — xlazi’ — Lol — xg(—xg)) — —2(:(:‘11 + :1;;1)
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Naopak, systém

: 3 3
1 =Ty +T7], Ta = —T1 + Tq

ma sice stejna vlastni Cisla, ale je nestabilni.

To se dokaze prevodem do polarnich soufadnic

x =rcost, y=rsint,

Vzdalenost od pocatku r je rostouci.

Lze ukdzat, Ze 7 > sin*t + cos* ¢, coZ je pro viechna ¢

kladné.
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ot N ﬂ |HHH|%
"
L]
FO g
* % * L 8
EVROPSKA UNIE L-‘;

INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVANI




—

©

f

o

[$)]
[EEN
=
a1
N

Stabilita
Stabilita 2
Linearizace N%%g \1 \l \l g) §1I § §/ %%
e NNNRRRRRRRE R R 7
glon of Attraction e T T T N R R N NN v oL // /
P¥iklad - PVTOL T N NN N N N N N 7
letadlo I e NN N R A
Regulator T T T T T s s s s s N N g
maximalizujicf St NN TR S
Region of attraction 0SL ==~ -~ . . . S e
_ ) _ . ——=== - . b e
Invariantni varieta N o—== b o
Navrh pozorovatele Z:: : : : ‘ S ez
stavu 05F —— 0 ., , ’ g
v R
Optimalni Fizeni | —Z7 7 7 / v N N o~ o~ o~ - —
nelinedrnich systém i A E W NN NN
B2/ U NN NN
Regulace vystupu B DN NN NN N N N e
1sE 77/ A AN S
RRRLLLLRANNCS
-2 I I I L
5 0

X
=

Obrazek 2: Fazovy prostor

~ . [T
S e i
***«* ° H ’a

EVROPSKA UNIE LE =

INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVANI




©

Stabilita
Stabilita
Linearizace

Ljapunovova funkce

Region of Attraction
P¥iklad - PVTOL

letadlo
Regulator

maximalizujici
Region of attraction

Invariantni varieta

(1)

Navrh pozorovatele
stavu

Optimalni ¥izeni
nelinedrnich systémi

Regulace vystupu

|
oQ
o
T
1

Obrazek 3: Stav systému

i

™" [
* X %
* *
L]
* % * L 8
EVROPSKA UNIE L-‘;

INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVANI




—

©

f

Stabilita
Stabilita 25
Linearizace ' \I\ T\ I I /l f | I | | |
NIRRT ==
Region of Attraction x ‘\ \ P17 77172722000 22 =
Ptiklad - PVTOL W5r SXNNNVN VP rr st e e o
letadlo SNKNN Vs s e
Regultor T N N O R 2
maximalizujici ::::j:: N ————
Region of attraction 05F <— <~ — « . . R o : —~— s
. ; . S Y~ NN NN :::::
Invariantni varieta SN S~ v v e ]
N4vrh pozorovatele i:::: R N, ::::i
stavu OS5~ <~ < < o - - .. NNy i
S - - - - - . ., ;o
Optimalni ¥izeni A ;::i:t 1
nelinedrnich systémi ST S s s s s N N N
v -1.5} A A A A A AN \_
Regulace vystupu ===~ A AL A AN J \ \\
i AN
_2_ -
/////////////H &\\\
1 15

N
N
o

Obrazek 4: Fazovy prostor

~ ﬂ {mnm
A [
L]
FOp o =
* % * ° 8 ’
EVROPSKA UNIE ¥ L-‘a LTI

INNSE=

INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVANI




? 8

Stabilita
Stabilita
Linearizace

Region of Attraction
P¥iklad - PVTOL
letadlo

Regulator
maximalizujici
Region of attraction

Invariantni varieta

Navrh pozorovatele
stavu

Optimalni Fizeni
nelinedrnich systémi

Regulace vystupu

Kdyz funkce neni Ljapunovovou funkci, nelze o

stabilité Fici vubec nic!
Véta o stabilité pomoci Ljapunovovy funkce je implikace,
nikoli ekvivalence.

Priklad:

Systém je dan rovnicemi

T

T2

—a:il)’ + xq1 (1 + x2)2

—X1 — X9 -+ ZU? — 5131(5131 —+ 5132)2
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1 1
Vi = ix% + Z(xl + :1:2)4)
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V prvnim pfipadé je

V, = x1(—xi’+x1(x1+x2)2)+:r;2(—5171—$2+$?—x1($1+x2)2)

m V kazdém okoli polatku jsou body, kde je hodnota

Vi(z1, x2) kladna.

m Proto tato funkce neni Ljapunovovou funkci.

Hodnoty funkce Vl(azl, T2) pro xs = —%- jsou na obrdzku.
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Obrazek 5: Funkce V;
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Pomoci funkce V5:
Vy = (221422, $1+£U2).(—33?—|—CE1(561—|—332)2, —$1—332+ZE?—£C1(331—|-

—at (T 10) = (11 +22)* = —2] — (21 +22) (1 —27).

m pokud je |z1] < 1, je V5 < 0.
m funkce V5 je Ljapunovovou funkci.

m Systém je tedy na néjakém okoli rovnovazného bodu
stabilni.

m [oto okoli nemusi nutné byt totozné s mnoZzinou
‘{131’ < 11

R ~ .-' {lHHHly
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Regulator
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Invariantnf varieta m Tato funkce je zaporna na celém euklidovském prostoru
Navrh pozorovatele . N4
stavu mimo pod&atku.

Optimalni Fizeni

nelinedrnich systém m Navic je funkce V3 radialné neomezena.

Regulace vystupu

m Systém je globdlné& stabilni. To znamenad, Ze z kazdé
pocate¢ni podminky stav konverguje do rovnovazného
bodu (kterym je pocatek).
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Region of Attraction

m Informace, Ze existuje okoli rovnovazného bodu, ve
kterém je systém asymptoticky stabilni, je naprosto

nedostadujici.

m Je proto potfeba néjakym zpisobem toto okoli najit.

m [o se obecné nepodafi, ale je mozné alespon najit
néjaky odhad - tj. okoli takové, zZe vSechny trajektorie
konverguji do rovnovazného bodu v tomto okoli.

m MiZe se stat, Ze do tohoto bodu konverguji i trajektorie

zacinajici jinde.

Jedna se tedy opét o postacujici, nikoliv nutnou podminku.
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Predpokladejme, Ze systém

= f(z)

ma stabilni rovnovazny bod x.

(1)

Necht z, je asymptoticky stabilni rovnovdZny bod systému

(1).

Region of attraction je kazdé okoli U,, bodu z( takové, ze
kaZdé YeSeni xz(t) rovnice (1) takové, ze z(0) € U,,

asymptoticky konverguje k x.
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v okoli asymptoticky stabilniho bodu existuje
Ljapunovova funkce V' takovd, Ze V' (z(t)) < 0.
Oznatme M = {z|V(z) < 0} U {xy}.

Vezméme v mnoziné M néjakou omezenou invariantni
podmnozinu €2, ) C M takovou,ze xy € ().

Kazdé ¥YeSeni x(t) takové, Ze x(0) €  zlstava v €, tj.
také v M pro vSechna t > 0.

Z definice M vyplyva, ze podél této trajektorie hodnota
V(xz(t)) klesa.

Nem(ze poklesnout pod 0 (z definice V'), ale nemiZe
se zastavit v jiném bod&, nez xy. (To se ukaZe sporem.)
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/ predchoziho vyplyva:
Véta:

Je-li z¢ asymptoticky stabilni rovnovazny bod, kde
linearizace ma vsechna vlastni &isla se zapornou redlnou
¢asti, M definovano vyse a {2 je omezend invariantni

podmnozina obsahujici xy takova, Ze jeji uzavér lezi v M.

Pak (2 je region of attraction.

Dikaz této véty je uveden vySe a je také ndavodem, jak tuto

oblast hledat.

Je-li linearizace systému asymptoticky stabilni, Ljapunovova

funkce je jiz snadno k dispozici.
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© = Az + p(z),

m A m3a v8echna vlastni &isla se zapornou redlnou &3asti,
m o = O(|z]*) v okoli z.

kde a Pak také ke kazdé symetrické pozitivné definitni matici
() existuje pozitivné definitni matice P takova, ze

ATP + PA = —Q.

Oznaéme & = x — x. Pro vyraz &' P¢ plati
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C€TPE = 7P 4 €7 P =

(AT P+PA)E+20(x0+E)" PAz+p(zo+E) Po(xo+E) =
—£'Qu + 2¢(xo + &) PAz + @(x9 + &) Pp(z0 + £) <
—Gminl&]” 4 20(z0 + &) PAz + (0 + £)" Pp(0 + §).

° ﬁl\\lmlg
. &
oL N

INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVANI



? 8

Stabilita

Stabilita

Linearizace
Ljapunovova funkce

P¥iklad - PVTOL
letadlo

Regulator
maximalizujici
Region of attraction

Invariantni varieta

Navrh pozorovatele
stavu

Optimalni Fizeni
nelinedrnich systémi

Regulace vystupu

V néjakém dostatec¢né malém okoli z; existuje konstanta
k > 0 takova, ze

(zo + &I < K[

Pak ale existuji C; > 0,C5 > 0 tak, ze

(o + &) PE| < C1I€%, |o(mo+ &) Po(zg + &) < Col¢]™.

Proto

d

p TPE < — €1 (qmin — C1|€] — Col€]?).

Pro dostatec¢né mala & je vyraz na pravé strané zaporny.
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stavu _ 2 2)
V = (2] + 23).

Optimalni ¥izeni 2

nelinedrnich systémi

Regulace vystupu Derivace této funkce podél trajektorie je

V(xl, T9) = —x‘f — :cg(l — XT1T9).

~ . oo s
o e i
EVROPSKA UNIE N

INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVANI



o8

tabilita MnoZinu M v tomto pFipadé miZeme najit pfesné, Ize ji
Stabilita ., o
Linearizace Vyjadnt Jako

Ljapunovova funkce

Region of Attraction

P¥iklad - PVTOL 1
letad| — _
St M = {(z1,22) | 22 < —, 21 # 0}.
maximalizujici 1

Region of attraction

Invariantni varieta

Navrh pozorovatele
stavu

Optimalni ¥izeni
nelinedrnich systémi

Regulace vystupu

" Eflﬁr | J[m”mg
* *
* *
* * i
* g x 8
EVROPSKA UNIE i

INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVANI




? 8

Stabilita

Stabilita

Linearizace
Ljapunovova funkce

P¥iklad - PVTOL
letadlo

Regulator
maximalizujici
Region of attraction

Invariantni varieta

Navrh pozorovatele
stavu

Optimalni Fizeni
nelinedrnich systémi

Regulace vystupu

m Nyni hleddme mnozinu €2 C M takovou, Ze existuje
¢ > 0 takové, Ze Q = {(@1,x2) | 5(21 + 23) < c}.

m Takovou konstantou je kazdé c € (0,/2).

m Kazda trajektorie, ktera zac¢ina v pocate
(21(0), 22(0)) takové, Ze z1(0)? + x5(0)

konverguje do rovnovazného bodu (0,

0).

ni podmince
<2
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stavu

- ye e e r'd _0'4 B 7
Optimalni Fizeni
nelinedrnich systémi -0.61 §

-0.8f -

Regulace vystupu

Obrazek 6: Fazovy portrét
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Stabilita

Stabilita

Linearizace
Ljapunovova funkce

P¥iklad - PVTOL
letadlo

Regulator
maximalizujici
Region of attraction

Invariantni varieta

Navrh pozorovatele
stavu

Optimalni Fizeni

nelinedrnich systémi

Regulace vystupu

Nalezeni Ljapunovovy funkce pomoci LQ ¥izeni:
Funkce V(z) = x! Px, P ¥edi Riccatiho rovnici, je

Ljapunovovou funkci.

Derivace Ljapunovovy funkce podél trajektorii je

V =2TPy + 2T Pi.
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Odhad podrobnégji:

Predpokladdme, Ze () je pozitivné definitni.

Lemma:

Je-li P symetrickd pozitivné semidefinitni matice, pak pro
kaZdou dvojici vektorl a,b a kazdé o0 > 0 plati

1
la’ Pb| + [b" Pa| << 6*a’ Pa + ﬁbTPb.

Duakaz:

1 1 1
0 < (5aigb)TP(5aigb) = 52aTPaiaTPbibTPa+ﬁbTPb.
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Invariantni varieta
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stavu
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Regulace vystupu

Mizeme tedy psat

V = —2"Qx + §*z" Px + %S(ZU)TPS(:C)'

Matice ) podle pfedpokladu pozitivné definitni (doposud by
stacilo, aby byla pozitivné semidefinitni, coz je také obvykly

predpoklad v literatufe).

Existuje 0 > 0 takové, Ze %Q — 0P je pozitivn& definitni
matice, tedy —a’ Qx + §*z' Px < —3a’ Q.
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, : min A\(5Q)
Stabilita Zvolime-li 62 = 2 ak
Linearizace maX)‘(P) ' p

Ljapunovova funkce
Region of Attraction - 1

P¥iklad - PVTOL 2

letadlo X (_Q _ 5 P)ZC
Regulator 2

maximalizujici
Region of attraction

o 1
Invariantni varieta Z mlﬂ A(i@) |CU|2 _

min A\(3Q)
Navrh pozorovatele Imax )\(P)
stavu

Optimélni fizenf Pomoci této volby proménné o pak dostaneme

nelinedrnich systémi

max \(P)|z|* > 0.

Regulace vystupu

: 1 1
V= §$TQ$ + ?g(;c)Tpg(g;),

=

ﬂ [T
s ! v
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stavu
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nelinedrnich systémi

Regulace vystupu

To Ize jesté odhadnout jako

: 1 1

V> —ixTQa: + 53 1ax AP)|€()|%. (2)
Posledni ¢len obsahuje ¢leny ¥adu vyssiho, nez 2.
Proto je v néjakém okoli rovnovazného bodu cely vyraz na

pravé strané nerovnice mensi nez 0.

* % % =~ a® {IHHHI
S it 9
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Priklad - PVTOL letadlo

Ukolem je navrhnout stabilizujici Fizeni pro letadlo s kolmym
startem PVTOL (planar vertical take-off, viz pfedndska prof.

Celikovského) popsané rovnicemi

Zi?l — X9

To = —U1SINTs5+ UsE COST5
T3 = @y

Ty = UICOSTs+ usesinws — 1
T5 = g

T = U

e Je kladna konstanta, v nasem ptikladu ¢ = 0.01.
T

Rovnovazny bod je (0,0,0,0,0,0)
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Regulace vystupu

Rizeni v rovnovazném bodé je (7, us) = (1,0). Odchylky
u(t) = ur(t) — 1,2(f) = ua(t).
Linearizace systému je popsana maticemi

(O
0
0
0

0

\ 0

o O O o o

0
0
0
0
0
0

O OO = OO

oo oo f o

O = O O O O

)

d J_[I\\I\Hly
P&

O = O O O O

_o O O O O
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Regulator
maximalizujici
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Invariantni varieta

Navrh pozorovatele
stavu

Optimalni Fizeni
nelinedrnich systémi

Regulace vystupu

Volme matici stabilizujici stavové zpétné vazby

0 0 1 1.7321 O

K=1130 0o 9

0
3

Linearizace uzaviené smycky ma vlastni &isla
—1.4102 4 2.51767, —0.0998 + 0.33197, —0.8660 + 0.57 a

¢isla k nim komplexné sdruZena.
Celd uzaviend smycka je tedy stabilni.

N\
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crad e Matici P definujici Ljapunovovu funkci je
Linearizace
e etramtion / 4.0725 5.6450 0 0. 2.0157 0.4435 \

5.6450 27.9271 0 0 9.8053 2.7932
mimalzicl 0 0  1.4434 0.5000 0 0
eon 9 eeer 0 0 05000 0.5773 0 0
Névrh pozorovatele 2.0157 9.8053 0 0 5.2828 1.0470
Sg::il:nélanfzen( \ 0.44352.7932 0 0 1.0470  0.4877 )
nelinedrnich systémi
Regulace vystupu jeji minimalni vlastni &islo je A, = 0.198 a maximalni

Amaz = 993.2.

° £|H|H\|y
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%EI Zvolime-li 6% = MA@ — 0.0151, pak, s vyuZitim toho, Ze

Ljapunovova funkce max )\(P) — 3312 dOStaneme I’OVﬂiCi (2) ve tvaru

Region of Attraction

P¥iklad - PVTOL
letadlo . 1
Reguldtor V <

maximalizujici 2
Region of attraction

33.12
0.0151

(@)

z|* +

Invariantni varieta PrO t > 0 platll

Navrh pozorovatele
stavu

Optimalni ¥izeni t3 t2
nelinedrnich systémi t o Slnt < O COS t _ 1 < —
0 7 - 2

Regulace vystupu
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Optimalni Fizeni
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Regulace vystupu

Navic vidime, Ze plati (s pouZitim (a + b)? < 2a? + 20?)

6
€(2)]? < 2((1—x3—1.7321x4)2—|—52(—x1—2:132—9:135—3x6)2)(g—g%
Pro stru¢nost predstavime pouze velmi hruby odhad:
predpokladejme, Ze absolutni hodnoty vSech proménnych
T1,...,Ts jsou omezeny hodnotou k € (0, 1).

Jeji pfesnou velikost v dalSich krocich ur¢ime.
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Navrh pozorovatele
stavu
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Regulace vystupu

/ pfedchoziho odhadu plyne (s pouZitim toho, Ze za ¢ byla
zvolena hodnota 0.01), Ze
2 2 NLRI
E(x)]* < 2((1 + 2.7321k)" + 0.0225k )(% + Z)xg).

Jelikoz k < 1 podle predpokladu, miZeme dosadit misto k

hodnotu 1 do v8ech vyrazi s vyjimkou posledni mocniny £.
Také pouzijeme (1 + 2.7321k)* < (1 + 3k)* < 16

11
£(@)]* < 2% 16.0225(5 + )3 < 973,

d iIHHHIy
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Stabilita

Linearizace
Ljapunovova funkce
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Regulator
maximalizujici
Region of attraction

Invariantni varieta

Navrh pozorovatele
stavu

Optimalni Fizeni
nelinedrnich systémi

Regulace vystupu

33.12
0.0151

: 1 1 1

V< S+ Or5 = =5 |2 +19741ag < —C[af*+19740]
ProtoZe /39482 < 198, dostaneme, Ze pro |z| <
V <0, tedy M = {z | |z] < 55}

Hledame co nejvétsi ¢ > 0 takové, Ze

Q.= {z | 2" Px < c} C M. Znovu, plati, ze

198 Je

! Pr < max \(P)|z|*.

2] bude z € ...

Bude-li tedy x spliiovat, ze maXA(P) 198,

Tedy c = 1.5 %1074

e, ~ ) {mnm
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P¥iklad - PVTOL
letadlo

Invariantni varieta

Navrh pozorovatele
stavu

Optimalni Fizeni
nelinedrnich systémi

Regulace vystupu

Regulator maximalizujici Region of attraction

Existuji postupy, jak nalézt regulator, s nimZ bude systém
stabilizovany v co nejvétsim okoli rovnovazného bodu.
Postup vhodny pro polynomidlni systémy (tj. systémy, jejichz
dynamika je popsana rovnicemi tvaru

d T

—(x1,...,2y)

dt = (P21, ), a2, @),

kde p; jsou polynomy.

* % % =~ a® {HHHHJ/_‘
£ -
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Linearizace
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Region of Attraction
P¥iklad - PVTOL
letadlo

Invariantni varieta

Navrh pozorovatele
stavu

Optimalni Fizeni
nelinedrnich systémi

Regulace vystupu

Navrh takového regulatoru vyuziva teorii polynomiu, které Ize
vyjadrit jako soudet kvadratid jinych polynomi

(sum-of-squares polynomials).

Polynom p(x1,...,x,) je s.o.s. polynom, jestliZe existuje N
polynomii pq,...,py takovych, Ze p = p* + ... + p4.
s.0.s.polynom p je definitni, jestlize p(x) = 0 implikuje

r = 0.

N\
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Stabilita

Linearizace
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Region of Attraction
P¥iklad - PVTOL
letadlo

Invariantni varieta

Navrh pozorovatele
stavu

Optimalni Fizeni
nelinedrnich systémi

Regulace vystupu

m Je-li na néjakém okoli rovnovazného bodu mozné nalézt
funkci, kterd ma tvar definitniho s.o.s. polynomu a jeji
derivace podél trajektorii je jiny s.0.s. polynom
vyndsobeny —1, pak tato funkce je Ljapunovovou
funkci v tomto rovnovazném bodé.

n Ulohy, v nichZ tyto polynomy vystupuji, se oblas daji

prevést na problémy konvexni optimalizace, specialné
na linedrni maticové nerovnosti (LMI).

Ty ~ o J[mnmy
vggf iclI T 1 [Ded 47 / 176




? 8

Stabilita

Stabilita

Linearizace
Ljapunovova funkce

Region of Attraction
P¥iklad - PVTOL
letadlo

Invariantni varieta

Navrh pozorovatele
stavu

Optimalni Fizeni
nelinedrnich systémi
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Je-li polynom p s.o.s. polynomem, pak existuje pozitivné
definitni matice P a matice L(«) zavisla linedrné na
parametru «, tak, Ze

p(x) = 2 (P + L))z,

kde 219} je vektor monomii (jednotlennych polynomii s
koeficientem rovnym jedné, tj. vektor

2 2 .3 )
Liyeo oy IN, X1y X1, X250 ooy Tp—1Ln, Ly Lyy .-y Ly,
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(3)
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stavu
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pomoci feSeni rovnic

(3)
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stavu

Optimalni Fizeni
nelinedrnich systémi

Regulace vystupu

Invariantni varieta

m Jeden z nejduleZitéjSich pojmi v teorii nelinearnich
rovnic.

m Pro naSe ucely postaci Je-li f: D C R* — R™
funkce, pak graf této funkce

G = {(z, f(z))|lx € D} C R™™"
se nazyva n-dimensionalni varietou v ",

Obecnéji je varieta v8e, co lze zapsat lokalné jako graf
funkce. Tedy nap¥. i sféra.

e, |\ ﬁv - {mnmy
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nelinedrnich systémi
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Varieta je
spojita, je-li grafem spojité funkce,

hladkd (C*), je-li grafem spojité diferencovatelné

funkce,

C°, je-li grafem nekonecné diferencovatelné funkce,

atd.
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nelinedrnich systémi
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Je-li dan dynamicky systém

&= f(x),

pak je varieta M invariantni, jestlize je to zaroven invariantni

mnozina vzhledem k tomuto systému.
Priklad:

T =—T, y=21.
ma invariantni varietu M; = {(x,0)|x € R} a
M, = {(0,y)ly € R}
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Ndas budou zajimat invariantni variety, na kterych ma

systém v jistém smyslu zvlastni chova

ni.

Napftiklad, systém v predchozim ptikladé je nestabilni,
ale na varieté M, se "chova stabilné” - trajektorie

zacinajici v ni konverguji do pocatku.
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Linearni systémy

T = Ax

vlastni &isla A se zapornou redlnou &asti jsou oy, ...,y a
vlastni &isla s kladnou redlnou ¢asti jsou 3y, ..., 5;, nema
vlastni &isla s nulovou redlnou &asti. (hyperbolicky systém)

m Jedinym rovnovaZznym bodem je pocatek.

m Informaci o konvergenci a divergenci nesou vlastni Cisla
a vlastni vektory.

o ~ . J[mnmy
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P¥islusi-li k vlastnimu ¢Cislu «; fetézec zobecnénych vlastnich
vektorl vy;, ..., Upn,:, pak prostor
Vstap = span(vy;, 1 =1,...,k, 7=1,...

je stabilni varietou (v tomto p¥ipadé stabilni podprostor).
Ta je definovand globalné.
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® a Nelinearni systémy

Stabilita Ma’me SyStém

Invariantni varieta

Invariantni varieta .

Linearni systémy r = A.CB “F )((CE7 y, Z)
Rovnice popisujici )

sta\l/)illm'varieltl:JJI | By _|_ Y('CU7 y7 Z)

Numericky vypocet - .

Taylorovy ¥ady VAR Cz —|_ Z(ZE, y, Z)
Metoda kone&nych
prvki (Finite
Element Method,
FEM)

Iteraéni vypoclet
pomoci feSeni rovnic

~—~~ A~
ol B~ W
~— — —

m A m3 v8echna vlastni &isla se zapornou redlnou &asti,

(3) . V4 VARV V4 v 7/ /7
s m matice B ma vlastni &isla s nulovou redlnou ¢asti,
avrh pozorovatele

stavu

OptimdIni Fizeni m matice C ma vlastni &isla s kladnou redlnou &asti.

nelinedrnich systémi

Regulace vystupu
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Funkce XY, Z jsou:

m spojité diferencovatelné,

m jejich hodnota a hodnota jejich derivaci v pocatku je

nula (Eleny vy$siho ¥adu, nez 1).
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Pro systém existuje 0 > 0 a spojité diferencovatelné funkce
u, v, w takové, Ze jejich hodnota v pocatku i hodnota jejich
derivaci je nula a nasledujici variety jsou invariantni vici

systému (3):

M =(2,y,2) | 2] <0, y = v"(2),2 = w™(z)},

M* ={(2,y,2) | ly| <9, 2 =u"(y), 2 =w(y)},

M~ =A{(x,y,2) | |2]| <9, x =u"(2),y=v"(2)},

M ={(z,y,2) | (z,y)] <9, ,2

M = {(,1,2) | |(1,2)] <6, 2

= w " (z,y)},

=u" (y,2)}-

Dikaz pomoci Banachovy véty o pevném bodég, viz
literatura.
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Stabilita

Invariantni varieta
Invariantni varieta
Linedrni systémy

Rovnice popisujici
stabilni varietu

Numericky vypocet -

Taylorovy fady
Metoda kone&nych
prvki (Finite
Element Method,
FEM)

Iteraéni vypoclet
pomoci feSeni rovnic

(3)

Navrh pozorovatele
stavu

Optimalni Fizeni
nelinedrnich systémi

Regulace vystupu

Invariantni variety definované predchozi vétou se nazyvaji:

M : stabilni varieta (stable manifold) ,

M*: centralni varieta (center manifold),

M~ nestabilni varieta (unstable manifold),

M™*: centralné& stabilni varieta (center-stable

manifold),

M™*: centralné nestabilni varieta (center-unstable

manifold),

" [ )
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Stabilita

Invariantni varieta
Invariantni varieta
Linedrni systémy

Rovnice popisujici
stabilni varietu

Numericky vypocet -

Taylorovy fady
Metoda kone&nych
prvki (Finite
Element Method,
FEM)

Iteraéni vypoclet
pomoci feSeni rovnic

(3)

Navrh pozorovatele
stavu

Optimalni Fizeni
nelinedrnich systémi

Regulace vystupu

Vezmé&me podatedni podminku (zg, v (), wt(zg))
lezici na M ™.

Pak |
((t),y(?), 2(t)) = (z(t), v (2(¢)), w(x(t))) € M.

Na druhou stranu, prvni diferencialni rovnice systému
(3) ma tvar
2(t) = Ax(t) + X(x(t), v* (2(t)), w (x(1)).

Kdyby v predchozi rovnici neexistovala nelinearni ¢ast,

pak by ¥eSeni x(t) konvergovalo k nule aspon tak, jako
Clzole ™,

Ty ~ o J[mnmy
gf iclI " 1[I 60 / 176




Stabilita

e m Nelinearni &leny jsou zanikajici perturbaci: pro kazdé
Invariantni varieta 1 € (0, 1) existuje C' > 0 tak, Ze |z(t)] < C|zgle ™.

Linedrni systémy

Nelinedrni systémy

Rovnice popisujici - Tedy | y(t) — O, Z(t) — O

stabilni varietu
Numericky vypodet -
Taylorovy fady
Metoda koneénych
prvka (Finite
Element Method,
FEM)

Iteraéni vypoclet
pomoci FeSeni rovnic

(3)

Navrh pozorovatele
stavu

Optimalni ¥izeni
nelinedrnich systémi

Regulace vystupu
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Stabilita

Invariantni varieta
Invariantni varieta
Linedrni systémy

Rovnice popisujici
stabilni varietu

Numericky vypocet -

Taylorovy fady
Metoda kone&nych
prvki (Finite
Element Method,
FEM)

Iteraéni vypoclet
pomoci feSeni rovnic

(3)

Navrh pozorovatele
stavu

Optimalni Fizeni
nelinedrnich systémi

Regulace vystupu

M™ je mnozina po&ateénich podminek takovych, Ze
FeSeni (z,y, z) vychazejici z nich konverguje
exponencialné k nule. Stejné tak:

M** jsou takové pocatetni podminky, z kterych ¥eseni
diverguje maximalné polynomialni rychlosti (kvdli
centrdlni &asti).

Mnoziny M~ a M*™ se ziskaji tak, Ze se obrati smér ¢asu
(transformaci t' = —t). Pak stabilni, resp. centraln& stabilni
varieta takto transformovaného systému je nestabilni, resp.

centralné nestabilni varieta pivodniho systému.
Nakonec M* = M** N M*~.
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Stabilita

Invariantni varieta

Invariantni varieta
Linedrni systémy

Nelinedrni systémy

Rovnice popisujici
stabilni varietu
Numericky vypodet -
Taylorovy fady
Metoda koneénych
prvka (Finite
Element Method,
FEM)

Iteraéni vypoclet
pomoci FeSeni rovnic

(3)

Navrh pozorovatele
stavu

Optimalni ¥izeni
nelinedrnich systémi

Regulace vystupu

Alternativni definice:

M™ = {(20,4(0),2(0)) | (x(t), y(t), 2(t)) solves (3) a z(0) = o

To je zakladem definice iteraéniho algoritmu.
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Stabilita

Invariantni varieta
Invariantni varieta
Linedrni systémy

Nelinedrni systémy

Numericky vypocet -

Taylorovy fady
Metoda kone&nych
prvki (Finite
Element Method,
FEM)

Iteraéni vypoclet
pomoci feSeni rovnic

(3)

Navrh pozorovatele
stavu

Optimalni Fizeni
nelinedrnich systémi

Regulace vystupu

Rovnice popisujici stabilni varietu

Stabilni varieta je popsana touto parcidlni diferencialni
rovnici

(1) = v* (2(t) = (1) = S0t (a(r)

/ toho

ov™

By +Y (v,0*(a), w* (@) = 5

(2)(Az+X (2,07 (2), w" (2))).
TotéZ plati pro funkci z(%).

Obdobné vztahy Ize odvodit i v p¥ipadé stabilni, centralné
stabilni atd. variety.

o ~ . J[mnmy
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® a Numericky vypocet - Taylorovy fady

Stabilita Rozvoje do Taylorovych fad

Invariantni varieta
Invariantni varieta
\V V4

Linedrnf systémy m Nejjednodussi metoda

Nelinedrni systémy
Rovnice popisujici

stabiln varietu m Vyjadreni vSech funkci v zadani i hledané funkce jako
polynomd.

Metoda kone&nych
prvki (Finite
Element Method, /
FEM) Pro systém
Iteraéni vypolet

pomoci feSeni rovnic

() T = Ar+ X(z,2)
Sl\ch:\\iLh pozorovatele _ CZ _I_ Z(gjj Z)

Optimalni Fizeni
nelinedrnich systémi

jsou funkce z,, k=1,...,n, polynom v proménnych z;,
1=1,...,n,.

Regulace vystupu

e, |\ ﬁv - {mnmy
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Stabilita

Invariantni varieta
Invariantni varieta
Linedrni systémy
Nelinedrni systémy
Rovnice popisujici
stabilni varietu

Metoda kone&nych
prvki (Finite
Element Method,
FEM)

Iteraéni vypolet
pomoci feSeni rovnic

(3)

Navrh pozorovatele
stavu

Optimalni Fizeni
nelinedrnich systémi

Regulace vystupu

V pripadé centralné stabilni variety

r = Ax+ X(z,y, 2)
) = By+Y(x,y,2)
: = Cz+Z(x,y, 2)

je funkce z; polynom v proménnych z;, y,.

Stabilni varieta je popsana funkci z vyhovujici rovnici

0z

—(Azr + X(x,2)) = Cz+ Z(x, 2),

ox

tento vztah musi byt p¥i aproximaci funkci splnén az do

zvoleného ¥adu.

Dosazenim a porovnanim koeficientli Taylorova rozvoje

dostaneme vysledek.
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Stabilita

Invariantni varieta .T — —r _|_ a,/_2 _|_ Z2

Invariantni varieta

Najdéte stabilni varietu k systému

Lineadrni systémy . 2 2
Nelinedrni systémy £ = =2—X _|_ <
Rovnice popisujici

stabilni varietu

pomoci Taylorova rozvoje do stupné b.
Metoda konegnych Rozvoj lze zapsat jako polynom

prvki (Finite

Element Method,

FEM) - 2 3 4 5
Iterani vypolet Z = aXx —l_ bCE —i_ Cxr —i_ d.fC .
pomoci feSeni rovnic

(3)
Navrh pozorovatele Tento polynom musi vyhovovat rovnici

stavu

Optimalni ¥izeni a_
Z

nelinedrnich systémi 2 —92 _ 2 2\
Regulace vystupu %(_aj—i_x —|_Z ) o (Z_'CE —I_Z ) _p6(aj)7

pg Je polynom neobsahujici ¢leny stupné 0 az 5 véetné.
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Stabilita

Invariantni varieta
Invariantni varieta
Linedrni systémy
Nelinedrni systémy
Rovnice popisujici
stabilni varietu

Metoda kone&nych
prvki (Finite
Element Method,
FEM)

Iteraéni vypolet
pomoci feSeni rovnic

(3)

Navrh pozorovatele
stavu

Optimalni Fizeni
nelinedrnich systémi

Regulace vystupu

Dosadime vyraz pro z, provedeme derivovani a porovname
koeficienty u ¢lenti do ¥adu 5:

3a =

4b — 2a =

a’ — 3b+ 5c

—2a° + 2ab — 4c +6d =

|
o O O =

tato soustava ma reSeni

Proto | . . -
~_+t 2,4+t 3 L 4 9 5
Z—SSIZ +6:U +9O:1; 8105(3.

R ~ .-° {H\H\Hy
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Stabilita

Invariantni varieta

Invariantni varieta
Linedrni systémy
Nelinearni systémy
Rovnice popisujici
stabilni varietu
Numericky vypocet -
Taylorovy fady
Metoda koneénych
prvka (Finite
Element Method,
FEM)

Iteraéni vypolet
pomoci ¥eSeni rovnic

(3)

Navrh pozorovatele
stavu

Optimalni ¥izeni
nelinedrnich systémi

Regulace vystupu

Obrazek 8: Aproximace stabilni variety polynomem stupné d
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Stabilita

Invariantni varieta

Invariantni varieta
Linedrni systémy
Nelinearni systémy
Rovnice popisujici
stabilni varietu
Numericky vypocet -
Taylorovy fady
Metoda koneénych
prvka (Finite
Element Method,
FEM)

Iteraéni vypolet
pomoci ¥eSeni rovnic

(3)

Navrh pozorovatele
stavu

Optimalni ¥izeni
nelinedrnich systémi

Regulace vystupu

INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVANI

Obrazek 9: Chyba aproximace stabilni variety polynomem
stupné d
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Stabilita

Invariantni varieta

Invariantni varieta
Linedrni systémy
Nelinearni systémy
Rovnice popisujici
stabilni varietu
Numericky vypocet -
Taylorovy fady
Metoda koneénych
prvka (Finite
Element Method,
FEM)

Iteraéni vypocet
pomoci ¥eSeni rovnic

(3)

Navrh pozorovatele
stavu

Optimalni ¥izeni
nelinedrnich systémi

Regulace vystupu

0.5

0.3

0.1

chyba
o
T

Obrazek 10: Chyba aproximace stabilni variety polynomem
stupné d - detall
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Stabilita

Invariantni varieta

Invariantni varieta
Linedrni systémy

Nelinearni systémy
Rovnice popisujici
stabilni varietu
Numericky vypocet -

Taylorovy fady
Metoda koneénych
prvka (Finite
Element Method,
FEM)

Iteraéni vypocet
pomoci ¥eSeni rovnic

(3)

Navrh pozorovatele
stavu

Optimalni ¥izeni
nelinedrnich systémi

Regulace vystupu

Nevyhody:

m Nesnadny vypocet.

m Nelze odhadnout chybu.

*
*

*
* 4 *
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@ a Metoda koneénych prvki (Finite Element
Method, FEM)

Stabilita

m Numerickd metoda FeSeni parcidlnich diferencialnich

Invariantni varieta

Invariantni varieta rovnic. Aplikace: mechanika, proudéni,
Linedrni systémy .
Nelinearni systémy elektromagnetismus,...

Rovnice popisujici
stabilni varietu
Numericky vypocet -

Tavlorowy Fady m Nahrazeni hledané funkce spojitou po &astech
polynomialni (linedrni, kvadratickou,...) funkci.

Iteratni vypotet m Definuje se sit bodl z1,. ..,z N, tzv. mesh, a spojité po
pomoci ¥e$eni rovnic o s o, ] , , ] , P P
() ¢astech polynomialni (linedrni, kvadratické,...) bazové
Ndavrh pozorovatel N4 —

Névrh pozorovatele funkce 1, ..., pN tak, Ze p;(x;) = 0; ;.

Optimalni Fizeni

nelinedrnich systémii u Matice (@Z? 90]) je \rllldka/

Regulace vystupu

e, |\ ﬁv - {mnmy
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Stabilita

Invariantni varieta
Invariantni varieta
Linedrni systémy
Nelinedrni systémy
Rovnice popisujici
stabilni varietu

Numericky vypocet -

Taylorovy fady

Iteraéni vypolet
pomoci feSeni rovnic

(3)

Navrh pozorovatele
stavu

Optimalni Fizeni
nelinedrnich systémi

Regulace vystupu

Metoda koneénych prvki (Finite Element

Method, FEM)

m Aproximaci feSeni parcidlni diferencialni rovnice pak
hledame jako linedrni kombinaci funkci ;.

m Neznamou je tedy vektor koeficientl této linearni

kombinace.

N\

)
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Stabilita

Invariantni varieta
Invariantni varieta
Linedrni systémy
Nelinedrni systémy
Rovnice popisujici
stabilni varietu

Numericky vypocet -

Taylorovy fady

Iteraéni vypolet
pomoci feSeni rovnic

(3)

Navrh pozorovatele
stavu

Optimalni Fizeni
nelinedrnich systémi

Regulace vystupu

Velkym problémem je pfitomnost soucinu funkce zavisejici
na YeSeni rovnice z a jeho derivaci: 92X (z, 2).

. 7 x V4 V4
To zplisobuje problémy s volbou prostoru funkci, ze kterého
jsou voleny bazové funkce.
Neni-li tento soudin pfitomen, tj. nezavisi-li funkce X na z,
tedy je-li rovnice ve tvaru

%(Ax + X(2)) = Cz + Z(x, 2),

tento problém nenastava. Presto oviem je konvergence této
metody nezarucena.
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Stabilita

m [ato metoda byla pouZita pro vypocet trajektorii

Invariantni varieta

Invariantni varieta systému popisujiciho riist ¥as v bioreaktoru (zafizeni
Linedrni systémy , , . -V e . °
Nelinesrni systémy pouzivané pro kultivaci fas a jinych organismu v
Rovnice popisujici ,

stabiln{ varietu rozt0C|Ch) :

Numericky vypocet -
Taylorovy fady

m Zde roli centrdini &asti sehralo osvétleni (mé&lo sinusovy
charakter), buzeny systém byl stabilni.

Iteraéni vypolet
pomoci feSeni rovnic

(3) m Jednalo se o model fas, tzv. photosynthetic factory.
flavrh pozorovatele Tento model ma t¥i stavy, jejichZ soulet je jedna (jedna
Optimalni Fizeni se o pravdépodobnost toho, Ze systém je v

nelinedrnich systémi

inhibovaném, aktivnim nebo odpodivajicim stavu.

Regulace vystupu

e, |\ ﬁv - {mnmy
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Stabilita

Invariantni varieta

Invariantni varieta
Linedrni systémy
Nelinearni systémy
Rovnice popisujici
stabilni varietu
Numericky vypodet -
Taylorovy fady
Metoda kone&nych
prvki (Finite
Element Method,
FEM)

Iteraéni vypolet
pomoci ¥eSeni rovnic

(3)

Navrh pozorovatele
stavu

Optimalni ¥izeni
nelinedrnich systémi

Regulace vystupu

Systém je popsan rovnici

T2

. = P4
X3 p

+pau”

p; Jsou parametry.

INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVANI
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Stabilita

Invariantni varieta
Invariantni varieta
Linedrni systémy
Nelinedrni systémy
Rovnice popisujici
stabilni varietu

Numericky vypocet -

Taylorovy fady

Iteraéni vypolet
pomoci feSeni rovnic

(3)

Navrh pozorovatele
stavu

Optimalni Fizeni
nelinedrnich systémi

Regulace vystupu

m Re¥( se problém identifikace parametru p,.

m Pro zvolenou hodnotu tohoto parametru se spocita
odezva na osvétleni se sinusovou dynamikou (zde se
vyuZziva vypocet centrdlni variety podle popsaného
postupu) a porovnd se se zméfenymi vysledky.

m Podle toho se upravi hodnota parametru ps a cely
postup se opakuje, dokud se nenalezne dostatecné

dobra shoda. na sinusovém buzeni.
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Invariantni varieta

Invariantni varieta
Linedrni systémy
Nelinearni systémy
Rovnice popisujici
stabilni varietu
Numericky vypodet -
Taylorovy fady
Metoda kone&nych
prvki (Finite
Element Method,
FEM)

Iterani vypocet
pomoci ¥eSeni rovnic

(3)

Navrh pozorovatele
stavu

Optimalni ¥izeni
nelinedrnich systémi

Regulace vystupu

0.7

0.65

0.6

0.55

0.5

0.45

0.4

0.35
0

The State X,

Obrazek 11: Prabéh stavu zo

INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVANI
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Stabilita

Invariantni varieta
Invariantni varieta
Linedrni systémy
Nelinedrni systémy
Rovnice popisujici
stabilni varietu

Numericky vypocet -

Taylorovy fady

Iteraéni vypolet
pomoci feSeni rovnic

(3)

Navrh pozorovatele
stavu

Optimalni Fizeni
nelinedrnich systémi

Regulace vystupu

Vyhoda: chyba je rovnomérné rozprostfena po celé oblasti,
kde se YeSi rovnice popisujici stabilni (centrdlni,...) varietu.

Nevyhodou je

m nutnost pouziti specializovaného software pro vypocet

metody kone¢nych prvki,

m absence teoretického zakladu pro aplikaci této metody

na tento konkrétni problém.
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Stabilita

Invariantni varieta
Invariantni varieta
Linedrni systémy
Nelinedrni systémy
Rovnice popisujici
stabilni varietu

Numericky vypocet -

Taylorovy fady
Metoda kone&nych
prvki (Finite
Element Method,
FEM)

Navrh pozorovatele
stavu

Optimalni Fizeni

nelinedrnich systémi

Regulace vystupu

Iteraéni vypocet pomoci ¥eSeni rovnic (3)

Mame-li pocatecni podminku stabilni ¢asti zg a k ni
prisluSenici ¥eSeni leZici na stabilni varieté, pak pro tato
feSeni plati

~—~~
\l
~—

r = Az + X(z,z2), z(0) = xg
: Cz+ Z(x,z), z(c0) =0.

A~
00
~—

e, |\ ﬁv - {mnmy
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Stabilita

Invariantni varieta
Invariantni varieta
Linedrni systémy
Nelinedrni systémy
Rovnice popisujici
stabilni varietu

Numericky vypocet -

Taylorovy fady
Metoda kone&nych
prvki (Finite
Element Method,
FEM)

Navrh pozorovatele
stavu

Optimalni Fizeni
nelinedrnich systémi

Regulace vystupu

Nelze to vyuzit k pfimému vypoctu stabilni variety: obé

funkce vystupuji v obou rovnicich.

Je ale mozné definovat pro kazdé z, posloupnosti funkci

@) =
A1) = 0

g = AU X (™ RN 2 M(0) = g
s+l — o leHl] Z(x[’“], z[’“]), Z[k](oo) —0.

N\

)

_ L ACEa
EVROKUNIEV f ] Q\tzla 82 / 176




? 8

Stabilita

Invariantni varieta
Invariantni varieta
Linedrni systémy
Nelinedrni systémy
Rovnice popisujici
stabilni varietu

Numericky vypocet -

Taylorovy fady
Metoda kone&nych
prvki (Finite
Element Method,
FEM)

Navrh pozorovatele
stavu

Optimalni Fizeni
nelinedrnich systémi

Regulace vystupu

Lze ukazat, Ze pro dostatec¢né& malé podatecni podminky zg

tyto iterace konverguji.

Lze tak definovat funkci v : R™ — R™ vztahem

v(xg) = 2(0).

Tento postup Ize rozsifit | pro systémy s centralni &asti.

N\
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Stabilita

Invariantni varieta
Invariantni varieta
Linedrni systémy
Nelinedrni systémy
Rovnice popisujici
stabilni varietu

Numericky vypocet -

Taylorovy fady
Metoda kone&nych
prvki (Finite
Element Method,
FEM)

Navrh pozorovatele
stavu

Optimalni Fizeni
nelinedrnich systémi

Regulace vystupu

Vyhoda: mozné snadno implementovat.

m Je nutné fesit soustavu diferencialnich rovnic v kazdé

Iteraci.

m Tato soustava je linedrni v prom&nnych (xlF+1 zlk+1l),

Koncova podminka pro z*+1 se aproximuje hodnotou v

dostatec¢né velkém case.

N\
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Invariantni varieta
Invariantni varieta
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Rovnice popisujici
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Numericky vypocet -

Taylorovy fady
Metoda kone&nych
prvki (Finite
Element Method,
FEM)

Navrh pozorovatele
stavu

Optimalni Fizeni
nelinedrnich systémi

Regulace vystupu

lterace je nutné provadét pro vice pocatecnich
podminek x, aby byl pokryt prostor, ve kterém se
budou vyskytovat trajektorie, jejichz hodnoty budou

potfeba.

Funkce v se pak aproximuje interpolaci vypocitanych

hodnot funkce 2.

Neni nutné se omezovat pouze na hodnoty z(0),
protoZe na stabilni varieté lezi i hodnoty z(t).

Lze vyuZit i €asli t < 0, zde je ovSsem potfebna znac¢na

opatrnost.
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Stabilita

Invariantni varieta

Navrh pozorovatele
stavu

Navrh pozorovatele
stavu

Optimalni Fizeni
nelinedrnich systémi

Regulace vystupu

Navrh pozorovatele stavu

~ mmgl
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Stabilita

Invariantni varieta

Navrh pozorovatele
stavu

Optimalni ¥izeni
nelinedrnich systémi

Regulace vystupu

Navrh pozorovatele stavu

Linedrni systémy: Kalmanuav filtr, Luenbergeriv

pozorovatel,...
U nelinearnich systémii

m priblizné metody zaloZené na linearizaci - navrhnout
pozorovatel pro linearizaci systému, " Extended Kalman

filter”.

m High-gain observer

m \VyuZiti principu exaktni linearizace pro konstrukci

pozorovatele.

N\

)
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Stabilita

Invariantni varieta

Navrh pozorovatele
stavu

Optimalni ¥izeni
nelinedrnich systémi

Regulace vystupu

Ulohou je navrhnout pozorovatele pro systém

Pfredpoklad: linearizace je pozorovatelna.
Definice: méjme

w = G(w,y),

a difeomorfismus (spojité diferencovatelnou bijekci) T°
takovou, Zze T'(0) = 0 a pokud w(0) = T'(x(0)), pak

w(t) = T(x(t)) pro viechna t > 0 (pro dostate¢né& malé
pocateni podminky).

Pak je systém (88) pozorovatel stavu systému (88). Funkci
(G je tfeba navrhnout.

d iIHHHIy
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Stabilita

Invariantni varieta

Navrh pozorovatele
stavu

Optimalni ¥izeni
nelinedrnich systémi

Regulace vystupu

Pro nase ucely: (88) je linedrni:

w = Aw + by.

V8echna vlastni ¢isla matice A maji redlnou ¢ast mensi, nez
je minimum redlnych &asti vlastnich &isel matice A = D f(0)

(tj. linearizace systému (88)).

Vektor b je jednim z parametri, které se voli.

N\

)
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tabiie Je-liw="T(x), pak

Invariantni varieta

sNt://Lh pozorovatele . d aT x) aT T
0= 16 = 5 a = S 1),

Optimalni Fizeni
nelinedrnich systémi a |e ta ké

Regulace vystupu

W = Aw + bh(z).
Rovnice variety je v tomto pfipadé

6T(x)f($) — AT (x) + bh(x).

ox

¥ 2 I S % J_[ g
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Stabilita

Invariantni varieta

Navrh pozorovatele
stavu

Optimalni ¥izeni
nelinedrnich systémi

Regulace vystupu

Rovnice (90) neni ve tvaru, ktery by jednoduse umoznil

aplikovat algoritmus pro nalezeni variety popsany v predchozi
kapitole:

~

m Vlastni &isla jak matice D f(0), tak i A mohou byt
zaporna,

m vyraz bh(x) obsahuje ¢len prvniho ¥adu (jinak by byla
porusena podminka pozorovatelnosti).

To Ize obejit vhodnou transformaci soutadnic.

e, |\ ﬁv - {mnmy
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Stabilita Zobrazeni 1" je invertovatelné, pozorovatel se zkonstruuje
Invariantni varieta .
jako

Navrh pozorovatele
stavu

“lZXLh pozorovatele . A oT 1 )
b= @)+ (25 @) by — (@)

Optimalni Fizeni
nelinedrnich systémi

Regulace vystupu

T
~1
Oznatime-li L(z) = (a:g (i)) b, pak ma pozorovatel tvar

= f(&)+ L(&)(y — h(2)).

- Ld {IHHHI
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Stabilita Véta: Za uvedenych predpokladi plati, ze

Invariantni varieta

Navrh pozorovatele

lim |z(t) — 2(t)| = 0.

Navrh pozorovatele t—+o0o
stavu

Optimalni Fizeni

nelineamich systéemi J€-l1 pozorovany systém linearni:

Regulace vystupu

r=Ax, y= Hzx,
pak ma pozorovatel tvar
T =Ai+T by — Hi).

aTA= AT + bH.

=30

° M 4

N
* X %
* *
* *
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* 5 *
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Stabilita

Ukolem je navrhnout pozorovatel k systému

Invariantni varieta

Navrh pozorovatele

t Y — J—
. o0
stavu .
Optimalni Fizeni Ty = I1T2+ T1+ T2 (10)
nelinedrnich systémii 2 2
y = T — x5+ 2]+ 2012 (11)

Regulace vystupu

. * % > [TTTTT
3,
* * |
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Stabilita

A zvolime jako

Invariantni varieta

Navrh pozorovatele A _ O 1
stavu - 1 1 9
Navrh pozorovatele — -
Optimalni ¥izeni __ T
neﬁinr:éar:l’cg seyr;témﬁ d b T (07 ]‘)
Regulace vystupu Rovnice (90) pak ma tvar
0T o1}
( ) (331332 + 21 + 332) = Tz (12)
81’ 1 8 i)

ol ol
a—xi(—wz) py z($1$2 + 21 + T9)

(13)

—T7 —Tz—l—azl—x%—l—az%—l—Qxlxg

=30

° M 4

N
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Stabilita

ReSeni rovnic aproximujeme polynomem. Dosazeni polynomii
v proménnych 1, x5 a porovnanim koeficientll dostaneme

Invariantni varieta

Navrh pozorovatele
stavu

stavul T1 = £U1—|—CU2, (14)

Optimalni Fizeni
nelinedrnich systémii T2 = I —|— L1L9. (15)

Regulace vystupu

=30

° M 4

"
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EVROPSKA UNIE

INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVANI



o8

2tabilita Lesileni pozorovatele je

Invariantni varieta

Navrh pozorovatele

stavu (8T)—1b 1 —1

Navrh pozorovatele L e R
stavu ax

Optimalni Fizeni
nelinedrnich systémi

iUl—CCQ—l 1

Pozorovatel pak je

Regulace vystupu

A A2 /\2 A A
Y — X1+ x5 — L] — 22129

T) = —Ty— —
2131—332—1
A /\2 /\2 A A
. . . . Y— T+ 35— ] — 20129
Lo = 331562+561+ZU2‘|‘ N

561—5/1\32—1

* *
* * L
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Stabilita

o)
&

Invariantni varieta g

S

Navrh pozorovatele g

stavu o

Navrh pozorovatele §

stavu \%

Optimalni Fizeni
nelinedrnich systémi

Regulace vystupu

stavy systému, nelinearniho pozorovatele a line

Obrazek 12: Rekonstrukce stavil

INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVANI
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Stabilita

Invariantni varieta

Navrh pozorovatele
stavu

Optimalni Fizeni

Definice problému
P¥iklad: LQ ¥izeni
linedrnich systémiu

VARV 4

s Optimalni Fizeni nelinearnich systémii

Ptiklad

Regulace vystupu

~ . T
o e i
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Stabilita

Invariantni varieta

Navrh pozorovatele
stavu

Optimalni Fizeni
nelinedrnich systémi

P¥iklad: LQ ¥izenf{
linearnich systémi
Optimalni Fizeni
nelinedrnich systémi
Pyiklad

Regulace vystupu

Definice problému

m Predstaveno v prednaice prof. Celikovského.

m /de se ukaZe pouze pouZiti teorie vysvétlené vyse, pro
kompletni vyklad problematiky - viz literatura.

m zanedbdno: Pontrjaginiv princip maxima, Belmanova

funkce, ulohy s omezenimi,...

Definice problému: pro & = f(x) + g(x)u a kritérium

J = /OO v Qx4+ u' Ru + q(x) + r(u)dt
0

najit ¥izeni v minimalizujici J.

N\

)
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Stabilita

Invariantni varieta

Navrh pozorovatele
stavu

Optimalni Fizeni
nelinedrnich systémi
Definice problému

Optimalni Fizeni
nelinedrnich systémi
Pyiklad

Regulace vystupu

P¥iklad: LQ Fizeni linearnich systémii

r = Ax + Bu

kritérium

1 o0
J = 5/ (21 Qz + v’ Ru)dt
0

(), R symetrické maticemi, () pozitivné semidefinitni, R je

pozitivné definitni.

m Diferencialni rovnice je pro kazdé ¢ vazbou.

m Pro kaZdé t definujeme Lagrangelv multiplikdtor p(t) -

kostav, adjungovany stav

/7 /7

m Pak Ize optimaliza¢ni dlohu zapsat jako

min/ Hy(x,u,p)dt,
0

" [ )
* -
** ** .. {
* * ° Lo
L > f ° a
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Stabilita

Invariantni varieta

Navrh pozorovatele
stavu

Optimalni ¥izeni
nelinedrnich systémi

Definice problému
P¥iklad: LQ ¥izenf{
linearnich systémi
Optimalni ¥izeni
nelinedrnich systémi
P¥iklad

Regulace vystupu

HO(xa ’U,,p> — A

m Optimaln

m / toho

1
2

VaRvY4 V4

I rizeni

INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVANI

(27 Qz +u' Ru) + p' (Az + Bu)

minimalizuje H,, tedy

0H,

oy 0

Uopt — _R_lBTp
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Stabilita

Invariantni varieta

Navrh pozorovatele
stavu

Optimalni ¥izeni
nelinedrnich systémi
Definice problému
P¥iklad: LQ F¥izeni
linearnich systémi
Optimalni ¥izeni
nelinedrnich systémi
Pyiklad

Regulace vystupu

Po dosazeni do Hy

Vyvoj stavi a kostavu:

. 8.

H(.’L’?p) — HO(J:7 _R—lBTpap> —

1

—T

2

1
T'Qx + p' Ax — §pTBR_1BTp.

OH
P
_On

ox

INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVANI

<

Ax — BR™'B'p
—ATp — Qx
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Stabilita

Invariantni varieta

Navrh pozorovatele
stavu

Optimalni Fizeni
nelinedrnich systémi
Definice problému

Optimalni Fizeni
nelinedrnich systémi
P¥iklad

Regulace vystupu

P¥edpokladejme, Ze existuje funkce p(t) = P(z(t)):

5= 2 (a(0)i = O (a(1))(Ax — BR™B"p)
—
oP

—A'P(x) — Qx = 8—(:6)(14:1: — BR'B"P(2)).
T
Z linearity: P(x) = Px. Pak
—A"Px — Qv = P(Ax — BR™'B' Px)

pro kazdé x. Z toho plyne Riccatiho rovnice.

d {I\\I\Hly
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Stabilita

Invariantni varieta

Navrh pozorovatele
stavu

Optimalni Fizeni
nelinedrnich systémi
Definice problému
P¥iklad: LQ ¥izenf{
linearnich systémi

Priklad

Regulace vystupu

Optimalni fizeni nelinearnich systémii

Systém nelinedrni, ale pro afinni v ¥izeni.
z = f(z) +g(x)u
Kritérium:

J = /OO ' Qx + v Ru + q(x) +r(u)dt
0

m (), R spliiuji stejné pozadavky, jako v linedrnim ptipadé,

m ¢, 7 jsou nezdporné funkce ¥adu vyssiho, nez 2. Jejich
vyuZiti je napr. penalizace neZadoucich stavi a
podobné.

e, |\ ﬁv - {mnmy
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Stabilita

Invariantni varieta

Navrh pozorovatele
stavu

Optimalni Fizeni
nelinedrnich systémi
Definice problému
P¥iklad: LQ ¥izenf{
linearnich systémi

Priklad

Regulace vystupu

S vyuzitim Lagrangeovych multiplikatori:

L= [575@" Qx4+ u" Ru) + q(x) + r(uw) + p" (f(z) + g(z)u)
+p' xdt — p(co)' z(c0) + p' (0)x(0).

m Funkce x,p zavisi na wu.

m Polatedni podminka x(0) je na u nezavisla.

m Koncovou podminku pro p zvolime jako p(oco) = 0.

(podminka transverzality)

PN " ..
* * ..
* * °
** *** f ’
EVROPSKA UNIE ¥
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Stabilita Derivace L podle Fizeni u ve sméru v:
Invariantni vari P4 i N A ]
aranin variets (to se oblas oznaduje du a nazyva se variace)

Navrh pozorovatele

stavu

Optim4lni ¥izeni 1,..T 1, T

neﬁ;crllr:éar:l'lcﬁzsi/r:témﬁ aL [U] L /OO 853: Qx —|_ Q(x> axv _I_ aﬁfu’ Ru —|_ T(U) v
Defini bl& G =

pf.k'Ta'Se Eg n':z\l; ou 0 Ox ou ou

linedrnich systémiu
Optimélm’ Fizeni

nelinedrnich systémi a X a X aﬂf . aZC
brdad —I—pT(% + %(.:c )u)%v + pTg(a:)v + pTavdt.

Regulace vystupu

=

ﬂ I
K v v

INNSE=

N
* X %
* *
: : Ef i : il
* *
* g *
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Stabilita

Invariantni varieta 8%33TQ33 —|_ Q(x)

Navrh pozorovatele

stavu ax

Optimalni ¥izeni
nelinedrnich systémi

- - yé , v L]
Definice problému PO u prave_
P¥iklad: LQ ¥izeni
linedrnich systémiu

_of(@)" dg(@)"

P¥iklad —pD =
Ox Ox

_|_pT(af(33) X 8g(:€)u) _|_pT 0

ox ox

0q(x)
or

u+ Qx +

Regulace vystupu

Derivace L ve sméru v se zjednodusi na

or(u)
ou

g—i[v] = /OOO Ru + +p'g(x))dt.

- Ld {IHHHI
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Stabilita

Invariantni varieta

Navrh pozorovatele
stavu

Optimalni Fizeni
nelinedrnich systémi
Definice problému
P¥iklad: LQ ¥izenf{
linearnich systémi

Priklad

Regulace vystupu

Derivace podle u:

or(u)
ou

Ru +

z Cehoz dostaneme optimalni fizeni wqp:.

Pokud neni pfitomna funkce r, miZeme toto optimalni Ffizen

zapsat ve tvaru
- T
Uopt = —R 1 g(x)"p.

Vv v/

Pokud ano, je to trochu sloZitési.
V dalsSim predpokladame, Ze r = 0.

RN " ..
* * ..
* * °
** *** f ’
EVROPSKA UNIE ¥
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Stabilita

Invariantni varieta

Navrh pozorovatele
stavu

Optimalni Fizeni
nelinedrnich systémi
Definice problému
P¥iklad: LQ ¥izenf{
linearnich systémi

Priklad

Regulace vystupu

Po dosazeni:

t = f(z)—g(x)Rg(x)"p,
—p = ag;a;) p—pg(w)R_la%f) p

Obé tyto rovnice dostaneme, definujeme-li

0q(x)
Ox

+ Qx +

Ho(w,u,p) = $(a”Qu +u” Ru) + q(a) + p" (f(x) + gla)u),

H(x,p) — HO(Qj? uoptap)

)
ZU—a—p,
 OH
R

d {IHHHI
NN
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Stabilita

Invariantni varieta

Navrh pozorovatele
stavu

Optimalni Fizeni
nelinedrnich systémi
Definice problému
P¥iklad: LQ ¥izenf{
linearnich systémi

Priklad

Regulace vystupu

Pro vypocet stabilni variety hraji zvlastni roli linearni ¢leny.
/Zavedeme matice A, B a spojité diferencovatelné funkce

2, v (¢(0) =0, ¥(0) =0, Dp(0) =0, Dy(0) = 0)

f(z) = Az + p(z), g(x) = B +¢(z).
Pak

i(o )= 287G ) (e

Funkce ® a W obsahuji ¢leny vyssiho Fadu.

d {I\\I\Hly
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Stabilita

Invariantni varieta

Navrh pozorovatele
stavu

Optimalni Fizeni
nelinedrnich systémi
Definice problému
P¥iklad: LQ ¥izenf{
linearnich systémi

Priklad

Regulace vystupu

m Provedeme transformaci soutadnic, ktera prevede matici
popisujici linearni ¢leny do blokové diagonalniho tvaru.

m Definujeme matice P, 5, T

AP+ PA—-PB"R'BP+Q =0
(A— BR'B'"P)S+ S(A— BR'B'P)" = BR™'B,

I S

I'= P PS+1

R >~ .-' {lHHHly
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Stabilita Z tOhO

In\,/ariantnl'varieta T—l A _BTR_lB T o
Navrh pozorovatele T —
stavu _Q _A

Optimalni ¥izeni

nelinedrnich systémi A L BR_lBTP O

Definice problému
Priklad: LQ Fizen{ —1 RT T
linedrnich systémiu O _(A o BR B P)
Optimalni Fizeni

LUSRIRESE Touto transformaci miZeme definovat nové soutadnice ', p/

Regulace vystupu VZta hem

TiE:J?/?
p p

NN

INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVANI
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Stabilita V téchto souradnicich

Invariantni varieta

Navrh pozorovatele
stavu

Optimalni ¥izeni
nelinedrnich systémi

Definice problému A — BR_lBTP O

P¥iklad: LQ ¥izeni
linedrnich systémiu
Optimalni Fizeni

0

nelinedrnich systémi
P¥iklad

Regulace vystupu

—(A—BR'B™P)T )\ p

q)/(x,/’p/)
\If’(x/,p/)

Matice A — BR™'B? P je stabiln.

INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVANI
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Stabilita

Invariantni varieta

Navrh pozorovatele
stavu

Optimalni Fizeni
nelinedrnich systémi
Definice problému
P¥iklad: LQ ¥izenf{
linearnich systémi

Priklad

Regulace vystupu

Muzeme pouzit numericky algoritmus pro vypocet

stabilni variety.

Vysledkem je N-tice dvojic (2, p}), ..., (Zy, D).

Ty Ize pomoci matice 1" transformovat na

(:Elapl)a AR (xvaN)

S pomoci tohoto Ize funkci p = 7(x) aproximovat napf¥.

polynomem v z.

PN " ..
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Stabilita

Invariantni varieta

Navrh pozorovatele
stavu

Optimalni Fizeni
nelinedrnich systémi
Definice problému
P¥iklad: LQ ¥izenf{
linearnich systémi
Optimalni Fizeni
nelinedrnich systémi

Regulace vystupu

Priklad

Systém je dan rovnicemi

fi(z)

T = X3

—4.208x; — 0.396x3 — 0.47,1% — 3.564x

—0.215
+ 0
—20.967

fi(z) = —0.87Tzy + x5 — x}x3 — 0.088z123 — 0.01923

+0.4722 4 3.846%

Jednd se o stabilizaci letadla p¥i velkém dhlu nabéhu.
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Stabilita

Invariantni varieta

Navrh pozorovatele
stavu

Optimalni ¥izeni
nelinedrnich systémi
Definice problému
P¥iklad: LQ ¥izeni
linedrnich systémiu
Optimalni ¥izeni
nelinedrnich systémi

Priklad

Regulace vystupu

Vahové matice:

Q=025, R=1

I je jednotkovd matice.

EVROPSKA UNIE

INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVANI
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Stabilita

Invariantni varieta

Navrh pozorovatele
stavu

Optimalni ¥izeni
nelinedrnich systémi
Definice problému
P¥iklad: LQ ¥izeni
linedrnich systémiu
Optimalni ¥izeni
nelinedrnich systémi

Priklad

Regulace vystupu

Time Response for x and u (NONLINEAR ), - : state X, —— : input u

0.5 T T

Obrazek 13: Optimalni ¥izen

~ . mnmg
AN R
O > B
* 5k L
EVROPSKA UNIE L

INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVANI
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Stabilita

Invariantni varieta

Time Response for x and u ( LINEAR ), - : state X, —— : inputu

05
Navrh pozorovatele
stavu

04f
Optimalni ¥izeni
nelinedrnich systémi

03f

Definice problému
P¥iklad: LQ ¥izeni
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Regulace vystupu - uvod

Rizeny systém

&= f(z,u), y=h(z), z(0) =z (16)
a jiny, autonomni systém (tzv. exogenni systém, exosystém)

w = s(w), w(0) = wy (17)
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Cilem je navrhnout Fizeni tak, aby se vystup systému
asymptoticky bliZil " vystupu” exosystému q(w).
Pfitom by ¥izeny systém mél byt stabilni, pokud neni

pfitomen externi signal.

P¥iklad: ¥izeni systému tak, aby sledoval pfedepsanou
trajektorii. Exosystém muZe byt také generatorem poruch.
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Linearni systémy

f(x,u) = Ax + Bu, h(x) = Cz, s(w) = Sw a q(w) = Qw
Sledovani trajektorie Qw je zajisténo, pokud se v kazdém
bodé shoduje vystup systému s vystupem exosystému a
derivace stavu ¥izeného systému je shodna s derivaci

exosystému:

Quw = Cx, Ax + Bu = Sw.
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Predpokladejme, Ze se takova = a u daji vyjadrit jako funkce

stavl exosystému: x = Ilw a u = Yw:

Quw = Cllw, Allw + BXw = S1I

pro kazdé w. Tedy
@ = CII, All + BY = SII.
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m [oto je fika rovnice regulatoru.
m Cilem je najit matice 1I a X..

m MnoZina {(w, [Tw, ¥w)} je varieta, na niZ je nulova
chyba sledovani. Proto se nazyva zero-error manifold.

Véta: Ma-li matice S vlastni &isla s realnou &asti rovnou nule
a matice A nema Zadné vlastni &islo s redalnou &asti rovnou
nule, pak ma problém regulace vystupu feseni.
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Nelinearni regulace vystupu

Hledaji se zde funkce m(w), o(w).
Prvni ze soustavy rovnic regulatoru se odvodi ze vztahu

g(w) = h(m(w)).

Podminka rovnosti se odvodi takto:
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Regulator se pak sklada ze dvou &asti:

m z pfimé vazby o(w), kterd zajistuje sledovani

pozadované trajektorie

m ze ¢lenu

Podminka je, Ze

je stabilni matice.
m, o spliuji rovnice

om(w)

——s(w) = f(r(w),o(w)), q(w) = h(r(w)).

ow
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Rovnice regulatoru je ¥eSitelna pravé tehdy, kdyz jsou
splnény tyto predpoklady:

m Pocatek je Ljapunovsky stabilnim rovnovaznym bodem
exosystému a v okoli polatku je exosystém
poissonovsky stabilni

of

af
(5’x

(0,0,0), =

5.-(0,0,0))

je Tiditelna

of af
(G gron, = G00 ml: a0

ow
je detekovatelna.
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Diskrétni regulace vystupu

z(t+1) = fz(t),u(t)), y(t) = h(x(t)) (19)
a exosystém
w(t+1) = s(w(?)), yqt) = q(w(t)) (20)

g(w(t)) = h(r(w(t))), /n(w(t+1)) = flr(w(t), o(w(t)))) =

To je rovnice regulatoru pro systémy s diskrétnim ¢asem.
Je to funkciondlni rovnice.

Neutralni stabilita systému: roli imaginarni osy prebira
jednotkova kruZznice.

d iIHHHIy
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Je-li exosystém poissonovsky stabilni, par

je stabilizovatelny. Pak ma diskrétni rovnice regulatoru

Fedeni.

of

~2(0,0,0), =2 (0,0, 0)
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Uloha regulace vystupu pro tento systém je ¥eSitelna, jsou-li k
dispozici hodnoty vSech stavi jak systému, tak | exosystému.
Definujeme-li méfeny vystup h,,(z(t), v(t) (nejp¥irozen&jsi
volba je h,,(x,v) = h(x) — q(w)), miZeme navic dokazat
Plati-li predpoklady véty a navic je par

41(0,0,0)

Oy M
{ 0

—(0,0,0), 5 (0,0,0)]

/7 "

ma ¥eSeni | uloha regulace vystupu s dynamickym mérenim.
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Numerické metody pro vypocet reSeni

rovnice regulatoru

Rovnice reguldtoru je algebraicko-diferencidlni rovnice.

Jeji feSeni proto neni pfimocaré, ale nutné je kombinaci vice

postupd.
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Metoda rozvoje do Taylorovych fad

4

m Nejjednodussi, co se potfebného matematického
aparatu tyce.

m Moznost zjednoduseni, které prinasi exaktni linearizace
systému.

Pro algebraickou podminku plati, Ze je-li tato podminka
aproximovana ¢leny do k-tého radu, pak je ¥esSeni také
ur¢ené az do k-tého Fadu.
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dm

dtm

(w)

h

)

Oh

O

) () f (2, w

dm

dt

——h(z,w,u)

 u)

Oh

_|__

ow

Oznaleni: y; = h(x,w,u), ys = % (x,w,u),

Ym—1 —

dm—l

dtm—l
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Pak

yi — Yi+1, ym—l — F(yla R 7ym—17$7u>7

Funkce F' zavisi jen na jistych n — m + 1 proménnych x.
Oznacme tuto mnoZinu jako x. Tyto proménné popisuji tzv.
nulovou dynamiku. Ostatni promé&nné x se daji vyjadfit

pomoci proménnych y;.

N\
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Optiméin{ Fizent /byva tedy najit vztah mezi T a w. K tomu je nutné vyresit
nelinedrnich systémi 7 . . . /
zbylé rovnice v rovnici reguldtoru.
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Priklad - inverzni kyvadlo

kde

= f(z) + g(x)u,

M+msin? z3

glx) = 0 ,

K Z(M—I—mlsin2x3) )

*
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Ulohou je nalézt ¥izeni, pro které je z;(t) = sinwt.

Exosystém je tedy generator sinusovky:

. 0
—Ww

* X x

*

* 5 %
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Rizeny systém ma relativni ¥ad 2. Rovnice regulatoru je

(971'1 (97T1

WWo— — WW1 ——
8w1 8w2
87'('2 87T2
WWo— — WW1——
8w1 8w2

07'('3 67'('3

W9 —"" — WW1——
awl (9w2
87'('4 37'('4
W9 —"— — WW1——
821}1 8w2

e, ~ ) {mnm
S it 9
EVROPSKA UNIE ¥ NS
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f2(7T1, e >7T4)

1
M + msin® 73

—+ u

T4

f4(7’(’1, “ . 771'4)

1

JrZ(JW + msin® 73)

u.
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Pokud je chyba sledovani rovna nule, plati, Ze

T — W1, Ty — wl — Ww»9.

’Lbl = —w2w1 =
mlz? sin £2 — bro — M@ COS T SIN T 1
A 3 2 g 3 3

u.

M + msin® x5 M + msin® x5

Po dosazeni za x{ a xo dostaneme

1

—w2w1 +

: u
M + m sin® 73
mlmy sin g — b™2 — mg cos 73 sin s

M + msin® 73

e, ~ ) {mnm
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Z toho Ize vypotitat u jako funkci u = o(wq, we, 73, T4).
Funkce w3 a m4 potfebujeme najit. K tomu vyuZijeme zbylé
dvé rovnice z rovnice regulatoru, za m; a ™y rovnou
dosadime: m; = wy a T = WWws.

Ctvrtd rovnice je

071'4 07’(’4 f( )_|_ 1
W1 —— Wy —— = wi, WWo, Mg, 7T

0.
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7/
I

ReSeni t

3

é

chto rovnic hledame ve tvaru

2 2
=  A10W1 + Qo1 W2 + G20W] + A11W1 W2 + Ap2W5

3 2 2
+a30w1 -+ 21 W7 W2 -+ a12W1 Wqy -+ ap3Woy

— b10w1 -+ b01w2 + bgow% -+ bllwlwg + b02w2

3

2

3 2 2 3
—|—b30w1 -+ b21w1w2 -+ b12w1w2 -+ b03w2
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Oznaéime-li

. ajow?(3a + Paqg)
P B+ w?)(B+ w?)
_aio(B 4 Tw?)(Ba + Bag)
T 6B+ w?) (B + 9u?)

bor = wayg
b1 = wais
by = (3a30 — 2CL12)C<J
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nelinedrnich systémi

Regulace vystupu
Linedrni systémy
Nelinearni RV

Diskrétni RV
Numerické metody
pro vypocet feSeni
rovnice reguldtoru
Metoda rozvoje do
Taylorovych Fad

Inverzni kyvadlo

Inverzni kyvadlo s
pridavnym vozikem

Iteraéni algoritmus
Optimalni RV

Metoda kone¢nych prvku a optimalizace

m Zvoli se jedna hodnota Fizeni (funkce o) a ta se pouZije
k vypodltu FeSeni diferencidlni rovnice pomoci metody

konec¢nych prvkd.

m /jisti se chyba, ktera vznika v algebraické rovnici.

m Ta se dale pouZzije pro rozhodovani, jak zménit funkci
o, aby se chyba v dalsi iteraci zmensovala.
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Diskrétni RV
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Taylorovych Fad

Inverzni kyvadlo

Inverzni kyvadlo s
pridavnym vozikem

Iteraéni algoritmus
Optimalni RV

m Rovnice nemohou byt feSeny na celém realném

prostoru.

m Parcidlni diferencialni rovnice feSené na omezenych

oblastech nutné vyZaduji okrajové podminky.

m Nutnost vhodné parametrizace funkce o.

K
ritérium, jimz je chyba feSeni:
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K chybovému funkciondlu lze najit jeho derivaci a tim pouzit

gradientnich metod.
Volba oblasti €2:

m Existuje-li k exosystému Ljapunovova funkce V' (pak
tedy VV(w).s(w) = 0, coz vyplyvéd z predpokladu
neutdlni stability exosystému), pak je vhodnd volba

Q={weR|Vw) <c}

m V kazdém bodé v hranice této oblasti plati, ze
normalovy vektor k ni v bodé v: n(v).s(v) =0

m V takovém bodé se nepredepisuje okrajova podminka.
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Problém s diskrétnim ¢asem: software pro ¥eSeni konecnych

prvkl obvykle neumoZiiuje ¥eSeni funkciondlnich rovnic.

Pouzit metodu konec¢nych diferenci.
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Véta: Predpokladejme, Ze existuje ohrani¢ena oblast €2, € 0
a realnd &isla €1 > ¢y > 0 takova, Ze pro kazdé € € |gpeq|
existuji dostateéné hladkd zobrazeni o.(w), 7.(t), w €
takova, Ze

J(c.(w)) = /Qb(h(ﬂs(w))—cj(w))del dw, =¢€,(22)

kde m.(w) je odpovidajici feSeni &asti PDE s
o-(w),0.(0) = 0. Pak existuji kladné konstanty C, 5, R
takové, Ze pro viechny ¢ € [gg, &1],

kde chyba e(t) = Ce P! + Re.

o ~ . J[mnmy
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et !gf i< §§r . =ma
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Priklad: inverzni kyvadlo s pfidavnym

vozikem

Systém se skldada ze dvou voziki, které jsou pruzné spojeny.
Obracené kyvadlo je umisténo na prvnim voziku, vstup je sila
F' pusobi tento vozik. Tento systém ma Sest stavll

v = (z1, 19, T3, 74, T5,T6)" odpovidajicich fyzikdlnim
veli¢indm: poloha a rychlost na prvni vozik, polohy a thlova
rychlost kyvadla, poloha a rychlost druhého voziku. Vystup
systému je y = x1, jeden vstup je oznacen jako u.
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>tapiite Cilem je sledovat trajektorii reference(t) generovanou
Invariantni varieta , . .

Navrh pozorovatele eXOSyStemem wl — w27 w2 — _w17 Teference — wl'
stawy /pétna vazba:

Optimalni Fizeni

nelinedrnich systémua K p—

Regulace vystupu

Linedr systémy (—97,2,—72,0065, —172,027, —31, 252, 13,0584, —50, 58).
Diskrétni RV

Numerické metody Tim se ziskala nasledujici asymptoticky stabilni linearni
pro vypocet feSeni . /
rovnice regulatoru d prOX| mace SyStem u

T Sa(t) = f(z(t) — g(z(t)Kx(t) + g(z(t))a.
Vetoda konetnget
prvki a optimalizace

Iteraéni algoritmus
Optimalni RV
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871‘1(10) L 67r1(w) 87‘(‘6(’(1)) L 87‘(‘6(’11}) T
(w2 a’wl wl 8w2 ".'7w2 6101 wl awg )

= f(m(w)) — g(m(w))(Km(w) — u), wy = m(w),

kde m(w) = (m(w),...,m(w)), 7 (0) =0,..., 7(0) = 0.
Byla vybrdna oblast Q, = {w € R?| ||w| < 2}.

(23)

J = (w1 — m1(w))*dw dws. (24)

{weR?; wi+wi<l}

R ~ .-° {H\H\Hy
gf iclI " 1[I 153 / 176




Stabilita

Value of the Cost Functional

Invariantni varieta 0.095 : . . . . . .

Navrh pozorovatele J

stavu 0.09 T
Optimalni ¥izeni

nelinedrnich systémi 0.085 i

Regulace vystupu

Linedrni systémy 0.08
Nelinearni RV
Diskrétni RV
Numerické metody
pro vypocet feSeni
rovnice reguldtoru 0.07
Metoda rozvoje do

Taylorovych ¥ad

0.075

Inverzni kyvadlo 0.065

Metoda koneénych
prvk( a optimalizace 0.06

Inverzni kyvadlo s
pridavnym vozikem

s . 0.055
Iteradni algoritmus 0 10 20 30 40 50 60 70 80
Optimalni RV

Iteration

Obrazek 15: Hodnota cenového funkcionalu
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Obrazek 16: Regulation results
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Inverzni kyvadlo s
pridavnym vozikem

Optimalni RV

Iteracni algoritmus s vyuzitim symbolickych

vypoctu

m Funkce 7 a o se hledaji symbolicky jako po ¢astech

polynomidlni funkce.

m Pokud jsou v zadani polynomialni funkce, pak lze

vSechny integraly vycislit symbolicky.

Uloha se redukuje na problém nalezeni ¥eSeni soustavy

algebraickych rovnic.

Pro vypodet YeSeni je tfeba pouzit specializovany software.
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Optimalni regulace vystupu

Predpokladejme, Ze pro matice B a C plati, ze

CB #0.

Definujme chybu sledovani

e = h(z) —q(w)

Definujme cenovy funkcional vztahem

J= [T le() + lét) Pt

(25)

Zavést va Lagrangeovy multiplikatory (kostavy, adjungované

stavy) p. a P
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Hamiltonian pak je

Ho= [~ et &+ pl(f(a) + gla)u) + pus(w) =

d iIHHHIy

L8 158 / 176
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Zakladni podminkou je nulovost derivaci hamiltonianu.

0 =

o, _
ou

Oh(x)

ox

Oq(

Optimalni ¥izeni je tedy

Uopt —

Oh(x)

ox

g(x)(

W) ) g(a) 41
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H = p, (f(x) =3

Cg(x)

Rovnice pro stavy a kostavy jsou dany vztahy

g(x)g" ()

= 5 =

T

(Cy(x))2"™

)_

o) (CF () + Qs(w))) + pus(w) + 5((Cz — Qu)?

el
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of 0,1

“oe” T 9: 29 )
g(x)(Cf(x) + Qs(w)))) — (Cz — Qu)C"

Pw + (CQZ T Qw)QT

oOH

Pe= "0 = 0w

* X x

*

* 5 %
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Nyni si vSimneme linearizované struktury pfedchozich rovnic:

i)

dt | Dz

\ pu /

/;\

=H '+'€(1%?Uazhn]%u)

Dz

\ pu /

(26)

kde funkce & obsahuje &leny vyssiho ¥adu nez 1 a matice H

je rovna

( }Jix -E{¢UJ }]ipx
0 H 0
}]bxx }]bxu) }1bxpx

\ ]Ipwx ]yﬁwuj 0
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kde
1

H,, = A——BCA, H,, =

CB
1

CB

Hypw = —B-———=B" Hyy =

(CB)?

1
Hyope = —(A — Z5BCA)T,

T
pww — _Q Qa pwpw —
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Pfitom pocatec¢ni podminky jsou

z(0) = x9, w(0) = wy, p(c0)

Transformace soufadnic

= 0.

Predpokladejme, Ze linearni rovnice regulatoru ma feseni

11, 22 a matice

A—BCA 0 Bty

(CB)?

M, = 0 S

0

BT

—CTC 0 —(A— ZBCA)

je diagonalizovatelna. Pak totéZ plati i o matici H.
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Definujme
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Necht P je ¥eSenim Riccatiho rovnice

AP+ PA—PB'R'BP—-Q,, =0

a matice V ¥e$i VA, + A'V = B(BTCTCB) !B,

Hledand linedrni transformace je
[ @)
w
Px
\ P /
|4 O\([
0

PV +1 0 0

o 1/)\0

—

O g O~

-
O O N O

vl

~N O O O

AT
0)\%/
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Linearni optimalni ¥izeni je v souladu s tvarem, ve kterém je
feSeni dlohy regulace vystupu: v = K(x — [lw) 4+ w se

stabilizujici matici K.
V novych soufadnicich

7" = A"+ N (2", W, pl)
w” = Sw” + Ny(w")

B = AT+ Ny 05
Py = =Sy + Na(@", 0", ply, ply)
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Dvé centrdlni ¢asti: jednu, kterd de facto popisuje exosystém
a druha adjungovany stav ke stavu exosystému. P¥itom by

bylo nutné centralni varietu vyjadrit jako

Pw = 7-‘-w(xv UJ)

coz obecné neni mozné.

Kostav p,, neovliviiuje jiné funkce a tedy ho neni nutné

poditat.
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Vypodet funkce p,(x,w) vypada ve skuteénosti takto:
PouZitim algoritmu na (167), dostaneme parametrizovan

feSeni
2'(t) = 2"(t,xg9), 2"(0) = xg
w" (t, wy), w"(0) = wy

p.(t) = plt, o, wo),

w// (t)

(31)
(32)
(33)

kde parametry ry a wg jsou dostate¢né malé, aby byla

garantovana konvergence algoritmu.
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Stabilita

Invariantni varieta

Navrh pozorovatele
stavu

Optimalni Fizeni
nelinedrnich systémi

Regulace vystupu
Linedrni systémy
Nelinearni RV
Diskrétni RV
Numerické metody
pro vypocet feSeni
rovnice reguldtoru
Metoda rozvoje do
Taylorovych Fad
Inverzni kyvadlo
Metoda kone&nych
prvk( a optimalizace
Inverzni kyvadlo s
pridavnym vozikem
Iteraéni algoritmus

V plivodnich soufadnicich je vysledek takovyto:

r(t) =

w(t) w"(t)
pa(t) = Pa'(t) + (PV + I)py(t)

() + Ve (t) + IL(Pz"(t) + (PV + 1)p{34)

(35)
(36)

Diky vé&té o implicitni funkci lze p, na centrdlné stabilni

varieté vyjadfit pomoci proménnych z, w.
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Invariantni varieta

Navrh pozorovatele .
stavu X 1 ]. O . 5 X 1
Optimalni ¥izeni j32 T 3 1.6 To +

nelinedrnich systémi

Regulace vystupu

Linedrni systémy .CE3

Nelinedrni RV 1 + U
Diskrétni RV 2 513‘3 + CL’3 1
Numerické metody 1 2

pro vypocet feSeni
rovnice reguléfcoru S eXOsyStémem
Metoda rozvoje do
Taylorovych ¥ad -
Inverzni kyvadlo w O .
Metoda koneénych
o . . 7 . 7
prvki a optimalizace C||em Je dosahnout T1 = Ww.
Inverzni kyvadlo s
pridavnym vozikem

Itera¢ni algoritmus

Optimalni RV
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Stabilita

Invariantni varieta

Navrh pozorovatele
stavu

Optimalni Fizeni
nelinedrnich systémi

Regulace vystupu
Linedrni systémy
Nelinearni RV
Diskrétni RV
Numerické metody
pro vypocet feSeni
rovnice reguldtoru
Metoda rozvoje do
Taylorovych Fad
Inverzni kyvadlo
Metoda kone&nych
prvk( a optimalizace
Inverzni kyvadlo s
pridavnym vozikem
Iteraéni algoritmus

Definujeme proto cenovy funkcional jako

1 [+
J = §A (2131 — ’UJ)2 + (371)2dt

Matice H je potom

( 0 0
2

1.1
0

o O O O
SR O O O
o O O O

0

-1 -1
-1 -1

—2
—1.1 0

0
.
0

0

0 )
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Invariantni varieta

Navrh pozorovatele
stavu

Optimalni ¥izeni
nelinedrnich systémi

Regulace vystupu

Linedrni systémy
Nelinearni RV
Diskrétni RV
Numerické metody
pro vypocet feSeni
rovnice regulatoru
Metoda rozvoje do
Taylorovych ¥ad
Inverzni kyvadlo
Metoda koneénych
prvk( a optimalizace
Inverzni kyvadlo s
pridavnym vozikem
Itera¢ni algoritmus

Optimalni RV
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Stabilita

Invariantni varieta

Time Response

Navrh pozorovatele
stavu

Optimalni ¥izeni
nelinedrnich systémi

Regulace vystupu

Linedrni systémy
Nelinearni RV
Diskrétni RV
Numerické metody
pro vypocet feSeni
rovnice regulatoru .
Metoda rozvoje do
Taylorovych ¥ad

State xl, §, w

Metoda koneénych
prvk( a optimalizace

Inverzni kyvadlo s 0
pridavnym vozikem

Inverznl' kyvadlo —0.3F :.,4’.’.'.:’.,4' ................ R D .
i I I
5 10 15
Time t

Itera¢ni algoritmus

Optimalni RV

Obrazek 17: Stav systému a exosystému
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Stabilita

Invariantni varieta

Navrh pozorovatele
stavu

Optimalni ¥izeni
nelinedrnich systémi

Regulace vystupu

Linedrni systémy
Nelinearni RV
Diskrétni RV
Numerické metody
pro vypocet feSeni
rovnice regulatoru
Metoda rozvoje do
Taylorovych ¥ad
Inverzni kyvadlo
Metoda koneénych
prvk( a optimalizace
Inverzni kyvadlo s
pridavnym vozikem

Itera¢ni algoritmus

Optimalni RV

Control u

Optimal control

Time t

7/

Obrazek 18: Optimalni Fizeni
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Stabilita

Invariantni varieta

Navrh pozorovatele Time Response for Linear Control

stavu

Optimalni ¥izeni
nelinedrnich systémi

Regulace vystupu =

Linearni systémy X
Nelinearni RV
Diskrétni RV
Numerické metody
pro vypocet feSeni
rovnice reguldtoru .

(]
- \‘ e,
- A !

Metoda rozvoje do —0.4F - ¢ SRR IO "".',',‘,','{u"‘l-,.-"""'""""""""""""'l-|<.,""""""""""""""""""
Taylorovych ¥ad : : :

1/

State x

Inverzni kyvadlo !
Metoda kone&nych -0.6 :
prvk( a optimalizace
Inverzni kyvadlo s Time t
pridavnym vozikem

Itera¢ni algoritmus

Optimalni RV

Obrazek 19: Stavy LQ reguldtoru
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