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Co je diferencíalńı forma? Jednodǔse: je to integrant. Jińymi slovy - je to
ta ”věc”, kterou je mǒzno integrovat p̌res ňejakou, neǰcasťeji
komplikovanou, oblast. Uved’me p̌rı́klad: uvǎzujme ńasleduj́ıćı integŕal

∫ 1

0
x2dx .

Tento v́yraz znameńa, že integrujemex2 přes interval [0,1]. V tomto
přı́paďe jex2dx diferencíalńı forma.
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Necht’ R jsou réalná č́ıslaa, b, c, . . . a necht’ L je n−dimensiońalńı
vektorov́y prostor nadR s prvkyα, β, γ, . . .. Pro kǎzdé p = 0,1,2, . . .
budeme konstruovat nový vektorov́y prostor

p
∧

L

nadR, kteŕy se naźyváprostor p-vektor̊u na L. Zǎcneme s t́ım, že

0
∧

L = R ,

1
∧

L = L .
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diferencíalńıch forem
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Konstrukce prostoru
∧2
L. Tento prostor se sklád́a ze v̌sech soǔctů tvaru

∑

ai(αi ∧ βi)

s ńasleduj́ıćımi vlastnostmi (a pouze s těmito) :

(a1α1 + a2α2) ∧ β = a1(α1 ∧ β) + a2(α2 ∧ β)

α ∧ (b1β1 + b2β2) = b1(α ∧ β1) + b2(α ∧ β2)

α ∧ α = 0

α ∧ β = −β ∧ α .

α, β, . . . vektory vL a a, b, . . . reálná č́ısla. Symbolα ∧ β se naźyvávnějš́ı
soǔcin (exterior product, wedge product)vektor̊u α aβ.
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Prvkyα, β, . . . jsou vektory vL a a, b, . . . jsou réalná č́ısla. Symbolα ∧ β
se naźyvávnějš́ı soǔcin (exterior product, wedge product)vektor̊u α aβ.
Jsou-li vektoryα aβ závisĺe, t.j.β = cα, pak
α ∧ β = α ∧ (cα) = c(α ∧ α) = c . 0 = 0. Jinak jeα ∧ β , 0. Obdobńym
způsobem m̊užeme m̊užeme pokrǎcovat v konstrukci prostoru

∧p
L pro

2 ≤ p ≤ n.
Tento prostor je prostorem prvků

∑

a(α1 ∧ . . . ∧ αp)

kteŕe spľnuj́ı následuj́ıćı

■ (aα+ bβ)∧α2∧ . . .∧αp = a(α∧α2∧ . . .∧αp)+ b(β∧α2∧ . . .∧αp)
a tot́ež plat́ı když kteŕekoliv αi je nahrazeno linéarńı kombinaćı.

■ α1 ∧ · · · ∧ αp = 0, je-li pro ňejakou dvojici index̊u i , j αi = α j.
■ α1 ∧ · · · ∧ αp změńı znaḿenko, jestlǐze kteŕekoliv dvěαi prohod́ıme.
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Vnějš́ı soǔcin a
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Nyńı můžeme rožśıřit na p̌rı́pad soǔcinuprostoru p-vektor̊u aprostoru
q-vektor̊u naźyvańym vnějš́ım násobeńım (exterior product)a
oznǎceńym (op̌et) symbolem∧. Násob́ıme p−vektorµ q−vektoremν a
dost́aváme (p + q)−vektorµ ∧ ν (který je ze zjevńych d̊uvod̊u 0, je-li
p + q > n):

∧ :
(

p
∧

L

)�(
q
∧

L

)

−→

p+q
∧

L

definovańy takto:

(α1 ∧ · · · ∧ αp) ∧ (β1 ∧ · · · ∧ βq) = α1 ∧ · · · ∧ αp ∧ β1 ∧ · · · ∧ βq .

Základńı vlastnosti vňejš́ıho soǔcinu jsou:

■ λ ∧ µ je distributivńı,
■ λ ∧ (µ ∧ ν) = (λ ∧ µ) ∧ ν, asociativńı zákon,
■ µ ∧ λ = (−1)pqλ ∧ µ.
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1-formy: intensita pole

Hustota toku a hustota
proudu

3-formy: hustota ńaboje
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Zavedeme prostory svnitřnı́m soǔcinem (inner product). Budiž dán
prostorL. Symbolem (α, β) oznǎćıme vnǐrńı soǔcin. Je to réalná funkce na
L × L s ńasleduj́ıćımi vlastnostmi:

■ je lineárńı v každé prom̌enńe
■ je symetricḱy (α, β) = (β, α),
■ je nedegenerovaný: zafixujeme-liα a je-li (α, β) = 0 pro v̌sechnaβ,

pak jeα = 0.

Zobecńıme vniťrńı soǔcin na prostorp−vektor̊u∧p
L tak, že definujeme

(λ, µ) = det(αi, β j)

proλ = α1 ∧ · · · ∧ αp , µ = β1 ∧ · · · βp, kdedet(αi, β j) je Gram̊uv
determinant.
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Poyntingova 2-forma

Statisticḱy popis
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Budiž M ⊂ Rn hladḱa orientovańa varieta. Bud’ P ∈ M bod vRn. Těcný
prostorTPM v boďe P je vektorov́y prostor s baśı

eµ = ∂µ = ∂/∂x
µ .

Tečný vektorv může b́yt representovańy n-tićı vµ, t.j.

v = vµeµ .

Ko-tečný prostorT ∗PM v boďe P je vektorov́y prostor linéarńıch zobrazeńı

α : TPM → R

s baśı
ωµ = dxµ .
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Poyntingova 2-forma

Statisticḱy popis

Pojem sťredńı hodnoty pro
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probĺem jejich uzav́ıráńı
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Polǒzme
Lp

P = T ∗P(M) ⊗ · · · ⊗ T ∗P(M) ,

kde⊗ je oby̌cejńy tenzorov́y soǔcin. Výrazy

n
∑

1

aidxi , ai const.

se naźyvaj́ı diferencíalńı 1-formy. Tyto formy tvǒrı́ n−dimensiońalńı
lineárńı prostorL = LP. p − f ormy v boďe P jsou prvky prostoru

p
∧

L =

p
∧

LP

to jest v́yrazy (H = (h1, h2, · · · , hp) je multi-index)
∑

aHdxh1 . . . dxhp , aH const.
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Strǔcný úvod do teorie
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Budiž U otev̌reńa oblast vRn. p−formu naU dostaneme tak,̌ze najdeme
v každém boďe P ∈ U p−formu v tomto boďe spojit́ym zp̊usobem. Tud́ıž
p−forma ḿa reprezentaci

ω =
∑

aH(x1, . . . , xn)dxH ,

kde funkceaH(x) jsou spojit́e funkce naU, diferencovatelńe libovolňe
krát.
Je-liω nějaḱa p−forma aη nějaḱa q−forma naU, pakω ∧ η je (p + q)−
forma naU:

ω =
∑

aHdxH , η =
∑

bKdxK ,

pak
ω ∧ η =

∑

aHbKdxHdxK



INVESTICE DO ROZVOJE VZĎELÁVÁNÍ
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Navier-Stokesov́ych rovnic

0-formy: skaĺarńı
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Nap̌rı́klad 1-forma
ω = Pdx + Qdy + Rdz

může b́yt ztotǒzněna s oby̌cejńym vektorov́ym polem (P,Q,R) ∈ R3

2-forma
α = Ady ∧ dz + Bdz ∧ dx +Cdx ∧ dy

může b́yt ztotǒzněna s vektorov́ym polem v poĺarńıch soǔradnićıch vR3.
Oznǎcme symbolem

F p(U)

mnǒzinu (soubor, totality) v̌sechp−form naU. Specíalně F0(U) je
mnǒzina v̌sech hladḱych funkćı naU. Zavedeme operacid, kteŕa p̌revád́ı
každoup−formuω na (p + 1)−formu dω.
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V R3 pro 0-formu, tedy funkcif máme

d f =
∂ f
∂x

dx +
∂ f
∂y

dy +
∂ f
∂z

dz .

Pro 1-formuωmáme

dω = (
∂R
∂y
−
∂Q
∂z

)dy ∧ dz

+(
∂P
∂z
−
∂R
∂x

)dz ∧ dx+

(
∂Q
∂x
−
∂P
∂y

)dx ∧ dy ,
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Poyntingova 2-forma

Statisticḱy popis
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probĺem jejich uzav́ıráńı
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a koněcně pro 2-formuα dost́aváme

dα = (
∂A
∂x
+
∂B
∂y
+
∂C
∂z

)dx ∧ dy ∧ dz .

Opeŕatord zahrnuje oby̌cejńy gradient, rotaci a divergenci. Operátord se
naźyvávnějš́ı derivaćı (exterior derivative).
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Formálně můžeme formulovat ńasleduj́ıćı větu: Existuje jednoznǎcný
opeŕator

d : F p(U)→ F p+1(U)

tak, že

(i) d(ω + η) = dω + dη
(ii) d(λ ∧ µ) = dλ ∧ µ + (−1)(degλ)λ ∧ dµ
(iii) pro kǎzdéω je d(dω) = 0, (Poincaŕeho lemma)
(iv) pro kǎzdou funkci f je

d f =
∑ ∂ f
∂xi

dxi
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Pozńamka k Poincaŕeho lemmatu:
vlastnost (iii) neńı nic jiného, něz rovnost sḿıšeńych druh́ych parcíalńıch

derivaćı. To je zdroj v̌eťsiny podḿınek integrability u parcíalńıch
diferencíalńıch rovnic a diferencíalńı geometrie.

Poincaŕeho lemma ḿa, nap̌rı́klad, tento d̊usledek:

rot(grad f ) = 0

div(rot v) = 0 .
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Budiž dána forma

ω = Adydz + Bdzdx +Cdxdy

Úlohou je: naĺezt formu

α = Pdx + Qdy + Rdz

tak, aby
dα = ω .
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Poyntingova 2-forma

Statisticḱy popis
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Úloha vede náulohu nalezeńı třı́ nezńamých funkćı P,Q,R třı́
proměnńych x, y, z tak, že syst́em

∂R
∂y
−
∂Q
∂z
= A

∂P
∂z
−
∂R
∂x
= B

∂Q
∂x
−
∂P
∂y
= C

třı́ parcíalńıch diferencíalńıch rovnic jeřěsiteńy za podḿınky

∂A
∂x
+
∂B
∂y
+
∂C
∂z
= 0 .
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Hodge-ho *-opeŕator
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Funkciońalńı derivace

20 / 100

Necht’ L má vniťrńı soǔcin (α, β). Definujme operaci∗, kterou naźyváme
Hodge-ho *-opeŕator. Je to linéarńı transformace z

∧p
L na

∧n−p
L

∗ :
p
∧

L→

n−p
∧

L .
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Hodge-ho *-opeŕator
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1-formy: intensita pole

Hustota toku a hustota
proudu

3-formy: hustota ńaboje
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náhodńa pole

Momentov́e rovnice a
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Uvedeme p̌rı́klad.
Mějme 4-prostor se souřadnicemi normalizovańymi tak,̌ze
{dx1, dx2, dx3, dt} je ortonorḿalńı base takov́a, že
(dxi, dxi) = 1 , (dt, dt) = −1. Pak

∗1 = dx1dx2dx3dt

∗(dxidt) = dx jdxk

kde (i, j, k) je cyklické uspǒrád́ańı,

∗(dx jdxk) = −dxidt

∗(dx1dx2dx3dt) = 1 .
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Strǔcný úvod do teorie
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náhodńe velǐciny a
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V klasické teorii elektromagneticḱeho pole se zab́yváme vztahem mezi
následuj́ıćımi veličinami, kteŕe jsou funkcemǐctvěrice (x1, x2, x3, t):

E = elektricḱe pole H = magneticḱe pole

B = magneticḱa indukce J = hustota elektricḱeho proudu,

D = dielektricḱy posun ρ = hustota ńaboje.
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náhodńe velǐciny a
náhodńa pole
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Polǒzme (c je rychlost sv̌etla)

α = (E1dx1 + E2dx2 + E3dx3)(cdt) + (B1dx2 ∧ dx3+

+B2dx3 ∧ dx1 + B3dx1 ∧ dx2) ,

β = (H1dx1 + H2dx2 + H3dx3)(cdt) + (D1dx2 ∧ dx3+

+D2dx3 ∧ dx1 + D3dx1 ∧ dx2) ,

γ = (J1dx2 ∧ dx3 + J2dx3 ∧ dx1 + J3dx1 ∧ dx2)dt−

−ρdx1 ∧ dx2 ∧ dx3 .
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Odvozeńı Maxwellových
rovnic

Odvozeńı
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Věta 1:Maxwellovy rovnice teorie elektromagnetického pole majı́ tvar

dα = 0

dβ + 4πγ = 0

Věta 2:Prvńı rovnice p̌redchoźı věty ve vektorov́em tvaru implikuje tyto
dvě rovnice:

rot E = −
1
c
∂B
∂t

Faradaẙuv induǩcńı zákon

rot H =
4π
c

J +
1
c
∂D
∂t

Ampérův zákon

druh́a rovnice p̌redchoźı věty ve vektorov́em tvaru implikuje tyto dv̌e
rovnice:

div D = 4πρ rovnice kontinuity

div B = 0 neexistence volńeho magnetismu.
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Odvozeńı Maxwellových
rovnic

Odvozeńı
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náhodńa pole

Momentov́e rovnice a
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Jestlǐze poǔzijeme operacid na formuγ, dost́aváme

dγ = 0

a po kŕatkém v́ypočtu dost́aváme vektorov́y tvar

divJ +
∂ρ

∂t
= 0

což je rovnice kontinuity pro elektricḱy tok.
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Ve vakuu se v̌sechny vztahy zjednoduš́ı:

E = D , H = B ,

J = 0 , ρ = 0 ,

takže Maxwellovy rovnice dostávaj́ı tvar

rotE = −
1
c
∂H
∂t

divE = 0

rotH =
1
c
∂H
∂t

divH = 0 .
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Pojem sťredńı hodnoty pro
náhodńe velǐciny a
náhodńa pole
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Zaved’me do 4-prostoru Lorenzovu metriku kde

(dx1, dx2, dx3, dt)

je ortonorḿalńı base:

(dxidx j) = δi, j, (dxi, cdt) = 0, (cdt, cdt) = −1 .

Aplikujme Hodgeho∗−opeŕator:

∗(dx1 ∧ dx2) = −dx3(cdt) , atd.

∗(dx1 ∧ cdt) = dx2dx3 , atd. .
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Vidı́me,že

α = (E1dx1 + · · · )(cdt) + (H1dx2dx3 + · · · ) ,

β = −(H1dx1 + · · · )(cdt) + (E1dx2dx3 + · · · ) .

Následňe vid́ıme,že Maxwellovy rovnice ve vakuu nabývaj́ı velice
jednoduch́y tvar:

dα = 0

d ∗ α = 0
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Pojem sťredńı hodnoty pro
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Zaved’me 1-formy:

ω1 = E1dx1 + E2dx2 + E3dx3

ω2 = B1dx2dx3 + B2dx3dx1 + B3dx1dx2

ω3 = H1dx1 + H2dx2 + H3dx3

ω4 = D1dx2dx3 + D2dx3dx1 + D3dx1dx2

ω5 = J1dx2dx3 + J2dx3dx1 + J3dx1dx2
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Odvozeńı Maxwellových
rovnic
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Tyto formy obsahujı́ pouze prostorov́e diferencíaly. Zaved’me symbolem
d′ vnějš́ı derivaci pouze vzhledem k prostorovým prom̌enńym. Zaved’me
časov́e derivace∂/∂t ve tvaru

∂

∂t
(ω1) = ω̇1 = Ė1dx1 + · · · etc.

P̌ri tomto výběru diferencíalńıch forem dost́avaj́ı Maxwellovy rovnice tvar

d′ω1 = −
1
c
ω̇2

d′ω3 =
4π
c
ω5 +

1
c
ω̇4

d′ω2 = 0

d′ω4 = 4πρdx1dx2dc3

Tyto formy vyǔzijeme včásti pojedńavaj́ıćı o Poyntingov̌e 2-form̌e.
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Vnějš́ı soǔcin a
Poyntingova 2-forma

Statisticḱy popis
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Uvažujme tekutinu pohybujı́ćı se v oblasti prostoruR3. Vektor polohy

x = (x, y, z) = (x1, x2, x3) .

V každémčasov́em okam̌ziku t je rychlostv v boďex

v = v(t, x) = (u, v,w) = (v1, v2, v3) .

Hustota tekutiny je skalár
ρ = ρ(t, x) .

Oznǎcme vektorov́y plošńy element povrchu jakoσ

σ = (dydz, dzdx, dxdy) .
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probĺem jejich uzav́ıráńı
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Změna hmoty v kǎzdém boďex ∈ c3 za jednotkǔcasu je

∂ρ

∂t
dxdydz

takže celkov́a časov́a zm̌ena hmoty vc3 je
∫

c3

∂ρ

∂t
dxdydz .

P̌redpokĺad́ame zachov́ańı hmoty v elementuc3, čili muśıme vźıt v potaz
tok hranićı

∫

c3

∂ρ

∂t
dxdydz = −

∫

∂c3

ρv · σ .

Z Gaussovy v̌ety plyne
∫

∂c3

ρv · σ =
∫

c3

div(ρv)dxdxydz .
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probĺem jejich uzav́ıráńı

Alikace 1

Aplikace 2
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Je-li c3 libovolná oblast, pak dostávámerovnici kontinuity

∂ρ

∂t
+ div(ρv) = 0 ,

t.j. nutnou podḿınku, kterou muśı prouďeńı splňovat. Ńasledňe odvod́ıme
někteŕe d̊usledky.
Polǒzme

Ω = ρ(dx1 − v1dt)(dx2 − v2dt)(dx3 − v3dt)

Abychom spǒćıtali dΩ, polǒzme

β = (dx1 − v1dt)(dx2 − v2dt)(dx3 − v3dt) ,
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Navier-Stokesov́ych rovnic

0-formy: skaĺarńı
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Dost́aváme

dβ = −
∂v1

∂x1
dx1dtdx2dx3 + dx1

(

∂v2

∂x2
dx2dt

)

dx3 − dx1dx2
(

∂v3

∂x3
dx3dt

)

=

= (div v)dtdx1dx2dx3 ,

dΩ = d(ρβ) = dρ ∧ β + ρdβ =

=

(

∂ρ

∂t
dt +
∑ ∂ρ

∂xi

)

∧ β + ρ(div v)(dtdx1dx2dx3) =

=

[

∂ρ

∂t
+
∑

vi ∂ρ

∂xi
+ ρ(div v)

]

(dtdx1dx2dx3) .
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Rovnice kontinuity je ekvivalentnı́ vztahu

dΩ = 0 .

P̌redpokĺadejme,̌zeřěseńı záviśı na pǒcátěcńı podḿınce nebo na jińych
parametrech

x = x(t, α1, · · · , α3)

tak, žeαi jsou parametry a
∂x
∂t
= v .
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potencíaly
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Tedy

(dxi − vidt) =
(

∂xi

∂t
dt +
∑ ∂xi

∂α j
dα j
)

− vidt =
∑ ∂xi

∂α j
dα j

takže

Ω = ρ
∂(x1, x2, x3)
∂(α1, α2, α3)

dα1dα2dα3 = A(t, α)dα1dα2dα3 .

Jelikǒz dΩ = 0, plyne odtud,̌ze∂A/∂t = 0, čili

Ω = A(α)dα1dα2dα3 .
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Odvozeńı Navier-Stokesov́ych rovnic
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Odvozeńı Maxwellových
rovnic

Odvozeńı
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To znameńa, žeΩ je integŕalńı invariant. Tedy, jsou-lic3, c′3 dvě
3-dimensiońalńı oblasti ve 4-prostoru (t, x), pak

∫

c3

Ω =

∫

c′3

Ω .

Máme-li oblastc0
3 v časet0 a je-li tat́až oblastc1

3 v časet1, máme

∫

c0
3

ρdxdydz =
∫

c1
3

ρdxdydz

což znameńa, že se hmota v prouděńı zachov́avá.
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Nyńı vyšeťrı́me dynamicḱy přı́pad. P̌redpokĺadejme,̌ze prouďeńı je
nevisḱozńı, taǩze tlak je śıla na jednotkovou plochu v každém boďe, kteŕa
působ́ı ve sm̌eru norḿaly na kǎzdý element obsahujı́ćı tento bod v̌zdy s
tout́ež velikost́ı. Budiž

p = p(t, x) = tlak

F = F(t, x) = śıla na jednotkovou hmotu.

Budiž c3 zafixovańa oblast v prostoru. Celkové zrychleńı věskeŕe hmoty v
c3 je

∫

c3

ρ
dv
dt

dxdydz .
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Funkciońalńı derivace

41 / 100

V danńemčasov́em okam̌ziku se toto muśı rovnat celkov́e śıle působ́ıćı na
věskerou hmotu vc3, kteŕa je

∫

c3

ρFdxdydz −
∫

∂c3

pσ .

Poǔzitı́m Gaussovy v̌ety dost́aváme
∫

∂c3

pσ =
∫

c3

(grad p)dxdydz ,

tud́ıž
∫

c3

(

ρ
dv
dt
− ρF + grad p

)

dxdydz = 0 .
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Odtud plyne,̌ze
dv
dt
= F −

1
ρ

grad p ,

což jeEulerova pohybov́a rovnice.
Poznamenejme,̌ze tot́alńı derivace je

dv
dt
=
∂v
∂t
+
∑ ∂v
∂xi

vi .
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Navier-Stokesov́ych rovnic

0-formy: skaĺarńı
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P̌redpokĺadejme,̌ze śıla F je konzervativńı,

F = −grad V

kde
V = V(t, x)

je potencíal.
Hypoteticky p̌redpokĺadejme,̌ze p aρ jsou funkciońalně źavisĺe, to jest

dρ ∧ dp = 0 ,

což je nap̌rı́klad p̌rı́pad isoterḿalńıho prouďeńı. taǩze

dq =
dp
ρ
.
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1-formy: intensita pole

Hustota toku a hustota
proudu

3-formy: hustota ńaboje
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V tomto p̌rı́paďe můžeme definovat funkciq = q(t, x) vztahem

q =
∫ (t,x)

0

dp
ρ

Pohybov́e rovnice lze napsat ve tvaru

dv
dt
= −grad(V + q)

nebo
du
dt
= −grad(V + q), atd.,

to jest
∂u
∂t
+ u
∂u
∂x
+ v
∂u
∂y
+ w
∂u
∂z
= −
∂

∂x
(V + q), atd.
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Definujmeenergii na jednotku hmoty:

E =
1
2

(v.v) + V + q =

=
1
2

(u2 + v2 + w2) + V + q .

Závěrem definujmezav́ıřenost (vorticity)

ξ = (ξ, η, ζ) =
(

∂w
∂y
−
∂v
∂z
,
∂u
∂z
−
∂w
∂x
,
∂v
∂x
−
∂u
∂y

)

.
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Spǒćıtejme

∂E
∂x
+
∂u
∂t
= u +

∂u
∂x
+

(

v
∂v
∂x
+ w
∂w
∂x

)

+
∂u
∂t
+
∂

∂x
(V + q) =

=

(

v
∂v
∂x
+ w
∂w
∂x

)

−

(

v
∂u
∂y
+ w
∂u
∂z

)

=

= vζ − wη

a podobňe
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Strǔcný úvod do teorie
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Alikace 1

Aplikace 2
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∂E
∂x
+
∂u
∂t
= vζ − wη

∂E
∂y
+
∂v
∂t
= wξ − uζ

∂E
∂z
+
∂w
∂t
= uη − vξ

což je ekvivalentńı vektorov́emu źapisu

grad E +
∂v
∂t
= v × ξ .
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Uvažujme diferencíalńı formu

ω = udx + vdy + wdz − Edt .

Máme

dω = (ξdydz + ηdzdx + ζdxdy) + dt(utdx + vtdy + wtdz)

−(Exdx + Eydy + Ezdz)dt ,

dω = (ξdxdy + ηdzdx + ζdxdy) + dt[(vζ − wη)dx+

(wξ − uζ)dy + (uη − vξ)dz] .



INVESTICE DO ROZVOJE VZĎELÁVÁNÍ
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Alikace 1

Aplikace 2

Funkciońalńı derivace

49 / 100

Jsou-lic2, c′2 dvě 2-dimensiońalńı oblasti ve 4-prostoru (t, x), pak

∫

c2

dω =
∫

c′2

dω .

Tedy, ḿame-li oblastc0
2 v časet0 a je-li tat́až oblastc1

2 v časet1, máme

∫

c0
2

(ξdydx + ηdzdx + ζdxdy) =

∫

c1
2

(ξdydx + ηdzdx + ζdxdy) .

Tento v́ysledek se naźyváHelmholtzova v̌eta o zachov́anı́ zav́ıřenosti.
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potencíaly
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probĺem jejich uzav́ıráńı
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0-formy jsou funkce a jsou ”integrovány”t́ım způsobem,̌ze jsou pǒćıtány
v boďe, čili oblast́ı integrace je bod. P̌rı́kladem je funkce 3x a obecńy tvar
je f (x, y, z, · · · ) a tvǒrı́ koeficienty u forem vy̌šśıho řádu.
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1-formy maj́ı oblast́ı integrace ǩrivky. Přı́kladem je 1-formay2dx + zdy a
obecńy tvar jeα1dx + α2dy + α3dz. V teorii EM jde nap̌rı́klad o velǐciny:
intenzita elektricḱeho poleE, intenzita magneticḱeho poleH a jde v
podstaťe o vektory. 1-forma je reprezentována graficky jako plocha v
prostoru. Pro konzervativnı́ pole jsou plochy asociované s 1-formou
ekvipotencíalńımi plochami. Nap̌rı́klad diferencíal dx je reprezentov́an
plochami kolḿymi k osex, dy reprezentuje plochy kolḿe k osey a
diferencíal dz representuje plochy, které jsou kolḿe k osez. Lineárńı
kombinace diferenciálů má plochy, kteŕe jsou v obecńe poloze k
soǔradńym ośam.
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diferencíalńıch forem

Hodge-ho *-opeŕator
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Pojem sťredńı hodnoty pro
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2-formy maj́ı oblast́ı integrace plochy. P̌rı́kladem je 2-forma
eydxdy + exdzdx a obecńy tvar 2-formy jeβ1dydz + β2dzdx + β3dxdy. V
teorii EM jde nap̌rı́klad o velǐciny: hustota elektricḱeho tokuD, hustota
magneticḱeho tokuB, hustota elektricḱeho prouduJ a jde v podstaťe o
vektory. Geometricky lze 2-formy representovat jako ”trubky”, které
spojuj́ı zdroje tok̊u. Nap̌rı́klad 2-formadxdy je reprezentov́ana plochami
1-foremdx a dy, kteŕe jsou na sebe superponovány.
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1-formy: intensita pole

Hustota toku a hustota
proudu

3-formy: hustota ńaboje
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Poyntingova 2-forma

Statisticḱy popis
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Někteŕe skaĺarńı veličiny jsou hustoty a mohou být integrov́any p̌res
objem. Pro jińe skaĺarńı veličiny, jako nap̌rı́klad elektricḱy potencíal,
neḿa objemov́y integŕal žádńy význam.P̌rı́kladem 3-formy je
(x + y)dxdydz a jejich obecńy tvar jegdxdydz. V teorii EM jde nap̌rı́klad o
hustotu elektricḱeho ńabojeρ. 3-formy jsou representovány ťremi
mnǒzinami ploch v prostoru, které se prot́ınaj́ı tak, aby tvǒrily kvádry.
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Poyntingova 2-forma
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Odvozeńı Maxwellových
rovnic

Odvozeńı
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Uvažujme formy

ω1 = E1dx1 + E2dx2 + E3dx3

ω2 = B1dx2dx3 + B2dx3dx1 + B3dx1dx2

ω3 = H1dx1 + H2dx2 + H3dx3

ω4 = D1dx2dx3 + D2dx3dx1 + D3dx1dx2

ω5 = J1dx2dx3 + J2dx3dx1 + J3dx1dx2
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Zaved’me formu

c
4π
ω1 ∧ ω3 = S 1dx1 + S 2dx2 + S 3dx3 .

Výpočtem a p̌revedeńım do vektorov́eho tvaru dost́avámePoyntingův
vektor toku energieS

S =
c

4π
E × H ,

kde× je klasicḱy vektorov́y soǔcin.
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Nyńı můžeme formulovat tzv. Poyntigovu větu:
Poyntingova v̌eta.Plat́ı

c
4π

Ḃ.H + E.J +
c

4π
E.Ḋ + divS = 0 .

Budiž op̌et d′ vnějš́ı derivace pouze vzhledem k prostorovým prom̌enńym.
Pak ḿame

d′(ω1 ∧ ω3) = d′ω1 ∧ ω3 − ω1 ∧ d′ω3 =

= (−
1
c
ω̇2) ∧ ω3 − ω1 ∧ (

4π
c
ω5 +

1
c
ω̇4) =

= −
1
c
ω̇2 ∧ ω3 −

4π
c
ω1 ∧ ω5 −

1
c
ω1 ∧ ω̇4 .

Nyńı stǎćı výsledek p̌revést op̌et do vektorov́eho tvaru.
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Budiž op̌et d′ vnějš́ı derivace pouze vzhledem k prostorovým prom̌enńym.
Pak ḿame

d′(ω1 ∧ ω3 = d′ω1 ∧ ω3 − ω1 ∧ d′ω3 =

= (−
1
c
ω̇2) ∧ ω3 − ω1 ∧ (

4π
c
ω5 +

1
c
ω̇4) =

= −
1
c
ω̇2 ∧ ω3 −

4π
c
ω1 ∧ ω5 −

1
c
ω1 ∧ ω̇4 .

Nyńı stǎćı výsledek p̌revést op̌et do vektorov́eho tvaru.
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Vnějš́ı soǔcin a Poyntingova 2-forma
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Odvozeńı Maxwellových
rovnic

Odvozeńı
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Poyntingova 2-forma

Statisticḱy popis
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Pro ťelesa v klidu p̌redpokĺadejme,̌zeD = κE, B = µH, kde dielektricḱa
konstantaκ a permeabilitaµ jsou konstantńı v čase. Pak Poyntingova věta
přech́aźı na

−
∂u
∂t
= divS + E.J ,

kde

u =
1
8π

(κE2 + µH2)

je hustota energie pole. VeličinaE.J se naźyvá tepelńa chemicḱa aktivita.
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Poyntingova 2-forma

Statisticḱy popis
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Sťredńı hodnotou nazveme výraz

f (x1, x2, x3, t) =
∫ ∫ ∫ ∞

−∞

∫

f (x1 − ξ1, x2 − ξ2, (1)

x3 − ξ3, t − τ) × ω(ξ1, ξ2, ξ3, τ)dξ1dξ2dξ3dτ, (2)

(3)

kde
ω(ξ, t)

je nějaḱa váhov́a ¨funkce (v̌eťsinou neźaporńa), kteŕa spľnuje normovaćı
podḿınku

∫ ∫ ∫ ∞

−∞

∫

ω(ξ1, ξ2, ξ3, τ)dξ1dξ2dξ3dτ = 1.
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Ukázalo se,̌ze jaḱakoliv volba funkceωmuśı splňovat ńasleduj́ıćıch 5
vztah̊u (O. Reynolds, 1894):
Reynoldsovy podḿınky.Necht’ f , g jsou funkce. Sťredńı hodnotaf funkce
f muśı splňovat ńasleduj́ıćıch p̌et vztah̊u

1. f + g = f + g
2. a f = a f , je-li a = const.
3. a = a, je-li a = const.

4. ∂ f
∂s =

∂ f
∂s , kde s ∈ {x1, x2, x3, t}

5. f g = f g
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Podḿınku 4 je mǒzné zam̌enit obecňejš́ı podḿınkou źaměny operace
sťreďeńı a limitnı́ho p̌rechodu

lim
n→∞

fn = lim
n→∞

f n.

Polǒźıme-li ve vzorci 5 p̌redchoźı definice postupňe
g = 1, g = h, g = h′ = h − h a poǔzitı́m rovnost́ı 1 a 3 , dost́aváme
důležité vztahy

f = f , f ′ = f − f = 0, f h = f h, f h′ = f h′ = 0
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Fakt existence hustotyp(u) je mǒzné zapsat ve tvaru rovnosti

P{u < u1(x, t) < u + du} = p(u)du,

kde oznǎceńı P{· · · } oznǎcuje pravďepodobnost jevu, který je uveden v
závorḱach. Tud́ıž statisticḱa sťredńı hodnotau1(x, t) se ńasleduj́ıćım
způsobem vyj́aďrı́ prosťrednictv́ım p(u)

u1(x, t) =
∫ ∞

−∞

up(u)du.
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1-formy: intensita pole

Hustota toku a hustota
proudu

3-formy: hustota ńaboje
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Soǔcasňe znalost hustoty pravděpodobnosti umǒzňuje taḱe definovat
teoreticko-pravďepodobnostńı sťredńı hodnotu libovolńych funkćı u1(x, t):

F[u1(x, t)] =
∫ ∞

−∞

F(u1)p(u)du.

Aby byla velǐcinau1(x, t) jestnáhodńe pole, je p̌redňe nutńe, aby hodnota
u1(M) = u1(x, t) tohoto pole v libovolńem zafixovańem boďe M = (x, t)
časo-prostoru byla ńahodnou velǐcinou. Proto je nutńe, aby kǎzdé
kombinaci hodnotx a t odpov́ıdala hustota pravďepodobnostipM(u), kteŕa
záviśı od boduM = (x, t).
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Alikace 1

Aplikace 2
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N-rozměrńa hustota pravďepodobnosti
pM1M2...MN (u1, u2, · · · , uN)
je definov́ana vztahem

P{u1 < u1(M1) < u1 + du1, u2 < u1(M2) < u2 + du2, · · · ,

uN < u1(MN) < uN + duN} =

= pM1M2...MN (u1, u2, · · · , uN)du1du2 . . . duN .
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Pravďepodobnostńı sťredńı hodnotaF libovolné funkceF(u1, · · · , uN)
závisĺe na hodnot́achu1 = u1(M1), u2 = u1(M2), · · · , uN = u1(MN) je
definov́ana jako integŕal

F =
∫ ∞

−∞

· · ·

∫ ∞

−∞

F(u1, · · · , uN)

pM1M2...MN (u1, u2, · · · , uN)du1 · · · duN ,

kde pM1M2...MN (u1, u2, · · · , uN)du1 · · · duN je odpov́ıdaj́ıćı hustota
pravďepodobnosti
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náhodńa pole
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probĺem jejich uzav́ıráńı
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Momenty ńahodńych velǐcin. Momenty syst́emuN náhodńych velǐcin
u1, u2, · · · , uN s N−rozměrnou hustotou pravděpodobnosti
p(u1, p2, · · · , uN) naźyváme v́yrazy

Bk1k2···kN = uk1
1 uk2

2 · · · u
kN

N =

∫ ∫ ∞

−∞

· · ·

∫

uk1
1 uk2

2 · · · u
kN

N p(u1, u2, · · · , uN)du1du2 · · · duN ,

kdek1, k2, · · · , kN jsou ceĺa neźaporńa č́ısla, jejicȟz soǔcet
∑N

i=1 ki se
naźyvá řád momentu.Okam̌zitě vid́ıme,že momenty prvńıho řádu jsou
sťredńı hodnoty. Spolěcně s oby̌cejńymi momentyBk1k2···kN jsou ňekdy
užitečné ňekteŕe jejich specíalńı kombinace.
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potencíaly
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Centŕalńı momenty, t.j. momenty odchylek veličin u1, u2, · · · , uN od jim
odpov́ıdaj́ıćıch sťredńıch hodnot:

bk1k2···kN = (u1 − u1 )k1(u2 − u2 )k2 · · · (uN − uN )kN .

Nap̌rı́klad proN = 1 dost́aváme

b1 = 0, b2 = B2 − B2
1, b3 = B3 − 3B1B2 + 2B3

1

b4 = B4 − 4B1B3 + 6B2
1B2 − 3B4

1, . . .
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Strǔcný úvod do teorie
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Navier-Stokesov́ych rovnic

0-formy: skaĺarńı
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Nadefinujme pojem tzv. charakteristické funkce:
Fourierova transformace hustoty pravděpodobnosti

φM1M2···MN (θ1, θ2, · · · , θN) =

∫ ∫ ∞

−∞

· · ·

∫

ei
∑N

i=1 θkuk pM1M2...MN (u1, u2, · · · , uN)du1d2 · · · duN

se naźyvácharakteristicḱa funkceodpov́ıdaj́ıćı rozďeleńı
pravďepodobnosti. Je zřejmé, že charakteristickou funkci m̊užeme vyj́aďrit
ve tvaru
φM1M2···MN (θ1, θ2, · · · , θN) = ei

∑N
i=1 θkuk .
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Momenty ńahodńych velǐcin lze vyj́aďrit pomoćı charakteristicḱe funkce
takto

Bk1k2···kN = (−i)K ∂
Kφ(θ1, · · · , θN)

∂θ
k1
1 ∂θ

k2
2 , · · · , ∂θ

kN

N

∣

∣

∣

∣

∣

θ1=θ2=···=θN=0

K = k1 + k2 + · · · + kN .

Momenty K-t́ehořádunáhodńeho poleu(M) se naźyvaj́ı hodnoty soǔcinů
K hodnot pole:

Buu···u(M1,M2, · · · ,MK) = u(M1)u(M2) · · · u(MK).
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Funkciońalńı derivace

77 / 100



INVESTICE DO ROZVOJE VZĎELÁVÁNÍ
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Navier-Stokesovy rovnicespolu s rovnićı kontinuity maj́ı následuj́ıćı tvar:

∂Ui

∂t
+ Uk

∂Ui

∂xk
= −

1
ρ

∂P
∂xi
+ ν
∂2Ui

∂xk∂xk
, i, k = 1,2,3

∂Ui

∂xi
= 0

Rozklad turbulence u složek rychlostńıho pole a tlaku na středńı hodnotu a
fluktuǎcńı složku:

Ui = Ui + ui, P = P + p.

∂U i

∂t
+ Uk

U i

∂xk
+
∂uiuk

∂xk
= −

1
ρ

∂P
∂xi
+ ν
∂2U i

∂xk∂xk

∂U i

∂xi
= 0
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Nezńamá velǐcina:
−ρuiuk

∂ui

∂t
+ Uk

∂ui

∂xk
+ uk
∂U i

∂xk
+
∂uiuk

∂xk
−
∂uiuk

∂xk
=

= −
1
ρ

∂p
∂xi
+ +ν

∂2ui

∂xk∂xk

Odvod́ıme rovnici pro tuto nezńamou velǐcinu
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1-formy: intensita pole

Hustota toku a hustota
proudu

3-formy: hustota ńaboje
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Pojem sťredńı hodnoty pro
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Rovnice proui je

∂ui

∂t
+ Uk

∂ui

∂xk
+ uk
∂U i

∂xk
+
∂uiuk

∂xk
−
∂uiuk

∂xk
=

−
1
ρ

∂p
∂xi
+ ν
∂2ui

∂xk∂xk

Analogicky źıskáme rovnici prou j

∂u j

∂t
+ Uk

∂u j

∂xk
+ uk
∂U j

∂xk
+
∂u juk

∂xk
−
∂u juk

∂xk
=

−
1
ρ

∂p
∂x j
+ ν
∂2u j

∂xk∂xk
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Vynásob́ıme-li prvńı rovnici veličinouu j a druhou velǐcinouui, sěcteme-li
obě rovnice a provedeme-li operaci střeďeńı, dost́aváme:

∂uiu j

∂t
+ Uk

∂uiu j

∂xk
=

−u juk
∂Ui

∂xk
− uiuk

∂U j

∂xk
−
∂uiu juk

∂xk
−

1
ρ

[

u j
∂p
∂xi
+ ui
∂p
∂x j

]

−

−2ν
∂ui

∂u j

∂u j

∂xk
+ ν
∂2 uiu j

∂xk∂xk

Jak vid́ıme, rovnice pro druh́e momenty obsahujěclen ∂uiu juk

∂xk
, cǒz je op̌et

nezńamý, tentokŕat ťret́ı moment. Zjevňe, pǒćıtali bychom rovnici pro ťret́ı
moment, dostali bychom̌ctvrtý, op̌et nezńamý, moment, atd.
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Efekt turbulence na středńı tok může b́yt objasňen mnohem ĺepe,
přeṕıšeme-li Reynoldsovy rovnice do tvaru

∂ρUi

∂t
= ρUk

∂Ui

∂xk
= −
∂P
∂xi
+
∂

∂xk

(

ρν
∂Ui

∂xk
− ρuiuk

)

Dodatěcné velǐciny −ρuiuk na prav́e straňe rovnice maj́ı rozměr nap̌et́ı a
jsou zp̊usobeny turbulentnı́m pohybem. Naźyvaj́ı seReynoldsova nap̌et́ı a
jejich efekt na sťredńı proud je podobńy zvýšeńı viskozity pro lamińarńı
prouďeńı. Zmı́něńa nap̌et́ı tvořı́ tensor 2.̌rádu

uiu j =
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náhodńa pole

Momentov́e rovnice a
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∂k
∂t
+ U j

∂k
∂x j
= νt

(

∂U i

∂x j
+
∂U j

∂xi

)

∂U i

∂x j
− ǫ +

∂

∂x j
(νt
∂k
∂x j

) + ν
∂2

∂x j∂x j
,

∂ǫ

∂t
+ U j

∂ǫ

∂x j
=

cǫ1
ǫ

k
νt

(

∂U i

∂x j
+
∂U j

∂xi

)

∂U i

∂x j
− cǫ2

ǫ2

k
+
∂

∂x j
(νt
∂k
∂x j

) + ν
∂2ǫ

∂x j∂x j
,

kde druh́y moment fluktuaćı je zvolen takto (vid́ıme,že v tomto okam̌ziku
se jǐz bez fyziḱalńı anaĺyzy neobejdeme):

−uiul = νt

(

∂U i

∂xl
+
∂U l

∂xi

)

−
2
3

kδil
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probĺem jejich uzav́ıráńı
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kdeνt = cµ k2

ǫ
je turbulentńı viskozita,cµ ≈ 0.09,cǫ1 ≈ 1.44,cǫ2 ≈ 1.92.

Modelov́y koeficientcǫ2 byl źıskán z ”decay laws”pro homogennı́
isotropńı turbulenci,cµ byl źıskán experiment́alně p̌ri prouďeńı kańalem
při vysokých Reynoldsov́ych č́ıslech a koeficientCǫ1 byl vydedukov́an

tak, aby co nejĺepe modeloval vztah−uiu j
∂U i

∂x j
.
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Pro jednoduchost: ńahodńa funkceu(x) závisĺa na jedńe prom̌enńe
definovańe na koněcném intervalua ≤ x ≤ b osy x. Funkceu(x) je zad́ana
všemi mǒznými rozďeleńımi pravďepodobnosti pro jejı́ hodnoty
u(x1), u(x2), . . . , u(xN), kdex1, x2, . . . , xN je N libovolných bod̊u,
takov́ych, žea ≤ xk ≤ b. Nyńı, budeme zv̌eťsovatN → ∞ a bodyxk

budeme vyb́ırat tak, aby vzd́alenostxk+1 − xk konvergovala k nule. Jako
hodnoty parametruθk vybereme zvolı́me v́yrazθ(xk)(xk+1 − xk), kdeθ(x)
je nějaḱa funkce na intervalu [a, b]. Je-li funkceθ(x) takov́a, že integŕal

u[θ(x)] =
∫ b

a
θ(x)u(x)dx

existuje skoro v̌sude pro v̌sechny realizace funkceu(x) (nap̌rı́klad v
Lebesgueov̌e smyslu), pak limita

∑N
k=1 θkuk pro N → ∞ bude konvergovat

k integŕalu.
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Odvozeńı Maxwellových
rovnic

Odvozeńı
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probĺem jejich uzav́ıráńı
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Φ[θ(x)] = exp{iu[θ(x)]} = exp
{

i
∫ b

a
θ(x)u(x)dx

}

Výraz p̌riřazuje kǎzdé funkciθ(x) nějaḱe komplexńı č́ıslo, t.j.Φ[θ(x)] je
funkćı funkce - je tofunkcionál. Tento funkciońal naźyváme
charakteristicḱy funkcionál náhodńe funkceu(x).
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Nyńı budeme definovat pojem funkcionálńı derivace. FunkciońalΦ[θ(x)]
se naźyvá diferencovatelńym v boďe θ0(x)], jestliže:

δΦ[θ0(x)] =

Φ[θ(x) + δθ(x)] − Φ[θ0(x)] =
∫ b

a
A(x)δθ(x)dx + O

[

∫ b

a
|δθ(x)|dx

]

jinak řečeno, jestlǐze existuje derivace
δ0Φ[θ0(x)] = ∂

∂hΦ[θ0(x) + hθ1(x)]|h=0, kteŕa může b́yt vyjáďrena ve tvaru

δ0Φ[θ0(x)] =
∫ b

a
A(x)θ1(x)dx.
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Navier-Stokesov́ych rovnic

0-formy: skaĺarńı
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Hodnota funkceA(x) v boďe x = x1 se naźyvá funkcionálnı́ (variačnı́)
derivacefunkciońaluΦ[θ0(x)] vzhledem kθ(x) v boďe x = x1. vzhledem k
tomu,žeA(x) je koeficientem uδθ(x)dx v lineárńı části p̌rı́rustku
θΦ[θ0(x)], poǔźıvá se pro funkciońalńı derivaci oznǎceńı

δΦ[θ0(x)]
δθ(x)dx

= A(x).

Toto znǎceńı podtrhuje taḱe ten fakt,̌ze funkciońalńı derivace je dvojnou
limitou

δΦ[θ0(x)]
δθ(x)dx

= lim
|δθ(x)|→0,∆x→0

Φ[θ0(x) + δθ(x)] − Φ[θ0(x)]
∫

δx
δθ(x)dx

,

kde v́yrazemδθ(x) je ch́aṕana funkce, kteŕa je nenulov́a pouze na malém
intervalu d́elky ∆x obsahuj́ıćı bodx.
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Funkciońalńı derivace
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Nejjednodǔšśım p̌rı́kladem diferencovatelńeho funkciońalu je funkciońal

Φ[θ(x)] =
∫ b

a
A(x)θ(x)dx, kde je žrejmě

δΦ[θ0(x)]
δθ(x)dx

= A(x).

Tento źapis je trochu nekorektnı́, protǒze funkciońalńı derivace by m̌ela
záviset na hodnotě funkceθ(x), ve kteŕe de funkciońalńı derivace pǒćıtá.
Proto je korektňeji

δΦ[θ0(x)]
δθ(x1)dx1

= A[θ0(x); x1].

Tuto prvńı funkciońalńı derivaci m̊užeme op̌et derivovat podle funkceθ(x)
v boďe x2:

δ

δθ(x2)dx2

[

δΦ[θ0(x)]
δθ(x1)dx1

]

=
δ2Φ[θ(x)]

δθ(x1)dx1δθ(x2)dx2
.
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Navier-Stokesov́ych rovnic

0-formy: skaĺarńı
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Budeme definovat charakteristický funkciońal pro statisticḱy popis
rychlostńıho poleu(x, t) turbulentńıho toku. Funkciońal má tvar

Φ[θ(x, t)] = Φ[θ1(x, t), θ2(x, t), θ3(x, t)] =

= exp
{

i
∫ ∫ ∞

−∞

∫ ∫ 3
∑

k=1

θk(x, t)uk(x, t)dxdt
}

.

Zvolı́me-li specíalně

θ(x, t) =
N
∑

k=1

θkδ(x − xk)δ(t − tk)

kdeδ je Diracova distribuce, dostaneme charakteristické funkce rozďeleńı
pravďepodobnosti pro hodnotyu(xk, tk) poleu(x, t) na koněcné mnǒzině
bod̊u časo-prostoru (x1, t1), (x2, t2), · · · , (xN , tN).
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Z důvodu zjednodǔseńı zápisu zavedeme následuj́ıćı oznǎceńı:

(θ • u) =
∫

θ(M)u(M)dM,

kdedM = dxdt, dále

Φ[θ(x, t)] = exp{iθ • u}

Také zavedeme zkráceńe znǎceńı pro opeŕator variǎcńı derivace

D j(M) =
δ

δθ j(M)dM
.
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1-formy: intensita pole

Hustota toku a hustota
proudu

3-formy: hustota ńaboje
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Pak ḿame nap̌rı́klad

D j(M)Φ = i u j(M)exp{i(θ • u)},

D j(M1)Dk(M2) = −u j(M1)uk(M2)exp{i(θ • u)}.

Derivujeme-li charakteristicḱy funkciońal podlet, dostaneme

∂Φ

∂t
= i
(

θ •
∂u
∂t

)

exp[i(θ • u)].

Nyńı do tohoto vztahu dosadı́me v́yraz

∂u
∂t
= −
∂uuα
∂α
−

1
ρ
∇p + ν∆u,

což jsou deterministicḱe Navier-Stokesovy rovnice.
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Charakteristick ý funkcionál a Hopfova rovnice
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Odvozeńı Maxwellových
rovnic

Odvozeńı
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Po dosazeńı:

∂Φ

∂t
= i
(

θ •

{

−
∂

∂xα
uuαei(θ•u) − ∇

p
ρ

ei(θ•u) + ν∆uei(θ•u)
})

Zavedeme oznǎceńı

Π =
1
ρ

p ei(θ•u) = Π[θ(x); x, t].

Pak m̊užeme rovnici p̌repsat do tvaru

∂Φ

∂t
=

(

θ •

{

i
∂DDαΦ

∂xα
+ ν∆DΦ − i∇Π

})

kdeD = (D1,D2,D3) je vektorov́y opeŕator funkciońalńıho derivov́ańı.
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Vidı́me,že nyńı máme soustavu dvou rovnic pro dva neznámé funkciońaly
Φ[θ(x, t)] aΠ[θ(x); x, t]. FunkciońalΠ je mǒzné ze syst́emu vyloǔcit,

protǒze divergence v́yrazui ∂u
∂t exp{i(θ • u)} se rovńa nule. To plyne z

toho,̌ze
∂2uα
∂t∂xα

= 0

a exp{i(θ • u)} neźaviśı nax.
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Lze uḱazat,že podḿınka rovnosti nule divergence vektorového poleu
(rovnice spojitosti) vede na

∆Π =
∂2DαDβΠ

∂xα∂xβ
.

Zaṕıšeme-liřěseńı této rovnice v symbolicḱem tvaru

Π = ∆−1∂
2DαDβΠ

∂xα∂xβ
,

kde∆−1 je opeŕator inverzńı k Laplaceov̌e opeŕatoru∆.
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Charakteristick ý funkcionál a Hopfova rovnice
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Dostaneme rovnici

∂Φ

∂t
=

(

θ •

{

i
∂DDαΦ

∂xα
− i∇∆−1∂

2DαDβ

∂xα∂xβ
+ ν∆DΦ

})

tato rovnice jǐz obsahuje pouze jeden funkcionálΦ.
Využitı́m toho,že prouďeńı splňuje rovnici kontinuity lze uḱazat,že
existuje linéarńı opeŕatorL takov́y, že kǎzdému vektorov́emu poliθ(u)
přiřazuje solenoid́alńı vektorov́e pole ˜θ(x) = Lθ(x) s nulovou norḿalovou
složkou na hranici oblasti a splňuj́ıćı rovnost (̃θ • ∇Π) = 0. Dosad́ıme-li
dost́aváme

∂Φ

∂t
= i
(

θ̃ •
∂DDαΦ

∂xα

)

+ ν∆DΦ

Hopfova rovnicepro charakteristicḱy funkciońalΦ[θ(x, t)]. Jelikǒz je to
rovnice prvńıho řádu vzhledem ǩcasu, v principu m̊uže b́yt nalezeno jejı́
řěseńı s pǒcátěcńı podḿınkouΦ[θ(x, t0)] = Φ0[θ(x)]
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Významnou vlastnostı́ Hopfovy rovnice je jej́ı linearita. Tud́ıž, ǎckoliv je
dynamika kapaliny nelinéarńı (evoluce individúalńıho rychlostńıho pole
u(x, t) se popisuje nelinéarńımi rovnicemi), źakladńı probĺem statisticḱe
dynamiky turbulentńıho toku (probĺem turbulence), jak se ukazuje, je
úlohou linéarńı. Důsledkem toho je,̌ze pro charakteristicḱy funkciońal
Φ[θ(x, t)] plat́ı princip superposice. Hopfova rovnice při zadańe pǒcátěcńı
podḿınceΦ0[θ(x] je nejkompaktňejš́ı formulaćı teorie turbulence, jej́ıž
podstatou je znalost statistických charakteristik turbulentnosti na záklaďe
zadańych statisticḱych charakteristik pǒcátěcńıho pole rychlosti
u(x, t0) = u0(x).
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