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Odvozem Maxwellowch
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Strucny uvod do teorie diferencialnich forem

Co je diferencalni forma? Jednodie: je to integrant. Jymi slovy - je to
ta "véc”, kterou je mano integrovat fes rejakou, nejasgji
komplikovanou, oblast. Uveahe giklad: uvaujme rasleduici integial

1
f x2dx .
0

Tento Wyraz znamea, Ze integrujemes pres interval [01]. V tomto

pfipac je x?dx diferencalni forma.
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Funkcioralni derivace

Strucny uvod do teorie diferencialnich forem

NechtR jsou rélnacislaa, b, c, ... a nechtl je n—dimensiorlni
vektorow prostor nadR s prvkya,B,v,.... Prokadep=0,1,2, ...
budeme konstruovat ngwektorovy prostor

AL

nadR, ktery se nagva prostor p-vektoti nalL. Zatneme sim, ze

[TTT]
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Strucny uvod do teorie diferencialnich forem

Konstrukce prostory\? L. Tento prostor se sith ze \Bech sodtd tvaru

Z a(ai A B)
s masleduicimi vlastnostmi (a pouze £mito) :

(a1 + @a2) A B = ag(a1 A B) + az(az2 A p)
a A (b1B1 + b2B2) = bi(a A B1) + ba(a A B2)
aANa=0

aANB=-LAN.

a,B,...vektory vL aa b, ... realnacCisla. Symbolr A 8 se nagvavnejs
souwsin (exterior product, wedge productlektor « ag.

N\

)
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Strucny uvod do teorie diferencalnich forem

Prvkya, B, ... jsou vektory Vi aa, b, ... jsou rélnacCisla. Symbokx A B
se nagvavnéjs sowin (exterior product, wedge productlektorll & ag.

Jsou-li vektorya ag zavisk, t.j.8 = ca, pak

aAB=aA(ca)=claAa)=c.0=0.Jinak jea A B # 0. Obdobym
zplusobem mizeme niizeme pokréovat v konstrukci prostori\ P IL pro

2<p<n.
Tento prostor je prostorem pruk

Za(cyl/\.../\a/p)

ktere sphuji nasleduici

m (aa+bB) AN coAap=alaAaa A L A Aap)HDBAaA LA ap)
a to€z plat kdyz kteekoliv a; je nahrazeno lirern kombinaag.
a1 A -+ Aap =0, je-li pro réjakou dvojici indexi # j «; = a;.

m a1 A A apzmen znanenko, jestize kteekoliv dve «; prohodme.

N\

)
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Strucny uvod do teorie diferencalnich forem

Nyni mlizeme rogifit na pfipad soginu prostoru p-vektod a prostoru
g-vektoll naz/vanym vnéjs§im nasobeim (exterior product)a
ozna&erym (opet) symbolem. Nasobme p—vektoru g—vektoremy a
dostivame  + g)—vektoru A v (ktery je ze zjeviych divodi O, je-li

p+q>n):.
p q p+q

/\:(/\L)><(/\L)—>/\L

definovary takto:

(@A~ ANap) ANBLA---ABg)=a1A---Aap AB1LA---APyg.

Zakladn vlastnosti vijSiho soltinu jsou:

m A Auje distributivi,
AN (uAv)=(1Apu) A v, asociativinzakon,
uAA= (=12 A pu.

[TTT]
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Funkcioralni derivace

Strucny uvod do teorie diferencalnich forem

Zavedeme prostorywnitinim soltinem (inner product) Budiz dan
prostorL. Symbolem ¢, 8) ozn&ime vnini solLin. Je to ralna funkce na
L x L s masledujcimi vlastnostmi:

m jelinearn v kazde pronenre
je symetrick (a,B) = (8, @),
je nedegenerovagn zafixujeme-lia a je-li (a, 8) = 0 pro \sechnas,
pak jea = 0.

Zobecnme vnifni solEin na prostomp—vektoil APL tak, Ze definujeme
(4, 1) = det(ai, Bj)

prol=aiA---Aap, u=p1A-Bp kdedet(a;, 8;) je Granuv
determinant.

[TTT]
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0 a Strucny (vod do teorie diferencalnich forem

Sy (uod o teorie Budiz M c R" hladka orientovaa varieta. BudP € M bod vR". Tetny
prostorTpM v bock P je vektorow prostor s bais
Hodge-ho *-opedtor

Odvozem Maxwellovych e,u = Glu = 3/6X’“‘ .

rovnic

Odvozen v o v , , . . .
Navier-Stokesgiecnrowic — T@CNY vektorv muze byt representovann-tici v, t.].

0-formy: skahrri
potencaly
v=\Ve,.

1-formy: intensita pole

Hustota toku a hustota

proudu Ko-teCny prostorT;M v boce P je vektorow prostor lin@rnich zobrazen
3-formy: hustota aboje

\égsﬂirﬁgﬁ; g—forma a . TPM — R

Statistick/ popis

P’ojem 'siedrj _hodnoty pro S baé

rahod pole W = dxt .

Momentowe rovnice a

problem jejich uzawran

Alikace 1

Aplikace 2

Funkcioralni derivace
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diferencalnich forem
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Odvozem Maxwellowch
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Odvozen
Navier-Stokesaych rovnic

0-formy: skahrri
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1-formy: intensita pole
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proudu

3-formy: hustota aboje

Vnéjsi soltin a
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Pojem stedri hodnoty pro
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Momento\e rovnice a
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Alikace 1
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Funkcioralni derivace

Strucny uvod do teorie diferencialnich forem

Polazme
Lp=Tp(M)®--- @ TE(M),

kde® je obyCejny tenzoroy solLin. Vyrazy
n .
Z adx , g const.
1

se nayvaji diferencalni 1-formy. Tyto formy tvai n—dimensio@lni
linearn prostorL = Lp. p— formy v bock P jsou prvky prostoru

p p
AL= AL
to jest Wrazy H = (hy, hy, - - -, hp) je multi-index)

Z apdx™ ...dx™ , ay const.

R > .-° {HHHHJ/_]
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0 a Strucny (vod do teorie diferencalnich forem

Stuery (vod do teorie Budiz U otewena oblast \R". p—formu naU dostaneme takie najdeme
v kazdem boa P € U p—formu v tomto bo@ spojifym zplisobem. Tutk
Hodge-ho *-opeitor p—forma na reprezentaci
Odv<_)zeri1 Maxwellovych
rovnic . 1 n d H
Odvoze w = aH(X,...,X) X,
Navier-Stokesoych rovnic
e kde funkcean (X) jsou spojie funkce naJ, diferencovatela libovolné
1-formy: intensita pole kré.t
Hustota tok a hustota Je-liw néjalka p—forma an nejaka g—forma nal, pakw A nje (p + q)—
proudu
torr hstota 6o forma naU:
-formy: hustota aboje H K
Vnéj soltin a w = Z aHdX , 11 = Z bKdX s
Poyntingova 2-forma
Statistick/ popis pak
jem n n r H K
o e ooy o wAn =" anbkdx"dx
nahodra pole

Momento\e rovnice a
problem jejich uzawran

Alikace 1
Aplikace 2

Funkcioralni derivace

[TTT]
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Strueny Gvod do teorie
diferencalnich forem

Hodge-ho *-opedtor

Odvozem Maxwellowch
rovnic

Odvozen
Navier-Stokesaych rovnic

0-formy: skahrri
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1-formy: intensita pole

Hustota toku a hustota
proudu

3-formy: hustota aboje

Vnéjsi soltin a
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Pojem stedri hodnoty pro
nahodré vel€iny a
nahodra pole

Momento\e rovnice a
problem jejich uzawran

Alikace 1
Aplikace 2

Funkcioralni derivace

Strucny uvod do teorie diferencalnich forem

Napiklad 1-forma
w = Pdx+ Qdy + Rdz

mlize byt ztotaznéna s obgejnym vektorowym polem @, Q, R) € R3
2-forma
a = Ady A dz+ Bdz A dx + Cdx A dy

mlZe byt ztotaznéna s vektorogm polem v pohrrich sotiadnidch vR3.
Ozn&me symbolem
FP(U)

mnazinu (soubor, totality) 8echp—form naU. Specalné F°(U) je
mnazina \V5ech hladitch funkd naU. Zavedeme operadi, ktera prevad
kazdou p—formuw na (p + 1)-formu dw.

[TTT]

e ~ . T
>y [
EVROPSKA UNIE ¥ !

12/100



? B
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Statistick/ popis
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Momento\e rovnice a
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Alikace 1
Aplikace 2

Funkcioralni derivace

Strucny uvod do teorie diferencialnich forem

V R3 pro 0-formu, tedy funkcif mame

of of of

df = —dx+ —dy+ —dz.

0X oy 0z

Pro 1-formuw mame

OR aQ

dw—(

0P OR
+(E — &)dZ/\ dx+

(3 - @)dmdy,

PN " ..
* * ..
* * °
* * ** f °
EVROPSKA UNIE ¥
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Strueny Gvod do teorie
diferencalnich forem
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1-formy: intensita pole
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proudu
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Vnéjsi soltin a
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Pojem stedri hodnoty pro
nahodré vel€iny a
nahodra pole

Momento\e rovnice a
problem jejich uzawran

Alikace 1
Aplikace 2

Funkcioralni derivace

Strucny uvod do teorie diferencialnich forem

a koné€né pro 2-formux dosavame

Opeiatord zahrnuje obgejny gradient, rotaci a divergenci. Oaord se
naz/vavnejsi derivad (exterior derivative)

{IHIIHIy

" [ )
* -
** ** ..
* * ° = ’
* * —
[ )
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Strueny Gvod do teorie
diferencalnich forem
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Aplikace 2

Funkcioralni derivace

Strucny uvod do teorie diferencialnich forem

Formalné mizeme formulovat asleduici vétu: Existuje jednoznény
opea@tor
d: FP(U) - FP(U)

tak, ze

() dlw+n) =dw+dn
(i) d(AAw) =diApu+(-1) 90 A dy
(i) pro kazde w je d(dw) = 0, (Poincareho lemma)
(iv) pro kazdou funkcif je
of

df - ﬁdxl

[TTT]
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Strueny Gvod do teorie
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Hodge-ho *-opedtor

Odvozem Maxwellowch
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Odvozen
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0-formy: skahrri
potencaly

1-formy: intensita pole

Hustota toku a hustota
proudu
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Vnéjsi soltin a
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Momento\e rovnice a
problem jejich uzawran

Alikace 1
Aplikace 2

Funkcioralni derivace

Strucny uvod do teorie diferencialnich forem

Pozramka k Poincarho lemmatu:

vlastnost (iii) nemnic jineho, n& rovnost siserych druhych parcalnich

derivad. To je zdroj \etSiny podmnek integrability u par@lnich
diferencalnich rovnic a diferend@lni geometrie.

Poincagho lemma ra, naiklad, tento disledek:

rot(grad f) =0
div(rotv) =0.

[TTT]
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Alikace 1
Aplikace 2

Funkcioralni derivace

Strucny uvod do teorie diferencialnich forem

Budiz dana forma
w = Adydz + Bdzdx + Cdxdy
Ulohou je: nakzt formu
a = Pdx + Qdy + Rdz

tak, aby

do =w.

*

e, ~ s J[mumy
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Aplikace 2

Funkcioralni derivace

Strucny uvod do teorie diferencialnich forem

Uloha vede ndilohu nalezentf nezramych funkad P, Q, R tfi
proménrych x,y, ztak, ze sysém

R 9Q _
oy 0z
P R

0P _OR_

A

0z  Ox
9Q 9P
ox oy

C

tfi parcalnich diferencalnich rovnic jeresitery za podninky

oA 9B _9C _
ox oy o0z

[TTT]
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Hodge-ho *-opeator

Odvozem Maxwellowch
rovnic

Odvozen
Navier-Stokesaojch rovnic

0-formy: skahrr
potencaly

1-formy: intensita pole H O d g e - h O *'O pe ',ato r

Hustota toku a hustota
proudu

3-formy: hustota aboje

Vnéjsi soltin a
Poyntingova 2-forma

Statistick/ popis

Pojem stedri hodnoty pro
nahodré velCiny a
nahodra pole

Momentoe rovnice a
problem jejich uzairan

Alikace 1

Aplikace 2

Funkcioralni derivace
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Odvozen
Navier-Stokesajych rovnic

O-formy: skahrri
potencaly

1-formy: intensita pole

Hustota toku a hustota
proudu

3-formy: hustota aboje
Vnéjsi soltin a
Poyntingova 2-forma
StatisticK/ popis
Pojem stedri hodnoty pro
nahodre veliiny a
nahodra pole
Momentoe rovnice a
problem jejich uzawan
Alikace 1

Aplikace 2

Funkcioralni derivace

Hodge-ho *-operator

NechtL ma vniffni solEin (o, 8). Definujme operact, kterou nagvame

Hodge-ho *-opeator. Je to linérn transformace APL na A" PL

P n-p
*:/\L—>/\L.

EVROPSKA UNIE
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NN

[TTT]

L NI

20/100



? B

Strueny Gvod do teorie
diferencalnich forem
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O-formy: skahrri
potencaly

1-formy: intensita pole

Hustota toku a hustota
proudu

3-formy: hustota aboje
Vnéjsi soltin a
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Pojem stedri hodnoty pro
nahodre veliiny a
nahodra pole
Momentoe rovnice a
problem jejich uzawan
Alikace 1

Aplikace 2

Funkcioralni derivace

Hodge-ho *-operator

Uvedeme piklad.

Meéjme 4-prostor se seadnicemi normalizovami tak ze
{dxt, dx?, dx3, dt} je ortonorn@lni base tako#, ze
(dx',dx) = 1, (dt,dt) = —1. Pak

+1 = dxtdx?dx3dt

+(dX dt) = dx dx
kde ¢, j,K) je cyklicke usp@adan,

w(dx) dxX¥) = —dxX dt

«(dxtdxedxdt) = 1.

[TTT]
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Hodge-ho *-opeator

Odvozemn Maxwellowch

rovnic
Odvozemn Maxwellowc
rovnic

Odvozen
Navier-Stokesoych rovnic

O-formy: skahrri
potencaly

Odvozen Maxwellovych rovnic

Hustota toku a hustota
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3-formy: hustota aboje
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Poyntingova 2-forma

Statistick/ popis

Pojem stedri hodnoty pro
nahodre veliCiny a
nahodra pole

Momento\e rovnice a
probkem jejich uzawran

Alikace 1

Aplikace 2

Funkcioralni derivace
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Alikace 1
Aplikace 2

Funkcioralni derivace

Odvozen Maxwellovych rovnic

V klasické teorii elektromagneti@ho pole se zatwame vztahem mezi
nasleduicimi veli¢inami, kteé jsou funkcemttvefice (xt, x2, x3, t):

E = elektricke pole H = magneticlk pole

B = magneticl indukce J = hustota elektric&ho proudu

D = dielektricky posun p = hustota aboje.

N\
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Funkcioralni derivace

Odvozen Maxwellovych rovnic

Polazme ( je rychlost setla)

a = (E1dxt + Edx® + Esdx®)(cdt) + (Brdx? A dxC+

+Bodx® A dxt + Bgdx! A dx?)

b

B = (Hidx! + Hadx? + Hadx®)(cdt) + (D1dX% A dXC+

+Dodx3 A dxt + D3dxt A dx?)

b

y = (10X A dx + Jdx3 A dxt + Jzdxt A dx?)dt—

—pdxt A dx? A dX.

N\
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Aplikace 2

Funkcioralni derivace

Odvozen Maxwellovych rovnic

Véta 1: Maxwellovy rovnice teorie elektromagnetiehko pole madjtvar
da=0

d8 +4ny =0

Véta 2: Prvn rovnice pedchoz véty ve vektoroem tvaru implikuje tyto
dve rovnice:

10B o . .,
rotE = _(_:aa_t Faradawv indukcni zakon

4 10D o .
rotH = —J+ 19D Ampeéruv zakon
C c ot

druha rovnice pedchoz vety ve vektoroem tvaru implikuje tyto de
rovnice:
div D = 47p rovnice kontinuity

div B = 0 neexistence voho magnetismu

e ~ . T
>y [
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Odvozen Maxwellovych rovnic

Jestlze powijeme operacd na formuy, dosavame

dy =0
a po katkem wpoctu doshvame vektoroy tvar

: op
dvl+ —=0
IVJd + ot

coz je rovnice kontinuity pro elektrigktok.

N\
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Odvozen Maxwellovych rovnic

Ve vakuu se 8echny vztahy zjednodu
E=D, H=B,

J=0, p=0,
takze Maxwellovy rovnice dostvaj tvar

10H

rotE =—-——— divE=0

c ot
10H

rotH = —— divH =0.

c ot
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* * ..
* * °
** . ** f ’
EVROPSKA UNIE ¥

i

NN

]

[TTT]

L NI

27/100



? B

Strueny Gvod do teorie
diferencalnich forem

Hodge-ho *-opeator

Odvozeim Maxwellowch
rovnic

Odvozen
Navier-Stokesaych rovnic

O-formy: skahrri
potencaly

1-formy: intensita pole

Hustota toku a hustota
proudu

3-formy: hustota aboje

Vnéjsi soltin a
Poyntingova 2-forma
Statistick/ popis

Pojem stedri hodnoty pro
nahodre veliCiny a
nahodra pole

Momentoe rovnice a
probkem jejich uzawran

Alikace 1
Aplikace 2
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Odvozen Maxwellovych rovnic

Zavedme do 4-prostoru Lorenzovu metriku kde
(dxt, dx?, dx3, dt)
je ortonornalni base:
(dX'dx)) = 65, (dx,cdt) =0, (cdt,cdt) =-1.
Aplikujme Hodgehox—opeiator:
#(dxt A dx?) = —dx3(cdt), atd.

#(dxt A cdt) = dx2dx®,  atd. .

[TTT]
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Odvozen Maxwellovych rovnic

Vidime, ze

a = (Egdxt + - --)(cdt) + (Hidxdx® + - - ),

B =—(Hdxt + - - )(cdt) + (E1dx%dx® +---).

Nasled® vidime,ze Maxwellovy rovnice ve vakuu ngiaji velice

jednoduch tvar:

da =0
dxa=0

N\

)

[TTT]

R !? W@%_;“{ |
EVROPSKA UNIE f = 29/ 100




0 a Odvozeri Maxwellovych rovnic

Strueny Gvod do teori 2 .
difrelfer?l/clg\llr?ﬂch ?or(zcr):e Zavedme 1'f0rmy
Hodge-ho *-opeator 1 5
Odvozeii Maxwellovych w1 = E]_dX + Ede + E3dX3
rovnic
wy = B1dx?dx® + Bodx3dx! + Bzdxtdx?
Od f
Na\\//i?ezr?gtokesojoch rovnic w3 = H_’]_dxl + H2dX2 + H3dX3
O-formy: skahrri
potencly w4 = D1dx2dX° + Dodx3dxt + Dadxtdx?

1-formy: intensita pole

ws = \Jl(IIXZdX3 + szX3Xm + J3XmdX2
Hustota toku a hustota
proudu
3-formy: hustota aboje

Vnéjsi soltin a
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Pojem stedri hodnoty pro
nahodre veliCiny a
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Odvozen Maxwellovych rovnic

Tyto formy obsahujpouze prostoro¥ diferencaly. Zavedme symbolem
d’ vnéjsi derivaci pouze vzhledem k prostofea promenrym. Zavedne
casowe derivace)/ot ve tvaru

0

a((,ul) = ¢, = E;dxt + - - etc.

Pri tomto wbéru diferencalnich forem dosavaj Maxwellovy rovnice tvar

1
dw = -=¢
w1 CCUZ
g A +1.
w3 = —w —W
3 C 5 C4
(YCUZZZ 0

d'wa = drpdxtdxidc?

Tyto formy vywijeme vcasti pojedavajci o Poyntingoe 2-forne.

e ~ . J[mumy
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1-formy: intensita pole
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proudu
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Pojem stedri hodnoty pro
nahodre veli€iny a
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Momento\e rovnice a
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Odvozen Navier-Stokesowych rovnic
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Funkcioralni derivace

Odvozen Navier-Stokesowch rovnic

Uvazujme tekutinu pohybigi se v oblasti prostoriz3. Vektor polohy
X =(xV,2) = (X} X%, xX°).
V kazdemcasoem okanziku t je rychlostv v bode x
v =V(t,X) = (u,v,w) = (V}, V2, V).

Hustota tekutiny je skar
p = p(t,Xx) .
Ozn&me vektoroy plosny element povrchu jako

o = (dydz, dzdx, dxdy) .

[TTT]
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Funkcioralni derivace

Odvozen Navier-Stokesowch rovnic

Zména hmoty v kadem boa X € c3 za jednotkitasu je

dp
e dxdydz

takze celkowa Casowa zimena hmoty \c3 je

dp
L dedydz :

Predpokhdame zachoan hmoty v elementus, Cili musime vat v potaz

tok hraniad

op f
—dxdydz = — V-0.

Z Gaussovy &ty plyne

f pv.o:fdiv(pv)dxdxydz.
0C3 C3

e ~ . T
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Vnéjsi soltin a
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Funkcioralni derivace

Odvozen Navier-Stokesowch rovnic

Je-lics libovolna oblast, pak doatamerovnici kontinuity

% +div(pv) =0,

t.j. nutnou podrimku, kterou musproucen spihovat. Nasled@ odvodme

nékteg disledky.
Polazme

Q = p(dx — vidt)(dx? — v2dt)(dxE — v3dit)

Abychom spaitali dQ2, polozme

B = (dx — vidt)(dx? — v2dt)(dx® — Vidt)

N\
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Odvozen Navier-Stokesowch rovnic

Dostavame
OV 2 (O 12 OV _
dp =~ dxdtcha + dx (de dt)dx" _ dxidx (%dﬁdt) .

= (div v)dtdxtdx%dx®,
dQ = d(pB) =do A B + pdB =

= (a—pdt + Z %) A B + p(div v)(dtdx*dx*dx®) =

— [‘9_’) DI % + p(div v)](dtdxldxzdxs) .

e, ~ ..-° J[mumy
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Odvozen Navier-Stokesowch rovnic

Rovnice kontinuity je ekvivalenirvztahu

dQ=0.

Predpokbdejme zereSen zavid na pa&atecni podnince nebo na jich

parametrech
X = X(t,al,-'- ,a3)
tak,Zeq' jsou parametry a
OX

— =V.
ot

PN " ..
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Odvozen Navier-Stokesowch rovnic

Tedy

X X X
— = | — A — - i
(dxi — vidt) = ( i+ Y da) Vit = )" S da

takze

A(xt, x2, x3)
d(al, a?, ad)
Jelikaz dQ2 = 0, plyne odtudzedA /ot = O, Cili

Q=p datde?de® = A(t, @)detde’da’®

Q = A(x)datdeda’®

[TTT]
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Funkcioralni derivace

Odvozen Navier-Stokesowch rovnic

To znamen, zeQ je integi@lni invariant. Tedy, jsou-Ics, c; dve
3-dimensio@lni oblasti ve 4-prostoru(x), pak

fg:fg.
C3 C’3

Mame-li oblast? v Casety a je-li tabz oblastc; v aset;, mame

f opdxdydz = f pdxdydz
o ct

3 3

coz znamea, ze se hmota v prouh zachowava.

[TTT]
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Funkcioralni derivace

Odvozen Navier-Stokesowch rovnic

Nyni vySetime dynamicl pfipad. Fedpokbdejmeze prou@n je

neviskozn, takze tlak je #la na jednotkovou plochu v kaem boek, ktea
pusol ve snéru nornaly na kady element obsahigi tento bod vdy s

toutez velikost. Budiz
p=ptx) = tlak

F = F(t,x) = sila na jednotkovou hmotu

Budiz c3 zafixovara oblast v prostoru. Celk@vzrychlemveskee hmoty v

Czje

dv
fcg padxdydz :
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Poyntingova 2-forma
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Funkcioralni derivace

Odvozen Navier-Stokesowch rovnic

V danreméasoem okanziku se toto muisrovnat celkoe sle plsolici na

veSkerou hmotu 3, ktera je

f pFdxdydz — Po .
Ca3

0C3

Powitim Gaussovy &ty doshvame

f po = f (grad p)dxdydz
0C3 C3
tudiz

9

f(p% — pF + grad p)dxdydz =0.
e\ dt
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Odvozen Navier-Stokesowch rovnic

Odtud plyneze

dv 1
— =—F=-Z
I pgrad P,

coz je Eulerova pohybo#@ rovnice
Poznamenejmee toalni derivace je
dv  ov N oV y
dt ot ox
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Vnéjsi soltin a
Poyntingova 2-forma
StatisticK/ popis

Pojem stedri hodnoty pro
nahodre veliiny a
nahodra pole

Momentoe rovnice a
problem jejich uzawan

Alikace 1
Aplikace 2

Funkcioralni derivace

Odvozen Navier-Stokesowch rovnic

Predpokhdejme ze sla F je konzervativin
F=—gradV

kde
V =V(t,X)

je potencal.

Hypoteticky gledpokbdejmeze p ap jsou funkcioralné zavisk, to jest

dondp=0,

coz je napiklad pfipad isoterralniho prouckn. takze

_dp
.

dq

N\

)

[TTT]
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Strueny Gvod do teorie
diferencalnich forem

Hodge-ho *-opeator

Odvozeim Maxwellowch
rovnic

Odvozen
Navier-Stokesaych rovnic

0-formy: skahrri
potencaly

1-formy: intensita pole

Hustota toku a hustota
proudu

3-formy: hustota aboje

Vnéjsi soltin a
Poyntingova 2-forma
StatisticK/ popis

Pojem stedri hodnoty pro
nahodre veliiny a
nahodra pole

Momentoe rovnice a
problem jejich uzawan

Alikace 1
Aplikace 2

Funkcioralni derivace

Odvozen Navier-Stokesowch rovnic

V tomto pfipaceé mizeme definovat funkaj = q(t, x) vztahem

tX) o
- [
0 P

Pohybow rovnice Ize napsat ve tvaru

nebo

to jest

dv
i —grad(V + Q)

% = —grad(V +q), atd.,

@+u@+v@+wﬁ——ﬁ(V+) atd
ot Vax Vay TWoz T Tax\ W &G

[TTT]
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Strueny Gvod do teorie
diferencalnich forem

Hodge-ho *-opeator

Odvozeim Maxwellowch
rovnic

Odvozen
Navier-Stokesaych rovnic

0-formy: skahrri
potencaly

1-formy: intensita pole

Hustota toku a hustota
proudu

3-formy: hustota aboje

Vnéjsi soltin a
Poyntingova 2-forma
StatisticK/ popis

Pojem stedri hodnoty pro
nahodre veliiny a
nahodra pole

Momentoe rovnice a
problem jejich uzawan

Alikace 1
Aplikace 2

Funkcioralni derivace

Odvozen Navier-Stokesowch rovnic

Definujmeenergii na jednotku hmoty
1
E = é(v.v)+V+q:

1

= (U +V+W)+V+(.

2
Zaverem definujmeavrenost (vorticity)

Oow ov ou Ow oV

ou

e=End)=(

PN " ..
* * ..
* * °
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0 a Odvozeri Navier-Stokesoych rovnic

Strueny Gvod do teorie S pd’jtej me

diferencalnich forem

Hodge-ho *-opeator

; ; oE ou ou ov. . owy du 0
Odvozei Maxwellowch Y= oy ou (V_ W_) ou 9 _
SZ:;;,'" 0X ¥ ot " 0X " OX * OX + ot + GX( +0)

Navier-Stokesaych rovnic

0-formy: skahrri
potencaly

1-formy: intensita pole = Vg — Wn

Hustota toku a hustota

proudu a pOdObé

3-formy: hustota aboje

Vnéjsi soltin a
Poyntingova 2-forma
StatisticK/ popis

Pojem stedri hodnoty pro
nahodre veliiny a
nahodra pole

Momentoe rovnice a
problem jejich uzawan

Alikace 1
Aplikace 2

Funkcioralni derivace

[TTT]
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Strueny Gvod do teorie
diferencalnich forem

Hodge-ho *-opeator

Odvozeim Maxwellowch
rovnic

Odvozen
Navier-Stokesaych rovnic

0-formy: skahrri
potencaly

1-formy: intensita pole

Hustota toku a hustota
proudu

3-formy: hustota aboje

Vnéjsi soltin a
Poyntingova 2-forma
StatisticK/ popis

Pojem stedri hodnoty pro
nahodre veliiny a
nahodra pole

Momentoe rovnice a
problem jejich uzawan

Alikace 1
Aplikace 2

Funkcioralni derivace

Odvozen Navier-Stokesowch rovnic

+ — =V{—Wp

— + = =W-Ul

+ = Uun —Vé

coz je ekvivalentinvektoro\emu Apisu

gradE+@:v><£.

ot

"
* *
*
. f
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Strueny Gvod do teorie
diferencalnich forem

Hodge-ho *-opeator

Odvozeim Maxwellowch
rovnic

Odvozen
Navier-Stokesaych rovnic

0-formy: skahrri
potencaly

1-formy: intensita pole

Hustota toku a hustota
proudu

3-formy: hustota aboje

Vnéjsi soltin a
Poyntingova 2-forma
StatisticK/ popis

Pojem stedri hodnoty pro
nahodre veliiny a
nahodra pole

Momentoe rovnice a
problem jejich uzawan

Alikace 1
Aplikace 2

Funkcioralni derivace

Odvozen Navier-Stokesowch rovnic

Uvazujme diferen@lni formu

w = udx + vdy + wdz — Edt .

dw = (£dydz + ndzdx + Zdxdy) + dt(u.dx + vidy + w;dz)

—(Exdx + Eydy + E,dz)dt ,

dw = (£dxdy + ndzdx + Zdxdy) + dt[(v¢ — wn)dXx+

(W& — ug)dy + (un — v&)dz] .

N\

)

[TTT]
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Strueny Gvod do teorie
diferencalnich forem

Hodge-ho *-opeator

Odvozeim Maxwellowch
rovnic

Odvozen
Navier-Stokesaych rovnic

0-formy: skahrri
potencaly

1-formy: intensita pole

Hustota toku a hustota
proudu

3-formy: hustota aboje

Vnéjsi soltin a
Poyntingova 2-forma
StatisticK/ popis

Pojem stedri hodnoty pro
nahodre veliiny a
nahodra pole

Momentoe rovnice a
problem jejich uzawan

Alikace 1
Aplikace 2

Funkcioralni derivace

Odvozen Navier-Stokesowch rovnic

Jsou-licy, ¢, dve 2-dimensioalni oblasti ve 4-prostoru(x), pak

fdcu:fda).
Co C'2

Tedy, mame-li oblast:g v Easelp a je-li tatz oblastc; v Caset;, mame

f (édydx + ndzdx + Zdxdy) =
c

f (édydx + ndzdx + Zdxdy) .
c;

Tento Wsledek se nawa Helmholtzova eta o zacho&ni zavrfenosti

N\

)

[TTT]
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Strueny (vod do teorie
diferencalnich forem

Hodge-ho *-opeator

Odvozen Maxwellovych
rovnic

Odvozen
Navier-Stokesaych rovnic

0-formy: skahrri

potencaly
O-formy: skaarn
potencaly

1-formy: intensita pole

Hustota toku a hustota
proudu

3-formy: hustota aboje

s

Vnéjsi soltin a
Poyntingova 2-forma

Statistick popis

Pojem stedri hodnoty pro
nahodre veli€iny a
nahodra pole

Momento\e rovnice a
problem jejich uzatran

Alikace 1

Aplikace 2

Funkcioralni derivace

INVESTICE DO ROZVOJE VZIELAV ANI

O-formy: skalarni potencialy

*
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? B

Strueny Gvod do teorie
diferencalnich forem

Hodge-ho *-opeator

Odvozeim Maxwellowch
rovnic

Odvozen
Navier-Stokesaych rovnic

0-formy: skahrri
potencaly

1-formy: intensita pole

Hustota toku a hustota
proudu

3-formy: hustota aboje

Vnéjsi soltin a
Poyntingova 2-forma
StatisticK/ popis

Pojem stedri hodnoty pro
nahodre veliiny a
nahodra pole

Momentoe rovnice a
problem jejich uzawan

Alikace 1
Aplikace 2

Funkcioralni derivace

O-formy: skalarni potencialy

0-formy jsou funkce a jsou "integr@ny”tim zplisobemze jsou paitany
v bocg, Cili oblast integrace je bod. #kladem je funkce 8 a obecwy tvar

je f(x,y,z---) atvdi koeficienty u forem v§sihoradu.
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Strueny (vod do teorie
diferencalnich forem

Hodge-ho *-opeator

Odvozen Maxwellovych
rovnic

Odvozen
Navier-Stokesaych rovnic

0-formy: skahrri
potencaly

1-formy: intensita pole

1-formy: intensita pole

Hustota toku a hustota
proudu

3-formy: hustota aboje

Vnéjsi soltin a
Poyntingova 2-forma

Statistick/ popis

Pojem stedri hodnoty pro
nahodré velCiny a
nahodra pole

Momentoe rovnice a
problem jejich uzairan

Alikace 1

Aplikace 2

Funkcioralni derivace

INVESTICE DO ROZVOJE VZIELAV ANI

1-formy: intensita pole

*
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Strueny Gvod do teorie
diferencalnich forem

Hodge-ho *-opeator

Odvozeim Maxwellowch
rovnic

Odvozen
Navier-Stokesaych rovnic

0-formy: skahrri
potencaly

1-formy: intensita pole

Hustota toku a hustota
proudu

3-formy: hustota aboje
Vnéjsi soltin a
Poyntingova 2-forma
StatisticK/ popis
Pojem stedri hodnoty pro
nahodre veliiny a
nahodra pole
Momentoe rovnice a
problem jejich uzawan
Alikace 1

Aplikace 2

Funkcioralni derivace

1-formy: intensita pole

1-formy maj oblast integrace kivky. Pfikladem je 1-forma?dx + zdy a
obecry tvar jea;dx + aody + azdz V teorii EM jde napiklad o velCiny:
Intenzita elektrickho poleE, intenzita magneticho poleH a jde v
podstaé o vektory. 1-forma je reprezentmva graficky jako plocha v
prostoru. Pro konzervativipole jsou plochy asociovéms 1-formou
ekvipotencalnimi plochami. Napiklad diferencal dx je reprezento&n
plochami kolnymi k osex, dy reprezentuje plochy kolenk osey a
diferencal dz representuje plochy, ktejsou kolné k osez. Linearn
kombinace diferenéiti ma plochy, ktegé jsou v obeca poloze k
souadrym osam.
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Strueny Gvod do teorie
diferencalnich forem

Hodge-ho *-opeator

Odvozeim Maxwellowch
rovnic

Odvozen
Navier-Stokesaych rovnic

0-formy: skahrri
potencaly

2-formy: hustota toku (flux density), hustota
proudu (current density)

2-formy: hustota toku (flux
density), hustota proudu
(current density)

3-formy: hustota aboje
Vnéjsi soltin a
Poyntingova 2-forma
Statistick/ popis

Pojem stedri hodnoty pro
nahodre veli€iny a
nahodra pole

Momentoe rovnice a
probkem jejich uzawran
Alikace 1

Aplikace 2

Funkcioralni derivace - e J[m”my
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Strueny Gvod do teorie
diferencalnich forem

Hodge-ho *-opeator

Odvozeim Maxwellowch
rovnic

Odvozen
Navier-Stokesaych rovnic

0-formy: skahrri
potencaly

1-formy: intensita pole

Hustota toku a hustota
proudu

3-formy: hustota aboje
Vnéjsi soltin a
Poyntingova 2-forma
Statistick/ popis
Pojem stedri hodnoty pro
nahodre veli€iny a
nahodra pole
Momentoe rovnice a
probkem jejich uzawran
Alikace 1

Aplikace 2

Funkcioralni derivace

2-formy: hustota toku (flux density), hustota proudu

(current density)

2-formy maj oblast integrace plochy. fkladem je 2-forma

e’dxdy + e*dzdx a obecw tvar 2-formy jeB,dydz + B.dzdx + Bzdxdy. V
teorii EM jde napiklad o veltCiny: hustota elektricgho tokuD, hustota
magneticleho tokuB, hustota elektrickho proudu a jde v podstat o
vektory. Geometricky Ize 2-formy representovat jako "trubky”, kter
spojuj zdroje toki. Nagiklad 2-formadxdy je reprezento@na plochami

1-foremdx a dy, ktere jsou na sebe superporamy.

)
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Strueny (vod do teorie
diferencalnich forem

Hodge-ho *-opeator

Odvozen Maxwellovych
rovnic

Odvozen
Navier-Stokesaych rovnic

0-formy: skahrri
potencaly

1-formy: intensita pole

Hustota toku a hustota
proudu

3-formy: hustota aboje
3-formy: hustota aboje
Vnéjsi soltin a
Poyntingova 2-forma

Statistick/ popis

Pojem stedri hodnoty pro
nahodré velCiny a
nahodra pole

Momentoe rovnice a
problem jejich uzairan

Alikace 1

Aplikace 2

Funkcioralni derivace

INVESTICE DO ROZVOJE VZIELAV ANI

3-formy: hustota naboje

*
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Strueny Gvod do teorie
diferencalnich forem

Hodge-ho *-opeator

Odvozeim Maxwellowch
rovnic

Odvozen
Navier-Stokesaych rovnic

0-formy: skahrri
potencaly

1-formy: intensita pole

Hustota toku a hustota
proudu

3-formy: hustota aboje
Vnéjsi soltin a
Poyntingova 2-forma
StatisticK/ popis

Pojem stedri hodnoty pro
nahodre veliiny a
nahodra pole

Momentoe rovnice a
problem jejich uzawan

Alikace 1
Aplikace 2

Funkcioralni derivace

3-formy: hustota naboje

Néktee skaarn veliCiny jsou hustoty a mohouybintegrovany [Fes
objem. Pro jire skahrn veliCiny, jako napiklad elektrick/ potencal,
nema objemoy integal zadry vyznam.Fikladem 3-formy je

(X + y)dxdydz a jejich obecw tvar jegdxdydz. V teorii EM jde najiiklad o
hustotu elektrickho rabojep. 3-formy jsou representawny femi
mnazinami ploch v prostoru, ktérse pranaj tak, aby tvaily kvadry.

N\
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Strueny (vod do teorie
diferencalnich forem

Hodge-ho *-opeator

Odvozen Maxwellovych
rovnic

Odvozen
Navier-Stokesaych rovnic

0-formy: skahrri
potencaly

1-formy: intensita pole

Hustota toku a hustota
proudu

3-formy: hustota aboje

Vneéjsi soLtin a
Poyntingova 2-forma

Vnéjsi soltin a
Poyntingova 2-forma

Statistick popis

Pojem stedri hodnoty pro
nahodre veli€iny a
nahodra pole

Momento\e rovnice a
problem jejich uzatran

Alikace 1

Aplikace 2

Funkcioralni derivace

Vnegjsi sowcin a Poyntingova 2-forma

S T3l
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Strueny Gvod do teorie
diferencalnich forem

Hodge-ho *-opeator

Odvozeim Maxwellowch
rovnic

Odvozen
Navier-Stokesaych rovnic

0-formy: skahrri
potencaly

1-formy: intensita pole

Hustota toku a hustota
proudu

3-formy: hustota aboje

Vnéjsi soltin a
Poyntingova 2-forma

StatisticK/ popis

Pojem stedri hodnoty pro
nahodre veliiny a
nahodra pole

Momentoe rovnice a
problem jejich uzawan

Alikace 1
Aplikace 2

Funkcioralni derivace

Vneéjsi sowtin a Poyntingova 2-forma

Uvazujme formy

w1 = Exdxt + Exdx? + Esdx®

wy = B1dx?dx® + Bodx3dx! + Bzdxtdx?
w3 = Hydx! + Hadx? + Hazdx®

w4 = D1dx2dX° + Dodxdxt + Dadxtdx?
ws = J1dx%dxC + Jodxdx! + Jedxtdx?

[TTT]
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Strueny Gvod do teorie
diferencalnich forem

Hodge-ho *-opeator

Odvozeim Maxwellowch
rovnic

Odvozen
Navier-Stokesaych rovnic

0-formy: skahrri
potencaly

1-formy: intensita pole

Hustota toku a hustota
proudu

3-formy: hustota aboje

Vnéjsi soltin a
Poyntingova 2-forma

StatisticK/ popis

Pojem stedri hodnoty pro
nahodre veliiny a
nahodra pole

Momentoe rovnice a
problem jejich uzawan

Alikace 1
Aplikace 2

Funkcioralni derivace

Vneéjsi sowtin a Poyntingova 2-forma

Zavedme formu

C
4—0)1 N\ w3 = SlXm + SdeZ + Sng3 .
7T
Vypottem a ievedeim do vektoroeho tvaru dostvamePoyntingiv

vektor toku energies

C
S=—ExH,
A

kde x je klasicky vektorow solCin.

[TTT]
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Strueny Gvod do teorie
diferencalnich forem

Hodge-ho *-opeator

Odvozeim Maxwellowch
rovnic

Odvozen
Navier-Stokesaych rovnic

0-formy: skahrri
potencaly

1-formy: intensita pole

Hustota toku a hustota
proudu

3-formy: hustota aboje

Vnéjsi soltin a
Poyntingova 2-forma

StatisticK/ popis

Pojem stedri hodnoty pro
nahodre veliiny a
nahodra pole

Momentoe rovnice a
problem jejich uzawan

Alikace 1
Aplikace 2

Funkcioralni derivace

Vneéjsi sowtin a Poyntingova 2-forma

Nyni miizeme formulovat tzv. Poyntigoviéwi:
Poyntingova eta.Plat

CBH+EJ+ ZED+divS=0.
Vil Vil

Budiz opetd’ vnéjsi derivace pouze vzhledem k prostoyav promennym.
Pak name
d' (w1 A w3) =d' w1 Awsz—wi Ad'wsz =

(1.)/\ /\(47r +1.)
=(——w W2 — W —ws + —Wyg) =
C2 3 1 c 5 C4

1./\ A \ 1 A
= ——W2/\NW3— —wW1 /\NWs — —W1 \NWg .
C C C

Nyni stefi vysledek pevest ot do vektoroeho tvaru.

{IHIIHIy
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Strueny Gvod do teorie
diferencalnich forem

Hodge-ho *-opeator

Odvozeim Maxwellowch
rovnic

Odvozen
Navier-Stokesaych rovnic

0-formy: skahrri
potencaly

1-formy: intensita pole

Hustota toku a hustota
proudu

3-formy: hustota aboje

Vnéjsi soltin a
Poyntingova 2-forma

StatisticK/ popis

Pojem stedri hodnoty pro
nahodre veliiny a
nahodra pole

Momentoe rovnice a
problem jejich uzawan

Alikace 1
Aplikace 2

Funkcioralni derivace

Vneéjsi sowtin a Poyntingova 2-forma

Budiz opetd’ vnéjsi derivace pouze vzhledem k prostoyav promennym.
Pak mame
d' (w1 Aws=dwi Awz —wy Ad'ws =

(1.)/\ /\(47r +l.)
=(——w w3 — W —w —wa) =
Cz 3 1 c 5 C4

1. \ 4 \ 1 N
= —wWrAWw3— —w1 Aws — —wW1 A Wy .
Cz 3 c w1 5~ W1 4

Nyni steCi vysledek pevest ot do vektoroeho tvaru.
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Strueny Gvod do teorie
diferencalnich forem

Hodge-ho *-opeator

Odvozeim Maxwellowch
rovnic

Odvozen
Navier-Stokesaych rovnic

0-formy: skahrri
potencaly

1-formy: intensita pole

Hustota toku a hustota
proudu

3-formy: hustota aboje

Vnéjsi soltin a
Poyntingova 2-forma

StatisticK/ popis

Pojem stedri hodnoty pro
nahodre veliiny a
nahodra pole

Momentoe rovnice a
problem jejich uzawan

Alikace 1
Aplikace 2

Funkcioralni derivace

Vneéjsi sowtin a Poyntingova 2-forma

Pro €lesa v klidu pedpokbdejmezeD = «E, B = uH, kde dielektricla
konstantac a permeabilita: jsou konstantnv Case. Pak Poyntingovata
pfechaz na

ou

—— =di E.
e divS + E.J,

kde 1
u=—(%E? + uH?
8r

je hustota energie pole. VéinaE.J se nayvatepelra chemicla aktivita.
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Strueny (vod do teorie
diferencalnich forem

Hodge-ho *-opeator

Odvozen Maxwellovych
rovnic

Odvozen
Navier-Stokesaych rovnic

0-formy: skahrri
potencaly

1-formy: intensita pole

Hustota toku a hustota
proudu

3-formy: hustota aboje

Vnéj§i soltin a
Poyntingova 2-forma

Statistick/ popis

Pojem stedri hodnoty pro
nahodre veli€iny a
nahodra pole

Momento\e rovnice a
probkm jejich uzatran

Alikace 1

Aplikace 2

Funkcioralni derivace

Statisticky popis proudéni kapalin

S T3l

* g *
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INVESTICE DO ROZVOJE VZIELAV ANI




Strueny (vod do teorie
diferencalnich forem

Hodge-ho *-opeator

Odvozen Maxwellovych
rovnic

Odvozen
Navier-Stokesaych rovnic

0-formy: skahrri
potencaly

1-formy: intensita pole

Hustota toku a hustota
proudu
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Stredri hodnotou nazvemeyvaz

f(xl,xg,xg,t):ffj::ff(xl—fl,xz—fz, (1)

X3 — &3, 1 — 7) X w(&1, &2, &3, T)dE1AEAERdT, (2)
(3)

kde
w(é, 1)

je néjaka vahowa “funkce (@inou neaporra), kteé sphuje normovac

podninku
f f f f w(&1, &2, &3, 7)dE1dEXAERdT = 1.

[TTT]
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Pojem stedni hodnoty pro nahodné veliciny a nahodna
0] a J YPp y

pole
Suery fvad do teorie Ukazalo seze jalkakoliv volba funkcew mud splnovat rasleduicich 5
Hodge-ho *-opeittor vztahl (O. Reynolds, 1894): B
Odvozei Maxwellovych Reynoldsovy podimky.Necht f, g jsou funkce. Sedr hodnotaf funkce
rovnic Ve v 7 o4 \% [o]
Odvozen f mug spihovat rasleduicich pet vztatu
Navier-Stokesaych rovnic — _
O-formy: skakuri 1 _+ g :_f + g
potencil 2. af = af, je-lia=const.
1-formy: intensita pole 3 a . e-|| q= const
Hustota toku a hustota 3_f_ a’a ?J _ .
proudu _ ot
3-formy: hustota aboje 4 E_S - is, kde S€ {Xl’ X2’ XS’ t}
VnéjE soltin a 5 g — fg

Poyntingova 2-forma
Statistick/ popis

Pojem stedri hodnoty pro
nahodre veliiny a
nahodra pole

Momento\e rovnice a
probkm jejich uzairan
Alikace 1

Aplikace 2

Funkcioralni derivace
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Podninku 4 je m@ne zangnit obecejsi podninkou zameény operace
sttedén a limitniho pechodu

im f, = lim T,

n—oo n—oo

Polazime-li ve vzorci 5 pedchoz definice postup@
g=1 g=h, g=h =h-hapouiitimrovnost 1 a 3, doshivame
dilezité vztahy

f=f f'=f-f=0, f

=fh fv=fh=0

-y

[TTT]
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Fakt existence hustoty(u) je mazné zapsat ve tvaru rovnosti

P{u < ui(x,t) < u+ du} = p(u)du,

kde ozng&en P{---} ozna&uje pravépodobnost jevu, ktgre uveden v

zavorkach. Tudz statisticla stedri hodnotau,(x, t) se rasledujcim

zpusobem vyadi prostednictvim p(u)

up(X,t) = I ) up(u)du.

(©0)

N\

)
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Soltasre znalost hustoty praegpodobnosti umtuje tale definovat
teoreticko-pravdpodobnostnsttedn hodnotu libovoliych funkad uy(x, t):

Flut 0] = [ Fpdu
Aby byla veli€inau;(x, t) jestnahodre pole je pfedreé nutre, aby hodnota
uy (M) = uy (X, t) tohoto pole v libovolem zafixovaem bod M = (x, 1)
caso-prostoru bylaahodnou veliinou. Proto je nut@, aby kade
kombinaci hodnok at odpovdala hustota prabodobnostpy (u), ktera
zavid od boduM = (x, 1).

[TTT]
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N-rozmérra hustota prav@podobnosti

PMM,...My (U1, U2, -+, UN)
je definovana vztahem

P{u; < ui(M1) < ug +dug, up < up(M2) < up +duy, - -

Un < U]_(MN) < Un + dUN} =

— leMz...MN(ul, u2, T, uN)dUlduz .. dUN

N\

)
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Pravdépodobnostisifedri hodnotaF libovolné funkceF (uy, - - - , uy)
zavisk na hodncﬁchul = Ul(Ml), U, = Ul(Mz), -+ ,UN = Ul(MN) je
definovana jako intedal

E:f f F(ul,...,uN)

PM;M,...My (U1, U, - -+, Un)dUs - - - duy,

kde pm,m,...my (U1, U2, - - -, Uyn)duy - - - duy je odpovdajici hustota
pravcepodobnosti

[TTT]
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Momenty rahodnych velCin. Momenty systmuN nahodrych veliCin
Uy, Up, - - - , Uy SN—rozmeérnou hustotou pravgodobnosti

p(ula P2, -, UN) naméme \g/razy

N G kn _
Bk1k2”’kN = U1 U2 s UN =

(09
ff "'fulfugz"'UENP(Ul,Uz,“- , Un)dugdu; - - - duy,
—Q0

kdeky, ko, - - -, kn jsou cel neaporratisla, jejictz soiet Y)Y, ki se
naz/varad momentuOkanvité vidime,ze momenty prvino radu jsou
stredrni hodnoty. Spoléné s obygejnymi momentyBy ,..k, jSOU rekdy
uziteCné rektee jejich spealni kombinace.
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Cent@alni momenty, t.j. momenty odchylek vélnug, up, - - - , uy 0d jim
odpowvdajicich stedrich hodnot:

Diokoky = (U — T )k (Up — T2 )2 - - - (Uy — Ty ).
Nap‘iklad proN = 1 dosGvame
by =0, by = B, - B, by = B3 — 3B,B; + 2B;

by = By — 4B1B; + 6B%B, — 3B7, . ..

[TTT]
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Nadefinujme pojem tzv. charakteristeekunkce:

Fourierova transformace hustoty prayddobnosti

OM MMy (61,62, -+ ,ON) =

ff "'felzi_lekukleMz...MN(ula Up, -+, Un)duids - - - duy

se nayva charakteristicka funkce odpovdaijici rozcélen
pravé@podobnosti. Jefejme, ze charakteristickou funkci tzeme vyadfit

ve tvaru
TN
¢M1M2'"MN(91, G2, -, 9N) = @ Zi=1 Okl

N\

)
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Momenty rahodrych veliCin I1ze vyjadfiit pomod charakteristick funkce

takto
o1, ,0N)

Biokyky = ()€

K=k +ky+---+Kky.

69‘;160;2, e ,60@' 01=0p=--=0N=0

Momenty K-ehotadu nahodreého poleu(M) se nagvaji hodnoty soginl

K hodnot pole:

Buu-u(M1, M2, - -+, Mk) = u(M)u(M2) - - - u(M).

N\

)
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Navier-Stokesovy rovnicgpolu s rovnickontinuity maj nasleduici tvar:

ouU,  oU, 1P U,
S u S - 2, k=123
K pox | oxdx%

o,

“i_0

aX;

Rozklad turbulence u skek rychlostitho pole a tlaku na Bdr hodnotu a
fluktuatni slozku: o B
Ui = Ui + uj, F)::F)+-p.
V] V] +am_____+vaZUi an_O
ot OXx  OX¢ -
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Nezrama velicina;
—pU;j Uk

ou — Ou 6Ui OU; Uy 3 OU; Uy _

Y § i REY
ot Kok T Koxe T oxe | oxe

Odvodme rovnici pro tuto nezamou vel€inu

[TTT]
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Rovnice proy; je

OUj
ot

— Ou oU:  du ou
—+Ukﬂ+uk i Uluk_ Uluk:

00Xk 00Xk i OXk

Analogicky 2skame rovnici prau;

(9Uj N
ot

— an 3Uj (9ujuk

Uk—+uk + —

0%k
10p 02Ui
+V—
P 0X; O X O Xk
(9ujuk B
an -

OXy OXk OXk
1 8p 82uj

+V—

P 5Xj OXOXk
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Vynasobme-li prvri rovnici veliCinouu; a druhou veltinouu;, se&€teme-li
obé rovnice a provedeme-li operaciesten, dosavame:

v
ot

+U 5Uin
K 9%,

—UjUk— —Ul— — ——— — —

_an _GU_J' (9UinUk 1[ '8p o”?p]_
(9Xk (9Xk 3Xk P

. . ~ OU Ui Ux “ - -
Jak vidme, rovnice pro drula momenty obsahujden aTjkk Coz je opet

nezrany, tentokat ttret moment. Zjeve, pcitali bychom rovnici proftet
moment, dostali bychorétvrty, opét nezamy, moment, atd.

{IHIIHIy
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Aplikace 1: Reynoldsovy rovnice pro prouceni kapalin

Efekt turbulence na Btdri tok mize byt objasén mnohemépe,
pfepSeme-li Reynoldsovy rovnice do tvaru

opU;  —aU; oP 0 ( oU;
— = - + pv
ot % OX\ 0%
Dodat&ne veliCiny —pUjU, na prae stram® rovnice majrozmer naj@t a
jsou zpusobeny turbulentm pohybem. Nagvaji seReynoldsova na@ii a
jejich efekt na gedn proud je podobyn zvySen viskozity pro lamirarn
proucen. Zminém nagt tvori tensor 2radu

- pm)

u? Uil UpUg
Uy U5 Ul
Usly Uzl U3

iuj =
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Aplikace 2: k-e model turbulentniho proudeni

a—k+U-a—k—v(an +6Uj)an e 2Ky, 02
ot J(9Xj - OX; 0% ] 0X; OX; t('J"Xj (9Xj5Xj,
de — Oe€
LU= =
a9k
. Ev(a_Ui+aU,-)an . e_2+ 0 o 8k)+v &€
k! 5Xj 0X; 5Xj 2K 8Xj t0Xj 0Xj5Xj’

kde druly moment fluktuacje zvolen takto (vitime,ze v tomto okaraiku
se jiz bez fyzilalni anal/zy neobejdeme):

oU; oV, ) 2

_ Zks
ox = ox ) 3

[TTT]
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Aplikace 2: k-e model turbulentniho proudeni

kdey; = ¢, je turbulentm viskozita,c, ~ 0.09,c,, =

1.44,c., ~
Modelovy koeﬁuentc:e2 byl ziskan z decay laws”pro homogenn

isotropn turbulenci,c, byl Ziskan experimeréiné i prouden kanalem
pri vysokych Reynoldsoych Cislech a koeficient,, byl vydedukoan

BU.

tak, aby co negpe modeloval vztahtiu; -+ o

N\

)
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Charakteristick funkcioral
a Hopfova rovnice

Strucny uvod do problematiky funkcionalnich derivaci

Pro jednoduchost:ahodra funkceu(x) zaviska na jedé pronenre
definovare na konéném intervalua < x < b osy x. Funkceu(x) je zadina
vSemi manymi rozcélerimi pravcepodobnosti pro jghodnoty

u(X1), Uu(x2), ..., u(Xn), kdexi, xo, ..., Xy je N libovolnych bod,
takowch, zea < x¢ < b. Nyni, budeme zgSovatN — oo a bodyx,
budeme vylrat tak, aby vzédlenostxy,; — Xx konvergovala k nule. Jako
hodnoty parametrd, vybereme zvame Wraz 0(xy)(Xks1 — Xk), kded(x)
je ngjalka funkce na intervalug, b]. Je-li funkced(x) takowa, ze integal
u[e)] = [ 60yu(x)dx

existuje skoro gude pro gechny realizace funkagx) (nagiklad v
Lebesgueo® smyslu), pak Iimitazﬁ':1 Ok proN — oo bude konvergovat
k integralu.
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Strucny uvod do problematiky funkcionalnich derivaci

b
O[O(X)] = expU[eI]] = exp{i f 9(x)u(x)dx}

7

N~/

Vyraz @ifazuje kade funkcig(x) nejake komplexm Cislo, t.j. ®[4(X)] je
funka funkce - je tofunkcional. Tento funkcio@l nazvame

charakteristicky funkcional nahodre funkceu(Xx).

N\

)
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Strucny uvod do problematiky funkcionalnich derivaci

Nyni budeme definovat pojem funkcialmi derivace. Funkcioal ®[6(X)]
se nayva diferencovatelym v boce 6p(X)], jestlize:

6®@[6o(X)] =

b b
D[A(X) + 56(X)] — D[6o(X)] = f A(X)50()dX + o[ f |5e(x)|dx]

jinak reCeno, jestlze existuje derivace
60D[00(X)] = 2 @[6o(X) + h1(X)]In-0, kterd miize byt vyjadiena ve tvaru

50@166(X)] = [} A)B(x)clx

[TTT]
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Charakteristick funkcioral
a Hopfova rovnice

Strucny uvod do problematiky funkcionalnich derivaci

Hodnota funkceA(x) v bock x = x; se nagvafunkcionalni (variaCni)
derivacefunkcioralu ®[0y(X)] vzhledem kd(x) v bock x = x;. vzhledem k
tomu,ze A(X) je koeficientem WO(x)dx v linearn Casti @irustku
0d[0o(X)], powziva se pro funkcioalni derivaci ozngen

o@[6o(X)]
o6(x)dx

= A(X).

Toto zn&en podtrhuje tak ten fakt,ze funkcioralni derivace je dvojnou

limitou

D[Oo(X) + 66(X)] — P[6o(X)]
J;, 66(X)dx

kde Wrazemdd(x) je chapana funkce, ktex je nenulo@a pouze na main
intervalu celky Ax obsahuici bod x.

SO0 _ |
= Im
50(X)dXx  166(x)—0,Ax—0

b

[TTT]
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a Hopfova rovnice

Strucny uvod do problematiky funkcionalnich derivaci

Nejjednod@sim prikladem diferencovateého funkciomlu je funkcioral
O[0(x)] = [ AXO()dx, kde je Zejme

6®[6o(X)]
56(xX)dx

= A(X).

Tento Apis je trochu nekorekinprotaze funkcioralni derivace by rala
zaviset na hodne@étfunkced(x), ve ktee de funkciodalni derivace paita.
Proto je korektaji
o@[6o(X)]
59(X1)dX1

Tuto prvri funkcioralni derivaci mizeme ot derivovat podle funkcé(x)
vV boCE X5:

= Alfo(X); Xa].

_ §*[O(X)]
B 59(X1)dX159(X2)dX2 .

o [6<D[60(x)] ]
06(X2)dXo L 66(X1)dXq

e ~ . J[mumy
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Charakteristick y funkcional a Hopfova rovnice

Budeme definovat charakteristickunkcioral pro statisticly popis
rychlostnho poleu(x, t) turbulentnho toku. Funkcioal ma tvar

(D[H(X’ t)] = (D[Hl(xa t)7 HZ(Xa t)a 03()(’ t)] =

:exp{i f f ) f f Z@k(x,t)uk(x,t)dxdt}.
o0 k=1

Zvolime-li specalné

N
(X, 1) = Z o (X — X )O(t — t)
k=1

kded je Diracova distribuce, dostaneme charakterigtiftknkce rozélen
pravepodobnosti pro hodnoty(xy, tx) poleu(x, t) na kon€né mnainé
bodl Caso-prostoruxy, t1), (X2, t2), - - - , (Xn, tn).

e ~ . T
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Z duvodu zjednodser zapisu zavedemeasleduici ozn&eri:

(6 o) = f@(M)u(M)dM,

kdedM = dxdt, dale

D[O(X, t)] = expfif o u}

Také zavedeme zkcere zna&en pro opeator variani derivace

5
56;(M)dM

Di(M) =

N\

)
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Pak name napklad

Di(M)D =i uj(M)exp{i(0 e u)},

D;j(M1)Dk(M2) = —uj(Mg)u(Mz)expfi(6 o u)}.

Derivujeme-li charakteristickfunkcioral podlet, dostaneme

oo . ou .
== |(9. E)exp[l(eo ul.
Nyni do tohoto vztahu dosatie Wraz

ou  duu, 1

— = — —Vp + vAu,
ot oa p Py

coz jsou deterministick Navier-Stokesovy rovnice.

[TTT]
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Po dosazen

o _ (oe]- 9 G000 — v Pawe | vaug )
ot 0X, 0

Zavedeme ozréen
1———
IT = —p v = TI[6(x); X, t].
P

Pak mizeme rovnici pepsat do tvaru

0D 0DD,D
(2

o2 _ ADD — iVIT
p ox, APl })

kde D = (D1, D,, D3) je vektorow opegtor funkcioralniho derivo\an.

[TTT]
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Vidime,ze nyn mame soustavu dvou rovnic pro dva naem funkcio
d[O(x, t)] aII[6(X); X, t]. Funkcioral IT je mazné ze sysmu vyloLLit,
prﬁtoie divergencewazui %—‘t‘ exp{i(0 e u)} se rovra nule. To plyne z
tohoze

U,
otox,

a exfdi(6 e u)} neavid nax.

[TTT]
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Lze ukazat,ze podninka rovnosti nule divergence vektogho poleu
(rovnice spojitosti) vede na

IT = :
0%, 0%g

ZapSeme-lireSen této rovnice v symbolickm tvaru

107D DIl
0%, 0%g3

2

kdeA™! je opeator inverzink Laplaceoe opeéatoruA.
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Dostaneme rovnici

— = | ——— - IVA™ ——
ot 0Xy 0X,0X3

tato rovnice j£ obsahuje pouze jeden funkcadm.

Vyuzitim toho,ze prou@n splnuje rovnici kontinuity lze ukzat,ze
existuje linern ope@ator L takow, ze k&demu vektoroemu polig(u)
pfifazuje solenoidlni vektorowe poled(x) = £6(x) s nulovou norralovou
slozkou na hranici oblasti a splijici rovnost @ e VII) = 0. Dosadme-li
dostivame

0D (9 . { 0DD,D N VAZ)(D})

oo ([~ 0DD,D

gy .(9. Kt
ot 0%,

Hopfova rovnicepro charakteristick funkciomal ®[6(x, t)]. Jelikaz je to

rovnice prviahofadu vzhledem Kasu, v principu raze byt nalezeno jé;
feSen s paateni podninkou®[6(X, tg)] = Do[O(X)]

) + vADO
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Vyznamnou vlastnosHopfovy rovnice je jgjlinearita. Tudz, e&koliv je
dynamika kapaliny nelireani (evoluce individ@lniho rychlostimho pole
u(x, t) se popisuje nelireimi rovnicemi), akladn problem statisticle
dynamiky turbulentrho toku (probém turbulence), jak se ukazuje, je
Ulohou linéarni. Dusledkem toho jeze pro charakteristigkfunkcioral
d[I(x, t)] plati princip superposice. Hopfova rovnicé padare paateni
podmince®g[d(X] je nejkompaktejsi formulad teorie turbulence jejiz
podstatou je znalost statistigdh charakteristik turbulentnosti nakdace
zadanych statistickch charakteristik péateniho pole rychlosti

u(X, to) = Uo(X).
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