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Uvod

Vsechny zndmé modely, které vykazovaly chaotické chovani, byly
dlouha desetileti spojovany s nelinearitou systémi a obecné podvédomi
diktovalo, ze chaos a nelinearita jsou spolu nerozlucitelné spojeny -
predpokladalo se, Ze chaos je projevem a zvyraznénim nelinearity, ktera
je prirozenou podstatou zkoumaného/pozorovaného systému. Naopak,
bylo a dosud je vSeobecné pokladano za fakt, ze linearni systémy se
chovaji predikovatelnym zptisobem.

Jaky je vsak skutecny vztah mezi nelinearitou a chaosem? Existuji
linearni systémy vykazujici chaotické chovani? Vztah mezi linearitou,
nelinearitou, dimensi fazového prostoru systému a chaosem lze zhruba
vyjadrit nasledovné:

A Konecna dimense a linearita implikuji "nechaoticnost";

B Konecna dimense a chaoticnost implikuji "nelinearitu";

C Chaoticnost implikuje "konecnou dimensi a nelinearitu"nebo
"nekonecnou dimensi".
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Uvod

NICMENE: v roce 1929 publikoval G.D. Birkhoff piiklad linearniho
operatoru, ktery ktery mél vyznamnou slozku, charakterizujici chaos:
existenci husté trajektorie/orbity. Pozdéji G.R. MacLane (1952) nalezl
ten samy jev u operatoru derivovani, ktery je zakladnim operatorem v
matematické analyze (MaclLane zkoumal postupné derivace
holomorfnich funkci na oteviené mnoziné komplexni roviny). Posléze S.
Rolewicz (1969) ukazal, Ze nejenom nelinearni posuvy (shifts), ale i
linearni posuvy mohou mit hustou orbitu. Tyto sporadické priklady vsak
motivovaly védce aby v osmdesatych letech 20. stoleti zacali studovat
dynamické vlastnosti linedrnich operatori. Operatory s hustou orbitou
dostaly sviij vlastni nazev: nazyvaji se hypercyklické operatory.
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Uvod

Dalsi vyznamny krok byl ucinén v praci G. Godefroy a J.H. Shapiro
(1991). Autori nejen ukazali celé nové tridy hypercyklickych operatord,
ale také navrhli Devaney-ho definici (pavodné nelinearniho) chaosu
jakozto tu spravnou definici i chaosu linearniho: linearni operator je
chaoticky, jestlize ma hustou orbitu, periodické body tvori hustou
mnozinu a operator ma citlivou zavislost na pocatecni podmince.
Zaklady teorie linearniho chaosu budou uvedeny pro diskrétni
dynamické systémy. V zavéru druhé kapitoly ukazeme, jakym zptisobem
|ze prejit ke spojité analogii dynamickych systém( uvazovanych ve
tvaru semigrup (semigroups). To nam umoznuje skutecnost, ze
podstatna cast vysledki ziskanych pro diskrétni systémy je prenositelna
| na spojité systémy, coz fava moznost analyzovat i parcialni
diferencialni rovnice.

Jak je zrejmé z posledné uvedeného, centralnim pojmem celé teorie je
pojem husta mnozina.
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Definice 1 Husta mnozina.

Podmnozina D C X metrického prostoru

(X,d), d je néjaka metrika na X se nazyva mnozina husta v X,
Jestlize pro kazdé v € X ar >0 je B(x,7) N D # 0, kde
B(z,r) ={y € X| d(x,y) < r}. Jinymi slovy, kazda neprazdna
otevrena mnozina v X musi obsahovat nejaky bod z D.

Definice 2 Husta mnozina.

Podmnozina D C X metrického prostoru

(X,d), d je néjaka metrika na X se nazyva mnozina husta v X,
jestlize kazdy bod X je limitnim bodem prvku mnoziny D.

[TTT]
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Hustd mnozina

Definice 3 Husta mnozina.

Podmnozina D C X metrického prostoru

(X,d), d je néjaka metrika na X se nazyva mnozina husta v X,
Jjestlize jeji uzaver vytvari cely prostor X, D = X.

Casto uvadénym nazornym pfikladem je nasledujici: predstavme si
rybnik, ktery predstavuje prostor X, ktery je plny ryb, které simuluji
mnozinu D. Pak tato mnozina ryb je hustou v rybniku X, tehdy a jen
tehdy, jestlize kdyz si vybereme rybarskou sit s jakkoliv velikymi -
malymi oky a vhodime ji do rybniku, vzdy vytdhneme rybu.
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Hustd mnozina

Priklad 1 Mnozina racionalnich cisel Q je husta v prostoru realnych
cisel R.

Priklad 2 Mnozina transcendentnich Cisel T je husta v prostoru
redlnych cisel R.

Priklad 3 Weierstrassova veta o aproximaci

Budiz f : [0,1] — R libovolna spojita funkce a budiz ¢ > O libovolné
redlné Cislo. Pak existuje polynom p(x) takovy, ze |f(x) — p(x)| < €
pro vsechna x € [0, 1].

[TTT]
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1. prostor miize obsahovat vice hustych podmnozin, v tomto pripadé
napriklad dvé - racionalni a transcendentni Cisla (ale je jich vice,
napriklad i Cisla iracionalni) a

2. obé uvedené mnoziny maji odliSnou mohutnost: racionalni Cisla jsou
spocCetnou mnozinou, zatimco cisla transcendentni jsou mnozinou
nespocetnou.

Treti priklad jinymi slovy fika, ze polynomy tvofi hustou mnozinu v
prostoru spojitych funkci.
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Dynamické systémy

Teorie dynamickych systémi studuje vyvoj systému béhem dlouhych
casovych intervald.

Jako priklad uvazujme velikost populace u které predpokladameze je
dana hodnotou NV,, v disktétnich ¢asovych okamzicich n =0,1,2,--- .
V jednoduchém modelu velikost populace v ¢asovém okamziku n + 1
zavisi pouze na na velikosti populace v ¢asovém okamziku n. Vyvoj
populace je pak popsan zakonem

Nn—|—1 — T<Nn)7 n — 07 1727 D)
kde T' je vhodné zobrazeni. Odtud zrejmé plyne, ze
No,=(To---0oT)(Ny), n=1,2,---

s n aplikacemi zobrazeni T'. Tudiz, chovani populace je zcela
definovano pocatecni velikosti populace Ny a zobrazenim T

[TTT]
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Dynamické systémy

Obecnéji, predpokladejme, Ze mozné stavy fyzikalniho, biologického,
ekonomického a obecné abstraktniho systému jsou popsany prvky z
mnoziny X a ze evoluce systému je popsana zobrazenim T : X — X,
to jest, je-li x,, € X stav systému v case n > 0, pak

Tpi1 =T (xn), n=0,1,2,---

Jelikoz potrebujeme mérit zmény velicin x,,, potfebujeme, aby prostor
X byl metrickym prostorem. A protoze navic potfebujeme, aby malé
zmény proménné x,, vedly na malé zmény proménné z,,. 1, jakozto
disledek potrebujeme, aby operator T' byl spojitym.

Definice 4 Diskrétni dynamicky systém je dvojice (X,T), kde X je
metricky prostor a'T : X — X je spojité zobrazeni.

[TTT]

e ~ . T
£ e Bl
EVROPSKA UNIE ¥ =

11 / 117



? B

Co je linearni chaos?
Uvod
Husta mnozina

Topologicky
transitivni zobrazeni
Chaos

Misici zobrazeni
Slabe misici
zobrazeni

Linearni dynamické
systémy
Hypercyklické
operatory

Linearni chaos
Kriteria na existenci
hypercyklicity
Kritéria pro chaos a
michani

Kritéria pro slabé
michani

Tridy operatori
Dynamika pologrup
Semigrupy operatori
Hypercyklické a
chaoticke

C( —semigrupy
Dynamika pologrup
Kritéria
hypercyklicity

Priklady linearniho
chaosu

Dynamické systémy

V centru naseho zajmu je evoluce systému, ktery "startuje "z néjakého
pocatecniho bodu - stavu zg. Definujme iterace T" : X — X, n >0
n—nasobnou iteraci operatoru 71"

n — krat

s tim, ze

je identita na X.

Definice 5 Budiz (X,T) dynamicky systém. Pro x € X nazyvame
mnozinu
orb(z,T) = {x,Tx, Tz, -}

orbita bodu x jakozto vysledek iterace operatoru T'.

[TTT]
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Dynamické systémy

Vratime se zpét k nasemu prikladu. Predpokladejme, Ze velikost
populace N,, se méni iimérné jeji aktualni velikosti, to jest podle zakona

Nn—l—l - Nn
Ny,

=7, n=>0,

s néjakou konstantou v > —1. Pak madme N, .1 = (1 + v)N,,, takze
tomu odpovidajici systém ma tvar

T:Ry Ry, Te=(1+7~)z.
Orbita bodu x € R, mize byt spocitana explicitné:
orb(x, T)={(1+~)"x; n>0}.

Tedy, orbita konverguje k 0, x, oo postupné pro
~1<~y<0, v=0, v>0.
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Dynamické systémy

Kazda matematicka teorie ma sviij pojem isomorfismu. Kdy chceme
povazovat dva dynamické systémy S:Y - Y aT : X — X za
totozné? Musi existovat homeomorfismus ¢ : Y — X takovy, Ze jestlize
x € X odpovidd y € Y pomoci ¢, pak T'x musi korespondovat s Sy
pomoci ¢. Jinymi slovy, je-li x = ¢(y), pak Tx = ¢(Sy), coz je
ekvivalentnis T'o ¢ = ¢ 0 S. Jenom pripomenme, ze homeomorfismus
je bijektivni spojité zobrazeni, jehoz inverze je také spojité zobrazeni. V
mnoha aplikacich je dostatecné predpokladat, ze ¢ je spojité a jeho

definicnim oborem je hustd mnozina.
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Dynamické systémy

Definice 6 Necht S:Y —Y aT : X — X jsou dynamické systémy.

(@) Pak T se nazyva kvazikonjugovanym s S, jestlize existuje
spojité zobrazeni ¢ : Y — X s hustou defini¢ni oblasti takové, ze
To@p=q¢oS, to jest diagram

y -2 Ly

o e
T
X — X
komutuje.

(b) Jestlize ¢ Ize nalézt takové, Ze je to homeomorfismus, pak S a T
se nazyvaji konjugovanymi.

[TTT]
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Dynamické systémy

Konjugace je zrejmé realce ekvivalence mezi dynamickymi systémy a
konjugované dynamické systémy maji totéz chovani.

Definice 7 Rikdme, Ze vlastnost P dynamického systému se
zachovava (kvazi)konjugaci, jestlize plati nasledujici: ma-li
dynamicky systém S : Y — Y vlastnost P, pak kazdy dynamicky
systém T : X — X, ktery je (kvazi)konjugovany s S ma také vlastnost
P.

Napriklad vlastnot "mit definiénim oborem hustou mnozinu" se
(kvazi)konjugaci zachovava. Avsak vlastnost "byt surjektivni" se
zachovava konjugaci, ale nikoliv kvazikonjugaci.
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Dynamické systémy

Jednou z cest jak definovat novy dynamicky systém z daného systému
T je zazit ho na podmnozinu. AvSsak musi byt zajisténo, ze T zobrazuje
tuto podmnozinu do sebe.

Definice 8 Necht T : X — X je dynamicky systém. Pak podmnozina
Y C X se nazyva T—invariantni nebo invariantni vzhledem k T,
jJestlize T(Y) C Y.

Tudiz, jestlize Y C X je T'—invariantni, pak Ty : Y — Y je také
dynamicky systém. Studium matematickych objektd se casto
zjednodusi, kdyz jej rozlozime do mensich ¢asti a tyto pak studujeme
oddélené. Pokud vsak takovyto rozklad neni mozny, rikame, Ze objekt
je nerozlozitelny (irreducible). V pripadé dynamickych systémd
mizeme pohlizet na systém T : X — X jako na nerozlozitelny, jestlize
X nemiize byt rozdélen na dvé T'—invariantni podmnoziny s
neprazdnym vnitrkem. Pak plati nasledujici tvrzeni:
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Topologicky transitivni zobrazeni

Tvrzeni 1 BudizT : X — X dynamicky systém. Pak plati nasledujici
implikace (i) < (i1) < (i11) < (iv) < (v), kde

(i) X nelze psat jako X = AU B s disjunktnimi T'—invariantnimi
podmnozinami A, B takovymi, Ze A a B maji neprazdny vnitrek;

(i) X neni mozné zapsat jako X = AU B s disjunknimi
podmnozinami A, B takovymi, Ze A je T'—invariantni a A a B maji
neprazdny vnitrek;

(iti) pro kazdou dvojici U,V neprazdnych otevienych podmnozin X
existuje néjaké n > 0 tak, ze T"(U)NV #£ 0,

(iv) pro kazdou neprazdnou otevrenou podmnozinu U C X je
mnozina
NS T™(U) husta v X;

(v) pro kazdou neprazdnou otevrenou podmnozinu U C X je
mnozina
NS T~ ™(U) husta v X.

[TTT]
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Topologicky transitivni zobrazeni

Podminka (iii) je do té miry dilezita v teorii, ze dostala sviij vlastni
nazev:

Definice 9 Dynamicky systém T : X — X se nazyva topologicky
transitivni, jestlize pro kazdou dvojici U,V neprazdnych otevrenych
podmnozin X existuje néjaké n > 0 tak, ze T"(U)NV # ().

Tvrzeni 2 Topologicka transitivita se zachovava pri kvasikonjugaci.

Ekvivalence podminek (iv) a (v) tvrzeni 1 implikuje nasledujici tvrzeni

Tvrzeni 3 NechtT : X — X je dynamicky systém a inversni zobrazeni
T—1 je spojité zobrazeni. Pak T je topologicky transitivni tehdy a jen
tehhdy, kdyZ je topologicky transitivni zobrazeni T 1.

[TTT]
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Topologicky transitivni zobrazeni

Topologicka transitivita mize byt interpretovana takto: 1" propojuje
vSechny netrivialni ¢asti prostoru X. To je automaticky pfipad, kdyz
existuje bod x € X s hustou orbitou zobrazeni T'. Plati toto tvrzeni:

Tvrzeni 4 Necht' T je spojité zobrazeni na metrickém prostoru X bez
izolovanych bodii. Pak

(@) Jestlize x € X ma hustou orbitu zobrazeniT' pak totéz plati pro
kazdé T"x, n>1.
(b) Jjestlize T ma hustou orbitu, pak je topologicky transitivni.

V pripadé, Ze prostor X je separabilni tplny metricky prostor, pak
obraceni predchozich vysledki je také pravdivé: topologicky transitivni
zobrazeni musi mit hustou orbitu. Tento vysledek zakladniho vyznamu

pro teorii dynamickych systém byl poprvé ziskan v roce 1920 G.D.
Birkhoffem:

[TTT]
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Topologicky transitivni zobrazeni

Veta 1 Birkhoffova veta o transitivite.
Budiz T spojité zobrazeni na separabilnim tplném metrickém prostoru
X bez izolovanych bodii. Pak nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:

(i) T je topologicky transitivni;
(il) existuje x € X tak, ze orb(z,T) je husta v X .
Plati-li jedna z téchto podminek, pak mnozina bodii v X s hustou

orbitou je husta G5 mnozina (mnozina A C X se nazyva Gs, jestlize
existuji oteviené mnoziny A, C X takové, Ze A = NS A, ).

[TTT]
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Topologicky transitivni zobrazeni

Diskutujme kratce uzitecnost této véty. Predpokladejme, Ze nas zajima
existence husté orbity tvorené danym zobrazenim. Nékdy takovy bod
najdeme pomérné snadno jako je to ve znamém pripadé iracionalnich
rotaci. Co vsak délat, neni-li to takovyto pripad? Bez dalSich informaci
s nejvétsi pravdépodobnosti na takovyto bod s hustou orbitou
nenarazime !!l Na druhé strané, dokazat topologickou transitivitu se
zda mnohem jednodussi, protoze, jak uz jsme zminovali, potfebujeme
pouze spojit jakékoliv neprazdné oteviené mnoziny vhodnymi iteracemi.
Poznamenejme vsak, Ze v obecnéjsich prostorech topologicka
transitivita a existence husté orbity nemusi byt ekvivalentnimi
vlastnostmi:

Priklad 4 Necht X je mnozina vsech bodii jednotkové kruznice, které
Jjsou 2" —tou odmocninou jednicky pro néjaké n < 1. Pak zobrazeni

z — 22, které dvojnasobi thly je topologicky transitivni, ale nem4
hustou orbitu.
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Topologicky transitivni zobrazeni

Z tohoto prikladu je zfejmé, ze podminku Gplnosti v Birkhoffové vété
nelze vypustit. Zavérem této Casti jesté uved me nasledujici tvrzeni:

Tvrzeni 5 Vlastnost "mit hustou orbitu" se zachovava kvazikonjugaci.
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Chaos

Definice 10 NechtT : X — X je zobrazeni. Bod x € X se nazyva
bloudici bod (wandering point) jestlize existuje okoli U bodu x a
kladné prirozené cislo N tak, Ze pro vsechna n > N plati

T™(U)NU = (). Obdobné definujeme nebloudici bod (nonwandering
point): x € X je nebloudici bod, jestlize pro kazdou otevienou
mnozinu U, ktera obsahuje bod x plati T™(U) N U # () pro néjaké

n > N a kazdé N > 1 libovolné velké.

Bod x € X se nazyva neperiodicky bod (nonperiodic point), jestlize
pro kazdé n > 1 je T"(x) # x.

[TTT]

E |\ :!Vﬁ .-° {HHHHJ/_‘
‘;***: ... i .
EVROPSKA UNIE ¥ f j&l:l 24 / 117




? B

Co je linearni chaos?
Uvod

Hustd mnozina
Dynamické systémy
Topologicky
transitivni zobrazeni

Misici zobrazeni
Slabe misici
zobrazeni

Linearni dynamické
systémy
Hypercyklické
operatory

Linearni chaos
Kriteria na existenci
hypercyklicity
Kritéria pro chaos a
michani

Kritéria pro slabé
michani

Tridy operatori
Dynamika pologrup
Semigrupy operatori
Hypercyklické a
chaoticke

C( —semigrupy
Dynamika pologrup
Kritéria
hypercyklicity

Priklady linearniho
chaosu

Chaos

Co je chaos? Dokonce kdyz kdyz z(zime vyznam tohoto slova na
deterministicky chaos, to jest chaotické chovani dynamickych systémii,
matematici pfisli s riznymi odpovéd mi na tuto otazku. Zpravidla vsak
pojem chaosu obsahuje tfi ingredience, které nyni popiSeme.

Prvni ingredience se pokousi zachytit myslenku tzv. motyliho efektu:
malé zmény pocatecniho stavu muze vést, po néjakém case, k velkym
odchylkdm orbity. Abychom mohli perturbovat body, uvazujme pouze
prostory bez izolovanych bodi.

Definice 11 Necht (X, d) je metricky prostor bez izolovanych bod..
Pak rikame, ze dynamicky systém T : X — X ma citlivou zavislost
na pocatecnich podminkach, jestlize existuje 6 > 0 takové, Ze pro
kazdé xr € X a e > 0 existuje néjaké y € X takové, Ze d(x,y) < € a
tak, Ze pro néjaké n > 0 plati d(T"x,T™) > 6. Cislo § se nékdy nazyva
citlivostni konstanta) zobrazeni T
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Chaos

Druhou ingredienci pojmu chaos je pozadavek je ireducibilita systému v
tom smyslu, Ze zobrazeni 1" spojuje vSechny netrivialni ¢asti prostoru.
Tomuto pozadavku velice dobre vyhovuje pojem topologické transitivity
systému.

Treti ingredienci je pozadavek, ze systém ma mnoho orbit s regularnim
chovanim; méla by existovat hustd mnozina bodii s periodickou orbitou:

Definice 12 Bud' T : X — X dynamicky systém.

(a) Bod x € X se nazyva pevny bod zobrazeni T, jestlize Tx = x,

(b) bod x € X se nazyva periodicky bod zobrazeni T, jestlize
existuje néjaké n > 1 takové, ze T"x = x. Nejmensi takové Cislo n
se nazyva perioda) zobrazeni x. Mnozinu periodickych bodii
oznacime Per(T).

Bod je periodickym, jestlize je pevhym bodem néjaké iterace
1", n > 1.
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Chaos

Nyni jiZ mGzeme pristoupit ke slibovanym definicim chaosu.

Definice 13 Chaos ve smyslu Li-York.

Necht (X, d) je metricky prostor aT : X — X je spojité zobrazeni.
Diskrétni dynamicky systém (X,T) se nazyva chaotickym ve smyslu
Li-Yorka, jestlize existuje nespocetna podmnozina S nebloudicich a
neperiodickych bodii tak, ze plati nasledujici podminky:

(i) liminf, , o d(T™(x),T™(y)) =0, Vx,y €S, x #y.

Poznamenejme, ze Li-Yorkiv chaos je charakterizovany prostrednictvim
separaca orbit.
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Chaos

Pavodni charakterizace Li-Yorkova chaosu obsahovala jeste treti
podminku:

(iii) limsup,_, o d(T"(x),T"(p)) > 0,

pro kazdé x € S a pro kazdy periodicky bod p. Tato podminka
znamena, Ze v S neexistuji asymptoticky periodické body. Z podminek
(i), (ii) definice 13 Ize dokazat, ze v S existuje maximalné jeden
asymptoticky periodicky bod. Proto neni podminka (iii) podstatna a
lze ji vypustit.
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Chaos

Nyni budeme definovat chaos ve smyslu Wiggins-e.

Definice 14 Chaos ve smyslu Wiggins.

Necht (X, d) je metricky prostor a T : X — X je spojité zobrazeni a
budiz S C X kompaktni invariantni podmnozina zobrazeni T'. Systém
(X,T) se nazyva chaotickym ve smyslu Wiggins, jestlize

(1) T ma citlivou zavislost na pocatecni podmince na S; to znamena,
Ze existuje 0 > 0 takové, ze pro kazdé xr € S a kazdé okoli U bodu x

existuje y € U an > 0 takové, Ze

d(T" (), T"(y)) > o;

(ii) T je topologicky transitivni na S; to znamena, ze pro kazdé dvé
otevrené podmnoziny U a V' v S existuje k > 0 takové, Ze

THU)NV # 0.
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Chaos

Nyni uvedeme prvni verzi definice chaosu v Devaney-ho smyslu:

Definice 15 Chaos ve smyslu Devaney - prvni verze.
Necht (X, d) je metricky prostor bez izolovanych bodii. Systém (X, T)
se nazyva chaotickym ve smyslu Devaney, jestlize

(i) T ma citlivou zavislost na pocatecnich podminkach,
(i) T je topologicky transitivni,
(ili) T ma hustou mnozZinu periodickych bodii.

Tato definice ma vSak jednu nepfijemnost: vlastnost "citliva zavislost
na pocatecnich podminkach"se nezachovava konjugaci, protoze tato
vlastnost zavisi na metrice prostoru.
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Chaos

Nastésti vsak plati nasledujici véta:

Veta 2 Banks-Brooks-Cairns-Davis-Stacey.

Necht X je metricky prostor bez izolovanych bodii. Jestlize je
dynamicky systém T : X — X topologicky transitivni a ma hustou
mnoZzinu periodickych bodi, pak T ma citlivou zavislost na
pocatecnich podminkach vzhledem k libovolné metrice, ktera definuje
topologii na X .

Tato véta umoznuje vypustit podminku citlivé zavislosti na pocatecnich
podminkach z predchozi definice chaosu ve smyslu Devaney:

Definice 16 Chaos ve smyslu Devaney

Systém (X,T) se nazyva chaotickym ve smyslu Devaney, jestlize
(i) T je topologicky transitivni,

(i1) T ma hustou mnozinu periodickych bod.
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Misici zobrazeni

Pripomenme si definici topologické transitivity:

T je topologicky transitivni na .S; to znamena, Ze pro kazdé dvé
oteviené podmnoziny U a V' v S existuje n > 0 takové, ze

T™(U)NV £ (. Zesilime-li pozadavek na n tak, ze budeme pozadovat,
Ze existuje N > 0 tak, aby topologicka transitivita platila pro vsechny
n > N, dostavame se k dilezité definici misiciho zobrazeni

Definice 17 Misici zobrazeni

Dynamicky systém T : X — X se nazyva misici, jestlize pro kazdou
dvojici U,V neprazdnych otevrenych podmnozin X existuje N > 0 tak,
ze

T™U)NV #0 ¥n > N.

Konstatujeme, ze vlastnost miseni se zachovava kvazikonjugaci.
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Misici zobrazeni

Misici zobrazeni maji jednu vyznamnou vlastnost. Abychom ji mohli
popsat, potfebujeme definovat soucin zobrazeni.

Necht S: X — X aT:Y — Y jsou dva dynamické systémy.
Kartézsky soucin X x Y ma soucinovou topologii, kterd je indukovana
metrikou d((:cl,yl), (CEQ,?]Q)) = dx(iljl, ZEQ) + dy(yl, yg), kde dx a dy
jsou metriky na prostorech X a Y. Baze topologie je tvorena souciny
U x V neprazdnych otevrenych mnozin U C X aV CY.

Definice 18 Necht S : X — X aT :Y — Y jsou dva dynamické
systémy. Pak zobrazeni S x T je definovano takto

SXT: X XY —=XxY, (SxT)(x,y)=(Sx,Ty).

Pak zfejmé je zobrazeni S x T spojité a pro iterace mame
(SxT)"=8"x1T".
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Misici zobrazeni

Plati nasledujici tvrzeni

Tvrzeni 6 Necht S: X — X aT :Y — Y jsou dva dynamické
systémy. Pak plati

(i) ma-li S x T hustou orbitu, pak ji maji i zobrazeni S a T,

(i) Jje-li S x T topologicky transitivni, pak takova jsou i zobrazeni S
al,

(iii) Jje-li S x T chaoticky, pak jsou chaoticka i zobrazeni S a T,

(iv) jsou-li zobrazeni S a T topologicky transitivni a nejméné jedno z
nich je misici, pak S x T je topologicky transitivni,

(v) zobrazeni S x T je misici tehdy a jen tehdy, jsou-li misici obé
zobrazeni S a T

[TTT]
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Obecné, soucin topologicky transitivnich zobrazeni nemusi byt
topologicky transitivnim dokonce v pripadé, ze S = T, jak ukazuje
nasledujici priklad

Priklad 5 Necht T : T — T, z — €'z je rotace kruznice. Pak

(T x T)*(21, 22) = (€21, € *25), a vidime, Ze podil dvou souradnic
2129 nezavisi na n. Odtud je vidét, ze T' x I' nemiize byt topologicky
transitivni. Na druhé strané vime, zZe jakakoliv iracionalni rotace je
topologicky transitivni. To téZ ukazuje, Ze iracionalni rotace neni misici.
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Jak jsme vidéli v predchozi ¢asti, soucin topologicky transitivnich
zobrazeni nemusi byt nutné topologicky transitivnim. V této Casti nas
bude zajimat, za jakych podminek bude jiz zaruceno, Ze soucin
topologicky transitivnich zobrazeni uz bude topologicky transitivnim.
Na druhé strané vime, ze pro kazdé misici zobrazeni 1" je sou¢in T' x T’
je topologicky transitivni. Zaved' me nasledujici definici

Definice 19 Slabe misici zobrazeni
Dynamicky systém T : X — X se nazyva slabe misici, je-Ii T' x T
topologicky transitivni.

Jelikoz soucin U x V' neprazdnych otevienych mnozin U,V C X tvori
basi topologie X x X, pak T je slabé misici tehdy a jen tehdy, jestlize
pro kazdou ctverici Uy, Us, Vi, Vo C X neprazdnych otevienych mnozin
existuj n > 0 tak, ze

Tn(Ul) M Vl ?é @ and Tn(UQ) M VQ 7é @
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Vidime, ze plati
michani — slabé michani — topologicka transitivita.

Vlastnost "slabé michani'"se zachovava semikonjugaci.

Tvrzeni 7 Necht S : X — X aT :Y —Y jsou dva dynamické
systémy. Je-1i S x T' slabé misici, pak jsou slabé misicimi i S a T.
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Slabe misici zobrazeni

Abychom mohli v dalsim presnéji formulovat vlastosti slabého misent,
zavedeme nasledujici uzitecny koncept.

Definice 20 BudizT : X — X dynamicky systém. Pak pro libovolné
mnoziny A, B C X pak navratova mnozina z A do B, (return set
from A to B) je definovana takto

V tomto znaceni je T topologicky transitivni (nebo misici) tehdy a
jenom tehdy, jestlize pro kazdou dvojici U, V' neprazdnych otevrenych
podmnozin X je navratovad mnozina N (U, V') neprazdna (nebo ma
nekonecny pocet prvkil). A dale, T je slabé misici tehdy a jen tehdy,
jestlize pro kazdou ctverici Uy, Us, V1, Vo C X neprazdnych otevrenych
mnozin plati N(Ul, Vl) M N(UQ, VQ) 7é @

Vidime, ze ¢im jsou mnoziny A a B vétsi, tim je také vétsi navratova
mnozina.
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Veta 3 Furstenberg.

BudizT : X — X slabé misici dynamicky systém. Pak n-nasobny

soucinT x --- x T je slabé misici pro kazdé n > 2.

Zavérem budeme charakterizovat vlastnost slabého miseni v pojmu
velikosti navratovych mnozin N (U, V'), nebo, coz je totéz, pojmem
topologické transitivity néjakych podposloupnosti (77 );. Rostouci

(ryze) posloupnost kladnych prirozenych Cisel (ny), nazveme
spojovaci (syndetic), jestlize sup,~(ng41 —ng) < 00.

Veta 4 BudizT : X — X dynamicky systém. Pak nasledujici tvrzeni

Jjsou ekvivalentni:

(i) T je slabé misitelny;

(i) pro kazdou dvojici U,V C X neprazdnych otevienych mnozin

mnozina N (U, V') obsahuje libovolné dlouhé intervaly;
(iii) pro kazdou spojovaci/syndetickou posloupnost (ny)x je

posloupnost ('I'*);. topologicky transitivni.

* X %
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Linearni dynamické systémy

Priklad 6 Proces vzeti derivace, to jest operator D : f — f’
representuje velice zajimavy linearni dynamicky systém. V pripadé
funkci komplexni proménné, pohlizejme na D jako na operator piisobici
na prostoru celych funkci H(C) = {f : C — C | f je holomortni} .
Prirozenym konceptem konvergence pro celé funkce je lokalni
stejnomérna konvergence, to jest stejnomérna konvergence na vsech
kompaktnich mnozinach. Na rozdil od Banachovych prostorii je zde
konvergence popsana nekonecnym, ale spocetnym souborem podminek.
Presnéji, mame, Ze fi, — f v H(C) tehdy a jen tehdy, kdyz pro
vsechnan € N je p,(fn — f) = 0 kdyZz k — oo, kde

pu(f) = sup |f(2)] .

z|<n

Zde je (py)n rostouci posloupnost norem.
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Priklad 7 Mnohé prirozené prostory posloupnosti jsou Banachovy
prostory. Avsak prostor vsech (realnych nebo komplexnich)
posloupnosti

w=K"={(z,)n | zn €K, n €N},

kde K je bud'R nebo C, lezi vné tohoto ramce. Prirozeny koncept
konvergence je konvergence po slozkach, to jest: fikaime, Ze () — x v

w tehdy a jen tehdy, kdyz pro vsechna n € mathbbN je
pn(x¥ —x) = 0 kdyz v — 00, kde

pn(x) = sup |zi|, = (zx)k -
1<k<n

Zde je (pn)n rostouci posloupnost seminorem.
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Pripomenme definici seminormy:

Definice 21 Funkciondl p : X — R, na vektorovém prostoru X nad
K se nazyva seminorma, jestlize splnuje pro vsechna x,y € X a A € K

(i) p(xr+y) <plx)+py),
(i) p(Az) = [Ap(z).

Norma je seminorma p, pro kterou p(x) = 0 implikuje x =0
(separacni vlastnost). Banachiiv prostor je vektorovy prostor X,
ktery ma normu || - || jehoz topologie je definovana prostfednictvim
metriky d(x,y) = ||l — y||, =,y € X , a ktery je tplny v této metrice.
Je-li navic norma odvozena ze skalarniho soucinu (-, -) takto

||| = v/(z,x), x € X | pak X se nazyva Hilbertav prostor.

[TTT]
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Priklad 8 Bud' 1 < p < oo, pak prostor

= {z=(x,)n € K| Z |z, | < 00}
n=1

s normou ||z|| = (3.2 |xn|P) je separabilni Banachiiv prostor.
Prostor
1% = {z = (2n)n € KV | sup 2] < 00}
neN
s normou ||z|| = sup,,cy |Tn| je neseparabilni Banachiiv prostor.

Uzavreny podprostor tohoto prostoru

co={r=(z,)n € K| lim z, =0}

n—oo

Jje separabilni Banachiiv prostor.
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Definice 22 Fréchetiiv prostor je vektorovy prostor X se separacni
rostouci posloupnosti seminorem, ktery je tplny v metrice
=1
d(zx,y) = —
R IETh

1 pn( _y)>7 .f,yEX .

Definice 23 Necht X aY jsou Fréchetovy prostory. Pak spojité
linearni zobrazeni T’ : X — Y se nazyva operator. Prostor vsech
takovychto operatorii je oznacen L(X,Y). Je-li X =Y, pak T je
operator na X s L(X) = L(X, X).

Definice 24 Linearni dynamicky systém je dvojice (X,T") obsahujici
separabilni Fréchetiiv prostor X a operatorT : X — X.
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Hypercyklické operatory

Definice 25 Operator T : X — X se nayva hypercyklicky, existuje-li
x € X jehoz orbita je husta v X. V tomto pripadé se x nazyva

hypercyklicky vektor pro T'.

Uvedeme nékteré zakladni vlastnosti hypercyklickych operator.

Tvrzeni 8 Necht' T je invertovatelny operator. Pak T je hypercyklicky

tehdy a jenom tehdy, kdyz je takovym i T—!.

Tvrzeni 9 Hypercyklicita se zachovava kvazikonjugaci.

Tvrzeni 10 Necht S: X — X aT :Y — Y jsou operatory. Je-li
S @ T hypercyklicky, pak jsou hypercyklickymi i operatory S a T

N\

)
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Hypercyklické operatory

Necht T': x — X je realny linearni operator na X. Pak jeho
komplexifikace 7' : X — X je definovana jako

~

T(x+iy)=Tx+1iTy .
Okamzité vidime, ze plati

Tvrzeni 11 Bud' T operator na redlném separabilnim Fréchotové
prostoru. Je-li jeho komplexifikace T' hypercyklicka, pak je
hypercyklickym i operator T'.

Ve skutecnosti, jelikoz T je totozny s T @& T, je hypercyklicita T
ekvivalentni slabému michani operatoru 7.
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Definice 26 Linearni chaos.
Operator T' se nazyva chaoticky, jestlize jsou splnény nasledujici
podminky

(i) T je hypercyklicky,
(i) T ma hustou mnozinu periodickych bodii.

Jak vidime, jde o Devaney-ho definici chaosu. | zde plati, ze

Tvrzeni 12 Budiz T hypercyklicky operator. Pak T' ma citlivou
zavislost na pocatecnich podminkach (vzhledem k jakékoliv
translacné-invariantni metrice, ktera definuje topologii na X ).

[TTT]
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Linearni chaos

Existuje prijemny a uzitecny popis prostoru periodickych bodi v
terminech vlastnich vektorti odpovidajicich unimodularnim vlastnim
Cisliim v pripadé komplexniho prostoru:

Tvrzeni 13 Budiz T linearni zobrazeni na komplexnim vektorovém
prostoru X . Potom je mnozZina periodickych bodi operatoru T dana
predpisem

Per(T) = span{x € X | Tx = e*™x pro néjaké o c Q} .
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Kriteria na existenci hypercyklicity

Birkhoffova véta o transitivité redukuje hypercyklicitu na formalné
jednodussi podminku topologické transitivity. Presto vsak v mnoha
konkrétnich situacich neni zrejmé, jak ovérit i tuto podminku. V této
Casti ukazeme nékterd jednoduse aplikovatelna kritéria pro ovéreni, zda
je operator chaoticky, misici, slabé misici a, specialné, hypercyklicky. V
této Casti X znamena separabilni Fréchetiiv prostor a T operator na X.
Oznacme symbolem K bud' téleso realnych ¢isel R nebo komplexnich
Cisel C a QQ jsou racionalni Cisla.
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Kritéria pro chaos a michani

Nasledna véta kombinuje kriterium hypercyklicity s hustotou
periodickych bodi a tim je to kriterium pro vznik chaotického chovani:

Veta 5 Godefroy-Shapiro kritérium.
Budiz T operator. Predpokladejme, Zze podprostory

Xo = span{x € X | Tx = A\x pro néjaké A € Ks tim, Ze |\| < 1},

Yy = span{x € X | Tx = Az pro n€jaké A € Ks tim, ze |\| > 1}

Jjsou husté v X. Pak T je misici a specialné hypercyklicky.
Je-li navic X komplexni prostor a také prostor

Zoy = span{x € X |Tx = e*™'z pro néjaké o € Q}
je husty v X, pak T’ je chaoticky.

Uved me priklad:
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Kritéria pro chaos a michani

Priklad 9 Oznacme
w=KN = {(xn)n | zn € K,n € N}

prostor vsech - redlnych i komplexnich - posloupnosti. Bud’
X =17, 1 < p < oo, nebo ¢y. Pak zpetny posun (backward shift)
B : X — X, definovany jako

B(Cl?l,iUQ,"') — (x27x37”')

je operatorem na X s normou ||B|| = 1 a je zaroven operator
operatorem na cy. Definujme Rolewicziiv operator

T:/LBX—>X, ($17$27"')%N<x27aj37”')

zpétného posunu, kde i € K, |u| > 1. POKRACOVANI ->
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Kritéria pro chaos a michani

POKRACOVANI: Lze zjistit, Ze vlastni vektory operatoru B jsou

nenulové nasobky posloupnosti

ex= (AN ) A<

Y

s odpovidajicim vlastnim Cislem X; podminka |A\| < 1 zarucuje, Ze
ey € X. Tudiz, ey je vlastni vektor T' = puB pfislusny vlastnimu cislu
Au. Lze ukazat, ze pro kazdou podmnozinu A jednotkového kruhu
D={\eC| A <1}, kterd ma akumulacni bod uvnitf kruhu, je
mnozina span{ey | A € A} hustd v X. Specialné, podprostor

Xo =span{x € X | Tx =nx pro ngjaké n e K, |n| <1}, (1)

= spaniex | [A[ < 1/|ul}

(2)

je husty v X, jakozZ i podprostory Yy a Zy z véty Godefroy-Shapiro;
poznamenejme, ze 1/|u| < 1. Odtud plyne, ze Rolewiczovy operatory

jsou chaotické.
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Kritéria pro chaos a michani

Dalsim z dalezitych kritérii v linadrni dynamice je nasledujici véta:

Veta 6 Kitai kritérium.

Budiz T operator. Existuji-li husté podmnoziny Xq,Yy C X a
zobrazeni S : Yy — Yy takové, Ze pro kazda x € Xy, y € Yy plati

(i) Tz —0,
(i) S"x — 0,

(

pak T’ je michajici.

) TSy=y,

"
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Kritéria pro chaos a michani

Priklad 10 BudizT = AB, |\ > 1 operator. Méimez pro Xy = Y}
mnozinu konecnych posloupnosti, ktera je husta v X a pro

S : Yy — Yy zobrazeni S = (1/\)F, kde F' je dopredny posun
F:(x1,29, ) — (0,221,229, ). Pak podminky Kitai véty jsou
splnény a operator T’ = AB, |\| > 1 je chaoticky v kazdém prostoru
X =17, 1 <p< oo nebovcy.
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Kritéria pro slabé michani a “Hypercyclicity criterion”

DalSim kritériem pro existenci hypercyklicity dostaneme, kdyz
zaménime Gplnou posloupnost (n) rostouci posloupnosti (7 )
kladnych prirozenych cisel pro iterace operatorti T',.5 v Kitai-ové

kritériu. Ztratime vsak vlastnost michani.

Veta 7 Gethner-Shapiro kritérium.

Budiz T operator. Existuji-li husté podmnoziny Xq,Yy C X, rostouci
posloupnost (ny)x kladnych prirozenych cisel a zobrazeni S : Yy — Y

takové, ze pro kazda x € X, y € Yy plati

(i) Tz — 0,
(i) S™x — 0,
(i) TSy =y,

pak T je slabé michajici.
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Kritéria pro slabé michani a “Hypercyclicity criterion”

Veta 8 Hypercyclicity kritérium.
Budiz T operator. Existuji-li husté podmnoziny Xq,Yy C X, rostouci

posloupnost (ny )y kladnych prirozenych cisel a zobrazeni
Sn, : Yo = X, k> 1 takové, Ze pro kazda x € Xy, y € Yy plati

(i) Ttz —0,
(ii)) S™ax — 0,
(ii)) T Sn,y =y,

pak T’ je slabé michajici.
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Kritéria pro slabé michani a “Hypercyclicity criterion”

Tuto cast zakoncime vétou, kterd ndm ukazuje bohaty zdroj operatord,
které splhuji Hypecyklické kritérium:

Veta 9 Kazdy hypercyklicky operator s hustou mnozZinou bodi, které

maji omezené orbity, splnuje Hypercyclicity kritérium.

Specialné, kazdy z nasledujicich operatorti splnuje Hypercyclicity

kritérium:

(i) chaotické operatory,

(i) hypercyklické operatory, které maji hustou mnoZinu bodii jejichz
orbity konverguji

(iti)  hypercyklické operatory s hustym zobecnénym jadrem.
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Kritéria pro slabé michani a “Hypercyclicity criterion”

A zcela Gplné na zavér otazka:

SPLNUJE KAZDY HYPERCYKLICKY OPERATOR

* X %
* *
* x *

EVROPSKA UNIE

BT

{IHIIHIy

NN

[TTT]

L NI

58 / 117



? B

Co je linearni chaos?
Uvod

Hustd mnozina
Dynamické systémy
Topologicky
transitivni zobrazeni
Chaos

Misici zobrazeni
Slabe misici
zobrazeni

Linearni dynamické
systémy
Hypercyklické
operatory

Linearni chaos
Kriteria na existenci
hypercyklicity
Kritéria pro chaos a
michani

Kritéria pro slabé
michani

Dynamika pologrup
Semigrupy operatori
Hypercyklické a
chaoticke

C( —semigrupy
Dynamika pologrup
Kritéria
hypercyklicity

Priklady linearniho
chaosu

Tridy hypercyklickych a chaotickych operatori

Hypercyklicity kritérium nam dava, jak je vidét, pouze postacujici
podminky hypercyklicity. Podminky nutné jsou i nadale obsahem

uvedené otazky. Samozrejmé jsou operatory, které nemaji hypercyklické
vektory. Prikladem mize byt identicky operator. Avsak jakmile je

néjaky operator hypercyklicky, pak mnozina hypercyklickych vektorii je
mohutna. Zpocatku Ize poznamenat, ze pro kazdy hypercyklicky
operator T : X — X na jakémkoliv topologickém vektorovém prostoru

X platti

mnozina hypercyklickych vektorii operatoru 7' je husta,

protoze, jak jsme vidéli, pro kazdy vektor = také kazdé T"xz,n € N, ma
hustou orbitu. Dale, je-li X F-prostor, Ize dokazat, ze

mnozina hypercyklickych vektorii operatoru 7' je husta Gs—mnozina,
to znamena, ze jejim doplnkem je mnozina prvni Bairovy kategorie,
coz ma okamzitym disledkem, zZe

kazdy vektor v X je souctem dvou hypercyklickych vektori
operatoru 7'
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Tridy hypercyklickych a chaotickych operatori

Tento posledni vysledek nabizi nasledujici Gvahu: pridame-li k mnoziné
vSech hypercyklickych vektorti nehypercyklicky nulovy vektor, stane se
tato mnozina linedrnim podprostorem a pak kazdy nenulovy vektor v X
je hypercyklicky, coz je ale velice ridky pripad. Definujme
hypercyklicky podprostor jakozto takovy, ve kterém je kazdy
nenulovy vektor hypercyklicky. Pak musime konstatovat, Ze mnozina
hypercylickych vektorli netvofi v mnoha pripadech hypercyklicky
podprostor. Nabizi se problém zda mnozina hypercyklickych vektort
obsahuje hypercyklické podprostory vysoké dimense. Prekvapivé bylo
dokazano, ze kazdy hypercyklicky operator na komplexnim Hilbertové
prostoru ma husty, a tudiz nekonec¢né dimensionalni, hypercyklicky
podprostor. Posléze bylo dokazano, ze tyto vysledky plati i pro realny
pripad. Zavérem byly tyto vysledky rozsifeny na libovolny topologicky
vektorovy prostor.
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Tridy hypercyklickych a chaotickych operatori

Plati nasledujici tvrzent:

Tvrzeni 14 Bud X topologicky vektorovy prostor a M neprazdna
mnozina komutujicich operatori T : X — X . Sdileji-Ii operatory
T € M néjaky hypercyklicky vektor, pak také sdileji tentyz husty
hypercyklicky podprostor.

Tvrzeni redukuje problém existence spolecnych hustych hypercyklickych
podprostorii pro komutujici operatory na Glohu existence pouze
jednoho spolec¢ného hypercyklického vektoru. Pro zpétné posuvy s
vahou mame tento disledek:

Disledek 1 Operatory AB : 1* — %, |\| > 1, sdileji spolecny husty
invariantni hypercyklicky podprostor.
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Tridy hypercyklickych a chaotickych operatori

V pripadé spocetnych mnozin hypercyklickych operatort na
F-prostorech je existence spolecného hypercyklického vektoru primym
disledkem Baireovy véty o kategoriich. Tudiz, mame nasledujici

disledek:

Dasledek 2 Spocetné mnoho komutujicich hypercyklickych operatorti
Ty, k € N na F-prostoru sdileji spolecny husty hypercyklicky podprostor.
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Tridy hypercyklickych a chaotickych operatori

Specialné na prostoru H(C) celych funkci operatory derivovani D a
translace T’

(Df)(z) = f'(z), (Tf)(z)=f(z+1),

komutuji a jsou hypercyklické. Tudiz maji spolecny husty hypercyklicky
podprostor.
Uvazujeme-li nekomutujici operatory, byla dokazana nasledujici véta

Veta 10 Spocetné mnoho hypercyklickych operatorii T}, k € N na
Banachové prostoru vzdy sdileji spolecny husty hypercyklicky
podprostor.
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Tridy hypercyklickych a chaotickych operatori

Naskytuje se otazka, kolik operatorii je hypercyklickych? Zkusenost
ukazuje, ze hypercyklicita operatoru neni az tak ridka vlastnost, jak by
se na prvni pohled mohlo zdat. To bylo dokazano v nasledujici vété:

Veta 11 Kazdy separabilni nekonecné dimensionalni Fréchetiiv prostor
pripousti hypercyklicky operator.

Tataz tloha v pripadé chotickych operatorti dava, prekvapivé, zcela
jinou odpovéd:

Veta 12 Kazdy separabilni nekonecné dimensionalni Hilbertiiv prostor
pripousti chaoticky operator, avsak existuje separabilni reflexivni
nekonecné dimensionalni Banachiiv prostor ktery nepripousti Zadny
chaoticky operator.
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Tridy hypercyklickych a chaotickych operatori

Tuto cast zakoncim otazkou pro posluchace: uvazujme linearni

operator 7' : X — X v Banachove prostoru X, ||T|| <1, s

topologii indukovanou normou ||.||. Je operator T" hypercyklicky?

* X %
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Dynamika pologrup - aplikace v diferencialnich

rovnicich

V této Casti uvedeme nékterd zakladni fakta z teorie semigrup
operatorti v rozsahu nutném k prechodu od spojitych systémia k

systémm disktrétnim tak, jak to bylo avizovano v Gvodu. V celé této

Casti predpokladame, ze X je separabilni Banachiv prostor.
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Semigrupy operatori

Jednoparametrickda mnozina (73)¢>0 operatord na X se nazyva silne
spojita semigrupa operatorii jsou-li splnény nasledujici podminky:

(I) T() = I;
(ii) Tt—|—s = TtTS \v4 S,t Z O,
(i) lims Tz =Tx Ve € X, t > 0.

Budeme pouzivat znaceni Cy—semigrupa.

Podminka (iii) vyjadfuje bodovou spojitost semigrupy. Ukazeme
nékteré vlastnosti Cp—semigrup. Nejjednodussi obecna konstrukce
Co—semigrup je prostrednictvim néjakého operatoru A na X. jelikoz
S %HAH” < 0o pro kazdé t > 0, vyraz

n=0
O n
TtZGtA: —An,tZO,

n!
n=0

definuje operatory na X.
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Semigrupy operatori

Je jednoduse vidét, ze (7}):>0 je Co—semigrupa, dokonce mame, ze
pro kazdé ¢t > 0 je lim,_,; T = T} v topologii operatorové normy.
Semigrupa se pak nazyva rovnomerne spojita. Navic, pro kazdé

r € X je Ax = lim;_,q %(Tta: — x). Budiz nyni (7})¢>0 libovolna
Co—semigrupa na X. Lze dokazat, ze

1
Az = lim —(Tiz — x)

t—0 t

existuje na hustém podprostoru prostoru X. Oznacime mnozinu téchto
x jako D(A). Pak A, nebo spise (A, D(A)) se nazyva (infinitesimalni)
generator semigrupy. Ukazuje se, ze A: D(A) — X je linearni
zobrazeni s uzavrenym grafem, to jest, ze pro kazdou posloupnost
(n)n C A, existuje x tak, ze lim,, ,o, x, = = a existuje-li y € X
takové, ze lim,, o, Az, =y, pak z € D(A) a Ax = y. Navic,
T(D(A)) C D(A) a AT,x =Ty Ax pro kazdé t > 0a X € D(A).
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Semigrupy operatori

Dale plati dilezita vlastnost: je-li X komplexni Banachtiv prostor, pak
prokazdé xr € X a \ € C plati

At

Ar =X — Tz =e" x

pro kazdé ¢ > 0.
Plati nasledujici tvrzeni

Tvrzeni 15 Necht (1}).>¢ je Co—semigrupa na X. Pak nasledujici
tvrzeni jsou ekvivalentni:

(i) semigrupa je rovnomérné spojita

(i) generator A semigrupy je definovan vsude
(iii) existuje operator A na X takovy, Ze T; = et?, t > 0.

[TTT]
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Hypercyklické a chaotické Cy—semigrupy

V této Casti ukazeme, ze pojmy hypercyklicita, topologicka transitivita,
michani, slabé michani a chaos maji pfirozenou spojitou analogii.
Zacneme nékolika definicemi.

Definice 27 Necht (T}):>0 je Co—semigrupa na X .
(@) pro kazdé x € X

orb(x, (Ty)) = {Tyx | t > 0}

se nazyva orbita bodu x piisobenim (1})¢>o,

(b) semigrupa se nayva hypercyklicka jestlize existuje x € x, jehoz
orbita ptisobenim (1});>o je hustd v x. V tom pripadé se x nazyva
hypercyklicky vektor pro (1});>o.

[TTT]
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Hypercyklické a chaotické Cy—semigrupy

Definice 28 Cy—semigrupa (1}):>0 na X se nazyva topologicky
transitivni, jestlize pro kazdou dvojici U,V neprazdnych otevrenych
podmnozin v X existuje néjaké t > 0 tak, ze T,(U) NV #£ 0.

Vyuzitim faktu, ze X je separabilni, mtzeme vyvodit z definic, Ze
hypercyklicita Cy—semigrupy je ekvivalentni hypercyklicité (13):>¢ pro
n&jakou kladnou posloupnost (¢,,), takovou, ze t,, — 0.

Definice 29 Necht (T});>0 je Co—semigrupa na X .

(@) semigrupa se nazyva misici, jestlize pro kazdou dvojici U,V
neprazdnych otevrenych podmnozin v X existuje néjaké to > 0 tak,
ze T;(U)NV £ ) pro vsechna t > t,

(b) semigrupa se nazyva slabe misici, jestlize (T}, ® T})i>0 je
topologicky transitivni na X & X.
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Hypercyklické a chaotické Cy—semigrupy

Poznamenejme, ze pro kazdou Cy—semigrupu (73)¢>0 na X a
Co—semigrupu (Sy)¢>0 na Y je (13 & Sy)¢>0 Co—semigrupa na X &Y.
Zavérem jesté uvedeme definici konceptu chaosu:

Definice 30 Necht (1}):>0 je Co—semigrupa na X .

(a) Bod x € X se nazyva periodickym bodem (T});>¢, jestlize
existuje takovét > 0, ze Tyx = x.

(b) Semigrupa se nazyva chaoticka je-li hypercyklicka a jeji mnozina
periodickych bodii je husta v X .

[TTT]
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Hypercyklické a chaotické Cy—semigrupy

Stejné jako v diskrétnim pripadé, plati:

Tvrzeni 16 Kvazikonjugace zachovava hypercyklicitu, michani, slabé
michani a chaos.

Jelikoz vsechny operatory na C& maji vlastni &isla, nutné plati véta

Veta 13 Na konecné dimensionalnim Banachové prostoru neexistuji
hypercyklické Cy—semigrupy.

Dale plati

Veta 14 Je-li (1})i>0 hypercyklicka Cy—semigrupa a p je nenulovy
polynom, pak kazdy operator p('l;), t > 0 ma husty definicni obor.
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Dynamika pologrup - aplikace v diferencialnich
rovnicich

V této Casti ukdazeme vztah mezi hyperbolicitou, michanim a slabym
michanim semigrup a jejich diskretizaci. Timto zpisobem ukazeme
primé spojeni mezi spojitym a diskrétnim pripadem.

Diskretizace semigrupy (7}):>0 je posloupnost operatord (1%, ), s

tn, — oo. Existuje-li takové tg > 0, ze t,, = nty, n € N, pak

(1%, )n = (T} )n se nazyva autonomni diskretizaci semigrupy (7} ):>0.

[TTT]
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Plati véta:

Veta 15 Necht (1}),>0 je Co—semigrupa na X . Pak nasledujici
tvrzeni jsou ekvivalentni.

(T )t>0 je michajici

kazda diskretizace (1});>0 je michajici

kazda diskretizace (1}).>¢ je slabé michajici

kazda diskretizace (1}).>0 je hypercyklicka

kazda autonomni diskretizace (1});>¢ je slabé michajici
néktera autonomni diskretizace ('13)¢>0 je slabé michajici

SR LN
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Dynamika pologrup - aplikace v diferencialnich
rovnicich

Tato véta rika, ze chaos implikuje slabé michani:

Veta 16 Necht (1};).>¢ je hypercyklicka Cy—semigrupa na X .
Existuje-li husta podmnozina Xy C X takova, Ze orbita kazdého
x € Xo je omezena, pak (1});>o je slabé michajici.

Specialné, kazda chaoticka Cy—semigrupa je slabé michajici.

Tato véta ma nasledujici disledek, ktery bude vyuzit ve tretim
prikladu:

Dusledek 3 Cy—semigrupa na realném Banachové prostoru je
choticka tehdy a jen tehdy, je-li choticka jeji komplexifikace.
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Dynamika pologrup - aplikace v diferencialnich
rovnicich

Zavérem této Casti uvedeme tuto vétu v jazyce diskretizaci:

Veta 17 Necht (1});>¢0 je Co—semigrupa na X a x € X. Pak
nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni.

1.
2.
3.

x je hypercyklickym bodem pro (1})>o,

x je hypercyklickym bodem pro néjakou diskretizaci (1});>0,

x je hypercyklickym bodem pro néjakou autonomni diskretizaci
(1) t>o0,

x je hypercyklickym bodem pro kazdou autonomni diskretizaci

(1) >0

[TTT]
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Kritéria hypercyklicity a chaosu pro Cy;—semigrupy

V této Casti uvedeme nékterd kritéria hypercyklicity a chaosu v pripadé
Co—semigrup. Jako prvni vétu uvedeme spojitou analogii
Hypercyclicity krtéria pro pripad (1%)¢>0 Co—semigrup na X.

Veta 18 Hypercyclicity kritérium pro semigrupy.

Necht (13)¢>0 je Co—semigrupa na X . Existuji-li husté podmnoZiny
Xo, Yy C X, posloupnost (t,,), v R a zobrazeni

St Yo = Xo, n € N takové, Ze pro kazdé x € Xy, y € Yy plati

(i) TthC — O,

pak (T}):>o je slabé michajici a, specialné, hypercyklicka.
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Kritéria hypercyklicity a chaosu pro Cy;—semigrupy

Jestlize v predchozi vété uvazujeme konvergenci podél celé realné
primky, dostaneme kritérium pro michani (viz Kitai kritérium v
diskrétnim pripadé):

Veta 19 Necht (1}).>0 je Co—semigrupa na X . Existuji-li husté
podmnoziny Xq,Yy C X a zobrazeni Sy : Yo — X, t > 0 takové, ze
pro kazdé x € Xg, y € Yy plati

(i) TtZZ? — 0,
(i) Siy— 0,

pak (1});>o je michajici.
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Kritéria hypercyklicity a chaosu pro Cy;—semigrupy

Zavérem uvedeme kritérium michani a chaosu pro pripad komplexnich
Banachovych prostori:

Veta 20 Necht X je komplexni separabilni Banachiiv prostor a (13):>0
je Co—semigrupa na X s generatorem (A, D(A)). Predpokladejme, Ze
mame a < b a spojité funkce f; : |a,b] = X, j € J, kde J je
neprazdna indexova mnozina, takové, Ze

(i) f;(s) € ker(isI — A) pro vsechna s € [a,b],j € J,
(ii) span{f;(s) | s€ la,bl,5 € J} je husta v X.

Pak je semigrupa (I}):>0 michajici a chaoticka.
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Kritéria hypercyklicity a chaosu pro Cy;—semigrupy

V této kapitole uvedeme nékteré praktické aplikace predchozich
vysledkd. Priklady byly vybrany tak, aby ukazaly moznosti praktického
vyuziti teoretickych vysledkid v riiznych oblastech praktickych aplikaci.
Je samoziejmé, ze uvedenymi aplikacemi absolutné nevycerpavame
aplikace této oblasti teorie.
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Hypercyklicita reseni transportni rovnice se
zpozdenim

Tento priklad ukazuje, jak |ze pojem hypercyklickych semigrup vyuzit
pri feSeni linedrnich nekonecné dimensionalnich systémi se zpozdénim,
ale i zaroven nelinearnich nekonecné dimensionalnich systémi se
zpozdénim.

Uvazujme nelinearni transportni rovnici se zpozdénim typu

O ,0) + va o (1) 4 yula, 1) = Fu(om,t— 7)), z€[0.1], 10

s pocatecnimi podminkami
u(x,0) = ¢(x) € C[0,1] jestlize 7=10
nebo
u(x,0) = ¢(x,0) € C[0,1] x [-7,0] jestlize 7> 0,

kde 7 > 0 je zpozdéni, konstanty v a « jsou takové, ze v > 0 a
0 <a<1afunkce f : R — R je spojita.
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Hypercyklicita reseni transportni rovnice se
zpozdenim

Predefinujme Glohu v kompaktnéjsim a exaktnéjsim tvaru. Bud X
Banachtiv prostor C'|0,1] a Y Banachtiv prostor
C([-7,0],X) = C([0,1] x [-=7,0]). Normu v prostoru X oznacime
| |0 @ normu v prostoru Y jako || - ||. Budeme také pouzivat prostory
Xo =49 € X,p(0) =0} a Yy =C(|—7,0], Xp).
uvazujme funkcionalni nelinearni diferencialni rovnici se zpozdénim
(FDE)

o' (t) = h(u(t)) + k(u), t>0

UO:¢€Y

kde funkce u; je definovana bodové jako u.(6) = wu(t+6), 6 € [—7,0].
Predpokladejme, ze funkce h: D), C X - X ak:Y — X jsou
takové, ze pro kazdé ¢ € Y existuje jednoznacné reseni (alespon v
slabém smyslu) oznagené u?(zx,t), pro které plati

u?(z,t) —u¥(z, )] < Me*'||p — |, t>0,

pro néjaké M >1a w > 0.
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Linearni chaos ve
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Black - Scholesiv
model overovani
aktiv

Hypercyklicita reseni transportni rovnice se
zpozdenim

Presnéji, predpokladejme, Ze pro kazdé ¢ € Y existuje spojita funkce
u®(x,t) : [0,1] x [-7,00) — R, ktera je jednoznaénym Fesenim
(alespon ve slabém smyslu) dlohy (FDE) a takové, Ze je-li

Ut)yp=ul, t>0

pak pro kazdé ¢ a ¢ vY at,s > 0 mame

(i) U0)¢ =9,

(i) U(t+s)p=U(t)U(s)¢,

(iii)) t — U(t)¢ je spojité,

(iv) U@ —U@®)pll < Me**|[¢ — |, t >0, pro n&jaké m > 1 a
w > 0.
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Linearni chaos ve
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Hypercyklicita reseni transportni rovnice se
zpozdenim

Ulohou je studovat hypercyklicitu feseni (FDE) v prostorech Y a X.
K tomu Gcelu definujme:
rekneme, Ze mnozina reseni (FDE) je Xy-hypercyklicka jestlize
existuje ¢ € Y tak, Ze mnozina [u®(-,t),t > 0] je husta v Xj.
Poznamenejme, ze pripad bez zpozdéni znamena 7 = 0 a Yy = xg.
Polozme

YOO - {¢ c Yo‘ lim u¢(-,t) — 0}

t— 00

XOOO:{ZGX0|V€>OE|¢€YO&toZO:>
oIl < e & [u®(-,t0) = 2zloe < €}

[TTT]

R E =~ .-' {IHIIHIJ/_]
fk***: ... i .
EVROPSKA UNIE ¥ f i : i I j}t:l 86 / 117




? B

Co je linearni chaos?

Priklady linearniho
chaosu

Kritéria
hypercyklicity a
chaosu pro

Cp —semigrupy

Chaos ve tride
linearnich
kinetickych modela
Chaotické linearni
systémy v
matematické biologii
Linearni chaos ve
financnich trzich:
Black - Scholesiv
model overovani
aktiv

Hypercyklicita reseni transportni rovnice se
zpozdenim

Nyni mizeme formulovat nasledujici vétu pro pripad nelinearni (FDE)
se zpozdénim:

Veta 21 Za predpokladu predchozich podminek jsou nize uvedena
tvrzeni H.2 a H.3 ekvivalentni a implikuji tvrzeni H.1. Jestlize navic
Jjsou funkce h a k linearni pak tvrzeni H.4 implikuje tvrzeni H.1.

H.1 Mnozina reseni (FDE) je Xo—hypercyklicka.

H.2 Pro kazdé p €Yy, z € Xg ae > 0 existujip € Yy atg > 0 tak,
Zelldp — vl <e a |[u®(-ty) — 2|le < €.

H.3 Pro kazdé e > 0 existuje husta podmnozina D C X takova, Ze
pro kazdé z € D existuje hustd podmnozina D' C Y, takova, Ze pro
kazdé ¢ € D’ existuje 1) € Yy atog > 0, Ze plati
lp =l <e a [u(to) —2lec < €.

H.4 Y{ je husta v Yy a Xow je husta v X.

[TTT]
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Hypercyklicita reseni transportni rovnice se
zpozdenim

Nyni se soustfedime na linearni Glohu pro pfipad 7 > 0 a o < 1.
Uvazujme rovnici (FDE) v pripadg, ze h: D), C X — X generuje
linearni semigrupu a K : Y — X je omezeny linearni operator s
normou ||k||. Jestlize definujeme A: Dy CY — Y jako

Dy={¢€Y,¢' €Y,¢$(0) € Dp,¢'(0) = h(¢(0)) + k()}
Ap = ¢,

pak ze standartni teorie A generuje linearni semigrupu T'(t), ktera je
translaci, to jest, definujeme-li

s JT()o(0)  jestlize £ >0
ur(t) = o(t) jestlize 7 <t <0 ()
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Hypercyklicita reseni transportni rovnice se
zpozdenim

Podivejme se na spektrum opratoru A. Zrejmné, je-li A vlastni cislo
operatoru A s odpovidajicim vlastni funkci ¢, to jest ¢ € D 4 je takové,
ze

Ap=¢' = Ao,
pak
¢(0) = $(0)e*” pro 6 € [-7,0]
kde ¢'(0) = h(¢(0)) + k(¢), to jest Ap(0) = h(¢(0)) + k(¢(0)er?) .

Tudiz, jestlize ¢(0) = 1) je nenulové FeSeni rovnice

Aty = h(y) + k(pre??) |

pak \ je vlastni &islo A odpovidajici vlastni funkci 1ye*?. Dale,

T(t)(pre?) = hpe 9

takze e’ je silnym feSenim (FDE). Pak plati nasledujici tvrzeni
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Hypercyklicita reseni transportni rovnice se
zpozdenim

Tvrzeni 17 Necht jsou splnény predchozi podminky. Pak jestlize
existuji A\, > 0 takové, Ze linearni obal spanpen{t, } je husty v X,
pak XOoo — X().

Omezme se nyni na pripad, kdy h je nasledujici operator
Dyp ={u € X| (zu(x)) € X

h(u)(z) = —vau'(x) — yu(z) .

Lze ukazat, ze h generuje semigrupu S(t)¢(x) = e "'p(e 7x) a
|S(2)]| < e 7. Cili v tomto pfipadé je integralni tvar (FDE)

t
u(z,t) = e o(e ", 0) + / e Y9 flu(e VS ax, s — 7))ds .
0

[TTT]
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Hypercyklicita reseni transportni rovnice se
zpozdenim

Pak plati tvrzeni

Tvrzeni 18 Predpokladejme, ze h(u)(x) = —vzu'(z) — yu(x) s
oblasti Dy, = {u € X| (zu(x)) € X a k(¢)(x) = f(¢(ax)(—7)) kde
f:R — R je spojita funkce a f(0) =0 a0 < a < 1. Pak Yy je husta
"4 YO.
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Hypercyklicita reseni transportni rovnice se
zpozdenim

/ predchozich tvrzeni plyne nasledujici véta

Veta 22
8’& 8u
E(:C,t) + I/x%(x,t) +yu(z,t) = pulaz,t — 7)), x€[0,1], t >0

s pocatecnimi podminkami
u(z,0) = ¢(z,0) €Y,

kdev >0, ut>0a0<a«a<1. Pak je-li y —~v > 0, je mnoZina reseni
této rovnice Xo—hypercyklicka.

[TTT]
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Hypercyklicita reseni transportni rovnice se
zpozdenim

V nelinearnim pripadé rovnice

%(ﬂf,t)—i_l/x%(l',t)—'—’}/U(ﬂf,t) = pu(z, 1)) (1—u(z, 1), = €[0,1], t >0

u(x,0) =¢p € X,
kde v > 0ap>0amnozinyV ={¢ € Xo| 0 < ¢ <1- 1} plati véta

Veta 23 Je-li p >, pak operator T'(t) : V — X definovany jako

(1 = 7)p(ze™ )l

T(t)¢(£l?) - (ILL — f}/) -+ ,LL(G('“_'V)t _ 1)¢(xe—ut>e(ﬂ—’)’)t

Jje hypercyklicky na V.
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Chaos ve tride linearnich kinetickych modeli

Uvazujme nepohyblivé médium, které obsahuje Castice, které jsou

charakterizovany vnitfnim stupném volnosti a které jsou indexovany

nezapornymi pfirozenymi Cisly n € Nyg = {0,1,2,---} a prislusné
vnitfnim hladindm energetickych excitaci. Tyto Castice podléhaji
srazkdm a interaguji s médiem nasledujicim zpltsobem. Nasledkem

kolize jsou Castice na energetické hladiné n > 1 absorbovany médiem s
mnozstvim « > 0 a re-emitovany jako Castice s Grovni vnitfni energie

n — 1 s mnozstvim B > «. Castice s vnitini energii n = 0 jsou
absorbovany a prestavaji existovat. Na proces, ktery se ridi timto

druhem interakce miizeme pohlizet jako na chemickou reakci, biologicky

proces a nebo jako zobecnény predpis pravidel pro automaton.
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Chaos ve tride linearnich kinetickych modeli

Castice s vnitfni energii n jsou popsany jednocasticovou distribucni
funkci f,(t), ktera spliuje linearni rovnici v prostoru [1

dfn
E:(Lf)n:_anfn‘i‘ﬁnfn—l-la n € N, (4)
kde uvazujeme proménné koeficienty «,,, 3,, a predpokladame, ze plati

0 < ay, < By, pro kazdé Ny. Navic predpokladejme, ze

(A1) o, =a+a,, (n€Ny), pronéjaké a >0 a s tim, ze
lim,, 00 al, =0,

(A2) B, = pb,, (n € Np), pro néjaké > « a s tim, ze
lim,, yoo b, = 1.

[TTT]

e ~ . T
>y [
EVROPSKA UNIE ¥ !

95 / 117



? B

Co je linearni chaos?

Priklady linearniho
chaosu

Kriteria
hypercyklicity a
chaosu pro

C( —semigrupy
Hypercyklicita reseni
transportni rovnice
se zpozdénim

Chaotické linearni
systémy v
matematické biologii
Linearni chaos ve
financnich trzich:
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model overovani
aktiv

Chaos ve tride linearnich kinetickych modeli

Resenim rovnice pro vlastni vektory
A, = —ah,, + Bnhn—kla n € Ny

dostavame formalné

AA) = {hnW}nenos ho(A) =15 k() = ]|

Pak plati
Lemma 1 Necht platéji predpoklady (A1) a (A2). Pak kruh

{Ae C| |\ +«a| < B} patii do bodového spektra o,(L) operatoru L, a

A = 0 patri do vnitrku o,(L).
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kde
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Ajn =

Definujme matici A = {A4,,} takto

(0
1

\20§i1<~-in—1§n—1 Aiy =0

_)\+oz a
,LL 5 Y,
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Chaos ve tride linearnich kinetickych modeli

jestlize 7 >n
jestlize 7 =n
jinak
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Chaos ve tride linearnich kinetickych modeli

Budiz A operator generovany matici {A4;; }o<i j< oo Vv {°°. Pak plati

Lemma 2 Predpokladejme, ze existuji ¢ < 1 a kg takové, ze
lar| < g8t pro k > ko. Pak A je omezeny operator v [*°.

Uved' me jesté jedno lemma

k+1

Lemma 3 xistuje-li ¢ < 1 tak, ze |ay| < ¢"7" pro vsechna k € Ny, pak

A je isomorfismus v [*°,

Nyni jiz mizeme uvést hlavni vétu, kterd vyplyva z predchozich
vysledki:

Veta 24 Predpokladejme, Ze posloupnosti {au, n, a {Bn}n, splnuji
(A1) a (A2) a podminky predchoziho lemmatu. Pak semigrupa
generovana systémem 4 je chaoticka v kazdém l,, 1 < p < 00, a v ¢y.

[TTT]
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Chaos ve tride linearnich kinetickych modeli

Pro Gplnost uvazujme opacny proces k pravé zkoumanému:

d dfy,
Yoo —aotoe @2 = (L) = ~0ufa+ Bacr fur mEN. (6)
Predpokladejme, Ze jsou splnény vsechny predchozi podminky, kladené

na posloupnosti {a., }n, a {0On}n,. Pak plati véta

Veta 25 Semigrupa generovana matici prislusnou vyse uvedenému
systému neni hypercyklicka pro zadné p € 0 U [1, 00).

[TTT]
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Chaotické linearni systémy v matematické biologii

Biologické modely typu zrod-zanik jsou formalné matematicky velice
podobné, ne-li totozné, s modely predchoziho prikladu. Popisme situaci
v tomto pripadé.

Vice nez 95% lidskych genomi nekéduje zadné proteiny. Nekédovana
DNA hraje organizacni a regulacni Glohu ve vyjadreni genetické
informace. Velké casti nekédované DNA jsou organizovany v
opakujicich se sekvencich, které jsou vyvinuty rtiznym zptisobem
rozsirenim transpozicemi nebo chybami béhem replikaci. Nejkratsi
nekddované opakujici se casti DNA se nazyvaji microsatellites - jsou to
opakujici se sekvence slozené z 2 - 5 nukleotid a opakuji se 10 - 100
krat. Formace vicenasobnych opakovani takovychto kratkych jednotek
se déje pravdépodobné jakozto chybny vysledek replikaci DNA. Pokud
neni takovato chybna replikace opravena, dochazi ke zkraceni nebo
prodlouzeni microsatellitu o jednu nebo vice opakujkicich se jednotek.
Stabilita poctu opakovani v microsatellite sekvencich ma dalezity
vyznam pro vznik nebo nevznik riiznych nemoci.
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Chaotické linearni systémy v matematické biologii

K odvozeni matematického modelu zaved me nasledujici predpoklady

m existuje nekonecné mnoho typi Castic indexovanych jako
n=0,1,2---;

m  koeficienty «,, a d, jsou pravdépodobnosti mutaci (za Casovou
jednotku) z n—typu na (n + 1)—typ, resp. na (n — 1)—typ;

m délka Zivota vSech Castic je nezavisla stejnomérné rozdélena
nahodna veli¢ina se stfedni hodnotou 1/6,,;

m po smrti kazda castice typu n produkuje dvojici potomkai, které
prezivaji nezavisle s pravdépodobnosti 5 a pro n > 1 nezavisle na
typu n — 1, n+ 1 nebo n s pravdépodobnostmi v,,, 7,, nebo
L —nn — vp;

m kazdy potomek castice O—typu je typu 0.

[TTT]
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Chaotické linearni systémy v matematické biologii

Lze odvodit systém, popisujici dynamiku tohoto procesu:

d

Yo - —aofo+drsy

dfn

E — _anfn + bn—lfn—l + dn—l—lfn—i—ly n > 1 ;

kde ag = —X\o +bp a a, = -\, +b, +d,, pron € N,
Koeficienty A\, representuji ristovy Clen dany vyrazem

An = 0,(26, — 1), zatimco b,, a d,, representuji konzervativni slozky a

jsou dany vyrazy d,, = —28,v,0, + 0, a d,, = —208,1.0, + Q.

[TTT]
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Chaotické linearni systémy v matematické biologii

Porovname-li pravé uvedeny systém se systémem v predchozim
prikladu, vidime, ze jde o velice podobné systémy. Necht

L,, p € {0}U][l,00) je operator, definovany systémem 7. Operatory
L, jsou omezené, takze generuji dynamické systémy. Systém 7
uvazujeme za podminek, ze koeficienty a,,,b,, n € Nga d,,n € N
jsou nezaporné a predpokladejme, obdobné jako v predchozim prikladu,
splnéni nasledujicich podminek:

(A1) necht existuje a > 0 tak, ze a,, = a + a,,, n € Ny tak, ze
hmn—>oo a, = 0,

(A2) necht existuje d > 0 tak, ze lim,, , d,, = d,

(A3) limsup,, .. b, =0.

[TTT]
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Chaotické linearni systémy v matematické biologii

Nyni, tak jako v predchozim prikladu, mtzeme formulovat vétu:

Veta 26 Necht jsou splnény predpoklady (A1), (A2), (A3). Pak
existuje ¢ > 0 takové, Ze je-li |a,| < dg"*, |bpd,_1| < d?¢*" ™ a
a < d, pak je semigrupa L, generovana systémem 7 chaoticka v

kazdém [P, 1 < p < o0 a v c.

Véta zajistuje existenci chaosu pro velké hodnoty "zaniku"a malé
hodnoty "zrodu". Obracené, chaotické chovani se nebude vyskytovat v
procesech s malymi hodnotami "zaniku"a velkymi hodnotami "zrodu".
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Priklady linearniho
chaosu

Kriteria
hypercyklicity a
chaosu pro

C( —semigrupy
Hypercyklicita reseni
transportni rovnice
se zpozdénim

Chaos ve tride
linearnich
kinetickych modela
Chaotické linearni
systémy v
matematické biologii

Linearni chaos ve financnich trzich: Black -
Scholestiv model overovani aktiv

Black—Scholes Model je matematicky model overovani aktiv, zalozeny
na predpokladu, Ze cena aktiva se vyviji jako stochasticky proces,
jinymi slovy, cena aktiva v Case 1 je nezavisla na cené v Case 0, vyviji se
nahodné, v anglické terminologii se vyviji ndhodnou chiizi (random
walk). Nejcastéji se Black-Scholes model pouziva k ocehovani opci.
Zakladni myslenkou modelu je, Ze cena opce je implictné dana vyvojem
ceny podkladového aktiva, pro konstrukcni jednoduchost modelu se
model zpravidla vysvétluje na likvidni akciich.

Model byl sestrojen ekonomy Blackem Fischerem a Myronem
Scholesem a publikovan v roce 1973. Tito panové pfri sestrojovani
modelu stavéli na drivéjsim vyzkumu Edwarda O. Thorpa, Paula
Samuelsona a Roberta C. Mertona. Merton a Scholes ziskali v roce
1997 za tento model a souvisejici praci nobelovu cenu v oblasti
ekonomie. Black se Nobelovy ceny bohuzel nedozil, zemrel v roce 1995.
Zakladni predpoklady modelu:

N " a [ )
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kinetickych modela
Chaotické linearni
systémy v
matematické biologii

Linearni chaos ve financnich trzich: Black -
Scholestiv model overovani aktiv

Pro pochopeni a spravnou funkénost tohoto modelu je nutné brat
zretel na jeho predpoklady. Black-Scholes model je relativné slozitou
konstrukci a neznalost jeho predpokladd mize vést k chybam pfri jeho
pouziti.

1. Cena podkladového aktiva se vyviji podle geometrického brownova
pohybu (specialni typ stochastického procesu) s konstantnim posunem
(odchylkou) a konstantni volatilitou. Predpoklad konstantni volatility je
velice dilezity, je nutné si uvédomit, Ze volatilita aktiv se na trzich
méni. Nutno upozornit nejen na to, ze volatilita akcii se méni v Case,
ale obzvlasté dilezity fakt je i zména korelace aktiv. V obdobi stresu
volatilita na akciovych trzich roste a prudce se zvysuje i korelace mezi
aktivy.

2. Obchodovani s podkladovym aktivem je kontinualni, v preneseném
smyslu likvidni. Cenu podkladového aktiva je mozné stanovit v kazdém
okamziku. Toto je divod, pro¢ ocenéni opce pres Black-Scholes model
je nutné doplnit i o dalsi nastroje pokud ocenujeme méné likvidni
aktiva, napfriklad over-the-counter (OTC) instrumenty.
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transportni rovnice
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Chaos ve tride
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Linearni chaos ve financnich trzich: Black -
Scholestiv model overovani aktiv

3. Neexistuji transakéni naklady a dané.

4. ZapujCeni hotovosti je mozné za konstantni bezrizikovou irokovou
miru.

5. VSechna aktiva jsou perfektné délitelna (neni problém koupit
napriklad 1/100 akcie).

6. Na trhu neexistuji prilezitosti pro arbitrdz. Toto je spiSe technicky
predpoklad modelu.

7. Technicky je mozné podkladové aktivum prodat se zamérem
pozdéjsi koupé (short sell).

[TTT]
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® a Linearni chaos ve financnich trzich: Black -
Scholestiv model overovani aktiv

Co je lincarni chacs? —\/ ¢|anku Black, Scholes (1973) autofi ukazuji, ze za jistych
Priklady lincarntho predpokladii o trhu, hodnota akcii u(z,t) jakozto funkce okamzité

chaosu

Kritéria - . - o« = .
hypereyklicity a hodnoty podkladovych aktive € R™ = [0, +00) a €asu t spliuje tlohu
chaosu pro k - - h d

Cy —semigrupy na kKonechou casovou hodnotu tvaru

Hypercyklicita reseni

transportni rovnice ( 2

se zpozdénim % — 50-2332 g— — 7"3} 8u + rTu V R+ X [O, T],

Chaos ve tride ¢ z?

linearnich B p— .
kinetickych modela ( S) < U(O, t) O pro t 6 [07 T]’
Chaotické linearni - _ + +

systé:ny v \U(x, T) T (x p) pro SRS R )

matematické biologii

kde p > 0 reprezentuje danou realizacni cenu opci na burze, o > 0 je
volatilita a r > 0 je Grokova mira.

[TTT]
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Chaos ve tride
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Chaotické linearni
systémy v
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Linearni chaos ve financnich trzich: Black -
Scholestiv model overovani aktiv

Necht v(x,t) = u(x, T — t). Potom v splhuje doprednou
Black-Scholesovu rovnici, coz je parabolicka tloha definovana vVt € R

takto:

(FBS) <

(Ov _ 1.2 20%
W_ZO-'I. Ox?
v(0,1) =0

Lv(z,0) = f(=)

" [ )
* ¥ e
* * ..
* * °
* *** f °
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v RT x RT;
prot € RT;
prox € RT.
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Co je linearni chaos? Ve F BS mame

Priklady linearniho
chaosu . I
Kritéria €T — p Je_ | T > p
hypercyklicity a — _ + _ )
chaosu pro f(x) T ('CC p) -
C( —semigrupy

0 je-li z < p.

Hypercyklicita reseni
transportni rovnice
se zpozdénim

Chaos ve tride
linearnich
kinetickych modela
Chaotické linearni
systémy v
matematické biologii

Linearni chaos ve
financnich trzich:
Black - Scholesiiv

model overovani
aktiv
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Priklady linearniho
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hypercyklicity a
chaosu pro

C( —semigrupy
Hypercyklicita reseni
transportni rovnice
se zpozdénim

Chaos ve tride
linearnich
kinetickych modela
Chaotické linearni
systémy v
matematické biologii

Linearni chaos ve financnich trzich: Black -

Scholestiv model overovani aktiv

Abychom mohli zavést abstraktni formulaci tlohy FBS, oznacme

D, = z/a:%, kde v = 0/\@ a necht

B:D3+’7DV—TI:V201+CQ,

kde v =r/v—v, C; =224; =D? —d; A cy = Rdy — rI. Pak FBS

_ dx
|ze zapsat jako

(dv/dt = B,
(AFBS) { v(0,¢) = 0,
\v(x,0) = f(x) proxcRT.
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Priklady linearniho
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systémy v
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Linearni chaos ve financnich trzich: Black -
Scholestiv model overovani aktiv

Ukazalo se aucelnym, analyzovat Black-Scholestiv model v nasledujicich
prostorech: necht s,7 < 0 a necht C'(0,00) je prostor vsech
komplexnich spojitych funkci na (0, 00). Definujme

o @) ule)
Y e GO i T T M T T

S normou

u(x)
s,7 — Su
N A I Ty

Tyto prostory jsou Banachovy prostory.
Nasledujici véta spojuje pravé definované prostory s tlohou AFBS:

< 0.

]

Veta 27 Operator B generuje holomorfni (Cy) semigrupu v thlu /2
na kazdémY*>7 kde s > 1,7 > 1.

[TTT]
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Linearni chaos ve financnich trzich: Black -
Scholestiv model overovani aktiv

Nyni zaved me jesté definici

Definice 31 Silné spojita semigrupa (nebo (Cy) semigrupa)

T ={T(t) | t > 0} omezenych linedrnich operatorii na X se nazyva
hypercyklicka, jestlize existuje vektor x € X tak, Ze orbita

{T(t)x | t >0} je hustda v X a nazyva se choticka, jestlize navic je
mnozina periodickych bodii operatoru T

Pper ={x € X | existuje to > 0 takové, ze T'(tg)x = x} ,

hustd v X.

[TTT]
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Linearni chaos ve financnich trzich: Black -
Scholestiv model overovani aktiv

Dale uvedeme nasledujici lemma, které ma, obecné, zasadni vyznam:

Lemma 4 Necht A je linedrni omezeny operator na Banachové
prostoru X . Necht (01, Q)2 jsou husté podmnoziny X a budiz
Z ()1 — Q) takovy, ze

1. AZy =y, pro vSechna y € ()1,
2. lim,, o Z™y =0, pro vsechna y € ()1 a
3. lim,_ o A"w = 0, pro vsechna w € Q).

Pak A je hypercyklicky.

[TTT]
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Linearni chaos ve financnich trzich: Black -

Scholestiv model overovani aktiv

Nyni budeme formulovat hlavni vétu této Casti:

Veta 28 Black-Scholesova (Cy) semigrupa

T ={T(t) = f(D,) =e'B | t >0} je chaotickd v Y*™ pro kazdé

s>1, 7> 0stim, ze sv > 1.
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Linearni chaos ve financnich trzich: Black -
Scholestiv model overovani aktiv

Diikaz predchozi véty vyuziva holomorfni funkce a proto je zaloZen na
pouziti prostorti komplexnich funkci. Praktické aplikace FBS vsak
vyzaduji redlnd nezaporna pocatecni data a redlnd nezaporna reseni.
Abychom mohli formulovat predchozi vétu v redlném oboru, zaved me
prostor Y3’ jakozto prostor redlnych funkci v prostoru Y*7. To je
redlny Banachiv prostor. Jestlize f € Y*7, pak reseni FBS |ze zapsat

takto:
—+ o0

o t) = (T(O))(a) = (rt) /2 [ e/

— O

Flzer= /Dt=(0/V2)y) gy,
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Linearni chaos ve financnich trzich: Black -
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Tudiz, T'(t) f je realny (resp. nezaporny) pro kazdé t > 0 tehdy a jenom
tehdy, je-li f realna (resp. nezaporna). Budiz St zazeni operatoru T’ na
Y. Pak Sy = {Sr(t) | t > 0} je (Cp) semigrupa na Y3'" pro

s > 1, 7 > 0. Nyni uz mtzeme reformulovat predchozi vétu pro pripad

funkci v redlném oboru:

Veta 29 Semigrupa St na Yy je chaoticka, je-lis > 1 aT > 0, kdyz

plati sv > 1.
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