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6 Rozpoznavani, uceni, optimalizace

Klasifikator y = h(x)

User ID #1
/) User ID #2
A E o
'/ = Skryty stav y € YV
M Pozorovani x € X
Objekt
ID#l ID#Z ID#S ID#n
= 2 h(x;0%)
[~ ?
Klasifikator
Trénovaci priklady ¢

Optimalizace | 6* = argming g F(0)
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© 6 Co to je strukturni klasifikace?

Metody strukturniho rozpoznavani se pouzivaji v pripadech, kdy je vhodné
modelovat zkoumany objekt jako mnozinu jednodusSich objektd a vztahd
mezi nimi, kde tyto vztahy tvori néjakou strukturu.

/Zkoumany objekt je popsan:
1. Sekvenci pozorovani x = (xq, ..., Xp) € X.

2. Sekvenci skrytych stavll y = (y1, ..., Ym) €Y.

Necht Z = {1, ..., ntaJg=A{1..., m} jsou mnoziny indexd jednotlivych
pozorovani, resp. skrytych stavd.

Doménou strukturniho rozpoznavani jsou aplikace, kdy mnoziny Z a J
maji jasnou strukturu, napr. tvori retézec nebo dvourozmérnou mrizku.
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9/ a Plan kurzu

1. Aplikace

(a) Redeni hlavolamu Sudoku.

(b) Max-sum klasifikator.

(c) Detekce vyznamnych bod({ na lidské tvari.
(d) Segmentace a rozpoznavani textu.

(e) Segmentace obrazu.

2. Algoritmy u ceni
(a) Formulace baysovské klasifikacni Glohy.
(b) Generativni a diskriminativni metody uceni.

(c) Support Vector Machines.
(d) Structured Output Support Vector Machines.

3. Optimalizace

(a) Zobecnéni gradientu pro nehladké funkce.

>~ L J[mnmy
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(b) Zobecnéna gradientni metoda.
(c) Metody odsekavajicich nadrovin.
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@ Ucebnice struktuniho rozpoznavani

Schlesinger, Hlavac. Deset prednasek z teorie statistického a strukturniho
rozpoznavani. Vydavatelstvi CVUT, Praha 1999.

Michail L Schlesinger und Viclav Hlavic
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Cast I: Aplikace

INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVANI
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o & Wi

% Plan prednasky

Aplikace |: Reeni hlavolamu Sudoku
Max-sum klasifikator
Aplikace |l: Detekce vyznamnych bodi na lidské tvari

Aplikace lll: Segmentace a rozpoznavani textu

. Aplikace [V: Segmentace obrazu
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Aplikace |: Reseni hlavolamu Sudoku

INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVANI



© a Sudoku

Zadani hlavolamu Regeni hlavolamu
8 716 (314 281119 |5
11915 |6 2 4 11 (9156|312 |7 |8
2 15 1 3 |6 2195|819 |1 713 |6 |4
2 8 |1 913 1417151216 |81
8 (216 9 1 181216 (31914 5|7
5|7 1 2 517161 (8419 |3 |2
2 |1 9 4 6 (2189|517 (4|3
5 7160 |8 3141512716181 19
819 3 1917131411526

B Cilem hry je doplnit hraci pole tak aby v kazdém sloupci, v kazdém radku
a kazdém poli 3 x 3 byla ¢&isla {1,...,9}.
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© 6 ReSeni Sudoku pomoci strukturni klasifikace

B Na reSeni hlavolamu budeme pohlizet jako na klasifikacni Glohu:
reSeni hlavolamu = h( zadani hIavoIamu)
B Model Sudoku hry:
» 7T ={(i,j)) EN?|1<i<9,1<,j<09} hraci pole.
» Vstup hry je x = (xy € {0, 1, ..., ol |teT)eX.
» Vystup jey = (yr € {1,..., O} |t € T) € Y spliujici pravidla hry.
B Chceme naleznout rozhodovaci funkci, strukturni klasifikator,

h: X —)Y,

ktera vyresi kazdy zadany hlavolam.
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® ¥\ Jak by mél Sudoku klasifikator vypadat?

B Typicka reprezentace klasifikatoru 7: X — Y-

h(x) = argmax f(x, y)
yey

kde f: X x Y — R je skdrovaci funkce m éfici kvalitu paru (X, y).

B Necht7,C7T,/1=1,..., 27 jsou podmnoziny poli, ktera musi obsahovat
Cisla {1, ..., 9}, tj. vSechny radky, sloupce a pole 3 x 3.

B Skorovaci funkce Sudoku klasifikatoru by méla splhovat tyto podminky:
1. f(x,y) = —oo pokud existuje t € T takové, Ze x; # LI A Xt £ yt.

2. f(x,y) = —o0 pokud existuje i € {1,..., 27} takové, Ze
yelte Ty #4{1,..., 9}
3. f(x,y) = 0 ve vSech ostatnich pripadech.
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© 6 ReSeni Sudoku pomoci strukturni klasifikace

B Zavedme mnozinu sousedicich (vzajemné se ovliviujicich) objekt(

E={{0G.N. N i=i"vi=Vv{[i/31=T["/31AT[j/31=1//3D}
B Zavedme funkci g: {1,..., 9}2 — {0, —oo},

() = 0 pokud y # y
JVYI=Y L pokud y =y’

a funkci ¢g: {J,1, ..., o) x {1,..., 9} — {0, —o0}

(x.y) = 0 pokud x =[]
TEYI=Y L pokud x A0 Ay # x

e J[HIIIHIy
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© 6 ReSeni Sudoku pomoci strukturni klasifikace

B Skorovaci funkcr Sudoku klasifikatoru mizeme reprezentovat jako soucet
funkci arity 2:

f(x,y)= Z q(Xt, yt) T Z gyt yr)

teT {t,t'}e&

S~ A\ J/

vypl nena poli cka se kOpfojf Fedeni spl fuje pravidla

B Redeni Sudoku hlavolamu se zadanim x ziskame ze strukturniho
klasifikatoru

y = argmaxf(x,y)
yey

B Poznamka: Ohodnoceni klasifikatoru vyzaduje reSit tzv. max-sum
problém, ktery je obecné NP-tézky.
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® ¥  Uceni Sudoku strukturniho klasifikatoru

B Ciluceni: nalézt Sudoku klasifikator (tj. pochopit pravidla hry), na zakladé
prikladl, které ziskame z pozorovani hry zkuseného Sudoku hrace?

B Prepodkladejme, zZe je k dispozicl mnoZina trénovacich p Fiklad(
D={(x"y"),....(x" y")} € (X x )7
tj. mnozina obsahuje dvojice (zadani hlavolamu, reSeni hlavolamu).

B Soucasné algoritmy uceni zvladaji nasledujici tlohu:

» Struktura klasifikatoru je znama, tj. mnozZina objekt( 7 a struktura
sousedstvi £ je dana.

» Neznamé funkce g a g nauc¢ime z mnoziny prikladd D.
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® ¥  Uceni Sudoku strukturniho klasifikatoru

B Funkce g a g budeme reprezentovat vektorem 8 € R”, ktery ma
n = 90 + 81 sloZek, tj. slozky vektoru 0 jsou C&isla g(x,y) a g(y.y),
xeX, yeld yel.

B V tomto pripadé je Sudoku klasifikator instanci linearniho klasifikatoru

argmax{Zq(Xt,yt)%— Z g()/b)/t’)}

yey et (t.t)eE

h(x;0)

= argmax{(@, ¥(x,y))
yey

kde W: X x Y — R” je funkce slozend s indikdtorovych funkci.
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® ¥  Uceni Sudoku strukturniho klasifikatoru

B Uloha u ¢eni: nalezni parametry 8 € R”, tak aby klasifikator h(x; 0) udélal
na trénovaci mnozing D = {(x!, y!), ..., (x™M, y™))} co nejméné chyb.
B Zavedme ztratovou funkci A: Y x Y — R, tak ze

0 pokud y =1y’
Ay, y') = ,
1 pokud y #y
B Uceni Sudoku klasifikatoru formulujeme jako optimaliza¢ni problém
m . .
6" € Argmin Z A(y' h(x": 8))
OcR” i—1

\ J/
Y a

poCet chyb na trénovaci mnoziné
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Uceni Sudoku strukturniho klasifikatoru:

numerické vysledky, uceni z 18 prikladui

q(y.x) =q(y) proy =xnebo x =0 a q(x,y) = gz pro x #y a x # [

o y 1 2 3 4 5 6 7 8 9
1870 || g(y) | 867 295 696 234 224 339 228 455 378
aly,y’)

v/y' 1 2 3 4 5 6 7 8 9
1 | -552 19 47 66 65 73 61 66 73
2 84  -500 67 57 71 56 79 60 65
3 78 30 -437 48 48 47 68 50 54
4 73 28 63 -266 55 53 76 56 60
5 23 67 57 47  -397 46 68 49 52
6 74 66 58 49 49  -448 69 49 54
7 -26 9 28 49 48 47  -342 48 54
8 36 77 60 49 49 46 67  -441 52

9 79 20 57 48 46 48 65 51  -441




Max-sum klasifikator
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® ¥ Max-sum klasifikator

(T.€)

T

5@(’2’)
X:(XtEX‘tET)
y=WneY|teT)
g X XY xR"—> R
qtt/:YxYxR”%]R

neorientovany graf popisujici strukturu objektu

Je mnozina objektd

je mnoZina soused( (sousedicich objekt(l)

je |T|-tice pozorovani, tj., X = X7

je |T|-tice skrytych stava, tj., Y =Y7
kvalita paru (x¢, y¢) pokud je parametr 0
kvalita paru (y¢, y#) pokud je parametr 0

Max-sum klasifikator h: X — )

h(x;0) = argmax f(x,y;0) =

yey

teT tt'e&

(ZCIt(Xt,Yt;e) T Z C/tt’()/b)/t’;e))
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© 6 Statisticka interpretace Max-sum klasifikatoru

B Necht jsou pozorovani x € X a skryté stavy y € YV realizaci nahodnych
velicin

X=X |teT), Y=(:|teT)

se sdruzenou hustota pravdépodobnosti X a Y (Gibbsovo rozdélent)

p(x,y;0) = Z(10) exp f(x,y;0)

B Maximalné A Posteriorni (MAP) odhad skrytého stavu

y = argmaxp(y | x; 6)
yey

dava stejny odhad jako max-sum klasifikator se skérovaci funkci f(x, y; 0).
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Y 6 Skryté nahodné markovské pole

B Sdruzena hustota pravdépodobnosti nahodnych proménnych X a Vje
obecné funkce p: X x Y — R urc¢ena (|X|-|Y| — 1) cisly.

B Necht N; ={t' € T | {t, t'} € £} je mnoZina sousedd objektu t pro dany
neorientovany graf (7, &).

B Nahodny proces XaY Je skryté markovské pole pokud:
> p(xt | {xe | ' € T\{t}}y) = p(xt | yt)
> p(ye [ {ye [t € T\A{t L x) =plye [ {yr | t € Nt} xe).

B Pokud ma kazdy Uplny podgraf grafu (7, £) maximalné dva uzly, pak je
sdruzena h.p. nahodnych proménnych tvoricich skryté markovské pole

p(x,y:6) = Z(le) exp (th(xt,yt;e) + Y qttf(yt,yt/;e))
teT

tt'el
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Ohodnoceni max-sum klasifikatoru vyzaduje

2

B \ypocet odezvy max-sum klasifikatoru je obecné NP-tézka tloha
celoCiselného programovani:

h(x;0) = argmax {Z qe(Xe, ye) + Z gtt’(YtJ/t’)}

yey  “ieT (t.tVeE
Existuji podtridy max-sum problému, které |ze resSit efektivné:

reSit max-sum problém

1. Mnozina soused( &£ tvori acyklicky graf nebo tzv. simple-net.
B Redi se dynamickym programovanim.
2. Funkce g¢+ Jsou supermodularni.

B Y je plné usporadana. Lze prevést na hledani maximalniho toku v siti.
3. Problémy s trivialnim ekvivalentem.

B ReSeni |Ize nalézt pomoci Schlesingerovy LP relaxace.
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Aplikace Il: Detekce vyznamnych bodd

na lidské tvari




Y a Detekce vyznamnych bodi na tvari

B Cilem je lokalizovat definovanou mnozinu bod@ na lidské tvari jako jsou
oCl, nos CI Usta.

e, >~ ..-° J[mnmy
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Y 6 Detekce vyznamnych bodi na tvari

B x € X je Sedotdnovy obrazek velikosti [H x W]
m7={0..., [ — 1} mnozina L vyznamnych bod(
m S, C{l,..., H} x {1,..., W} mnozina pripustnych pozic bodu t

By=(sp..., S _1) €Y =5p x---x 5, _1 jsou pozice véech L
vyznamnych bod@ v obrazk

B Zavedme funkci g:(x, st) jejiz hodnota je Gmérna “pravdépodnosti”, Ze
vyznamny bod t € T je v obrazku x na souradnici s+ € S¢.

» Funkce g:(x, s+) m(ze napf. porovnavat “template” vyznamného bodu
s obrazkem.
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6 Detekce vyznamnych bodi na tvari

'E;;—v'

|

B Pozice vyznamnych bodll y = {8q,...,8y—_1} v obrazku x lze nalézt
pomoci L nézavislych detektor(

S§¢ = argmax g¢(x, s) teT
sES;

B Nevyhoda: nefunguje na “tézkych” obrazcich, protoze nevyuziva zavislost
pozice jednotlivych vyznamnych bodu.
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Detekce vyznamnych bodi na tvari pomoci

©
a “Deformable part model”

B G = (7, &) graf definujici vyznamné body a jejich sousedstvi
B g:+(S:, sr) kvalita konfigurace (s¢, s¢) sousedicich bodt {t,t'} € £
B 7(x, y) kvalita konfigurace vSech vyznamnych bod( y v obrazku x

f(xy)= th(X,St) + Z 9t+'(St, St)

teT J {t.t'}e&

N

shoda s obrazkem apriorni znalost

_J/
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Y 6 Detekce vyznamnych bodi na tvari

y = argmaxf(x,y)
yey

(So ..... SL_1)€SOX“’XSL—1 tET {t t’}Eg

argmax ZQt(X St) + Z 9rt'(St, St')

B Odhad nejlepsi konfigurace vyznamnych bod( vede na max-sum problém

B Pro acyklicky graf (7, &) lze nalézt maximalni konfiguraci pomoci

dynamického programovani.

B Jok urcit funkce gt a g¢p 7

N\
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© a Uceni detektoru vyznamnych bodii na tvafi

B Funkce g+ a g+ Ize uCit z trénovaci mnoziny
D={(x', y!), ..., (x™ y™)}, ktera
obsahuje priklady obrazka x' a jejich
manualni anotaci y' = (s), ..., s, _;).

B Formulace u ¢eni: nalezni takové funkce g; a

gtt+, aby primérna odchylka odhadu pozice
byla co neymensi.

B Necht je odchylka odhadu pozic vyznamnych
bodd definovana jako
€0+ -+ €1 1

odchylka = :
L /face
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© 6 Uceni detektoru vyznamnych bodii na tvafi

B Definuyme ztratovou funkci A: Y x Y — R, tak ze

. L—1
Aly,y') = St — S
( ) | . /face(y) —r H t t”
kde y = (so, ..., S;_1) je manuaini anotace a ¥’ = (sq, .. ., S, _1) jsou

odhadnuté pozice.
B Funkce g+ a g+ budeme parametrizovat jako linearni funkce

gr(x, st) = (0, W(x, s¢)) git(St. S) = (0, W9(s¢, 5¢))

kde & € R" jsou parametry , W9(x, s;) jsou pfiznaky kolem bodu s; a

wg(st, sv) = (dx, dy, dXz, dy2) kde (dx, dy) = (x¢, yt) — (X, ')
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© a Uceni detektoru vyznamnych bodii na tvafi

B Prilinearni parametrizaci funkci g+ a g+ Je max-sum klasifikator instanci
linearniho klasifikatoru

h(x;0) = argmax | Y (6, W9(x,s1))+ > (6, WI(ss, sp))

Y&V |ter (t.t}eE |
= argmax{(f, V(x,y))
yey

B Uceni klasifikadtoru mUzeme formulovat Jako optimaliza ¢ni problém

0 = argmln—ZA(y h(x': 0))

gco M
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© a Porovnani s existujicimi detektory

Count of occurrences [%]

LFW database - Cumulative historgam of mean errors

100
95
90
85
80
75
70
65
60
55
50
45
40
35
30

o5

= flandmark
=—bhaseline

20 Everingham et al.

15 T AAM

10 Zhu & Ramanan (p146 model)
5 = Zhu & Ramanan (full model)

face.co
T

1222324

0 = — T T T T
01234567 8910111213141516171819202
relative error [%]

>~ L J[mnmy
EVROPSKA UNIE ¥ =




® ¥ Porovnani s IPAD SDK detektorem

LFW database - Cumulative historgam of mean errors

100
95
90

g5

80

75

70

65

60

55

50

45

40

35

30

25

20

15 -of

TSR SIS A

Count of occurrences [%]

| = flandmark
| = ipad :

1 L1 1 1 i
012345678 910111213141516171819202122232425
relative error [%]
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Y a Detekce vyznamnych bodi na tvari

B FLANDMAK
http://cnp.felk.cvut.cz/~uricamc/flandmark/

B Demo detektoru + aplikace v rozpoznavani tvari.
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http://cmp.felk.cvut.cz/~uricamic/flandmark/
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Aplikace lll: Segmentace a
rozpoznavani textu




© a Segmentace a rozpoznavani textu

B Pro zadany obrazek obsahujici radek textu

Il Ul s8-35s B

chceme nalézt pozici znak(l a rozpoznat je:

U L K 6 8 3 9
N Ol sS8-05S B
B Klasicky pristup sestava ze dvou krokd:
1. Segmentace obrazku na oblasti znak.

2. Rozpoznani jednotlivych znaki.
Problém: pro spravnou segmentaci musime védét co hledame.

B Slo by segmentovat a rozpoznavat znaky soucasné jednim klasifikatorem 7

R >~ .-' J[HlllHly
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© a Segmentace a rozpoznavani textu

B Obrazek x € X velikosti [W x H| modelujeme jako sekvenci obrazkd

(“templates”) vybranych z kone¢né mnoziny 8 = {0, € RF*w(a|3 ¢ A}

Oll1] - [9JIAIIB] - [Z] I

| |

B Nechty =(sq1,..., s; ) je segmentaci obrazku, kde kazdy segment
s = (a, k), popisuje jméno znaku a € A a jeho pozici k € {1, ..., Wi,

B Pripustna segmentace y € ) je takova, ktera pokryje cely obrazek

neprekryvajicimi se segmenty, tj. kazda y = (s1, ..., s;) € Y spliuje
/((51) = 1
W = k(s;)+w(s)—1

k(si)
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© a Segmentace a rozpoznavani textu

synteticky obrazek:

Ml UL K6 8-39

obrazkem z 6 a segmentace y mlzeme mérit jejich korelac:

L(y)w(a(si))

B Jsou-li dany vzory @, mizeme pro kazdou segmentaci y € ) vygenerovat

B Podobnost mezi vstupnim obrazkem x a synteticky vygenerovanym

fx,y;0)= > Y (col(x,j+k(s)—1),col(Bs) /)

=1 J=1

(RULK 68390 MUK 8838

N\
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© a Segmentace a rozpoznavani textu

B Vstupni obrazek x € X mizeme segmentovat, tak Ze ze vSech
pripustnych syntetickych obrazkid vybereme ten nejpodobnéjsi, tj. ten s
nejvétsi korelaci:

y = argmaxf(x,y;0)
yey

B 7 vystupu klasifikatoru y = (51
tak jejich jména a(§;):

Ml UL K68 -39 /i

..... 5, ) ziskame jak pozici znakl k(5;),
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© a Segmentace a rozpoznavani textu

B Maximaliza¢ni Gloha porebna k ohodnoceni klasifikatoru

" L(y) w(a(si)) ]
max 7 Y (col(x,j + k(s;) — 1), col(O4sy.4))

c
yy_/l Jj=1

se da resit efektivné pomoci dynamického programovani.

B Pro/=1do W spocti

) _
fi=, max ;<col<x, i —w(a) +)), col(8a, 1)) + fiw(a)

B Slozitost tmérna W - w - | A|
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® ¥\ Uteni klasifikatoru z prikladi

0,

1

B Jak nejlépe urcit 0 = {0, € R7w@)|5 ¢ A} 7

9

VNICIREVARCE B

B Klasifikator je instanci linearniho klasifikatoru

y

kde W: XA x )Y — R"

B Neznamé parametry @ mizeme ucit z prikladd

{(x!, yH), ..., (xm, y"™}Pe (X x)M.

= argmaxf(x,y;0)
yey

= argmax{(f, ¥(x,y))
yey
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® ¥\ Uteni klasifikatoru z prikladi

B Formulace u ¢eni: nalezni parametry @ € R" tak, aby klasifikator
segmentoval trénovaci obrazky co nejpodobnéji manualni anotaci.

B Zavedme ztratovou funkci A: Y x Y — R, tak ze

L(y)

Ay.y') =) laly.i) #a(y'. D]
=1

kde a: Y x {1,..., [} — A vraci jméno znaku pokryvajiciho i-ty sloupec
dané segmentace.
B Uceni |ze formulovat jako optimalizacni tlohu

0" —argmln—ZA(y h(x': 0))

gco M

J[ [TTTTT |




B Demo ukazka.

B Camea web service.

)
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Aplikace |V: Segmentace obrazu
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[T

9 Segmentace obrazu

LN

B Cil: priradit kazdy pixel vstupniho obrazku do jedné z K trid.

B Typickym segmentacni model: “max-sum” klasifikator.

* e -® [T
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© 6 Segmentace pomoci max-sum klasifikatoru

B7={(j)eN?|1<i<W1<,j<H} mnozina pixeld
BE={{0.), (" OyeT?||i—1+1—,| =1} sousedici pixely
B x; = (r:, g9+, bt) € X = R3 barva pixelu t € T v RGB prostoru
my,cY={1... K} trida (Jméno segmentu) pixelu t € T

{[HIIIHIy
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© 6 Segmentace pomoci max-sum klasifikatoru

B Klasifikator najde segmentaci y, ktera nejlépe odpovida vstupnimu
obrazku x a zaroven splhuje apriorni predpoklady o segmentaci:

y = h(x;0) = argmax { Z q(xt,yt) + Z g()/t,yl*')}

yey teT {t.t'}e€

_J/

shoda s obrazkem apriorni znalost

B Funkce g(x, y) ucuje “pravdépodobnost”, Ze pixel s barvou x patfi do
segmentu y.

B Funkce g(y,y’) uCuje “pravdépodobnost”, Ze sousedni pixely budou patfit

k segmentu y a v/, napt. g(v,y) > g(y.y’), y # vy’ preferuje sousedni
pixely patrici stejnému segmentu, tj. vyzaduje kompaktni segmentace.

"~ ..
= - J[mnmy
* * L]
f S M
EVROPSKA UNIE il =




© a Jak urcit funkce g a g ?

B Uvazujme linearni prametrizaci funkce g
q(xt, ye; 0) = (6y,, ¢ (xt))
kde ¢: R3 — RP jsou priznaky spoctené z x;, napfiklad
d(xt) = (re, g, be, rf, g7, b3, 1)

B Uvazuje linearni parametrizci funkce g, napr.

67 pokud yr = yp

Y, 0) =07 [yr =] =
g(ye, ye: 0) Lyt = yel { 0 pokud y: # yv

B Poznamka: Pokud 689 > 0 a |Y| = 2 je funkce g submodularni a max-sum

problem je efektivné resitelny.
:***’; |\ :ﬁv ..-‘ {[I\Ill\\ly
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® ¥\  U&eni max-sum klasifikatoru z prikladil

B Uloha uceni: nalezni funkce 8 = (g, g) tak, tak aby max-sum klasifikator
mé&l na trénovaci mnozingé {(x*, y1),.... (x™ y™)} minimalni chybu.

B Chybu mizZzeme mérit Hammingovou ztratovou funkci A: Y x Y — R”

Aly,y') = Z[[)/t # yr]

B Priklad trénovaci mnoziny: teT

{x!,

XM =
{ylt ... y"} = ! . n n

e, > ..-° J[mnmy
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® ¥\  U&eni max-sum klasifikatoru z prikladil

B Prilinearni parametrizaci funkci g+ a gs¢ Je max-sum klasifikator instanci
linearniho klasifikatoru

h(x;0) = argmax | Y (0, Wi(x,y )+ Y (6. WI(y.yp))
yel |ter {t.t}e€ |
= argmax{(f, ¥(x,y))
yey

B Uceni klasifikatoru z trénovaci mnoziny mtzeme formulovat jako
optimalizacni problém

0= argmm—ZA(y h(x'; 0))

gco M
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Y a Priklad segmentace obrazu

B Priklad nestrukturniho klasifikatoru: vSechny pixely mézeme klasifikovat
nezavisle pomoci nestrukturniho klasifikdtoru A': X — Y

W (x¢) = argmax q(x¢, y) , teT

yeY

B Matlab demo: rozdil mezi strukturnim a nestrukturnim klasifikdtorem.

" [}
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Cast 11: Algoritmy uéeni
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© a Plan prednasky

4

. Formulace bayesovské klasifikacni Glohy
. Generativni a diskriminativni metody uceni

. Support Vector Machines

- Algoritmus uceni dvou-tridnich linearnich klasifikatord

. Structured Output Support Vector Machines

- Algoritmus uceni strukturnich linearnich klasifikator(

" [}
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Formulace bayesovské klasifikacni tlohy
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© 6 Formulace bayesovské klasifikacni tlohy

B x € X je pozorovatelny stav (méreni) a X je mnoZina vSech pozorovani
B y c) jeskryty stav (“label”) a ) je mnozina vSech skrytych stavi

B p(x,y) je h.p. generujici pozorovani a skryté stavy

B h: XY — )Y je klasifikator

B A:)Y x)Y — R je ztratova funkce

B Bayesovska Gloha: nalezni bayesovsky klasifikator, ktery minimalizuje
oCekavany risk = stredni hodnotu ztratové funkce

Rexp(h) =Y > p(x,y)A(y, h(x))

xXeX yey
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© a Obecnost bayesovské formulace

Aplikace

Pozorovani x €¢ X

Skryty stavy € Y

Hodnota mince v automatu
Optical character recognition
Ctecka otisk

Rozpoznavani reci

EGG, ECG diagnostika

x € R"

2D Sedotdénovy obrazek
2D Sedotoénovy obrazek
x(t) zvukovy signal
x(t) Casovy signal

hodnota mince
text

identita osoby
slova

diagnoza

Aplikace, o kterych jsme mluvi

Sudoku solver
Segmentace obrazu
Segment. /rozpoz. textu

Vyznamné body na tvari

zadani hlavolamu
2D barevny obrazek
2D Sedotoénovy obrazek

2D Sedotdnovy obrazek

reSeni hlavolamu
segmentace
segmentace, znaky
pozice bodU

" [}
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® a Dva specialni pripady bayesovskych klasifikatorii

B Ve strukturnim rozpoznavani je skryty stav y € ) tvoren |7 |-tici
(pod)-stavi

y=WmeY|teT)

B Dva dllezité pripady ztratové funkce A: Y x Y — R jsou:
1. 0/1-ztratova funkce

Aly.y) =1y #Y]
Bayesovsky risk Rexp(h) je roven P(h(x) # y).

2. Hammingova vzdalenost

Ay.y) = Iyt # ¥l

teT

RozSireni 0/1-ztratové funkce pro strukturni klasifikatory.
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® a Bayesiiv klasifikator v pripad 0/1-ztratové funkce

B Ocekavany risk v pripadé 0/1-ztratové funkce je roven

Rew(M) = Y p(x,y)ly # h(x)]

xeX yey

coz Je pravdépodobnost chybné klasifikace.

B Bayesovsky klasifikator minimalizujici Rexp(h) je roven

h(x)

argmin > p(x, y")ly' # vl

ye)y y'ey

argmax p(y | x)
yey

vede na Maximal A Posteriori (MAP) odhad skrytého stavu.
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Bayesiiv klasifikator v pripadé Hammingovy ztra-

2

B Ocekavany risk v pripadé Hammingovy ztratové funkce je

Rep(M) =Y > p(x,¥) ) Iyt # h(x)]

xeX ye) teT

tove funkce

coz Je primérny pocet chybné klasifikovanych pod-stavi.
B Bayesovsky klasifikator minimalizujici Rexp(h) je roven

h(x) = argmin > p(y' | x)> [vi # vl

yeV ey teT
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® 6 Reseni bayesovské tlohy

B K vyreSeni potrebujeme znat h.p. p(x,y), resp. p(y | x).
B V praxi témér vzdy plati:

» Uplny statisticky model neni k dispozici.

» Problém milzeme popsat empirickymi daty

D={(x"y")...., (x™ y"™)} e (X x )"

o kterych se predpoklada, ze jsou realizaci nezavislych nahodnych

proménnych se sdruzenou h.p. p(x, y).

N\
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(senerativni a diskriminativni

metody uceni
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® ¥\ Generativni a diskriminativni metody uceni

B Generativni p fistup:

» Definuj mnoZinu P, ktera obsahuje rozdéleni podobna p(x, y).
» Pouzij data D k odhadu p € P, ktery co nejlépe aproximuje p(x,y).
» Dosad p(x,y) do vzorce pro bayesovsky klasifikator (plug-in Bayes

classifier).

B Diskriminativni p Fistup:

» Definu) mnozinu H, ktera obsahuje klasifikatory podobné

bayesovskému.

» Definuj funkci R(h), ktera dobre aproximuje bayesovsky risk Rexp(h) a

Ize ohodnoti z data D.
» Nalezni klasifikdtor h € H, ktery minimalizuje R(h).

N\

)
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© a Generativni metody uceni

B K odkadu p € P se typicky pouziva metoda maximalni vérohodnosti.
B V pripadé, ze data D jsou 1.1.d., jJe vérohodnostni funkce

Fioy=]]r(x"y")
=1

rovna pravépodobnosti, ze model p’ vygeneroval data D.
B Maximalné vérohodny (ML) odhad modelu vede na optimalizani problém

m
p=argmax ] [ p'(x',y")
pep =1

B Plug-in bayesovsky klasifikator h(x) = argminy,cy >, ey P(Y' | X)AY', y)
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Y 6 Generativni metody: klady a zapory

+ Obecny princip, ktery Ize pouzit 1 v pripadé nekompletnich dat.
B Ucleni z nekompletnich dat je velka prednost specialné ve strukturnim

rozpoznavani.

B Manualni anotace dat je Casové i finanéné naro¢na (viz. ukazkové

aplikace).

-1+ Teézky optimalizaéni problém pro mnoho strukturnich statistickych model(
(naprf. RMF). Existuji stochastické algoritmy hledajici pfiblizné reSent.

- Vlastnosti ML odhadu dobre prozkoumany ve statisice pro pripad m — oc;

v praxi Je dat konecny pocet.

- Nepresnost pri specifikaci P mize mit znacny vliv na presnost vysledného
klasifikatoru = problém musime dost dobre znat nez ho m{zeme resit.
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® ¥ Diskriminativni pfistup

B Ocekavany risk Rexp(h) se aproximuje empirickym riskem

Remp(h) = — 3~ Ay, h(x')).
=1

ktery méri presnost klasifikatoru h na trénovacim vzorku D.

B Uceni vede na optimaliza¢ni problém

h = argmin Remp(h)
heH

B Tridu klasifikatorl H je nutné kontrolovat (napf. regularizaci) aby nedoslo
k prefitovani.

x s ~ . [T
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Y a Diskriminativni pfistup: klady a zapory

- Neni (zatim) jasné jak zobecnit pro nekompletnich data.

-1+ Tézky optimalizacni problém, ale existuji efektivni konvexni aproximace a
to i pro slozité strukturni modely jako max-sum klasifikator (viz. dale).
+ Prozkouman pripad | pro konecné m.

B Teorie statistického uceni zkouma vztah Rexp(h) @ Remp(h);
generalizaCni meze.

B Prakticky vystup: pri minimalizaci emprirického risku je treba
kontrolovat slozitost tridy klasifikatort H jinak dojde k prefitovani.

+ Nepresnost pri specifikaci H nema zniCujici vliv na presnost vysledného
klasifikatoru = Casto lze pouzit jako “black-box approach”.
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2

Implementace diskriminativniho uceni:
Support Vector Machines

|. Algoritmus uceni dvou-tridnich linearnich klasifikator(




® ¥ Dvoutiidni linearni klasifikator

B Pozorovani je n-dimenzionalni vektor x € X = R".
B Skryty stav nabyva jen dvou hodnot y € Y = {+1, —1}
B Budeme ucit linearni klasifikator

+1 pokud (0,x) >0
h(x;0) =
(x:9) { —1 pokud (0,x) <0

Pokud chceme klasifikator s posunutim, pak pouZijeme 8’ = (8: b) a
x'=(x;1).

B Uvazujeme 0/1-ztratovou funkci (tj. chceme minimalizovat
pravdépodobnost chybé klasifikace)

Ay, y) =1y # 1]
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Dvoutridni linearni klasifikator: separovatelna
data

2

B Trénovaci priklady D = {(x!, y!), ..., (x™, y™} e (R" x {+1,—1})"
jsou linearné separabilni pokud existuje vektor 8 € R” takovy, zZe

Remp(8) = — S "Iv' # h(x' 0)]
=1

B Hledani 0, pri kterém je Remp(8) =0
vede na reSeni soustavy linearnich
nerovnic:

yvie, x>0, i=1,..., m

B Uloha LP resitelnad Perceptronem.
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© 6 Optimalni rozdélujici nadpolocha

B Optimalni rozdélujici nadplocha (8", w) maximaluzuje vzdalenost od dat

. "0, x'
6" € argmax min v {6.x7)
9crr =1,...m HGH

B Hledani optimalni rozdélujici nadplochy vede
na Glohu kvadratického programovani:

" 1
0* = argmin =8|/

5 2

za podminky

yie,xy>1, i=1,....m

* X % >~ -® [T
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Linearni Support Vector Machine klasifikator

2

B Linearni podminky se uvolni pomoci relaxacnich proménnych

uceny z neseparovatelnych dat

A 1 &
(6", €") =argmin [ Z|16]° + =) &
)=\ 2 m;
za podminky

y' (0, x")
‘Si

AVARAV,
 —
m
|
‘I—\
3

B )\ > 0 je reqgularizacni konstanta.

B Uceni prevedeno na problém konvexniho kvadratického programovani.
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SVM implementuje princip minimalizace requ-

2

B SVM problém lze vyjadrit jako ekvivalentni problém bez omezeni

larizovaného empirického risku

" .V 1 — S
0 :argemm (EHGH +R(9)> kde R(G):E;max{O,l—y (9,x>}

B SVM pouziva “hinge-loss”, coz je konvexni aproximace 0/1-ztratové funkce

max(0,1 — )

[v'(6. x') < 0]
< max{0,1—y'(6,x")} =0l

[v' # h(x'; 0)]
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2

Implementace diskriminativniho uceni:
Structured Output Support Vector
Machines

Il. Uceni obecného (strukturni) linearniho klasifikatoru




© 6 Obecny linearni klasifikator

Pozorovani je x € X

B Budeme ucit lineadrni klasifikator

Skryty stavjey € Y

h(x;0) = argmax{(6, ¥(x, y))
yey

kde W: X x )Y — R" je dané zobrazeni z prostoru X x ) na prostor
parametrd R".

B Ukazkové strukturni klasifikatory jsou instance obecného linearniho
klasifikatoru.
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Uceni obecného linearniho klasifikatoru ze

2

B Trénovaci priklady D = {(x!, y!), ..., (x™M, y™} e (X xP)" jsou
linedrné separabilni pokud existuje vektor parametri 8 € R" takovy, ze

separabilnich dat

Remp(8) = — S Iy’ # h(x';0)]
=1

B Hledani 0, pri kterém je Remp(6) = 0 vede na feSeni soustavy lin. nerovnic:

0. W(x'y)) > (8. W(x'y)), i

]
‘I—‘
3
<
M
<
—
——
k\
——

B Pocet omezujicich podminek je roven m(|Y| — 1), napf. u segmentace
obrazu je |Y| = K7W

B Uloha LP feSitelna Perceptronem pokud umime ohodnotit klasifikator.
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© a Structured output Perceptron

1.6=0
2. Fori=1,..., m

(a) Klasifikuj /-ty priklad

y; = argmax(#6, \I!(x",y)>
yey

(b) Pokud y; = y; nedélej nic jinak aktualizuj vahy
6:=0+W(x',y)—Wx'y)

3. Pokud se v kroku 2 neprovedla ani jedna aktualizace vah vrat vektor 0 a
skoncl. Jinak pokracuj krokem 2.

N/

B Pokud jsou data linearné separabilni najde v kone¢ném poctu krokl reseni.
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Uceni obecného linearniho klasifikatoru z

2

B Chceme ucit linearni klasifikator

neseparabilni dat

h(x;0) = argmax(@, W(x, y))
yey

z trénovaci mnoziny D = {(x!,y1), ..., (x™M, y™}e (X xY)m.
B Uvazujme libovolnou nezapornou ztratovou funkci A: Y x Y — R
Aly,y)>0, yedye)y

B Minimalizace empirického risku Remp(6) = % ST LA(Y! h(x; 8)) je tézka
nekonvexni optimalizacni tloha.

B MizZeme nalézt konvexni aproximaci ztratové funkce?
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© 6 Konvexni aproximace ztratové funkce

A(y. h(x;9))

max A(Y, y)[max(0, W(x,y")) — (6, ¥(X, y)) < 0]
yey y'ey

Teaf;( max {O, Aly,y) — ;r)ea;;w, V(x,y)) + (8, \I!()?,Y)>}

= max {0, max (A(7. y) + (6. W(%.y))) — max(6. W(%,¥'))}

VAN

< max {O, max {A(_f/,y) + (6, \I!()A(,y)ﬂ — (0, W(?,}A’»}
ye)y

= max |A(.y) + (8. W(x,y)| - (6. W(%.9))
yey

g J/
N

konvexni horni mez ztratové funkce
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® 6 Structured Output Support Vector Machine

B Uceni obecného linearniho klasifikatoru vede na konvexni minimaliza ¢&ni
problém

6" = argmin PHGHQ + R(G)}
gcrn L2

kde

RO) = 13 [ max (B ) + 6, 9(xy)) — 6.9 (x. )]

=1

B Jak tento optimaliza¢ni prolém resit?
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Structured Output Support Vector Machine

2

B Uceni SO-SVM Kklasifikatoru lze vyjadrit jako problém kvadratického
programovani

Jako uloha kvadratického programovani

6" = argmin [—HGH2+ Zi}

OcR”

za podminky

=AY, Y)+ 0, W(X,y)— O W(x,y)), i=1...my€ey

B Pocet linedrnich omezeni je roven m|))|.

B Standardni algoritmy QP jsou nepouzitelné.
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Cast I11: Optimalizaéni algoritmy
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1. Zobecnéni gradientu pro nehladké funkce

2. /Zobecnéna gradientni metoda

3. Metody odsekavajicich nadrovin (Cutting Plane Algorithm)
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© 6 Formulace optimalizac¢niho problému

Cil: minimalizovat kvadraticky regularizovanou konvexni funkci

6" = argmin F(0) = [iHGHQ + R(G)]
fco 2

kde R: © — R je konvexni nehladka funkce.

Pro jednoduchost budeme uvazovat pripad bez omezeni © = R".

Minimaliza¢ni Gloha je tézka kvdli risku R(0): nedifferencovatelna funkce,

samotné jeji ohodnoceni je vypocetné naroCné.

Seznam algoritm( strojového uceni, které vedou na regularizovanou
konvexni minimalitaci je dlouhy. SVM algoritmy tvori jen jeden priklad.
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© 6 Subgradient (zobecnény gradient)

Necht F: © — R je konvexni funkce na konvexni mnoziné © C R".

Pokud je funkce F diferencovatelna v bodé 8’ € ©, existuje gradient
F'(0") € R", ktery urcuje linearni dolni mez

F(0)>F(®)+(F(8)6-6), veco

Pokud je funkce F nediferencovatelna v bodé 8’ € ©, presto musi
existovat vektor g € R"” takovy, ze

F(6)>F()+(g,6—-6), VOcO

Vektor g je subgradient funkce F v bodé 6.

V daném bodé mize byt vice jak jeden subgradient. Mnozina 0F(0) vsech
subgradient( funkce F v bodé @ € © se nazyva subdifferencial.
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F(0) = max{162, 10 + 2}

F(0') 4 9(0 = 0")
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F(0) = max{162, 10 + 2}

F(0") 4 9(0 = 0")
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F(0) = max{162, 10 + 2}

F(0') + g(0— )
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© 6 Zakladni vlastnosti subgradientu

OF (0) je neprazdna pokud je F konvexni a kone¢na blizko 0
OF (0) je uzavrena konvexni mnozina

OF(0) = {g} <= F je differencovatelna a g = F'(6)
O(aF(0)) = a0F(0) pokud o > 0

O(F1(6) + F2(6)) = 0F1(8) + 0f2(6)

Bodové maximum: F(0) = max;—1._, Fi(0); pokud jsou F;(8)
diferencovatelné, pak

OF (6) = Co{F;(8) | Fi(6) = F(6)}

tj. konvexni obal gradient( aktivnich funkci v bodé 6.
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/obecnéna gradientni metoda
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© a Zobecnéna gradientni metoda

B Necht F: R" — R je konvexni funkce. Cilem je vyresit

6" € argmin F(0)
fcR"

B Algoritmus: Zobecn éna gradientni metoda (subgradient descend)

1. Nastav t = 1. Zvol 8; € R" a fadu pozitivnich krokl {a;}52;.

2. Spocti subgradient g; € OF(0;)

3. Aktualizuj reseni
Orr1=0r — arg;

4. Pokud algoritmus nedokonvegoval, pak t :=t+ 1 a jdi na krok 2.
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© 6 Vlastnosti zobecnéné gradientni metody

+ Jednoduchost a obecnost.  Staci spocitat libovolny subgradient g; € 0F(0¢).

+ Zarucena konvergence pro vhodné zvolenou délku krok(.
Priklad konvergentni délky kroku:

1
oy = —
ET ¢

- Pomala konvergence. Podobné jako gradientni metody: na zacatku
konverguji rychle, ale v okoli optima pomalu.

- Konvegence neni monoténi. —g; nemusi urcovat smér, ve kterém se F
snizuje. Nelze pouzit “line-search”.

- Chybi ukon Covaci podminka.
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Uceni SO-SVM klasifikatorti pomoci
subgradientni metody

2

B SO-SVM risk je nediferencovatelna konvexni funkce

RO) = 13 [max (B ,9) + 6,9(xy))) ~ 6.9 (x.y)]

yey

=1

B PouZijeme: i) subgradient sou¢tu dvou funkci je soucet subgradientd, ii)
subgradient maxima funkci, je gradient libovolné aktivni funkce.
B Subgradient R(0) v bodé 0 je roven

1 - Y il
g—g;w(x,y)—w(x,y)

kde §' = argmaxycy (A(y’,y) + (0, W(x’,y)))
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® a Uceni SO-SVM klasifikatorti pomoci
subgradientni metody

B Uloha uceni je prevedena na problém konvexni optimalizace

D
0" = 5116117 + R(O)

B Algoritmus u ¢eni SO-SVM KklasifikatorU:
1. Nastav t = 1. Zvol 8; € R" a fadu pozitivnich krokl {a}9° .
2. Klasifikuj vSechny priklady modifikovanym lin. klasifikatorem

N\

§' = argmax (A(y",y) + (8, w(x",y)>) Ci=1,....m
yey

3. Spocti subgradient g, = A0 + = "7 W(x', ) — W(x', y')

4. Aktualizuj reseni Ot_|_1 = Gt — atg¢

5. Pokud algoritmus nedokonvegoval, pak t :=t + 1 a jdi na krok 2.
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Uceni SO-SVM klasifikatorti pomoci
subgradientni metody

2

B Obecny linearni klasifikator

y = argmax(6, W(x, y))
yey

malzeme ucit pokud umime fesit modifikovanou klasifika  ¢ni Glohu

y = argmax (A(y’, y)+ (0, V(x, y)>)
ye)y

Priklad: V' pripadé max-sum klasifikatoru a hammingovy ztratové funkce
Je modifikovana klasifikacni tloha stejné tézka jako normalni klasif. tloha.

B \/yhoda subgradientniho algoritmu: extrémn & jednoduchd, obecna metoda.

B Nevyhoda subgradientniho algoritmu: neni jasné kdy ho ukon ¢it.
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2

Metody odsekavajicich nadrovin
(Cutting Plane Algorithm)
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Metody odsekavajicich nadrovin
(Cutting Plane Methods)

2

B Hlavni my3lenka: aproximovat slozitou funkci R(8) bodovym maximem
mnoZiny linearnich dolnich mezi (cutting planes):

Ri(8) = _max_|[R(6)+ (g6 - 8)]

kde g; € OR(0;) je subgradient funkce F v bodé 6,

B Cutting plane model R; jJe po ¢astech linearni dolni mez funkce R, ktera je
tésnad v bodech 8,, i =0, ..., t —1, tj. plati:

R(O) > R:0), VOcR"
R(6;) = R:0;), i1=0,..., t—1
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Cutting plane algoritmus
minimalizujici kvadraticky regularizovany risk

B Plvodni t éZky konvexni problém

0" = argmin F(0) = (—HGH2 + R(G))
BcR”

se prevede na sekvenci jednoduchych redukovanych problémd

8, = argmin Fy(6) := (—H@H2 +Ri(0))
OcR"

kde R:(@) je “cutting plane model”

R(6) = _max |R(6))+(g,,6-0))]

slozen z t linearnich &lend (cutting planes).
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Cutting plane algoritmus

4 a minimalizujici kvadraticky regularizovany risk
Inicializace: t ;= 0, 8; € R”

Spocti hodnotu risku R(8;) a jeho subgradient g; € OR(6+)
Aktualizuje cutting plane model pridanim r+(0) = R(6:) + (g;, 0 — 0¢)

VyreS redukovany problém: 8+11 = argmingcpgs (%HOHZ - Rt(O))

t=t+1
Pokud R(6+) — R+(0+) < € ukon¢i jinak pokracuj krokem 1.

1

SO A b

0. 8}

F(0:) Cervend "

F+(0+) modre

0.4¢

0.2}

0 10 20 30 40
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© a Jak reSit redukovany problém

B Redukovany problém Ize prevést na problém kvadratického programovani

A
0: = argmin {—HGHQ + 5} st. £€>(0,9,)+bj,i=0,..., t—1
OcR" E€R 2

B Pokud mame hodné parametrl je vhodnéjsi resit dualni problém

1
a; = argmin [—<a,ATAa> +(a, b>} st. [lall;=1.a>0.

kdy platl', Ze Ot = —>\_1Aat.

B Dualni problém ma jednoduché omezujici podminky a jen t proménnych.
Priklad: Detektor vyznamnych bodi ma ~ 10,000 parametrd.
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Cutting plane algoritmus

2

+ Certifikat optimality:  reSeni vracené CPA se od optimaniho nelisi o vice nez
e, t). plati

minimalizujici kvadraticky regularizovany risk

F(0:) < F(0")+¢
+ Zarucena konvergence: pro libovolné € > 0 algoritmus skonci né déle nez za

AF(0) 4G?
G2 \E

iteraci, kde G > ||g||, Vg € OR(0),0 € R".

T <log,

Priklad: V pripadé SO-SVM je G mensi nez priimér nejmensi koule obsahuyjici
vsechny body W(x,y), xe X,y € ).
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Cutting plane algoritmus

2

minimalizujici kvadraticky regularizovany risk

+ Modularita: aplikace na konkrétni Glohu uceni vyZaduje pouze (first order
oracle) proceduru pocitajici R(6) a subgradient g € OR(6).

B Velka vyhoda pri navrhu novych algoritm@ uceni: pro kazdou modifikaci
ucictho problému neni tfeba navrhovat novou optimalizacni metodu.

+ Paralelizace: Casové dominantni ¢asti algoritmu je vypocet R(0) a

g € OR(0), ktery Ize lehce pocitat paralelné.

- Pomaléa konvergence predevsim pri A — O.

B Pro )\ = 0 se redukuje na Cisty CPA o kterém je znamo, ze konverguje

velmi pomalu.

B V nejhorSim pripadé je potfeba m|)| iteraci, po kterych R(6) = R:+(0)
diky tomu, Ze R(0) je sdm bodové maximum linedrnich funkci.
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® ¥ Dalsi rozsiteni, literatura

Plvodni publikace:
Teo et al. Bundle Methods for Regularized Risk Minimization . JMLR.
11:311-365. 2010.

Urychlena varianta CPA (line-search, lepsi strategie vybéru CP):

Franc, Sonnenburg. Optimized Cutting Plane Algorithm for Large-Scale Risk
Minimization . JMLR. 10:1532-4435. 20009.

CPA ma ve strojovém uceni mnoho dalSich aplikaci:
Franc, Sonnenburg, Werner. Cutting-Plane Methods in Machine Learning .
Chapter in book Optimization for Machine Learning. MIT Press 2012.

Lokaliza¢ni metody (konverguji rychle i pfi A = 0):
Antoniuk, Franc, Hlavac: Learning Markov Networks by Analytic Center
Cutting Plane Method . [CPR 2012.

"~ ..
= - J[mnmy
* * L]
f S M
EVROPSKA UNIE il =




© a Implementace

LIBQP: Knihovna kvadratického programovani (ANSI C, Matlab).
http://cnp.felk.cvut.cz/~xtrancv/Il1bgp/htm /1 ndex. htm

Shogun ML toolbox : Inference | u€eni strukturnich klasifikatord.

http://ww. shogun-t ool box. or g/

LIBOCAS : Urychleny CPA algoritmus pro u€eni SVM Kklasifikatorda.
http://cnp.felk.cvut.cz/~xfrancv/ocas/ htm /i1 ndex. htn
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