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Co to je strukturní klasi�kae?

� Metody strukturního rozpoznávání se pouºívají v p°ípadeh, kdy je vhodnémodelovat zkoumaný objekt jako mnoºinu jednodu²²íh objekt· a vztah·mezi nimi, kde tyto vztahy tvo°í n¥jakou strukturu.
� Zkoumaný objekt je popsán:1. Sekvení pozorování xxx = (x1, . . . , xn) ∈ X .2. Sekvení skrytýh stav· yyy = (y1, . . . , ym) ∈ Y.
� Neh´ I = {1, . . . , n} a J = {1, . . . ,m} jsou mnoºiny index· jednotlivýhpozorování, resp. skrytýh stav·.
� Doménou strukturního rozpoznávání jsou aplikae, kdy mnoºiny I a Jmají jasnou strukturu, nap°. tvo°í °et¥ze nebo dvourozm¥rnou m°íºku.
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Plán kurzu

1. Aplikace(a) �e²ení hlavolamu Sudoku.(b) Max-sum klasi�kátor.() Deteke významnýh bod· na lidské tvá°i.(d) Segmentae a rozpoznávání textu.(e) Segmentae obrazu.2. Algoritmy u čení(a) Formulae baysovské klasi�ka£ní úlohy.(b) Generativní a diskriminativní metody u£ení.() Support Vetor Mahines.(d) Strutured Output Support Vetor Mahines.3. Optimalizace(a) Zoben¥ní gradientu pro nehladké funke.(b) Zoben¥ná gradientní metoda.() Metody odsekávajííh nadrovin.
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U£ebnie struktuního rozpoznávání

Shlesinger, Hlavá£. Deset p°edná²ek z teorie statistikého a strukturníhorozpoznávání. Vydavatelství �VUT, Praha 1999.
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Část I: Aplikace
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Plán p°edná²ky

1. Aplikae I: �e²ení hlavolamu Sudoku2. Max-sum klasi�kátor3. Aplikae II: Deteke významnýh bod· na lidské tvá°i4. Aplikae III: Segmentae a rozpoznávání textu5. Aplikae IV: Segmentae obrazu
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Aplikae I: �e²ení hlavolamu Sudoku
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Sudoku
Zadání hlavolamu �e²ení hlavolamu
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� Cílem hry je doplnit hraí pole tak aby v kaºdém sloupi, v kaºdém °ádkua kaºdém poli 3× 3 byla £ísla {1, . . . , 9}.
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�e²ení Sudoku pomoí strukturní klasi�kae
� Na °e²ení hlavolamu budeme pohlíºet jako na klasi�ka£ní úlohu:°e²ení hlavolamu = h( zadání hlavolamu)
� Model Sudoku hry:

◮ T = {(i , j) ∈ N 2 | 1 ≤ i ≤ 9, 1 ≤ j ≤ 9} hraí pole.
◮ Vstup hry je xxx = (xt ∈ {�, 1, . . . , 9} | t ∈ T ) ∈ X .
◮ Výstup je yyy = (yt ∈ {1, . . . , 9} | t ∈ T ) ∈ Y spl¬ujíí pravidla hry.

� Cheme naleznout rozhodovaí funki, strukturní klasi�kátor,

h : X → Y ,která vy°e²í kaºdý zadaný hlavolam.
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Jak by m¥l Sudoku klasi�kátor vypadat?
� Typiká reprezentae klasi�kátoru f : X → Y:

h(xxx) = argmax
yyy∈Y

f (xxx, yyy)

kde f : X × Y → R je skórovací funkce m ěřící kvalitu páru (xxx, yyy).

� Neh´ Ti ⊂ T , i = 1, . . . , 27 jsou podmnoºiny polí, která musí obsahovat£ísla {1, . . . , 9}, tj. v²ehny °ádky, sloupe a pole 3× 3.

� Skórovaí funke Sudoku klasi�kátoru by m¥la spl¬ovat tyto podmínky:1. f (xxx, yyy) = −∞ pokud existuje t ∈ T takové, ºe xt 6= � ∧ xt 6= yt .2. f (xxx, yyy) = −∞ pokud existuje i ∈ {1, . . . , 27} takové, ºe

{yt | t ∈ Ti} 6= {1, . . . , 9}3. f (xxx, yyy) = 0 ve v²eh ostatníh p°ípadeh.



INVESTICE DO ROZVOJE VZDĚLÁVÁNÍ

�e²ení Sudoku pomoí strukturní klasi�kae
� Zave¤me mnoºinu sousedííh (vzájemn¥ se ovliv¬ujííh) objekt·
E = {{(i , j), (i ′, j ′)} | i = i ′ ∨ j = j ′ ∨ (⌈i/3⌉ = ⌈i ′/3⌉ ∧ ⌈j/3⌉ = ⌈j ′/3⌉)}

� Zave¤me funki g : {1, . . . , 9}2 → {0,−∞},
g(y , y ′) =

{

0 pokud y 6= y ′
−∞ pokud y = y ′a funki q : {�, 1, . . . , 9} × {1, . . . , 9} → {0,−∞}

q(x, y) =

{

0 pokud x = �
−∞ pokud x 6= � ∧ y 6= x
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�e²ení Sudoku pomoí strukturní klasi�kae
�� Skórovaí funki Sudoku klasi�kátoru m·ºeme reprezentovat jako sou£etfunkí arity 2:

f (xxx, yyy) =
∑

t∈T

q(xt , yt)

︸ ︷︷ ︸

vypl ňená polí čka se kopírují

+
∑

{t,t ′}∈E

g(yt , yt ′)

︸ ︷︷ ︸

řešení spl ňuje pravidla

� �e²ení Sudoku hlavolamu se zadáním xxx získáme ze strukturníhoklasi�kátoru

ŷyy = argmax
yyy∈Y

f (xxx, yyy)

� Poznámka: Ohodnoení klasi�kátoru vyºaduje °e²it tzv. max-sumproblém, který je oben¥ NP-t¥ºký.
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U£ení Sudoku strukturního klasi�kátoru
� Cíl u čení: nalézt Sudoku klasi�kátor (tj. pohopit pravidla hry), na základ¥p°íklad·, které získáme z pozorování hry zku²eného Sudoku hrá£e?
� P°epodkládejme, ºe je k dispozii množina trénovacích p říkladů :

D = {(xxx1, yyy1), . . . , (xxxm, yyym))} ∈ (X × Y)mtj. mnoºina obsahuje dvojie (zadání hlavolamu, °e²ení hlavolamu).

� Sou£asné algoritmy u£ení zvládají následujíí úlohu:
◮ Struktura klasi�kátoru je známá, tj. mnoºina objekt· T a strukturasousedství E je daná.
◮ Neznámé funke q a g nau£íme z mnoºiny p°íklad· D.
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U£ení Sudoku strukturního klasi�kátoru
� Funke q a g budeme reprezentovat vektorem θθθ ∈ Rn, který má
n = 90 + 81 sloºek, tj. sloºky vektoru θθθ jsou £ísla q(x, y) a g(y , y ′),
x ∈ X , y ∈ Y, y ′ ∈ Y.

� V tomto p°ípad¥ je Sudoku klasi�kátor instaní lineárního klasifikátoru :

h(xxx ; θθθ) = argmax
yyy∈Y

[∑

t∈T

q(xt , yt) +
∑

{t,t ′}∈E

g(yt , yt ′)
]

= argmax
yyy∈Y

〈θθθ,ΨΨΨ(xxx, yyy)〉

kde ΨΨΨ: X × Y → Rn je funke sloºená s indikátorovýh funkí.
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U£ení Sudoku strukturního klasi�kátoru
� Úloha u čení: nalezni parametry θθθ ∈ Rn, tak aby klasi�kátor h(xxx ; θθθ) ud¥lalna trénovaí mnoºin¥ D = {(xxx1, yyy1), . . . , (xxxm, yyym))} o nejmén¥ hyb.
� Zave¤me ztrátovou funki ∆: Y × Y → R, tak ºe

∆(yyy , yyy ′) =

{

0 pokud yyy = yyy ′
1 pokud yyy 6= yyy ′

� U£ení Sudoku klasi�kátoru formulujeme jako optimaliza£ní problém

θθθ∗ ∈ Argmin
θθθ∈Rn

m∑

i=1

∆(yyy i , h(xxx i ; θθθ))

︸ ︷︷ ︸po£et hyb na trénovaí mnoºin¥
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U£ení Sudoku strukturního klasi�kátoru:numeriké výsledky, u£ení z 18 p°íklad·
q(y, x) = q(y) pro y = x nebo x = � a q(x, y) = q 6= pro x 6= y a x 6= �
q 6=-1870 y 1 2 3 4 5 6 7 8 9

q(y) 867 295 696 234 224 339 228 455 378
g(y, y ′)

y/y ′ 1 2 3 4 5 6 7 8 91 -552 19 47 66 65 73 61 66 732 84 -500 67 57 71 56 79 60 653 78 30 -437 48 48 47 68 50 544 73 -28 63 -266 55 53 76 56 605 23 67 57 47 -397 46 68 49 526 74 66 58 49 49 -448 69 49 547 -26 9 28 49 48 47 -342 48 548 36 77 60 49 49 46 67 -441 529 79 20 57 48 46 48 65 51 -441
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Max-sum klasi�kátor
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Max-sum klasi�kátor

(T , E) . . . neorientovaný graf popisujíí strukturu objektu
T . . . je mnoºina objekt·
E ⊆

(
T
2

)

. . . je mnoºina soused· (sousedííh objekt·)

xxx = (xt ∈ X | t ∈ T ) . . . je |T |-tie pozorování, tj., X = XT
yyy = (yt ∈ Y | t ∈ T ) . . . je |T |-tie skrytýh stav·, tj., Y = Y T
qt : X × Y × R

n → R . . . kvalita páru (xt , yt) pokud je parametr θθθ
qtt ′ : Y × Y × R

n → R . . . kvalita páru (yt , yt ′) pokud je parametr θθθMax-sum klasi�kátor h : X → Y
h(xxx ; θθθ) = argmax

yyy∈Y
f (xxx, yyy ; θθθ) :=

(∑

t∈T

qt(xt , yt ; θθθ) +
∑

tt ′∈E

qtt ′(yt , yt ′; θθθ)
)
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Statistiká interpretae Max-sum klasi�kátoru
� Neh´ jsou pozorování xxx ∈ X a skryté stavy yyy ∈ Y realizaí náhodnýhveli£in

X̃XX = (X̃t | t ∈ T ) , ỸYY = (Ỹt | t ∈ T )se sdruºenou hustota pravd¥podobnosti X̃XX a ỸYY (Gibbsovo rozd¥lení)

p(xxx, yyy ; θθθ) =
1

Z(θθθ)
exp f (xxx, yyy ; θθθ)

� Maximáln¥ A Posteriorní (MAP) odhad skrytého stavu

ŷyy = argmax
yyy∈Y

p(yyy | xxx ; θθθ)

dává stejný odhad jako max-sum klasi�kátor se skórovaí funkí f (xxx, yyy ; θθθ).
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Skryté náhodné markovské pole

� Sdruºená hustota pravd¥podobnosti náhodnýh prom¥nnýh X̃XX a ỸYY jeoben¥ funke p : X × Y → R ur£ená (|X | · |Y| − 1) £ísly.
� Neh´ Nt = {t ′ ∈ T | {t, t ′} ∈ E} je mnoºina soused· objektu t pro danýneorientovaný graf (T , E).

� Náhodný proes X̃XX a ỸYY je skryté markovské pole pokud:
◮ p(xt | {xt ′ | t

′ ∈ T \ {t}}, yyy) = p(xt | yt)

◮ p(yt | {yt ′ | t
′ ∈ T \ {t}}, xxx) = p(yt | {yt ′ | t ∈ Nt}, xt).

� Pokud má kaºdý úplný podgraf grafu (T , E) maximáln¥ dva uzly, pak jesdruºená h.p. náhodnýh prom¥nnýh tvo°ííh skryté markovské pole

p(xxx, yyy ; θθθ) =
1

Z(θθθ)
exp

(∑

t∈T

qt(xt , yt ; θθθ) +
∑

tt ′∈E

qtt ′(yt , yt ′ ; θθθ)
)



INVESTICE DO ROZVOJE VZDĚLÁVÁNÍ

Ohodnoení max-sum klasi�kátoru vyºaduje°e²it max-sum problém

� Výpo£et odezvy max-sum klasi�kátoru je oben¥ NP-t¥ºká úlohaelo£íselného programování:

h(xxx ; θθθ) = argmax
yyy∈Y

[∑

t∈T

qt(xt , yt) +
∑

{t,t ′}∈E

gtt ′(yt , yt ′)
]

Existují podt°ídy max-sum problému, které lze °e²it efektivn¥:1. Mnoºina soused· E tvo°í aykliký graf nebo tzv. simple-net.

� �e²í se dynamikým programováním.2. Funke gtt ′ jsou supermodulární.
� Y je pln¥ uspo°ádaná. Lze p°evést na hledání maximálního toku v síti.3. Problémy s triviálním ekvivalentem.
� �e²ení lze nalézt pomoí Shlesingerovy LP relaxae.
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Aplikae II: Deteke významnýh bod·

na lidské tvá°i
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Deteke významnýh bod· na tvá°i
� Cílem je lokalizovat de�novanou mnoºinu bod· na lidské tvá°i jako jsouo£i, nos £i ústa.
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Deteke významnýh bod· na tvá°i
� xxx ∈ X je ²edotónový obrázek velikosti [H ×W ]
� T = {0, . . . , L− 1} mnoºina L významnýh bod·
� St ⊂ {1, . . . , H} × {1, . . . ,W} mnoºina p°ípustnýh pozi bodu t
� yyy = (sss0, . . . , sssL−1) ∈ Y = S0 × · · · × SL−1 jsou pozie v²eh Lvýznamnýh bod· v obrázk·

� Zave¤me funki qt(xxx, ssst) jejíº hodnota je úm¥rná �pravd¥podnosti�, ºevýznamný bod t ∈ T je v obrázku xxx na sou°adnii ssst ∈ St .

◮ Funke qt(xxx, ssst) m·ºe nap°. porovnávat �template� významného bodus obrázkem.
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Deteke významnýh bod· na tvá°i
� Pozie významnýh bod· yyy = {ŝss0, . . . , ŝssM−1} v obrázku xxx lze náléztpomoí L nézávislýh detektor·

ŝsst = argmax
sss∈St

qt(xxx, sss) t ∈ T

� Nevýhoda: nefunguje na �t¥ºkýh� obrázíh, protoºe nevyuºívá závislostpozie jednotlivýh významnýh bod·.
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Deteke významnýh bod· na tvá°i pomoí�Deformable part model�

� G = (T , E) graf de�nujíí významné body a jejih sousedství
� gtt ′(ssst , ssst ′) kvalita kon�gurae (ssst , ssst ′) sousedííh bod· {t, t ′} ∈ E
� f (xxx, yyy) kvalita kon�gurae v²eh významnýh bod· yyy v obrázku xxx

f (xxx, yyy) =
∑

t∈T

qt(xxx, ssst)

︸ ︷︷ ︸

shoda s obrázkem

+
∑

{t,t ′}∈E

gtt ′(ssst , ssst ′)

︸ ︷︷ ︸

apriorní znalost
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Deteke významnýh bod· na tvá°i
� Odhad nejlep²í kon�gurae významnýh bod· vede na max-sum problém

ŷyy = argmax
yyy∈Y

f (xxx, yyy)

= argmax
(sss0,...,sssL−1)∈S0×···×SL−1




∑

t∈T

qt(xxx, ssst) +
∑

{t,t ′}∈E

gtt ′(ssst , ssst ′)





� Pro aykliký graf (T , E) lze nalézt maximální kon�gurai pomoídynamikého programování.
� Jak ur£it funke qt a gtt ′ ?
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U£ení detektoru významnýh bod· na tvá°i
� Funke qt a gtt ′ lze u£it z trénovaí mnoºiny
D = {(xxx1, yyy1), . . . , (xxxm, yyym)}, kteráobsahuje p°íklady obrázk· xxx i a jejihmanuální anotai yyy i = (sss i0, . . . , sss iL−1).

� Formulace u čení: nalezni takové funke qt a
gtt ′, aby pr·m¥rná odhylka odhadu poziebyla o nejmen²í.

� Neh´ je odhylka odhadu pozi významnýhbod· de�novaná jako

odhylka = ε0 + · · ·+ εL−1
L

·
1

lf ace
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U£ení detektoru významnýh bod· na tvá°i
� De�nujme ztrátovou funki ∆: Y × Y → R, tak ºe

∆(yyy , yyy ′) =
1

L · lface(yyy)

L−1∑

t=0

‖ssst − sss
′
t‖

kde yyy = (sss0, . . . , sssL−1) je manuální anotae a yyy ′ = (sss0, . . . , sssL−1) jsouodhadnuté pozie.

� Funke qt a gtt ′ budeme parametrizovat jako lineární funkce

qt(xxx, ssst) = 〈θθθ,ΨΨΨ
q(xxx, ssst)〉 gtt ′(ssst , ssst ′) = 〈θθθ,ΨΨΨ

g(ssst , ssst ′)〉kde θθθ ∈ Rn jsou parametry , ΨΨΨq(xxx, ssst) jsou p°íznaky kolem bodu ssst a

ΨΨΨg(ssst , ssst ′) = (dx, dy , dx
2, dy2) kde (dx, dy) = (xt , yt)− (xt ′, yt ′)
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U£ení detektoru významnýh bod· na tvá°i
� P°i lineární parametrizai funkí qt a gtt ′ je max-sum klasifikátor instancí

lineárního klasifikátoru

h(xxx ; θθθ) = argmax
yyy∈Y




∑

t∈T

〈θθθ,ΨΨΨq(xxx, ssst)〉+
∑

{t,t ′}∈E

〈θθθ,ΨΨΨg(ssst , ssst ′)〉





= argmax
yyy∈Y

〈θθθ,ΨΨΨ(xxx, yyy)〉

� Učení klasifikátoru m·ºeme formulovat jako optimaliza ční problém

θθθ = argmin
θθθ∈Θ

1

m

m∑

i=1

∆(yyy i , h(xxx i ; θθθ))
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Porovnání s existujíími detektory
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Porovnání s IPAD SDK detektorem
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Deteke významnýh bod· na tvá°i
� FLANDMAK

http://cmp.felk.cvut.cz/~uricamic/flandmark/

� Demo detektoru + aplikae v rozpoznávání tvá°í.

http://cmp.felk.cvut.cz/~uricamic/flandmark/
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Aplikae III: Segmentae a

rozpoznávání textu
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Segmentae a rozpoznávání textu
� Pro zadaný obrázek obsahujíí °ádek textu

heme nalézt pozii znak· a rozpoznat je:
� Klasiký p°ístup sestává ze dvou krok·:1. Segmentae obrázku na oblasti znak·.2. Rozpoznání jednotlivýh znak·.Problém: pro správnou segmentai musíme v¥d¥t o hledáme.

� �lo by segmentovat a rozpoznávat znaky sou£asn¥ jedním klasi�kátorem ?
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Segmentae a rozpoznávání textu
� Obrázek xxx ∈ X velikosti [W ×H] modelujeme jako sekveni obrázk·(�templates�) vybranýh z kone£né mnoºiny θθθ = {θθθa ∈ RH×ω(a)|a ∈ A}

0 1 9 A ZB... ...
� Neh´ yyy = (s1, . . . , sL) je segmentaí obrázku, kde kaºdý segment

s = (a, k), popisuje jméno znaku a ∈ A a jeho pozii k ∈ {1, . . . ,W}.

� P°ípustná segmentae yyy ∈ Y je taková, která pokryje elý obrázeknep°ekrývajíími se segmenty, tj. kaºdá yyy = (s1, . . . , sL) ∈ Y spl¬uje

k(s1) = 1

W = k(sL) + ω(sL)− 1

k(si) = k(si−1) + ω(si−1) , i = 2, . . . , L
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Segmentae a rozpoznávání textu
� Jsou-li dány vzory θθθ, m·ºeme pro kaºdou segmentai yyy ∈ Y vygenerovatsyntetiký obrázek:

����U L K 6 8 3 9
� Podobnost mezi vstupním obrázkem xxx a syntetiky vygenerovanýmobrázkem z θθθ a segmentae yyy m·ºeme m¥°it jejih korelaí:

f (xxx, yyy ; θθθ) =

L(y)
∑

i=1

ω(a(si))∑

j=1

〈col(xxx, j + k(si)− 1), col(θθθa(si), j)〉

︸ ︷︷ ︸
〈

,

〉
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Segmentae a rozpoznávání textu
� Vstupní obrázek xxx ∈ X m·ºeme segmentovat, tak ºe ze v²ehp°ípustnýh syntetikýh obrázk· vybereme ten nejpodobn¥j²í, tj. ten snejv¥t²í korelaí:

ŷyy = argmax
yyy∈Y

f (xxx, yyy ; θθθ)

� Z výstupu klasi�kátoru ŷyy = (ŝ1, . . . , ŝL) získáme jak pozii znak· k(ŝi),tak jejih jména a(ŝi):

����U L K 6 8 3 9
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Segmentae a rozpoznávání textu
� Maximaliza£ní úloha po°ebná k ohodnoení klasi�kátoru

max
yyy∈Y

[
L(y)
∑

i=1

ω(a(si))∑

j=1

〈col(xxx, j + k(si)− 1), col(θθθa(si), j)〉

]

se dá °e²it efektivn¥ pomoí dynamikého programování.
� Pro i = 1 do W spo£ti

fi = max
a∈A,ω(a)≥i

[
ω(a)
∑

j=1

〈col(xxx, i − ω(a) + j), col(θθθa, j)〉+ fi−ω(a)

]

� Sloºitost úm¥rná W · ω · |A|
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U£ení klasi�kátoru z p°íklad·

� Jak nejlépe ur£it θθθ = {θθθa ∈ RH×ω(a)|a ∈ A} ?
0 1 9 A ZB... ...

� Klasi�kátor je instaní lineárního klasi�kátoru
ŷyy = argmax

yyy∈Y
f (xxx, yyy ; θθθ)

= argmax
yyy∈Y

〈θθθ,ΨΨΨ(xxx, yyy)〉

kde ΨΨΨ: X × Y → Rn.
� Neznámé parametry θθθ m·ºeme u£it z p°íklad·

{(xxx1, yyy1), . . . , (xxxm, yyym)} ∈ (X × Y)m .
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U£ení klasi�kátoru z p°íklad·

� Formulace u čení: nalezni parametry θθθ ∈ Rn tak, aby klasi�kátorsegmentoval trénovaí obrázky o nejpodobn¥ji manuální anotai.
� Zave¤me ztrátovou funki ∆: Y × Y → R, tak ºe

∆(yyy , yyy ′) =

L(yyy)
∑

i=1

[[a(yyy , i) 6= a(yyy ′, i)]]

kde a : Y × {1, . . . , L} → A vraí jméno znaku pokrývajíího i-tý sloupedané segmentae.

� U£ení lze formulovat jako optimaliza£ní úlohu

θθθ∗ = argmin
θθθ∈Θ

1

m

m∑

i=1

∆(yyy i , h(xxx i ; θθθ))
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Segmentae a rozpoznávání textu
� Demo ukázka.

� Camea web servie.
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Aplikae IV: Segmentae obrazu
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Segmentae obrazu

� Cíl: p°i°adit kaºdý pixel vstupního obrázku do jedné z K t°íd.
� Typikým segmenta£ní model: �max-sum� klasi�kátor.
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Segmentae pomoí max-sum klasi�kátoru
� T = {(i , j) ∈ N 2 | 1 ≤ i ≤ W, 1 ≤ j ≤ H} mnoºina pixel·
� E = {{(i , j), (i ′, j ′)} ∈ T 2 | |i − i ′|+ |j − j ′| = 1} sousedíí pixely
� xt = (rt , gt , bt) ∈ X = R

3 barva pixelu t ∈ T v RGB prostoru
� yt ∈ Y = {1, . . . , K} t°ída (jméno segmentu) pixelu t ∈ T
� Homogenní model: qt(xt , yt) = q(xt , yt), gtt ′(yt , yt ′) = g(yt , yt ′)

t′
t

q(xt, yt)

g(yt, yt′) �
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Segmentae pomoí max-sum klasi�kátoru
� Klasi�kátor najde segmentai ŷyy , která nejlépe odpovídá vstupnímuobrázku xxx a zárove¬ spl¬uje apriorní p°edpoklady o segmentai:

ŷyy = h(xxx ; θθθ) = argmax
yyy∈Y

[ ∑

t∈T

q(xt , yt)

︸ ︷︷ ︸

shoda s obrázkem

+
∑

{t,t ′}∈E

g(yt , yt ′)

︸ ︷︷ ︸

apriorní znalost

]

� Funke q(x, y) u£uje �pravd¥podobnost�, ºe pixel s barvou x pat°í dosegmentu y .

� Funke g(y , y ′) u£uje �pravd¥podobnost�, ºe sousední pixely budou pat°itk segmentu y a y ′, nap°. g(y , y) > g(y , y ′), y 6= y ′ preferuje sousednípixely pat°íí stejnému segmentu, tj. vyºaduje kompaktní segmentae.
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Jak ur£it funke q a g ?

� Uvaºujme lineární prametrizai funke q
q(xt , yt ; θθθ) = 〈θθθ

g
yt , φφφ

q(xt)〉kde φφφ : R3 → Rp jsou p°íznaky spo£tené z xt , nap°íklad
φφφ(xt) = (rt , gt , bt , r

2
t , g

2
t , b
2
t , 1)

� Uvaºuje lineární parametrizi funke g, nap°.
g(yt , yt ′ ; θθθ) = θ

g · [[yt = yt ′]] =

{

θg pokud yt = yt ′
0 pokud yt 6= yt ′

� Poznámka: Pokud θg ≥ 0 a |Y | = 2 je funke g submodulární a max-sumproblem je efektivn¥ °e²itelný.
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U£ení max-sum klasi�kátoru z p°íklad·
� Úloha u čení: nalezni funke θθθ = (q, g) tak, tak aby max-sum klasi�kátorm¥l na trénovaí mnoºin¥ {(xxx1, yyy1), . . . , (xxxm, yyym)} minimální hybu.
� Chybu m·ºeme m¥°it Hammingovou ztrátovou funkí ∆: Y × Y → Rn

∆(yyy , yyy ′) =
∑

t∈T

[[yt 6= yt ′]]

� P°íklad trénovaí mnoºiny:
{xxx1, . . . , xxxm} =

{yyy1, . . . , yyym} =
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U£ení max-sum klasi�kátoru z p°íklad·
� P°i lineární parametrizai funkí qt a gtt ′ je max-sum klasi�kátor instanílineárního klasi�kátoru

h(xxx ; θθθ) = argmax
yyy∈Y




∑

t∈T

〈θθθ,ΨΨΨq(xxx, yyy t)〉+
∑

{t,t ′}∈E

〈θθθ,ΨΨΨg(yyy t , yyy t ′)〉





= argmax
yyy∈Y

〈θθθ,ΨΨΨ(xxx, yyy)〉

� U£ení klasi�kátoru z trénovaí mnoºiny m·ºeme formulovat jakooptimaliza£ní problém
θθθ = argmin

θθθ∈Θ

1

m

m∑

i=1

∆(yyy i , h(xxx i ; θθθ))
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P°íklad segmentae obrazu

� P°íklad nestrukturního klasi�kátoru: v²ehny pixely m·ºeme klasi�kovatnezávisle pomoí nestrukturního klasi�kátoru h′ : X → Y
h′(xt) = argmax

y∈Y
q(xt , y) , t ∈ T

� Matlab demo: rozdíl mezi strukturním a nestrukturním klasi�kátorem.
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Část II: Algoritmy učeńı
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Plán p°edná²ky

1. Formulae bayesovské klasi�ka£ní úlohy2. Generativní a diskriminativní metody u£ení3. Support Vetor Mahines- Algoritmus u£ení dvou-t°ídníh lineárníh klasi�kátor·4. Strutured Output Support Vetor Mahines- Algoritmus u£ení strukturníh lineárníh klasi�kátor·
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Formulae bayesovské klasi�ka£ní úlohy
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Formulae bayesovské klasi�ka£ní úlohy
� xxx ∈ X je pozorovatelný stav (m¥°ení) a X je mnoºina v²eh pozorování
� yyy ∈ Y je skrytý stav (�label�) a Y je mnoºina v²eh skrytýh stav·
� p(xxx, yyy) je h.p. generujíí pozorování a skryté stavy
� h : X → Y je klasi�kátor

� ∆: Y × Y → R je ztrátová funke
� Bayesovská úloha: nalezni bayesovský klasi�kátor, který minimalizujeo£ekávaný risk = st°ední hodnotu ztrátové funke

Rexp(h) =
∑

xxx∈X

∑

yyy∈Y

p(xxx, yyy)∆(yyy , h(xxx))
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Obenost bayesovské formulae

Aplikae Pozorování xxx ∈ X Skrytý stav yyy ∈ YHodnota mine v automatu xxx ∈ Rn hodnota mineOptial harater reognition 2D ²edotónový obrázek text�te£ka otisk· 2D ²edotónový obrázek identita osobyRozpoznávání °e£i x(t) zvukový signál slovaEGG, ECG diagnostika x(t) £asový signál diagnóza

· · · · · · · · ·Aplikae, o kterýh jsme mluviliSudoku solver zadání hlavolamu °e²ení hlavolamuSegmentae obrazu 2D barevný obrázek segmentaeSegment./rozpoz. textu 2D ²edotónový obrázek segmentae, znakyVýznamné body na tvá°i 2D ²edotónový obrázek pozie bod·
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Dva speiální p°ípady bayesovskýh klasi�kátor·
� Ve strukturním rozpoznávání je skrytý stav yyy ∈ Y tvo°en |T |-tií(pod)-stav·

yyy = (yt ∈ Yt | t ∈ T )

� Dva d·leºité p°ípady ztrátové funke ∆: Y × Y → R jsou:1. 0/1-ztrátová funke

∆(yyy , yyy ′) = [[yyy 6= yyy ′]]Bayesovský risk Rexp(h) je roven P (h(xxx) 6= yyy).2. Hammingova vzdálenost
∆(yyy , yyy ′) =

∑

t∈T

[[yt 6= y
′
t ]]

Roz²í°ení 0/1-ztrátové funke pro strukturní klasi�kátory.



INVESTICE DO ROZVOJE VZDĚLÁVÁNÍ

Bayes·v klasi�kátor v p°ípad 0/1-ztrátové funke
� O£ekávaný risk v p°ípad¥ 0/1-ztrátové funke je roven

Rexp(h) =
∑

xxx∈X

∑

yyy∈Y

p(xxx, yyy)[[yyy 6= h(xxx)]]

oº je pravd¥podobnost hybné klasi�kae.
� Bayesovský klasi�kátor minimalizujíí Rexp(h) je roven

h(xxx) = argmin
yyy∈Y

∑

yyy ′∈Y

p(xxx, yyy ′)[[yyy ′ 6= yyy ]]

= argmax
yyy∈Y

p(yyy | xxx)

vede na Maximal A Posteriori (MAP) odhad skrytého stavu.
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Bayes·v klasi�kátor v p°ípad¥ Hammingovy ztrá-tové funke

� O£ekávaný risk v p°ípad¥ Hammingovy ztrátové funke je
Rexp(h) =

∑

xxx∈X

∑

yyy∈Y

p(xxx, yyy)
∑

t∈T

[[yt 6= ht(xxx)]]

oº je pr·m¥rný po£et hybn¥ klasi�kovanýh pod-stav·.
� Bayesovský klasi�kátor minimalizujíí Rexp(h) je roven

h(xxx) = argmin
yyy∈Y

∑

yyy ′∈Y

p(yyy ′ | xxx)
∑

t∈T

[[y ′t 6= yyy ]]

=
(

h1(xxx), . . . , h|T |(xxx)
)

kde ht(xxx) = argmaxy∈Yt p(y | xxx)
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�e²ení bayesovské úlohy

� K vy°e²ení pot°ebujeme znát h.p. p(xxx, yyy), resp. p(yyy | xxx).
� V praxi tém¥° vºdy platí:

◮ Úplný statistiký model není k dispozii.
◮ Problém m·ºeme popsat empirikými daty

D = {(xxx1, yyy1), . . . , (xxxm, yyym)} ∈ (X × Y)mo kterýh se p°edpokládá, ºe jsou realizaí nezávislýh náhodnýhprom¥nnýh se sdruºenou h.p. p(xxx, yyy).



INVESTICE DO ROZVOJE VZDĚLÁVÁNÍ

Generativní a diskriminativní

metody u£ení
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Generativní a diskriminativní metody u£ení
� Generativní p řístup:

◮ De�nuj mnoºinu P, která obsahuje rozd¥lení podobná p(xxx, yyy).
◮ Pouºij data D k odhadu p̂ ∈ P, který o nejlépe aproximuje p(xxx, yyy).

◮ Dosa¤ p̂(xxx, yyy) do vzore pro bayesovský klasi�kátor (plug-in Bayeslassi�er).

� Diskriminativní p řístup:

◮ De�nuj mnoºinu H, která obsahuje klasi�kátory podobnébayesovskému.

◮ De�nuj funki R̂(h), která dob°e aproximuje bayesovský risk Rexp(h) alze ohodnoti z data D.
◮ Nalezni klasi�kátor h ∈ H, který minimalizuje R̂(h).
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Generativní metody u£ení

� K odkadu p̂ ∈ P se typiky pouºívá metoda maximální v¥rohodnosti.
� V p°ípad¥, ºe data D jsou i.i.d., je v¥rohodnostní funke

F (p′) =

m∏

i=1

p′(xxx i , yyy i)

rovna prav¥podobnosti, ºe model p′ vygeneroval data D.
� Maximáln¥ v¥rohodný (ML) odhad modelu vede na optimaliza£ní problém

p̂ = argmax
p′∈P

m∏

i=1

p′(xxx i , yyy i)

� Plug-in bayesovský klasi�kátor hhh(xxx) = argminyyy∈Y∑yyy ′∈Y p̂(yyy ′ | xxx)∆(yyy ′, yyy)
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Generativní metody: klady a zápory
+ Obený prinip, který lze pouºít i v p°ípad¥ nekompletníh dat.
� U£ení z nekompletníh dat je velká p°ednost speiáln¥ ve strukturnímrozpoznávání.

� Manuální anotae dat je £asov¥ i �nan£n¥ náro£ná (viz. ukázkovéaplikae).

-/+ T¥ºký optimaliza£ní problém pro mnoho strukturníh statistikýh model·(nap°. RMF). Existují stohastiké algoritmy hledajíí p°ibliºné °e²ení.

- Vlastnosti ML odhadu dob°e prozkoumány ve statisie pro p°ípad m →∞;v praxi je dat kone£ný po£et.
- Nep°esnost p°i spei�kai P m·ºe mít zna£ný vliv na p°esnost výslednéhoklasi�kátoru ⇒ problém musíme dost dob°e znát neº ho m·ºeme °e²it.
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Diskriminativní p°ístup

� O£ekávaný risk Rexp(h) se aproximuje empirikým riskem
Remp(h) =

1

m

m∑

i=1

∆(yyy i , h(xxx i)) ,

který m¥°í p°esnost klasi�kátoru h na trénovaím vzorku D.

� U£ení vede na optimaliza£ní problém
ĥ = argmin

h∈H
Remp(h)

� T°ídu klasi�kátor· H je nutné kontrolovat (nap°. regularizaí) aby nedo²lok p°e�tování.
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Diskriminativní p°ístup: klady a zápory
- Není (zatím) jasné jak zobenit pro nekompletníh data.
-/+ T¥ºký optimaliza£ní problém, ale existují efektivní konvexní aproximae ato i pro sloºité strukturní modely jako max-sum klasi�kátor (viz. dále).

+ Prozkoumán p°ípad i pro kone£né m.
� Teorie statistikého u£ení zkoumá vztah Rexp(h) a Remp(h);generaliza£ní meze.

� Praktiký výstup: p°i minimalizai empririkého risku je t°ebakontrolovat sloºitost t°ídy klasi�kátor· H jinak dojde k p°e�tování.

+ Nep°esnost p°i spei�kai H nemá zni£ujíí vliv na p°esnost výslednéhoklasi�kátoru ⇒ £asto lze pouºít jako �blak-box approah�.
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Implementae diskriminativního u£ení:Support Vetor Mahines

I. Algoritmus u£ení dvou-t°ídníh lineárníh klasi�kátor·
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Dvout°ídní lineární klasi�kátor

� Pozorování je n-dimenzionální vektor xxx ∈ X = Rn.
� Skrytý stav nabývá jen dvou hodnot y ∈ Y = {+1,−1}
� Budeme u£it lineární klasi�kátor

h(xxx ; θθθ) =

{

+1 pokud 〈θθθ, xxx〉 ≥ 0
−1 pokud 〈θθθ, xxx〉 < 0

Pokud heme klasi�kátor s posunutím, pak pouºijeme θθθ′ = (θθθ; b) a

xxx ′ = (x ; 1).

� Uvaºujeme 0/1-ztrátovou funki (tj. heme minimalizovatpravd¥podobnost hybé klasi�kae)
∆(y , y ′) = [[y 6= y ′]]
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Dvout°ídní lineární klasi�kátor: separovatelnádata

� Trénovaí p°íklady D = {(xxx1, y1), . . . , (xxxm, ym)} ∈ (Rn × {+1,−1})mjsou lineárn¥ separabilní pokud existuje vektor θθθ ∈ Rn takový, ºe
Remp(θθθ) =

1

m

m∑

i=1

[[y i 6= h(xxx i ; θθθ)]]

� Hledání θθθ, p°i kterém je Remp(θθθ) = 0vede na °e²ení soustavy lineárníhnerovni:

y i〈θθθ, xxx i 〉 > 0 , i = 1, . . . ,m

� Úloha LP °e²itelná Pereptronem. −1

+1
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Optimální rozd¥lujíí nadpoloha
� Optimální rozd¥lujíí nadploha 〈θθθ∗, www〉 maximaluzuje vzdálenost od dat

θθθ∗ ∈ argmax
θθθ∈Rn

min
i=1,...,m

y i〈θθθ, xxx i〉

‖θθθ‖

� Hledání optimální rozd¥lujíí nadplohy vedena úlohu kvadratikého programování:
θθθ∗ = argmin

θθθ

1

2
‖θθθ‖2

za podmínky

y i〈θθθ, xxx i〉 ≥ 1 , i = 1, . . . ,m

+1

−1
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Lineární Support Vetor Mahine klasi�kátoru£ený z neseparovatelnýh dat

� Lineární podmínky se uvolní pomoí relaxa£níh prom¥nnýh
(θθθ∗, ξξξ∗) = argmin

θθθ,ξξξ

(

λ

2
‖θθθ‖2 +

1

m

m∑

i=1

ξi

)

za podmínky

y i〈θθθ, xxx i〉 ≥ 1−ξi , i = 1, . . . ,m

ξi ≥ 0 , i = 1, . . . ,m

+1

−1

� λ > 0 je regulariza£ní konstanta.
� U£ení p°evedeno na problém konvexního kvadratikého programování.
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SVM implementuje prinip minimalizae regu-larizovaného empirikého risku

� SVM problém lze vyjád°it jako ekvivalentní problém bez omezení
θθθ∗ = argmin

θθθ

(
λ

2
‖θθθ‖2+R(θθθ)

) kde R(θθθ) =
1

m

m∑

i=1

max
{
0, 1−y i 〈θθθ, xxx i 〉

}

� SVM pouºívá �hinge-loss�, oº je konvexní aproximae 0/1-ztrátové funke

[[y i 6= h(xxx i ; θθθ)]] = [[y i〈θθθ, xxx i〉 ≤ 0]]

≤ max{0, 1− y i〈θθθ, xxx i〉}
1

[[γ ≤ 0]]

max(0, 1 − γ)

10
γ
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Implementae diskriminativního u£ení:Strutured Output Support VetorMahines

II. U£ení obeného (strukturní) lineárního klasi�kátoru



INVESTICE DO ROZVOJE VZDĚLÁVÁNÍ

Obený lineární klasi�kátor

� Pozorování je xxx ∈ X
� Skrytý stav je yyy ∈ Y
� Budeme u£it lineární klasi�kátor

h(xxx ; θθθ) = argmax
yyy∈Y

〈θθθ,ΨΨΨ(xxx, yyy)〉

kde ΨΨΨ: X × Y → Rn je dané zobrazení z prostoru X × Y na prostorparametr· Rn.

� Ukázkové strukturní klasi�kátory jsou instane obeného lineárníhoklasi�kátoru.
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U£ení obeného lineárního klasi�kátoru zeseparabilníh dat

� Trénovaí p°íklady D = {(xxx1, yyy1), . . . , (xxxm, yyym)} ∈ (X × Y)m jsoulineárn¥ separabilní pokud existuje vektor parametr· θθθ ∈ Rn takový, ºe

Remp(θθθ) =
1

m

m∑

i=1

[[yyy i 6= h(xxx i ; θθθ)]]

� Hledání θθθ, p°i kterém je Remp(θθθ) = 0 vede na °e²ení soustavy lin. nerovni:

〈θθθ,ΨΨΨ(xxx i , yyy i)〉 > 〈θθθ,ΨΨΨ(xxx i , yyy)〉 , i = 1, . . . ,m , yyy ∈ Y \ {yyy i}

� Po£et omezujííh podmínek je roven m(|Y| − 1), nap°. u segmentaeobrazu je |Y| = KH×W .
� Úloha LP °e²itelná Pereptronem pokud umíme ohodnotit klasi�kátor.



INVESTICE DO ROZVOJE VZDĚLÁVÁNÍ

Strutured output Pereptron

1. θθθ = 0002. For i = 1, . . . ,m(a) Klasi�kuj i-tý p°íklad

ŷyy i = argmax
yyy∈Y

〈θθθ,ΨΨΨ(xxx i , yyy)〉

(b) Pokud ŷyy i = yyy i ned¥lej ni jinak aktualizuj váhy
θθθ := θθθ +ΨΨΨ(xxx i , yyy i)−ΨΨΨ(xxx i , ŷyy i)3. Pokud se v kroku 2 neprovedla ani jedna aktualizae vah vra´ vektor θθθ askon£i. Jinak pokra£uj krokem 2.

� Pokud jsou data lineárn¥ separabilní najde v kone£ném po£tu krok· °e²ení.
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U£ení obeného lineárního klasi�kátoru zneseparabilní dat

� Cheme u£it lineární klasi�kátor

h(xxx ; θθθ) = argmax
yyy∈Y

〈θθθ,ΨΨΨ(xxx, yyy)〉

z trénovaí mnoºiny D = {(xxx1, yyy1), . . . , (xxxm, yyym)} ∈ (X × Y)m.

� Uvaºujme libovolnou nezápornou ztrátovou funki ∆: Y × Y → R
∆(yyy , yyy ′) ≥ 0 , yyy ∈ Y, yyy ′ ∈ Y

� Minimalizae empirikého risku Remp(θθθ) = 1
m

∑m
i=1∆(yyy

i , h(xxx ; θθθ)) je t¥ºkánekonvexní optimaliza£ní úloha.
� M·ºeme nalézt konvexní aproximai ztrátové funke?
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Konvexní aproximae ztrátové funke
∆(ŷyy , h(x̂xx ; θθθ)) = max

yyy∈Y
∆(ŷyy , yyy)[[max

yyy ′∈Y
〈θθθ,ΨΨΨ(x̂xx, yyy ′)〉 − 〈θθθ,ΨΨΨ(x̂xx, yyy)〉 ≤ 0]]

≤ max
yyy∈Y
max

{
0,∆(yyy , yyy)−max

yyy ′∈Y
〈θθθ,ΨΨΨ(x̂xx, yyy ′)〉+ 〈θθθ,ΨΨΨ(x̂xx, yyy)〉

}

= max
{
0,max
yyy∈Y

(
∆(ŷyy , yyy) + 〈θθθ,ΨΨΨ(x̂xx, yyy)〉

)
−max
yyy ′∈Y
〈θθθ,ΨΨΨ(x̂xx, yyy ′)〉

}

≤ max

{

0,max
yyy∈Y

[

∆(ŷyy , yyy) + 〈θθθ,ΨΨΨ(x̂xx, yyy)〉
]

− 〈θθθ,ΨΨΨ(x̂xx, ŷyy)〉

}

= max
yyy∈Y

[

∆(ŷyy , yyy) + 〈θθθ,ΨΨΨ(x̂xx, yyy)〉
]

− 〈θθθ,ΨΨΨ(x̂xx, ŷyy)〉

︸ ︷︷ ︸konvexní horní mez ztrátové funke



INVESTICE DO ROZVOJE VZDĚLÁVÁNÍ

Strutured Output Support Vetor Mahine
� U£ení obeného lineárního klasi�kátoru vede na konvexní minimaliza ční

problém

θθθ∗ = argmin
θθθ∈Rn

[λ

2
‖θθθ‖2 + R(θθθ)

]

kde

R(θθθ) =
1

m

m∑

i=1

[

max
yyy∈Y

(

∆(yyy i , yyy) + 〈θθθ,ΨΨΨ(xxx i , yyy)〉
)

− 〈θθθ,ΨΨΨ(xxx i , yyy i)〉

]

� Jak tento optimaliza£ní prolém °e²it?
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Strutured Output Support Vetor Mahinejako úloha kvadratikého programování
� U£ení SO-SVM klasi�kátoru lze vyjád°it jako problém kvadratického

programování

θθθ∗ = argmin
θθθ∈Rn

[λ

2
‖θθθ‖2 +

1

m

m∑

i=1

ξi

]

za podmínky

ξi ≥ ∆(yyy
i , yyy) + 〈θθθ,ΨΨΨ(xxx i , yyy)〉 − 〈θθθ,ΨΨΨ(xxx i , yyy i)〉 , i = 1, . . . ,m , yyy ∈ Y

� Po£et lineárníh omezení je roven m|Y|.
� Standardní algoritmy QP jsou nepouºitelné.
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Část III: Optimalizačńı algoritmy
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Plán p°edná²ky

1. Zoben¥ní gradientu pro nehladké funke2. Zoben¥ná gradientní metoda3. Metody odsekávajííh nadrovin (Cutting Plane Algorithm)
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Zoben¥ní gradientu pro

nehladké funke
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Formulae optimaliza£ního problému
� Cíl: minimalizovat kvadratiky regularizovanou konvexní funkci

θθθ∗ = argmin
θθθ∈Θ

F (θθθ) :=

[
λ

2
‖θθθ‖2 +R(θθθ)

]

kde R : Θ→ R je konvexní nehladká funke.
� Pro jednoduhost budeme uvaºovat p°ípad bez omezení Θ = Rn.

� Minimaliza£ní úloha je t¥ºká kv·li risku R(θθθ): nedi�erenovatelná funke,samotné její ohodnoení je výpo£etn¥ náro£né.
� Seznam algoritm· strojového u£ení, které vedou na regularizovanoukonvexní minimalitai je dlouhý. SVM algoritmy tvo°í jen jeden p°íklad.
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Subgradient (zoben¥ný gradient)
� Neh´ F : Θ→ R je konvexní funkce na konvexní mnoºin¥ Θ ⊆ Rn.
� Pokud je funke F diferencovatelná v bod¥ θθθ′ ∈ Θ, existuje gradient

F ′(θθθ′) ∈ Rn, který ur£uje lineární dolní mez
F (θθθ) ≥ F (θθθ′) + 〈F ′(θθθ′), θθθ − θθθ′〉 , ∀θθθ ∈ Θ

� Pokud je funke F nediferencovatelná v bod¥ θθθ′ ∈ Θ, p°esto musíexistovat vektor ggg ∈ Rn takový, ºe
F (θθθ) ≥ F (θθθ′) + 〈ggg, θθθ − θθθ′〉 , ∀θθθ ∈ ΘVektor ggg je subgradient funkce F v bod¥ θθθ.

� V daném bod¥ m·ºe být víe jak jeden subgradient. Mnoºina ∂F (θθθ) v²ehsubgradient· funke F v bod¥ θθθ ∈ Θ se nazývá subdifferenciál.
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P°íklad

∂F (θ)

1

2

θ

F (θ) = max{ 1

2
θ2, 1

2
θ + 2}

θ′

θ′

0

g

F (θ′) + g(θ − θ′)

θ
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P°íklad

∂F (θ)

1

2

θ

F (θ) = max{ 1

2
θ2, 1

2
θ + 2}

θ

0

g

F (θ′) + g(θ − θ′)

x′

θ′
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P°íklad

∂F (θ)

1

2

θ

F (θ) = max{ 1

2
θ2, 1

2
θ + 2}

θ

0
g

θ′

θ′

F (θ′) + g(θ − θ′)
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P°íklad

∂F (θ)

1

2

θ

F (θ) = max{ 1

2
θ2, 1

2
θ + 2}

θ

θ′

θ′

F (θ′) + g(θ − θ′)

g = 0
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P°íklad

∂F (θ)

1

2

θ

F (θ) = max{ 1

2
θ2, 1

2
θ + 2}

θ

θ′

θ′

F (θ′) + g(θ − θ′)

g

0
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P°íklad

∂F (θ)

1

2

θ

F (θ) = max{ 1

2
θ2, 1

2
θ + 2}

θ

F (θ′) + g(θ − θ′)

θ′

θ′

g

0
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P°íklad

∂F (θ)

1

2

θ

F (θ) = max{ 1

2
θ2, 1

2
θ + 2}

θ

F (θ′) + g(θ − θ′)

θ′

θ′

g
0
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P°íklad

∂F (θ)

1

2

θ

F (θ) = max{ 1

2
θ2, 1

2
θ + 2}

θ

F (θ′) + g(θ − θ′)

θ′

θ′

g

0
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Základní vlastnosti subgradientu

� ∂F (θθθ) je neprázdná pokud je F konvexní a kone£ná blízko θθθ
� ∂F (θθθ) je uzav°ená konvexní mnoºina

� ∂F (θθθ) = {ggg} ⇐⇒ F je di�erenovatelná a g = F ′(θθθ)
� ∂(αF (θθθ)) = α∂F (θθθ) pokud α > 0
� ∂(F1(θθθ) + F2(θθθ)) = ∂F1(θθθ) + ∂F2(θθθ)

� Bodové maximum: F (θθθ) = maxi=1...,n Fi(θθθ); pokud jsou Fi(θθθ)diferenovatelné, pak

∂F (θθθ) = Co{F ′i (θθθ) | Fi(θθθ) = F (θθθ)}tj. konvexní obal gradient· aktivníh funkí v bod¥ θθθ.
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Zoben¥ná gradientní metoda
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Zoben¥ná gradientní metoda

� Neh´ F : Rn → R je konvexní funke. Cílem je vy°e²it
θθθ∗ ∈ argmin

θθθ∈Rn
F (θθθ)

� Algoritmus: Zobecn ěná gradientní metoda (subgradient desend)1. Nastav t = 1. Zvol θθθt ∈ Rn a °adu pozitivníh krok· {αi}∞i=1.2. Spo£ti subgradient gggt ∈ ∂F (θθθt)3. Aktualizuj °e²ení
θθθt+1 = θθθt − αtgggt4. Pokud algoritmus nedokonvegoval, pak t := t + 1 a jdi na krok 2.
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Vlastnosti zoben¥né gradientní metody
+ Jednoduchost a obecnost. Sta£í spo£ítat libovolný subgradient gggt ∈ ∂F (θθθt).

+ Zaručena konvergence pro vhodn¥ zvolenou délku krok·.P°íklad konvergentní délky kroku:

αt =
1

t

- Pomalá konvergence. Podobn¥ jako gradientní metody: na za£átkukonvergují ryhle, ale v okolí optima pomalu.
- Konvegence není monotóní. −gggt nemusí ur£ovat sm¥r, ve kterém se Fsniºuje. Nelze pouºít �line-searh�.
- Chybí ukon čovací podmínka.
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U£ení SO-SVM klasi�kátor· pomoísubgradientní metody

� SO-SVM risk je nediferenovatelná konvexní funke
R(θθθ) =

1

m

m∑

i=1

[

max
yyy∈Y

(

∆(yyy i , yyy) + 〈θθθ,ΨΨΨ(xxx i , yyy)〉
)

− 〈θθθ,ΨΨΨ(xxx i , yyy i)〉

]

� Pouºijeme: i) subgradient sou£tu dvou funkí je sou£et subgradient·, ii)subgradient maxima funkí, je gradient libovolné aktivní funke.

� Subgradient R(θθθ) v bod¥ θθθ je roven
ggg =

1

m

m∑

i=1

ΨΨΨ(xxx i , ŷyy i)−ΨΨΨ(xxx i , yyy i)

kde ŷyy i = argmaxyyy∈Y (∆(yyy i , yyy) + 〈θθθ,ΨΨΨ(xxx i , yyy)〉)



INVESTICE DO ROZVOJE VZDĚLÁVÁNÍ

U£ení SO-SVM klasi�kátor· pomoísubgradientní metody

� Úloha u£ení je p°evedena na problém konvexní optimalizae
θθθ∗ =

λ

2
‖θθθ‖2 +R(θθθ)

� Algoritmus u čení SO-SVM klasifikátorů:1. Nastav t = 1. Zvol θθθt ∈ Rn a °adu pozitivníh krok· {αt}∞t=1.2. Klasi�kuj v²ehny p°íklady modi�kovaným lin. klasi�kátorem

ŷyy i = argmax
yyy∈Y

(

∆(yyy i , yyy) + 〈θθθ,ΨΨΨ(xxx i , yyy)〉
)

, i = 1, . . . ,m

3. Spo£ti subgradient gggt = λθθθ + 1
m

∑m
i=1ΨΨΨ(xxx

i , ŷyy i)−ΨΨΨ(xxx i , yyy i)4. Aktualizuj °e²ení θθθt+1 = θθθt − αtgggt5. Pokud algoritmus nedokonvegoval, pak t := t + 1 a jdi na krok 2.



INVESTICE DO ROZVOJE VZDĚLÁVÁNÍ

U£ení SO-SVM klasi�kátor· pomoísubgradientní metody

� Obený lineární klasifikátor

ŷyy = argmax
yyy∈Y

〈θθθ,ΨΨΨ(xxx, y)〉

m·ºeme učit pokud umíme řešit modifikovanou klasifika ční úlohu

ŷyy = argmax
yyy∈Y

(

∆(yyy ′, yyy) + 〈θθθ,ΨΨΨ(xxx, yyy)〉
)

P°íklad: V p°ípad¥ max-sum klasi�kátoru a hammingovy ztrátové funkeje modi�kovaná klasi�ka£ní úloha stejn¥ t¥ºká jako normální klasif. úloha.

� Výhoda subgradientního algoritmu: extrémn ě jednoduchá, obecná metoda.

� Nevýhoda subgradientního algoritmu: není jasné kdy ho ukon čit.
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Metody odsekávajííh nadrovin

(Cutting Plane Algorithm)
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Metody odsekávajííh nadrovin(Cutting Plane Methods)

� Hlavní myšlenka: aproximovat sloºitou funki R(θθθ) bodovým maximemmnoºiny lineárníh dolníh mezí (utting planes):
Rt(θθθ) = max

i=0,...,t−1

[

R(θθθi) + 〈gggi , θθθ − θθθi〉
]

kde gggi ∈ ∂R(θθθi) je subgradient funke F v bod¥ θθθi
� Cutting plane model Rt je po £ásteh lineární dolní mez funke R, která jet¥sná v bodeh θθθi , i = 0, . . . , t − 1, tj. platí:

R(θθθ) ≥ Rt(θθθ) , ∀θθθ ∈ R
n

R(θθθi) = Rt(θθθi) , i = 0, . . . , t − 1
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Cutting Plane Model

R(θ)
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Cutting Plane Model
θ0

R(θ)

r0(θ) = R(θ0) + g0(θ − θ0)

R0(θ) = r0(θ)
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Cutting Plane Model
θ0θ1

R(θ)

r1(θ) = R(θ1) + g1(θ − θ1)r0(θ) = R(θ0) + g0(θ − θ0)

R1(θ) = max{r0(θ), r1(θ)}



INVESTICE DO ROZVOJE VZDĚLÁVÁNÍ

Cutting Plane Model

R(θ)

θ2θ1 θ0

R2(θ) = max{r0(θ), r1(θ), r2(θ)}

r2(θ) = R(θ2) + g2(θ − θ2)

r0(θ) = R(θ0) + g0(θ − θ0) r1(θ) = R(θ1) + g1(θ − θ1)
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Cutting plane algoritmusminimalizujíí kvadratiky regularizovaný risk
� Původní t ěžký konvexní problém

θθθ∗ = argmin
θθθ∈Rn

F (θθθ) :=
(λ

2
‖θθθ‖2 +R(θθθ)

)

se p°evede na sekvenci jednoduchých redukovaných problémů

θθθt = argmin
θθθ∈Rn

Ft(θθθ) :=
(λ

2
‖θθθ‖2 +Rt(θθθ)

)

kde Rt(θθθ) je �utting plane model�
Rt(θθθ) = max

i=0,...,t−1

[

R(θθθi) + 〈gggi , θθθ − θθθi〉
]

sloºen z t lineárníh £len· (utting planes).
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Cutting plane algoritmusminimalizujíí kvadratiky regularizovaný risk1. Iniializae: t := 0, θθθt ∈ Rn2. Spo£ti hodnotu risku R(θθθt) a jeho subgradient gggt ∈ ∂R(θθθt)3. Aktualizuje utting plane model p°idáním rt(θθθ) = R(θθθt) + 〈gggt , θθθ − θθθt〉4. Vy°e² redukovaný problém: θθθt+1 = argminθθθ∈Rn (λ2‖θθθ‖2 + Rt(θθθ))5. t := t + 16. Pokud R(θθθt)−Rt(θθθt) ≤ ε ukon£i jinak pokra£uj krokem 1.

F (θθθt) £erven¥

Ft(θθθt) mod°e

0 10 20 30 40
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1
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Jak °e²it redukovaný problém

� Redukovaný problém lze p°evést na problém kvadratikého programování

θθθt = argmin
θθθ∈Rn,ξ∈R

[λ

2
‖θθθ‖2 + ξ

] s.t. ξ ≥ 〈θθθ, gggi〉+ bi , i = 0, . . . , t − 1
� Pokud máme hodn¥ parametr· je vhodn¥j²í °e²it duální problém

αααt = argmin
ααα∈Rt

[ 1

2λ
〈ααα,ATAααα〉+ 〈ααα, bbb〉

] s.t. ‖ααα‖1 = 1 , ααα ≥ 0 .

kdy platí, ºe θθθt = −λ−1AAAαααt .
� Duální problém má jednoduhé omezujíí podmínky a jen t prom¥nnýh.P°íklad: Detektor významnýh bod· má ≈ 10,000 parametr·.



INVESTICE DO ROZVOJE VZDĚLÁVÁNÍ

Cutting plane algoritmusminimalizujíí kvadratiky regularizovaný risk
+ Certifikát optimality: °e²ení vráené CPA se od optimáního neli²í o víe neº
ε, tj. platí

F (θθθt) ≤ F (θθθ
∗) + ε

+ Zaručená konvergence: pro libovolné ε > 0 algoritmus skon£í né déle neº za

T ≤ log2
λF (000)

G2
+
4G2

λε
− 1

iteraí, kde G ≥ ‖ggg‖, ∀ggg ∈ ∂R(θθθ),θθθ ∈ Rn.

P°íklad: V p°ípad¥ SO-SVM je G men²í neº pr·m¥r nejmen²í koule obsahujíív²ehny body ΨΨΨ(xxx, yyy), xxx ∈ X , yyy ∈ Y.



INVESTICE DO ROZVOJE VZDĚLÁVÁNÍ

Cutting plane algoritmusminimalizujíí kvadratiky regularizovaný risk
+ Modularita: aplikae na konkrétní úlohu u£ení vyºaduje pouze (�rst orderorale) proeduru po£ítajíí R(θθθ) a subgradient ggg ∈ ∂R(θθθ).
� Velká výhoda p°i návrhu novýh algoritm· u£ení: pro kaºdou modi�kaiu£íího problému není t°eba navrhovat novou optimaliza£ní metodu.

+ Paralelizace: £asov¥ dominantní £ástí algoritmu je výpo£et R(θθθ) a

ggg ∈ ∂R(θθθ), který lze lehe po£ítat paraleln¥.
- Pomalá konvergence p°edev²ím p°i λ→ 0.
� Pro λ = 0 se redukuje na £istý CPA o kterém je známo, ºe konvergujevelmi pomalu.

� V nejhor²ím p°ípad¥ je pot°eba m|Y| iteraí, po kterýh R(θθθ) = Rt(θθθ)díky tomu, ºe R(θθθ) je sám bodové maximum lineárníh funkí.



INVESTICE DO ROZVOJE VZDĚLÁVÁNÍ

Dal²í roz²í°ení, literatura

� P·vodní publikae:Teo et al. Bundle Methods for Regularized Risk Minimization . JMLR.11:311-365. 2010.

� Uryhlená varianta CPA (line-searh, lep²í strategie výb¥ru CP):Fran, Sonnenburg. Optimized Cutting Plane Algorithm for Large-Scale Risk
Minimization . JMLR. 10:1532-4435. 2009.

� CPA má ve strojovém u£ení mnoho dal²íh aplikaí:Fran, Sonnenburg, Werner. Cutting-Plane Methods in Machine Learning .Chapter in book Optimization for Mahine Learning. MIT Press 2012.

� Lokaliza£ní metody (konvergují ryhle i p°i λ = 0):Antoniuk, Fran, Hlavá£: Learning Markov Networks by Analytic Center
Cutting Plane Method . ICPR 2012.
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Implementae

LIBQP : Knihovna kvadratikého programování (ANSI C, Matlab).
http://cmp.felk.cvut.cz/~xfrancv/libqp/html/index.html

Shogun ML toolbox : Inferene i u£ení strukturníh klasi�kátor·.
http://www.shogun-toolbox.org/

LIBOCAS : Uryhlený CPA algoritmus pro u£ení SVM klasi�kátor·.

http://cmp.felk.cvut.cz/~xfrancv/ocas/html/index.html

http://cmp.felk.cvut.cz/~xfrancv/libqp/html/index.html
http://www.shogun-toolbox.org/
http://cmp.felk.cvut.cz/~xfrancv/ocas/html/index.html

	Cást I: Aplikace
	Cást II: Algoritmy ucení
	Cást III: Optimalizacní algoritmy
	prezentace0.pdf
	Rozpoznávání, uèení, optimalizace
	Co to je strukturní klasifikace?
	Plán kurzu
	Uèebnice struktuního rozpoznávání

	prezentace1.pdf
	Plán pøednáıky
	Sudoku
	Øeıení Sudoku pomocí strukturní klasifikace 
	Jak by mìl Sudoku klasifikátor vypadat?
	Øeıení Sudoku pomocí strukturní klasifikace
	Øeıení Sudoku pomocí strukturní klasifikace
	Uèení Sudoku strukturního klasifikátoru
	Uèení Sudoku strukturního klasifikátoru
	Uèení Sudoku strukturního klasifikátoru
	Uèení Sudoku strukturního klasifikátoru:\ numerické výsledky, uèení z 18 pøíkladù
	Max-sum klasifikátor
	Statistická interpretace Max-sum klasifikátoru
	Skryté náhodné markovské pole
	Ohodnocení max-sum klasifikátoru vyžaduje øeıit max-sum problém
	Detekce významných bodù na tváøi
	Detekce významných bodù na tváøi
	Detekce významných bodù na tváøi
	Detekce významných bodù na tváøi pomocí \ ``Deformable part model''
	Detekce významných bodù na tváøi
	Uèení detektoru významných bodù na tváøi
	Uèení detektoru významných bodù na tváøi
	Uèení detektoru významných bodù na tváøi
	Porovnání s existujícími detektory
	Porovnání s IPAD SDK detektorem
	Detekce významných bodù na tváøi
	Segmentace a rozpoznávání textu
	Segmentace a rozpoznávání textu
	Segmentace a rozpoznávání textu
	Segmentace a rozpoznávání textu
	Segmentace a rozpoznávání textu
	Uèení klasifikátoru z pøíkladù
	Uèení klasifikátoru z pøíkladù
	Segmentace a rozpoznávání textu
	Segmentace obrazu
	Segmentace pomocí max-sum klasifikátoru
	Segmentace pomocí max-sum klasifikátoru
	Jak urèit funkce $q$ a $g$ ? 
	Uèení max-sum klasifikátoru z pøíkladù
	Uèení max-sum klasifikátoru z pøíkladù
	Pøíklad segmentace obrazu

	prezentace2.pdf
	Plán pøednáıky
	Formulace bayesovské klasifikaèní úlohy
	Obecnost bayesovské formulace
	Dva speciální pøípady bayesovských klasifikátorù
	Bayesùv klasifikátor v pøípad $0/1$-ztrátové funkce
	Bayesùv klasifikátor v pøípadì Hammingovy ztrátové funkce
	Øeıení bayesovské úlohy
	Generativní a diskriminativní metody uèení
	Generativní metody uèení
	Generativní metody: klady a zápory
	Diskriminativní pøístup
	Diskriminativní pøístup: klady a zápory
	Dvoutøídní lineární klasifikátor 
	Dvoutøídní lineární klasifikátor: separovatelná data 
	Optimální rozdìlující nadpolocha 
	Lineární Support Vector Machine klasifikátor uèený z neseparovatelných dat 
	SVM implementuje princip minimalizace regularizovaného empirického risku 
	Obecný lineární klasifikátor
	Uèení obecného lineárního klasifikátoru ze \separabilních dat 
	Structured output Perceptron
	Uèení obecného lineárního klasifikátoru z \neseparabilní dat
	Konvexní aproximace ztrátové funkce
	Structured Output Support Vector Machine
	Structured Output Support Vector Machine\jako úloha kvadratického programování
	Literatura

	prezentace3.pdf
	Plán pøednáıky
	Formulace optimalizaèního problému
	Subgradient (zobecnìný gradient)
	Pøíklad
	Pøíklad
	Pøíklad
	Pøíklad
	Pøíklad
	Pøíklad
	Pøíklad
	Pøíklad

	Základní vlastnosti subgradientu
	Zobecnìná gradientní metoda
	Vlastnosti zobecnìné gradientní metody
	Uèení SO-SVM klasifikátorù pomocí \subgradientní metody
	Uèení SO-SVM klasifikátorù pomocí \subgradientní metody
	Uèení SO-SVM klasifikátorù pomocí \subgradientní metody
	Metody odsekávajících nadrovin \(Cutting Plane Methods)
	Cutting Plane Model
	Cutting Plane Model
	Cutting Plane Model
	Cutting Plane Model

	Cutting plane algoritmus \ minimalizující kvadraticky regularizovaný risk
	Cutting plane algoritmus \ minimalizující kvadraticky regularizovaný risk
	Jak øeıit redukovaný problém
	Cutting plane algoritmus \ minimalizující kvadraticky regularizovaný risk
	Cutting plane algoritmus \ minimalizující kvadraticky regularizovaný risk
	Dalıí rozıíøení, literatura
	Implementace


