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o @ Postup modelovani robotickych systému

* Model je zaklad navrhu a systému rizeni robota
* Modelovani = vyvojovy proces mechanického modelu

 Mechanicky model je dale transformovan na
matematicky a/nebo simualéni model pro dalsi
zkoumani (analyza, simulace, syntéza, navrh rizeni,
systém rizeni, kalibrace, diagnostika atd.)

 Model = konceptualni model = fyzikalni (mechanicky)
model = matematicky model = simulacni model

* Proces modelovani je velmi narocny, protoze
— UzZiva znalosti a zkuSenosti mnoha védnich obor(

— Nelze ho popsat Uplnym systémem teorému a pravidel a
systematickym postupem

— Musi se naucit vykonavanim (learning by doing)
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Postup modelovani robotickych systému
Idealni objekty

« Zaklad modelovani je transformace redlnych objektl (strojq,
technickych systému, napr. robotickych systému) na fiktivni
abstraktni objekty s idealizovanymi vlastnostmi = tzv. idealni
objekty

* Idealni objekty — hmotny bod, tuhé téleso, linearni pruzina, pruzné
téleso, idealni plyn, elektricka kapacita

e Veéda umi formulovat teorémy jen o idealnich objektech, véda
primo nepredpovida nic o realnych objektech

* Vlastnosti redlnych objektu jsou pouze do jistého rozsahu podobné
vlastnostem idedlnich objekt(

* Veéda (inZzenyrsky vypocet) je platna pro realné objekty podle
stupné shody vlastnosti redlného a idealniho objektu (idealizovany
model)

* Proto je modelovani absolutné zakladni pro kazdého inzenyra.
Modelovani je zaklad kazdého rfeseni inzenyrského problému.
Dulezitost modelovani roste plynule s pouzivanim pocitacu
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o @ Postup modelovani robotickych systému
Zivotni cyklus vyvoje simulaéniho modelu

Redlny svét Konceptualni svét Modelovy svét Simula¢ni (matematicky) svét
< > > —> < v
Objekt Objekt Objekt Objekt simula¢niho (matematického) svéta
realného svéta konceptualniho modeloveho
svéta svéta Simulaéni
—— (matematicky) Simulac¢ni
Realny systém Konceptualni L Fyzikalni A model (matematicky)
N model model — model s metodou
\ Sl okoll v el Metoda feSeni Yeseni
Otézka Model okoli || || Vstup modelu || -
~\ Testovaci vstup Vstup modelu
< p Cil Vystup . Vystup modelu
Odpoved rodelovani P madelu ] Testovaci vystup I"

I 1 I

Interpretace feSeni
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Postup sestavovani dynamického modelu
=

Specifické otazky pro modelovani dynamiky
Jak modelovat téleso soustavy mnoha téles
- jako tuhé nebo jako poddajné?

Téleso je tuhé, pokud spektrum budicich frekvenci je
mimo spektrum vlastnich frekvenci télesa.

Jako modelovat poddajné téleso?

Kolik a které vlastni vibracni a deformacni tvary
teélesa uvazovat.




o @ Postup modelovani robotickych systému
Kroky vyvoje simulacniho modelu

1. krok — analyza objektu redlného svéta (realny, hypoteticky) v
ramci jistého prostredi pro odpoved na néjakou otazku
* 2. krok — konceptualni ukol (konceptualizace), kde objekt

realného svéta je transformovan na objekt konceptualniho svéta
— uvazované komponenty jsou vybrany

e 3. krok — fyzikalni modelovani, kde objekt konceptualniho svéta
je transformovan na objekt fyzikalniho sveta — kazda
komponenta je nahrazena jednim nebo vice idealnimi objekty

e 4, krok — sestaveni simulacniho modelu, kde objekt fyzikalniho
sveta je transformovan na objekt simulacniho svéta —
implementace simulacniho modelu a vlastni simulacni
experiment — nahrada modelu posloupnosti pocitacem
vykonavatelnych instrukci — od idealnich objektu do
matematickych rovnic (modelu) spolu s fesicem a do
pocitacoveho kodu
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o @ Postup modelovani robotickych systému
| Prolog

* Robotické systémy
— Pramyslové roboty sériové struktury
— Primyslové roboty paralelni struktury
— Mobilni roboty

— Antropomorfické, humanoidni roboty

VULEN
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* Ulohy pfimé: dany sily, hleddme pohyb

* Ulohy nepfimé (inverzni): dan pohyb, hledame sily

* Ulohy globalni: dan rozsah sil, hleddme rozsah pohybu
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o @ Metody sestavovani dynamického modelu

e Existuje mnoho postupul sestavovani pohybovych rovnic
soustav mnoha téles, tzv. dynamickych formalismu
* Nejdrive popiseme zakladni metody
— Newton — Eulerovy pohybové rovnice
— Lagrangeovy rovnice smiseného typu
— Rekurzivni metody

* Teprve potom popiseme obecny prehled znamych metod

Metody maji vlastnosti z hlediska rady hledisek
— Minimalni CPU cas reSeni pocitacem

— Snadnost sestaveni modelu na strané Clovéka

— Systematicnost a univerzalnost postupu
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* Pohybové rovnice jednoho télesa
— Vyjadrené ve stredu hmotnosti S

masg — Fy Iscr—l—waSw:ZMiS:MSv
— Vyjadrené v obecném bodé P — kompozitni popis

[PaP — FP P E mdT | s _ _[mwx(wxd)]
I"a” = FF 4+ g7 1 - [:za ";P] " = —[w.xlw ]
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* Pohyboveé rovnice soustavy téles
— Popsané souradnicemi s=[z,q] vazanymi vazbami

f(E.lr q) = 0 Jzi+Jqu = 0 J,z + Joaq + Jgz =0

— Pomoci nich vyjadrime zrychleni stfredi hmotnosti
a=V,z + Vyq + ag,

— Sestavime pohybové rovnice metodou uvolnovani

Ma = DR + Q

R e Eflﬁr - e J[mumy
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e Celkové pohybové rovnice soustavy téles

"M -D 0, 0, ] ;‘{ " Q
I 0, -V, —V, e
B 04 05 "]z Jq i ;:] B _jqz i

* Redeni zalindme z nezavislych soufadnic qct), d/dt qg(ti)
* Dopocitame zavislé
* Urcime a integrujeme nezavisla zrychleni

2AE 9 9N RN ﬂ{mu[lly
= Eflﬁr Ty
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e Soustava mnoha téles — roboticky systém ma n stupnu
volnosti

e Soustavu popsana jen nezavislymi souradnicemi
a=Vq+a,

e Uzijeme d’Alembertuv, Jourdainuv nebo Gaussuv princip

T rou -
VIMV, G =V (Q-Ma,)

= Efl}ﬁ - e J[mumy
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e Soustava mnoha téles — roboticky systém ma n stupnu
volnosti

e Soustavu popsana i zavislymi souradnicemi
a=V. q~+a,

J.Z + Jq + Jgz — O
a=(V, - ‘U‘_J‘fng)ij +a__— 1?:J:1jg:

e Uzijeme d’Alembertuv, Jourdainlv nebo GaussUv princip

- > -1 T r r T . - - T T r x—1ls
f:‘r'g—":v]-: Jg) I’l{[ﬁg —1*'_?!]-: Jg]q = [:1"g _1";']-; Jgj [:Q _h'It:ﬂg: _1;:']-.? .]gr:))

A1 1 RN I_.ﬁ{lml[lly
= Eflﬁr Ty
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Soustava mnoha teles — roboticky systém ma n
stupnu volnosti

Soustava mnoha téles je popsana m zavislymi
(fyzikalnimi) souradnicemi

S; /=1, ..., m, m>n

Tyto souradnice jsou podrobeny holonomnim
rheonomnim vazbam

fils;t)=0, k=1, ..., r, r=m-n

Lagrangeovy rovnice smiseného typu

18



o @ Lagrangeovy rovnice smiseného typu

* Je sestaven vyraz pro kinetickou energii E, soustavy
* T=E=E(s, d/dts, t)

e Lagrangeovy rovnice smiseného typu

d 8T _ or of,
395, B, -Q:+Z«\kasj =1,2..,n

* kde Q; jsou zobecnené sily a A jsou Lagrangeovy
multiplikatory odpovidajici vazbovym podminkam f,

25.2.2011
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* Vlyraz pro kinetickou energii E, je sestaven uzitim
Kénigovy vety

= 7 I 5 1 4
5 o Ek = —MUg + —Ww ISUJ
2 2
V2 =Ve- Ve =VLV \'s —d—rS
ys Us =Vs:'Vs=VgVs, Vs=—
I's
> QIS — Si;ssls‘
/Ol Xs Y1
X1 T Im _Iﬂ-?y _Iﬂ?z Wsz
w' Tsw = [weg,Wey, Wsz] | —Ioy Iy —1y, WSy
| _I:Bz _Iyz Iz 1 L Ws 2 |

R e Eflﬁr - e J[mumy
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o @ Lagrangeovy rovnice smiseného typu

* Vyrazy pro zobecnené sily Q; jsou sestaveny uzitim
[ ) 1\ (‘II"\I",\V'V\III"I‘\ \I\IIV"'\'IG pro pracovnll Sllly

_ Z Opi
QJ - I ‘P‘asj Qj(SSj - E Ph£5ph
h Z1

» 2) vektorovych vyrazu

Qj(SSj — F@ . 51‘@ + Mz . (571'?;

Qrdq, = Z F}‘PJI‘; + ZMEJ@V‘Q Y1

l

X1

* 5 a®
£ e Bl
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9 & Lagrangeovy rovnice smiseného typu
* Nelze integrovat uhlové rychlosti Pi = Wy
* To Ize jen pro konstatni osu rotace
* Obecné Eulerovy kinematické rovnice nelze integrovat

Ovi _ Ot owi _ Om
ds; 63j -tij_ - ds;

ov; Ow;
— pT Vi : MT i
Qi =F; 833 e 0s;
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9 & Lagrangeovy rovnice smiseného typu

* 3) potencialni energie a Raleighovy funkce

V"”V(Sj, ) Qrmm_@‘f

B = =bs 0gr
e,
D = D(Sa ) "Q”LLbisz'Sj
D i
P = -
65

* Toto je ve|m| uzite€né pro pruziny a tlumice, nebot
dostaneme snadno spravna znaménka

d 0T 0T OV 0D . dfk _
dtaSJ aSJ_QJME_Eg-E- 1)“5?"55_3_; _?21,2,...,?1
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® . Lagrangeovy rovnice smiseného typu
Struktura LEMT

n

O°T . T | &T _oT "\, 0fi
=1 aé“asi Z 33{:33_7 3!6‘31 - aﬂj o Qj + Z)tk_

Druha Casova derivace vazbovych podminek

02 fi afk e f azf,ei c’r‘sz
EEIR 9 D % - H”Z t g =0

1=1a=1

. ?HiHE:J

'5'}: [?".lré?:--_”:gn]:k: [)\1,)‘-2,--*;}*“]

" Ef IK%F
* *
* *
* * 1
* g j
E SKA UNIE
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Struktura LEMT

a*T of;

(M);;

05;0s; o (Ba)ig = 533
| T T I 0°T |

Il

v PR N Ph . R
P2 = J;; 33363.,3’3“'#2;1 Otds, © 012
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Lagrangeovy rovnice smiseného typu
=

Principialni postup reseni je nasledujici. Na
zacatku mame souradnice s(t) a jejich rychlosti
d/dt s(ti) v Case t. Z nich vypolteme matici
soustavy i jeji pravou stranu. Redenim této
soustavy dostaneme zrychleni d?/dt’s(t) a
Lagrangeovy multiplikatory A. Integraci zrychleni
v Case dostaneme polohy s(t.,,) a rychlosti d/dt
s(t.,,) v Case t,, a cely postup muzeme opakovat.
Tento postup vsak trpi numerickou nestabilitou.

Principialni schéma numerického reseni

26
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0, Priklad — rovinné lichobéznikové zavéseni

O .
kola automobilu
* Souradnice
* Pocet stupriu volnosti, souradnice, vazby

* Kineticka energie T = 5(1i¢1 + Lr; + ma(#3 + 3) + Is¢3)

r9 = l1sp1 — psy
y2 = licpr + PC"Pz
B3+ 9 = 11 +p*@] — 2hipc(pr + 02)¢162

* VaZby f] 313'501 — :ES-‘pg — 135';03 =0

110’,01 + EgCiPz + £3C593 — !D =0

« Zobecnénésily f
— Sila pruziny a tlumice F(€,6) na ¢

£ =\/a—2bc(pr — ) -1 (1+€)% = 1%+ 2d* — 2dV/I? + d?c(p; — B)
0
Qi0s; =) Puopn Q=) Rzl
! 53
h a =101%+2d% and b = dVI? + d?

25.2.2011
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e pohybové rovnice

INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVANI

" —malippds(py + ¢2) — (€, E)(b/(1+€))s(pr — B)

.

I Iy + msz, -—ﬂ'IQIIPC("Pl + "F’E): 0, 116501, _‘15991 11 ”51
| L + myp?, 0, =—lacpa, —lasp3 ¥2
- I3, —l3cps, —lzsps P3

| 0, 0, -1
| sym. 0, | [ —-*

—malippis(p1 + ¢2)
0
htspr — laphsps — Ispasps
higiepr + lapicps + lapicps

I

Y* * ** .
L]
oo y
* 4o
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0, Lagrangeovy rovnice smiseného typu
@ ([ ] V' 4 V 4 A" 4 [ ]
Fyzikalni souradnice

» Casté pouziti fyzikalni soufadnice
— V prostoru — kartézskeé souradnice stredu hmotnosti a
Eulerovy/Cardanovy uhly nebo Eulerovy parametry

— V rovineé — kartézské souradnice stredu hmotnosti a
uhel mezi lokalnim a globalnim souradnicovym
systémem

25.2.2011
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* Kinematickeé vazby
Ti + TiACPi — YiaSpi = Tj+zTjacej — Yjasp;
Yi + Tiaspi + YiaCPi = Y +T;aS0; + yj ACP;
d + y.c(o:‘ + i) — zi8(a; + ;) =
= dj +yjc(a; + ¢;) — zj8(a; + ¢;)

at+§0:—ﬂ'3+§93_
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YzZiKaini souraanice

* Pohybové rovnice

= T - Y el o)

miy; = E 2/\ji+z Njic(a + i)
A P |

;(—lkﬁ(mssos + Yiace;) +° ﬁji(i-;acsb; — Yiaspi))

L;p;

+ 2 CNii(—wis(o + i) — zic(ai + 1)) +2 Age)
P
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o @ Metody integrace pohybovych rovnic

e Souradnice
« NEZAVISLE souradnice:

— Pocet souradnic = pocet stupnd volnosti (m=n)
— Pohybové rovnice = ODE
— Relativni souradnice, zobecnéné souradnice

« ZAVISLE souradnice:

— Pocet souradnic > pocet stupnu volnosti (m>n)
— Pohybové rovnice = DAE

— fyzikalni souradnice, prirozené souradnice, jiné zavislé
souradnice

25.2.2011
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ecne numericke reseni

* Index DAE = pocet casovych derivaci algebraickych
rovnic +1, aby byla dosazena regularni systémova
matice

INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVANI



rimé numericke reseni
nestability

— nebezpedi

f=e i

¥

f=c¢dd+e,

1
f — §Ea.t2 —|_Et_,t -+ Ep
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o & I‘\'llevtoo!y integr.ace' pohybc?\.l\'/ch rovnic
Reseni numerické nestability DAE
* Res3eni ve fyzikalnich souradnicich
* Baugartova stabilizace
» Vazbové rovnice f = 0maji charakteristické kofeny
Ay ,=0
* Proto jsou modifikovany
f+2f+B8f=0, a>0
s charakterickymi koreny se zapornou realnou casti
* Napriklad o = # = 1 a reSeni vazeb je tlumeno

f = Bﬂt'(Cl -+ Cgt)

25.2.2011
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 Baumgartova stabilizace

f+2af + 32 F=0
B,5+ 8,5+ 2aP,5+5F=0

[ 5o ] [ - ]= [ b, 208, 0 ]

a=p=1, a=p=10, a:=10, B=5
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o @ Metody integrace pohybovych rovnic
ReSeni numerické nestability DAE

* Redeni v nezavislych soufadnicich
q = Bs
P,5=0
4= B3

25.2.2011
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 Redeni v nezavislych soufadnicich

R"Ms ..-.R?‘l’_;f*\ =RTp,
RTMS = RTP]_
§=R{+Rq

R"MR§ = R7p; - R"MR4
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e UrceniR

— Volba nezavislych souradnic ze zavislych konstantni
matici B
— Metoda projekce

— Inverzni kinematika

= Efl}ﬁ - . ‘PHM”%
INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVANI EVROPSKA UNIE. ; |




 Metoda projekce

- [®.%] []:@xi+@qq=o

s=| & q

ﬂ- = -
| E—
1
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Metody integrace pohybovych rovnic

® =
Reseni numerické nestability DAE
 Rozklad Jacobiho matice vazeb

&, = UTDV C"[ ] [V ‘
c=Vs
. . ] cq_
c_=Vs , ¢ =Vs
—wT

&, VIie¢=0 H=Ve
UTDé =0 B =V,

. 1. [0 3, |.
D=0 [B]E*[ii‘_[f*]s
c: = [e1,62,...,6]

. . _[® 17" ([o0 ?,
Cqg = [Cr41,Cr42,---,Cn] - " 'B] ([q]_[ 0 ])

25.2.2011
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* Metoda inverzni kinematiky

s =r(q)
5 = Rqg
s =Rqg+ Rq
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o @ Metody integrace pohybovych rovnic
ReSeni numerické nestability DAE

* Historicky — metoda rozdelenych souradnic
Q,é - [@‘HIQ‘H] [ :-: ] — _fit

| u = —@;l@u‘i’— @"1@3
i = -8 '¢,v-a (@ ,s),s + 28,5 + Byy)
MU 4+ MYy = g¥— 8T
MU +M"v = g’ - &7
(Muv _ (QEIQU)TMuv):& + (Muu _ (Q;ltp'v)TMuu)ﬁ —-

=g’ - (2;'®,)"g"

* X
* *
* *
* * 1
L 4 mj
EVROPSKA UNIE ? I I
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o = Ekvivalence N-E a LEMT
O

* Pohyboveé rovnice soustavy mnoha téles Ize sestavit
mnoha zpusoby. VSechny museji byt ekvivalentni,
protoze vysledné pohybové rovnice popisuji tentyz
mechanicky systém.

* Dva hlavni postupy jsou reprezentovany: Newton-
Eulerovy pohybové rovnice (metoda uvolnovani a N-E
rovnice) a Lagrangeovy rovnice smiseného typu

* Avsak, napf. i pohybové rovnice jediného télesa nejsou
identické, tj. fyzikalni souradnice s Cardanovymi uhly
pomoci N-E a LEMT pohybovych rovnic

. 1 1
m;v; = F; T = *é*mﬂ"??f + 5&0?1;{.0;
Liw; +w; x Lw; = M; d0n 0L _ Q;
dt 85; 0s;
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e

e Rovnost levych stran pohybovych rovnic

d oI &T Ow;
3183, 08, = Z((msv;)T— + (Liw; + w; X Liw;)" 7; )

T

* Rovnost pravych stran pohybovych rovnic

. Og Ovi . 0w
_Qi"'zA_*a OB E (FTas M? 53, )
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* Primé pohybové rovnice - D
* O(n3)+ O(n?)+ O(n3) Ol () 4 |
* Kompozitni tuha télesa - C 10000
. (v)(n2)+ O(n)+ O(n3) 5000
* Clankové matice setrvacnosti— A
. 0(n) 6000
* Residuova metoda - R 4000
e a0O(n?)+ O(n)+aO(n3) o
* Pro poddajna télesa
10-100x vétsi rozdily !!!

2000
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 Kompozitni tuha télesa

e Clankové matice set_rvaénosti

INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVANI



pohybovych rovnic
* Rekurzivni popis kinematiky

a:H = Ciaﬁij + ®;s; + 7;

Ci= [ A ARG )T ] g = [ ALY (@000 @ +5)) + (AP Doy iy) % 284 ‘
= () ‘ P wp),p(6)) X Wip(i)
0 Al (A @p(i)p0i) X Wip(igi
®; =[0,0,1,0,0,0] &; =[0,0,0,0,0,1]
* Pro kompozitni popis pohybovych rovnic

[Paf = FP P E mdf | gp _ _[mwx(xd)]
Pa” =FF 487 1" = |79 “;R_]. o= - ™Y ]

we[u] e[

R e Eflﬁr - e J[mumy
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 Kompozitni tuha télesa

Mi=Q
I, = 7 -
I, = l_’,f{1+0}'l,~cj, ji=n,...,2
J*{’: = I;®;, j=n,...,1
I = CEJE, k=3, ...,2
Mjx = @733, k=3j,...,1
Fj = -Ifafl +F¥ 4pY
K. = Fn | i =n 2
K1 = Fj-l'I'C?Kj I=Me
Qi = ¥TK;

E 0 S.85 , @S | as
Fj=[aj E](_ljﬂj +F; +B5)

INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVANI



e Clankové matice setrvac¢nosti

Ci, ﬁi:ﬂi: fﬁpﬁff
M; =3T17 9,

P; = E-Ife;M ']

N; = (E- IF@;M;IQT]IF = Pillﬂ
v = Nim; = Pi(Fg; +8])

L = Ify+CINc;

H _ H
Boiy = Bpy—Clw

5 =M @] (FE; + Bf — 1 (Ciaff;y + my))

* ¥ 3
* w
r x
* *
* 5K
EVROPSKA UNIE i
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< Fyzikalni interpretace Lagrangeovych
multiplikatoru

VétSina metod pro sestaveni pohybovych rovnic

Lagrangeovy multiplikdtory/reakéni sily bud' eliminuje

analyticky nebo je nasledné ignoruje.

Jsou vsak pripady, kdy to nelze — napr. systémy se
trenim. Pro vyjadreni trecich sil potrebujeme znat
reakeni sily a to v ramci reSeni pohybovych rovnic, ne
az po jejich vyreseni.

Lagrangeovy multiplikatory sice maji vzdy obecnou
interpretaci reakénich sil, ale pro konkrétni pouziti
potrebujeme jejich spravnou fyzikalni interpretaci

jako tradicnich reakcnich sil.

53



9 & Fyzikalni interpretace Lagrangeovych
multiplikatoru

L X R

. [ V 4 v A4 \'4 1 v 7/ [
Kinematicka smycka rozdelena rezem na 2 ¢asti
Popis rozdélen na levou a pravou stranu:

— Soufadnice st (s®)

— Kineticka energie Tt = TI(s},s],1)

— Obecné sily Q7

— Vazhy g =0

Kinematické vazby v rezu vyjadreny
ai(sy, 57, ...,sgﬁ)L,sf,éf, o

25.2.2011

e




0, Fyzikalni interpretace Lagrangeovych
& « pep. 2 o
multiplikatoru
* Leva strana soustavy je popsana

d 3TL aTL L L 3gk . L@ul
dt 8&35 Osy =Qj + Z)‘ g"}L ZRI Osk

 Sily R} plisobi na souradmuch uz pravé na Ievou stranu

T(sj.j'éjr ) TL( 3! J:t)+TR(331 85 )
h)L hR
g;(s*, *,..'.,'g),f,sf,. :_E-) D) =

= Gi(uf (sF,1), o E(sE 1), uf (s 1), uP (s, 0),8) = 0
* Spojeny systém je popsan

oy, 85 ) =Gl 0t =

= GH(uF,...,t) - GF(uf, ... 1) =

Ef ﬂ
* *

* *

* * 1
E SKA UNIE

25.2.2011
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d oT 3T AL L Ogf dgi
dta.é;?. = Q5+ Zk:" (h)L+Z)u (hjL

ayf(sﬁ..'.,t)_g dor _ or _ daTL_aTL'
s .:‘“ - dtasl T asf T dtdsF T Bsk

)
Oul Og
L¥™
;R‘! 331' _ Z ™ o5 (SL

09m  ~—~ OGnm au," . 0Gm Ouf
= ; 61:}“‘5 {h)L' Ec‘? (h)L 331,.

INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVANI



INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVANI

{!
-
M

>
3
Q
=
b~
DY




multiplikatoru
« QObecné vyjadreni reakCnich sil Lagrangeovymi
multiplikatory
| aG
L _ k m
R-f - E.n: Am 3“;(h)L'
» Napriklad G = uf —uft

* pak |
P Rf = ) and RE = -)\

« Napfr. pro sféricky kloub

INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVANI
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0, Priklad — rovinné lichobéznikové zavéseni

O .
kola automobilu
e Souradnice
* Kineticka energie
— 1 .2 ) 2 4 2 )
T= 2(1195‘1 + Irps + ma(z3 +_y2) + I3¢3)

zy = lisp; — pspr
y2 = lhicpr + PC'Pz
g3+9; = 1]+ p*e3 — 2ipc(pr + 02) P16
* Vazby |
f] Ilﬂfpl = fgsfpg — 135503 =0

* Zobecnénésily g Iy -k lcis 1 laoes — o= 0
— Sila pruZiny a tlumice F(¢, ) pUsobi na soufadnici ¢

0
Q; = Ep, i (1+6)2 = 1% + 2d® — 2dV/1? + d2c(p; —
£ = /a—2bc(os — B) -1
desj Z Ph5ph a=12+2d? and b = dVI? + d2

25.2.2011

BEREE (O 7 e
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0, Priklad — rovinné lichobéznikové zavéseni

O .
kola automobilu
* Lagrangeovy multiplikatory A,, A, jsou rovny reakénim silam v

v o 1 ; ‘ 1 ‘
rotacm.dvonc.lA. o | T, = -2-m2($§+y§)+ 5121":?%

e Pokud je popis kinetické energie s = lssgs + (I3 — p)sgs
y2 = lo—l3cps — (I2 — p)cp:

* Pak Lagrangeovy multiplikatory A, A, j JSOU rovny reakcnim
silam v rotacnim kloubu B

* Ale pokud popis kinetické energie je

- 1 : .‘ 1 .
T, = “2""12(1’.3 +93) + 51 $;
Te = lisp1 — pspy
y2 = lop—lsces — (12 - P)C‘Pz

pak Lagrangeovy multiplikatory A, A, nemaji ZADNOU pfimou

jednoduchou interpretaci
- LE CTRRE

25.2.2011




9 & Fyzikalni interpretace Lagrangeovych
multiplikatoru

* Pro detailni odvozeni spravnych interpretaci Lagrangeovych
multiplikatord v komlexnich pripadech jako reakéni momenty
je nutné uzit ekvivalenci pravych stran N-E a LEMT

r

3.% 3v,- T Bw,

]

G G -GlYy OG}
P il ¥ Y & ] TV _
333? ds; A 33;7’ 63 = A 33 J —
31/1 Br.u
_ pT -1 T 13 L
( y 3335 +M, 63 )6

25.2.2011

" Ef Iﬁli
* *
*  x
* * ™
"X j
E SKA UNIE
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multiplikatoru - holonomne

_ HﬂlﬁnomicL Interpretation Point of
Kinematic constraint. () Number Newton Interpretation Interpretation as reaction force action
i h=0 of A ()T Bvii/ 85} Euler ()7 8w, /85F frame
spherical | ri; + Syiriq 3 A ria % ST A=Rya A, frame
ri; + Syurip 3 A rig x S7'A l A=Ryp B, frame
revolute
| -
$1%] ;8 3(2) 0 8.}zl ,5 % A) = ) ,g X A= 0, frame
= gim X S;'A = 818 p[M; g, My g0]T
(ri +051i1'iF:| x (Suzlip) = | B8(2) B ip X A Lip 51_.'1{’[1:,:1? XA | 2] pxA=Ryp P, frame
= —Zj ;plrii + Surip) +8]ip % S5 (ripi % A) | and a part of moment Mp p
prismatic
S5 (xtip x ) X ip X A= S1:8ip[0, My,p, My, p]”
SuBip a 0 S]_ii{y?rip * }‘} F?.i? ® A= SlisfF[Mr.PrulM#,P]T []r frame
Sl_i {51]:...':? = .Jl} B?I“; x A= 51,;5.'}1[M,,|P1 Myl_p, ﬁ]T
(rii 4 Bmv) x (Sléﬁawl = 3(2) 3?,.‘? X A Fiv ® Si_ilh‘?,w ® A)+ E?,il" xA=Ryv V, frame
= =2y (rii + Suiriv) 420 % Syg(ryv: % A) | and a part of moment My y
cylindrical
Suzd 3(2) 0 S5 (2l % A) 2y % A= SuSiv[May, Myv, 0T | 0, frame
oTIgin
rlLI[SIi!’aiL}T 1 Elih?.i!. —Sﬂlr[i X ‘h?,il.- A= R;IL of fl'm-,
flat KP
flat
Slizﬂﬂ, 3(2) 0 51-11 (Ef,u. x ) ’E_u. %A= slisib[M:.LrMﬂ'-L!ﬂ]T




f

. Itiplikat hol €
MUItIpliKatoru - nenoionomne
. _ Ncnhul?nurmf Interpretation Interpretation Interpretation -Point of action,
Kmenlmtm constraint (' Number Newton Euler ()T 8w 1/ dsF as reaction coardinate system
pair h=1 of A ()T By 84F force
|_'__'_ e — '=.J
spherical | v + S18byiria 3 A ria % S5 A=HRy, A, frame
vii + Syflyrim 3 A g ¥ Sl"')l A=R; g B, frame
revolute A = M, Hi
W1 Biley 2 0 SiplAs, Ay, 0]T =M, n:
g 1=1 iBlAsy Ay, Ay = My g 0, revolute KP, B;
(818;8) ™ (5188 )w1 iz y 2 0 S1'81;8;8[A:, Ay, O Ae = Mz g5 | 0, revolute KP, B;
Ay = My nj
Ar=Rep origin of frame
- - - 3 1
Sipvi — Sip ST riiay 2 S1pifAz, Ay, 07 =85 % SipilAse, Ay, 017} Ay =Ry p prismatic KP
prismatic
-1
Bipwii 3 0 S;pA A=Mpp 0, prismatic KP
- v X Siv Az, Ay, O Az = R vy .
:y{i{"u + Sgﬂurwlrs.y 2 Sivilde, Ao 0T | | ry x STTS1vs 0, Ao 0T+ | Ay = Rywi | Vi, cylindrical KP, V;
SIE"'[;IV:: + rlw;;lnv.-. 2 Sw,-[Jts. Jl-y,ﬂ]T +51_.-1|:|:1'1Vj -;1',-';}' Ar = Re vy Vi, cylindrical KP, Vi
2y v = Tivil ey -8 Ay Ay 0 =
eyBeical 1vi [As, Ay, 0]7) Ay = Ry vy
Wiviey 2 0 Az = M v
(S138;% ) (SuSiv )wivije y 2 0 Siw[Az, Ay, 017 Ay = My v 0, cylindrical KP, V;
S 8138w [Ae, Ay, 0T Az =Mzv; |0, cylindrical KP, V;
y = Myv;
SEI;:-VI Li|z . 1 S]_L.‘[ﬂ, IJ, .:!.]T TiL X siL[[L 0, l]T
51;_5("1.{-!+51Liﬂ11.is|m' 1 Sle'Eﬂsurl]T L 5;;151;_j[ﬂ,ﬂ,l]T+ A=H. Ly, flat KP, L;
(rie; = rizi))ls +85 ((r1ej = rapi)- A=R,y; L;, flat KP, L;
'lej[ul- 0, )‘-F‘}
flat Az = My i
“iLilzy 2 S1zlAs, Ay, O Ay = My, Li 0, flat KP, L;
S1LiS1Liw1Lijsy 2 0 S5 Saip[Ae, Ay, 0 de = My g 0, flat KP, L;
Ay = My.1
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Pohybové rovnice soustavy poddajnych

O v
teles

Vsechny mechanické systémy jsou v realité podajné

Proto sestaveni modelu obsahujiciho poddajnosti je
nutné

Existuje nékolik konkurencnich pristupu k sestaveni
pohybovych rovnic soustavy poddajnych téles

65



9 & Pohybové rovnice soustavy poddajnych
teles — tradicni pristupy

Metoda konecnych prvki Metoda soustav mnoha téles
* Poddajna télesa e Tuha télesa
* Malé pohyby * Velké pohyby

* Staticka & Modalni analyza  « Analyza prechodového déje

M(q@)d+ C(q,@)q = for — PgA

Mg + Cq + Kq feri
$(q,t) 0

Jak je spojit?

25.2.2011

w
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Pohybové rovnice soustavy poddajnych

O v AT

teles — alternativni pristupy
Modelovani jako tuha podtélesa spojena
koncentrovanymi poddajnostmi (tzv. Rigid Finite
Elements)

Metoda absolutnich souradnic uzld MKP sité (tzv.
Absolute Nodal Coordinates)

Metoda popisu poddajnosti jako superpozice malych
pohybU frekvencénich a deformacnich médu
prictenych k velkému pohybu tuhého télesa

67



* Tuha podtélesa spojena koncentrovanymi poddajnostmi
* Intuitivni pristup -> systematicky pristup jako RFE

SDE RFE

INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVANI
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e Absolutni souradnice uzli MKP sité
e Zadny rozdil mezi tuhymi a poddajnymi télesy

INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVANI
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P = Po +u
u=Nv*®
po=NV*
r= ro+ Sp = fg + S(pn + u) = ro +-SN'V3 + SNv°

i = fo+SN(Ve+v®)+SNvV =
o+ SON(V® + v¢) + SNv*

INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVANI



SQNV® = SQz = —SZw = —SZD¢ = B}

z = NV® w=D¢, B;=-SZ,
- SQNVE =Biw=B%
‘bb - [‘f.’ﬂ-: ‘be: 'Ebz.l

| T o 7
r= [E: BE'I'SN] | ‘P |
| ve
Te.z. }- ' tdm = .}.'ETME'&' "
_' | 2 (me) 2(1 q

d° = [Fo, %, v°]

INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVANI



.'_ E B SN-'".

Me-:_'f- ~ B¢'B¢ B SN
| (me) I

INVESTICE DO

sym NTN

dm

ROZVOJE VZDELAVANI




2
-1
I, = ZH = §.qb Kyqs
"0 0 0°
K, = O O
sym K

INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVANI



QE

Il

[F?; ,F& B F"_SN];

Qy=[Qr, Qyp, Q]

=3"Q, Q,=3Q;,

INVESTICE DO

ROZVOJE VZDELAVANI

ZF ZFE B® ZFE SN] =

= Qra tp:Qﬁﬁ-I |

Q. =) Q.
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My + Mpqs + Koqs + c5 = Q

Cp = [0: Cbyp, cbu-l

ri; +S1iri4 — T — S1;rja =0

ri; -I- SI;N(VE <+ ‘i.J"ﬂ)Ai —T1j — S1jN'(VE? -} ‘lr'o‘)‘,.jLj =0

u=¥E

INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVANI
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Reseni inverzni dynamické ulohy
=

Velky vyznam pro robotiku
Iniciovalo vyvoj efektivnich formalismu
Redeni zlepéeno 5x

Standardné pro robotické systémy se sériovou
strukturou

Pro robotickeé systémy s paralelni strukturou je
podstatné obtiznejsi a je stale predmétem vyzkumu

78
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e Rekurzivni formalismus standardni

fio1 = A7 (bio; — Asf), t=23,...,n+1

Vidl,Li+1 = Sig1,iVini + Qigi1 410841

[l

Wit1,1,i+1 = Sig1 Wi 1 + Wig14i41
Ai41,1,i+1 = Siq1,i8i10 + i, iQig i i1 Vi + Aigr 1041541

Qit1,1,i+1 = Sig1,i0Q 18 + Qg1 4641

E 0 S.5 , @S ., @S

** * **
L]
. y
* 4o
EVROPSKA UNIE i
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* Rekurzivni formalismus z primé dynamiky

Mq=Q+x

T
x=(Mi-Q)=- !5_; ((%"5) (-1 aff + FY +ﬁ:-‘"))]

INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVANI MOPSMUN'EEf i : II




° e

* \yvoj efektivity reseni

* Obecné sériovy robot n kloubd (nasobeni):

n* 412n-577 (LE), 150n-48 (N-E), 130n-68 (A), 97n-112
(C)

e Stanford arm: 646 (N-E), 298 (LE), 171 (C)
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