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Problém odhadu
Zakladni pojmy

Odhadovani: proces hledani hodnoty veli€¢iny z nep¥imych,
nepresnych a nejistych pozorovani.
Odhad: nalezend hodnota veli¢iny
V pripadé, Ze hledand veli¢ina je ndhodna proménna,
je za odhad ¢asto povazovano nalezeni hustoty
pravd&podobnosti této veli¢iny nebo bodovy odhad.

Estimdtor: systém generujici odhad.
Rozhodovani: vybér jedné moznosti z mnoziny alternativ.
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Problém odhadu

Zakladni pojmy

odhadovani neméritelného stavu realného objektu
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odhad stavu
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Zakladni pojmy

Filtrace: odhad veliin nebo stochastickych procesii ze
zasuménych dat

Sledovani: cilem je sledovat atributy objektu a mé¥ici zafizeni je
mimo objekt

Navigace: cilem je sledovat atributy objektu a mé&¥ici zafizeni je
soucasti objektu

INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVAN{

Odhad stavu stochastickych systémi



Aplikace odhadovani

Aplikace odhadovani

sledovani

navigace

fidici systémy

Fizeni strojii a technologickych procesi
zpracovani signalu

zpracovani obrazu

vV vV v v v v Y

-

komunikace (zpracovani feci, komunikace €lovék-stroj)

INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVAN{




Aplikace odhadovani

biomedicinské inzenyrstvi
operacni vyzkum
geofyzikdlni problémy
ekonometrické systémy
demografické systémy
dopravni systémy

vV vV vV v vV v Y

predpovéd pocasf
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0] Problém odhadu

Obecné aspekty rozhodovani

Estimace provadéna Gaussem (1777-1855) - proces vyvozovani
informace o parametrech, nap¥. pohyb nebeskych té&les, presné
predikovatelny pohyb

Estimace ve smyslu Kalmana (1960 - Kalmandv filtr) -
vyvozovani informace o stavu objektu, ktery se pohybuje ne zcela
ptesné predikovatelnym zpiisobem.




0] Problém odhadu

Obecné aspekty rozhodovani

Gaussovy postrehy

- JestliZe je pozorovani absolutné presné, staci n pozorovani
pro n parametrl. Ndsledujici pozorovani by mélo potvrdit, ale
ne korigovat odhad.

- Pozorovani je pouze aproximaci skute¢nosti, mélo by se
vyuzit vice pozorovdni nez je minimalni pocet s ohledem na
pocet nezndmych parametrii. Odhady by se mély korigovat
naslednymi pozorovanimi a je vhodné pouZit viechny
pozorovani k ziskani odhadu.




0] Problém odhadu

Obecné aspekty rozhodovani

Zakladni principy odhadu parametri

» Existuje zdkladni popis modelu systému s neznamymi
parametry, které maji byt odhadnuty.

» Redundantni data jsou poZadovdna pro redukci efektu chyb
méreni.

» Je nutné zajistit, aby rozdil mezi pozorovanymi hodnotami a
predikovanymi z odhadii byl co nejmensi.

» Kombinace pocate¢ni znalosti a nasledného pozorovani vede
ke koncepci rekurzivniho vypoctu.

» Nepresnost pozorovani vyZaduje statistické pristupy.




0] Problém odhadu

Zakladni estimaéni problémy

Nejmensi ctverce (Gauss-Legendre)

» Odhad konstantnich parametrii modelu minimalizaci
kvadratu rozdilu vystupu modelu a mé&feného vystupu
systému.

» Pro gaussovské sumy je miminalizace souctu kvadratu rezidui
ekvivalentni maximalizaci v&rohodnostni funkce parametri.

» Pozdéji pouzito pro odhad nahodné veliciny.




0] Problém odhadu

Zakladni estimaéni problémy

Wiener-Hopfiv problém, Kolmogoroviiv problém (30. aZ
40. |éta 20. stoleti)

» Odhadované veli¢iny nejsou konstantni, ale ¢asové
promé&nné.

» Cil je odhadnout ndhodny staciondrni proces.

» Odhad procesu je obdrzen ve frekvenéni oblasti.




0] Problém odhadu

Zakladni estimaéni problémy

Kalman-Bucy problém (od roku 1960)

v

Odhaduje se nahodny proces, ne nutn& stacionarni.

v

Popis - lineadrni diferencidlni nebo diferen¢ni rovnice se
zndmymi parametry.

Reseni v Casové oblasti odpovidd minimalizaci ve st¥edni
kvadratické chybé.

Estimator je nazyvan Kalman-Bucy filtr nebo Kalmandyv filtr.

v

v




0] Problém odhadu

Zakladni estimaéni problémy

Problém nelinedrniho odhadu (od roku 1970)

» Odhaduje se ndhodny proces generovany

> nelinedrnim systémem
» linedrnim systémem s negaussovskymi poruchami

> Vysledkem je nalezeni

» podmin&né hustoty pravdépodobnosti stavu
» podmin&ny bodovy odhad stavu




0] Problém odhadu

Zakladni estimaéni problémy

Odhad stacionarniho nah. procesu x(t) pomoci Wienerova filtru

méreni z odhad stavu x
Linearni t-invariantni systém ) Wieneriv filtr

(nemé&Fitelny stav x)

Odhad ndhodného procesu x(t) pomoci Kalmanova filtru

méteni z odhad stavu x
Linedrni t-variantni systém 1 Kalmanav filtr

(nemé&¥itelny stav x)

Odhad ndhodného procesu x(t) pomoci nelinearniho filtru

méfeni z odhad stavu x

Nelinearni systém 1 Nelinearni filtr

neméFitelny stav x

EVROPSKA UNIE vgf : i I




(0] Modelovani a odhad

Motivacni p¥ipad

Uvazujme jako pfirozeny zaklad pro diskusi o odhadu parametr( a
odhadu stavu nasledujici rovnici

Zk=yk+v k=0,1, ...
kde zx je méFeni na systému dostupné v ase ty

Vi je vystup systému v Case ty
Vi reprezentuje Sum meéreni neboli poruchu v Case ty.

Problém je najit odhad yx z mérFeni z, pro vsechna k.
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Modelovani a odhad
Motivacni p¥ipad

Primitivni odhad by mohl byt

~

Yk

(1>

Z .

Chyba odhadu by v tomto p¥ipadé byla

~ A ~

Yk =Yk =Yk = Zk — Vk — Zk = —Vk-
Cil estimacni teorie je navrhnout takovy postup pt¥i stanoveni
odhadu, ktery bude redukovat chybu odhadu na mensi, nez kterou
dava primitivni estimator




'®  Modelovaniaodhad

Motivacni p¥ipad

Problém: chyba ¥, nemize byt urena explicitng.
Proto je tfeba znat vice o signdlu yi - predpokladejme nejdfive, Ze
Yk =10
zx=0+vi k=0,1,2 .. N.
Odhad 8 miiZeme provést

N N

Q- 2)/(N+1) =6+ vi)/(N+1).

INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVAN{ EVROPSKA UNE 'gl i I -

Odhad stavu stochastickych systémi- p. 17/97
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Modelovani a odhad
Motivacni p¥ipad

Rozumny odhad 6

N

> z)/(N+1)

k=0

62

a chyba odhadu

N
G=0-0=—_w)/(N+1).
k=0
Jestlize je v3ak vy konstanta, pak k Zddnému zlep3eni odhadu
nedojde, prestoZe jsme vé&dé&li vice o vystupu y, a pouZili
statisticky pristup.




'®  Modelovaniaodhad

Strukturalni modelovani

Roz&ifme (vahy na situaci popsanou rovnici

nelinedrni problém estimace parametrii ©

Yk =h(©) k=012, ..

kde hi(-) je znama vektorova funkce
nebo

linedrni problém estimace parametri ©

Ye=H© k=012, ..

kde Hj je zndma matice pfislusnych dimenzi.

INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVAN{ EVROPSKA UNE 'gl i I -

Odhad stavu stochastickych systémi- p. 19/97




Modelovani a odhad
Strukturalni modelovani

Nelinedrni estimace stavu

Mnohdy v8ak neni mozné uvaZovat neznamé jako konstantnf
veli¢iny a pak

Vi = hi(xk).
Vyvoj vektorové promé&nné xi je popsan diferencni rovnici
Xep1 = fi(xk) + wi

kde fx(-) je znama vektorova funkce.
Wk je neznamy vektor reprezentujici Sum v ¢ase tg.




Modelovani a odhad
Strukturalni modelovani
Linearni estimace stavu nebo parametr(
specidlni p¥ipad
X1 = Frx + wi

Yk = Hixk
kde Fix a Hj jsou zndmé matice prislusnych dimenzi.
Pro
Xk+1 =Xk = ©
nebo

X1 = fi(Xk)

tedy stavovy Sum je nulovy pro vSechna k dostdvdame problém
estimace parametril, xp = ©.




Strukturalni modelovani

» strukturdlni vlastnosti

» jednoduchost p¥i aplikaci

» problémy s kvalitativhim ohodnocenim presnosti odhadu

INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVAN{




(0] Modelovani a odhad

Pravdépodobnostni modelovani

K popisu neurcitosti se tradi¢né pouziva poctu pravdépodobnosti.
Aby mé&Feni poskytovalo nejvice informaci, mé&l by Sum
vN = (vo, w1, ..., vy) spliiovat

p(vN) = p(vo, v1, ..., vv) = p(wo)-p(v1)...p(vn)

Tedy, aby stochasticky proces {vx} byl bily sum.




(0] Modelovani a odhad

Pravdépodobnostni modelovani

Stavovy sum

» Stavovy Sum wj nesmi vykazovat zadnou zavislost do
minulosti.

p(w*) = p(wo, wi, ..., wk) = p(wo).p(wa)...p(Wx)

» Nezdvislost stavového Sumu, Sumu méfeni a pocate¢niho
stavu Xp,

» Poznamenejme, Ze v tomto p¥ipadé x, pro k =0,1,2, ...
reprezentuje markovsky proces.




(0] Modelovani a odhad

Pravdépodobnostni modelovani

Problém estimace parametri

Méjme vektor méreni z, popsany rovnici
Z, = hk(@) + Vg k=0,1,2,.... N,

kde E[Vk] = 0, E[VkV/T] = Rkékj, 6kj = 1, k :j;ékj = 0, k 75_/
hi(-) je znama vektorova funkce.

Cilem je ur¢it odhad neznamych konstantnich parametr(i ©.




(0] Modelovani a odhad

Pravdépodobnostni modelovani

Problém estimace stavu
Méjme vektor méreni z, popsany

Zk:hk(Xk)+Vk k=0,1,2,.... N

kde E[vk] =0, E[Vkva] = Rk, hk(-) je znama nelinedni funkce
a vektor stavu se vyviji podle rovnice

Xka1 = (k) +wxe k=0,1,2,..,N

kde E[wx] =0, E[WkWJ-T] = Qi0j, fk(-) je znama nelineani
funkce.

Cilem je odhadnout stav x.




(0] Klasicka teorie odhadu
Optimalni odhad podle stfedni kvadratické chyby - MS

Uvazujme ndhodné vektory x a z,
vektor x je neznamy,

vektor z reprezentuje data, vztazena k x,

vV v.vvY

predpokladejme apriorni informaci o neznamé x.

v

Cilem je najit pro dané z odhad X(z) ndhodné veliciny x tak,
aby chyba odhadu X = x — X(z) byla mala.
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Klasicka teorie odhadu
Optimalni odhad podle stfedni kvadratické chyby - MS

Definujme stfedni kvadratickou chybu jako stfedni hodnotu
kvadratu eukleidovské normy chyby odhadu x

J=E[%"%] = E[(x — %(2))" (x — %(2))] -
Odhad podle stfedni kvadratické chyby je specidlni p¥ipad tzv.
Bayesova odhadu, kde se hleda odhad minimalizujici Bayesovo
riziko

J=E[C(X ]_/ / C(x — X(2)) pxz(x, z)dxdz

kde C() je penalizagni, kriterialni funkce.
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Klasicka teorie odhadu
Optimalni odhad podle stfedni kvadratické chyby - MS

Interpretace: pouZiti veskeré dostupné informace k nalezenf
optimalniho odhadu X minimalizujici kritérium stfedni kvadratické

chyby.
dostupna informace:

1. Existuje pouze informace o statistice x, o
pravdépodobnostnim rozlozeni.

2. Existuje apriorni informace o statistikach x a z, a navic je k
dispozici hodnota mé&feni z.




(0] Klasicka teorie odhadu

MS odhad p¥i znalosti pouze apriorni informace

Predpokladejme, Ze nemdme Zadné méreni z, ale zname apriorni
statistiky nezndmé x, tedy Ze zname py(x).

JR) =E[(x—%)T(x—&)] = E [x"x] — 28TE [x] + &%
Derivaci predchoziho vyrazu je zfejmé

oJ
o —2E [x] + 2%,
a tedy
)/EMS =E [X] .

Nejlepsi konstanta jako odhad Xys je E [x].




MS odhad p¥i znalosti pouze apriorni informace

Odhad je nestranny
EX|=E[x—X]=E[x] -x=E[x] —E[x] =0.
EXx]=0

nebo ekvivalentné
E[x] =E[x].

INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVAN{

Odhad stavu stochastickych systémi- p. 31/97



(0] Klasicka teorie odhadu

MS odhad p¥i znalosti pouze apriorni informace

Miru ddvéry v odhad vyjadfuje kovariance chyby
Py = E [}~ E)(x ~ ER))"] = E[&"] = E[(x—%)(x - %)"]
=E[(x—EX)(x—EX])"]

coz je apriorni kovarian¢ni matice veliCiny x.

Apriorni kovarianéni matice Py je tedy rovna kovarianci chyby
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Klasicka teorie odhadu

MS odhad vyuzitim apriorni informace i méreni

Predpokladejme, Ze navic ke statistice x zname i statistiku z,
kterd je v n&jakém vtahu k x. Tento vztah obecné& vyjadfime
pomoci sdruzené hustoty pravdépodobnosti.

Pxz(X, Z).

Optimalni odhad podle stfedni kvadratické chyby zavisi na
(zndmych) mé¥enich, tedy X(z). Tento odhad miizeme nazyvat
aposteriornim odhadem x.

Abychom nalezli odhad X(z), uvazujme kritérium

J=%T%= //_Z(x — %(2)) T (x — %(2)) puz(x, z)dxdz.




(0] Klasicka teorie odhadu

MS odhad vyuzitim apriorni informace i méreni
Pouzitim Bayesova pravidla
Px.z(X,Z) = Px|z(X|Z)Pz(Z)
miZeme pFedchozi vztah prepsat nasledujicim zplisobem

= [ e [ - @) (x- 5(2) psllzaxiz

V tomto pfipadé Ize minimalizovat pouze vnitfni integral

= [ e @) (x- 5(2)) pesllzix

—00




(0] Klasicka teorie odhadu

MS odhad vyuzitim apriorni informace i méreni

Optimalini odhad Ize najit takto
Jy = E|(x - %(2))" (x~ x(2)) [2]
= E [x", x|z] — 2&8T(2)E [x|z] + %* (2)%(2).
Derivaci kritéria podle X(z) dostaneme

0Jy
0x(z)

= —2E [x|z]] + 2%x(z) = 0,

tedy




(0] Klasicka teorie odhadu

MS odhad vyuzitim apriorni informace i méreni

Pokud mé&feni z neobsahuje informaci o x, tedy
Pxz (X, 2) = px(x)p2(z) pak

E [x|z] = /xpx|z(x|z)dx = /xpxl’;z(();)z)dx = /XIJX(:Z)(PZz)(Z) =E[x].

Odhad ve smyslu podminéné stfedni hodnoty je nestranny

0= E[X] = E[E[%2]] = E[E[x — %i2]] = E[E[x — E[xI2] 2]
— E[E[xlz] - E[E[x/2] |2]] = E[E [x|z] - E [xz]] = 0.




(0] Klasicka teorie odhadu
MS odhad vyuzitim apriorni informace i méreni
Mira diivéry v odhad je opét dana kovarianci chyby, tedy
Py = E [()”( _E[R]) (k- E [f(])T} — E [%&"]

= E[x= %) (x— )] = E [E[(x— Exlz]) (x— E[x12])"[2]]]
=E [PX‘Z]

—

A tedy




(0] Klasicka teorie odhadu

MS odhad pfi omezeni na strukturu estimatoru

Omezime se nyni na specialni pfipad, kdy odhady X(z), které
vykazuji linedrni zavislost na méreni z

x(z) = Az + b,

kde A je konstantni matice, A € R"™P a b € R".

Cilem je najit matici A a vektor b pro kritérium ve smyslu stfedni
kvadratické chyby




(0] Klasicka teorie odhadu

MS odhad pfi omezeni na strukturu estimatoru

Dosazenim struktury estimdtoru do kritéria dostaneme
J=E [(x — )T (x - f()} —trE [(x— %) (x — f()T]

—trE [[(x —E[X]) - (Az+b—E[x])] [(x — E[x]) — (Az+b—E[x])]"

—tr [P, +A (PZ +YE[Z]E [z]T) AT £ (b—E[x])(b—E[x])"
+2Az((b — E[x])" — 2AP,].




(0] Klasicka teorie odhadu

MS odhad pfi omezeni na strukturu estimatoru

Pro vypocet minima potfebujeme Tesit

8.J
5 = 2(b—E[x) +2AE[z] = 0,
%J\ =2A(P, +E[z]E[2]") — 2Py, +2(b— E[x])E[z]" = 0.

Z prvni rovnice dostaneme hodnotu vektoru b
b =E[x] - AE[Z]
a po dosazeni do druhé rovnice obdrzime
AP, —-P,, =0

z ehoZ plyne




(0] Klasicka teorie odhadu

MS odhad pfi omezeni na strukturu estimatoru
Nejlepsi linedrni estimator ve smyslu stfedni kvadratické chyby

Xims = E[x] + szPz_l(Z —E[2)]

» Pro

Xms(z) = E[x|z]
potfebujeme py,(x|z).
» Pro
Xims(z) = E[x] + PXZPz_l(z —E[z])

potfebujeme momenty 1. a 2. ¥adu E [x], E[z] a Py, P;.




(0] Klasicka teorie odhadu

MS odhad pfi omezeni na strukturu estimatoru

Snadno Ize dokazat, Ze X; vs je nestranny
E[X] =E[x—Xums]=E[x] —E[x] =0
a kovariance chyby je

P; =E |(% — E[X)) (x — E[X])"| = E[%&"] = P, — PP} P,y




Klasicka teorie odhadu
Optimalni odhad podle maximalni vérohodnosti - ML

» Predpokladejme, Ze x je deterministickd nezndm3 veli¢ina a z
je stochasticka veli¢ina. O veli¢iné x nenfi nic daldiho znamo.
Apriorni informace existuje o veli¢ing z ve smyslu existence a
znalosti parametrické hustoty p,(z;x).

» Mé&me mérfeni z, odhad ve smyslu maximalni
vérohodnosti(ML) XML je hodnota x, kterd maximalizuje
pz(z; x), tedy vérohodnost, Ze x je promitnuto v méfeni z.

> p,(z;x) nazyva vérohodnostni funkce. Za vérohodnostni
funkci Ize téZ povazovat In p,(z;x).




(0] Klasicka teorie odhadu

Optimalni odhad podle maximalni vérohodnosti - ML

Odhad ve smyslu maximalni v&rohodnosti m(ize byt nalezen z

nebo
d1n p,(z;x)

ax | X=X

coz jsou vérohodnostni rovnice.




(0] Klasicka teorie odhadu

ML odhad pro linedarni méreni a gaussovské poruchy

Predpokladejme, Ze existuje linedrni vztah mezi mérenim z a
neznamou veli¢inou x
Zz=Hx+v,

kde v je Sum méFeni s normalnim rozloZzenim

1 —lvTRflv

V) = T ©
Pak je vérohodnostni funkce urtena vztahem

1 _
1 efi(szx)TR 1(szx)_

pz(z;x) = py(z — Hx) = VPRl




(0] Klasicka teorie odhadu

ML odhad pro linedarni méreni a gaussovské poruchy

Maximalizace p,(z;x) miZe byt provedena maximalizaci In p,(z; x)
nebo minimalizaci

J=2%(z—Hx)"R™(z — Hx)
. Derivaci J podle x dostaneme

aJ_ Tp-1 —
&fH R™*(z—Hx) =0.

takZe optimalni odhad je

fve = (HIRTIH)'HTR !z




(0] Klasicka teorie odhadu

ML odhad pro linedarni méreni a gaussovské poruchy

Odhad je nestranny
% =x—%=x— (HTRIH)!HTR I (Hx +v)
=—(H'RT'H)"'H'R v,

a tedy
EX] = —(H'RH)"'HTRE[v] = 0.

Kovariance chyby odhadu je

Py —E [(f( _ER])(x—E [i])T} — (HTR™'H).
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Klasicka teorie odhadu
ML odhad pro linedarni méreni a gaussovské poruchy

Vyuzitim Pg mZeme optimalni odhad zapsat
M- = PsHTR 'z
Absence apriorni informace o x miize byt vyjadfena vztahy

=0

Q.

i

P

+

Pak jsou vztahy pro stfedni kvadratickou chybu a maximalni
vérohodnost v limité stejné.
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Bayesovsky pFistup

. UvaZzujme ndhodny vektor z = [z1, 25, ..., zy] T s hustotou

pravdépodobnosti p(z; ©), kde © = [©1,05,...,0/]T je
vektor parametr(.

. P¥i klasickém pf¥istupu k problému odhadu © povaZujeme

parametry za neznamé konstanty a k zavérim o © pouzijeme
pouze z a tvar rozdéleni z.

. P¥i bayesovském p¥istupu k zavérlim o parametru ©,

tentokrat chdpaného jako ndhodna promé&nna pouZijeme
kromé& toho jesté apriorni informaci o parametru ©, kterou
mame k dispozici nezavisle na realizaci z.

. Apriorni informace se vyjadfuje predpokladem, Ze © je

nahodny vektor s jistym rozloZenim. Tato informace miize
mit objektivni i subjektivni charakter.
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Bayesovsky pFistup
Odhad parametrii

Aposteriorni hustota pravd&podobnosti © pro dané z¥ je podle
Bayesova pravidla (Thomas Bayes 1761)

p(z¥ | ©).p(9)

Oz =

P( | ) p(Zk)

kde p(z¥) = [ p(z" | ©).p(©)d©

Za predpokladu e @ a vk = (vo Vi, ..., Vk) jsou nezavislé,

p(z¥ | ©) je zndma z p(v¥), protoZe vychazime z platnosti
modelu méreni

Z = hk(@) + Vi k=0,1,2, ..
a tedy




Odhad stavu

Urgeni podmin&né hustoty pravd&podobnosti p(xx | z') nebo
odhadu x, na zéklad& pozorovani z/

k = I filtrace

| > k: vyhlazovani

k > |. predikce

1 A
INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVAN{ EVROPSKA UNE o
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® Bayesovsky pFistup

Obecné ¥eseni problému odhadu stavu

Xer1 = fe(xk) + wx k=0,1,2, ...

Nahodny proces {wi} je bily sum se znamou hustotou
pravdépodobnosti p(wk) a p(xo) je zndma.

Zy = hk(Xk) +vi k=0,1,2,..

Nahodny proces {vx} je bily 3um se znamou hustotou
pravdépodobnosti p(vy).

Cilem je ur&eni podminéné hustoty pravdépodobnosti p(xx | z').




® Bayesovsky pFistup

Obecné ¥eseni problému odhadu stavu

Vypocet aposteriorni filtracni hustoty

Predpokladejme, Ze bilé sumy {vi}, {wk} jsou nezdvislé a rovnéz
jsou nezavislé na xg. Pak aposteriorni hustota pravdépodobnosti
nebo alternativné filtraéni hustota pravdépodobnosti miize byt
uréena rekurzivné

p(zi | xic).p(xic | 2571)

p(zi | z51)

pxk | 2¥) =

kde p(zx | 2571) = [ p(zk | xk)p(xk | 257 1) dxk.




‘®  Bayesowskypfistp

Obecné feseni problému odhadu stavu

Vypocet prediktivni hustoty

Vyvoj stavu je popsan
px | 271 = /p(xk,xk_l | 2 ) dxe1
= /P(Xk | Xi—1).P(Xk—1 | 257 1) dxe—a

pricemZ p(xk | Xk—1) je uréeno p(wy_1).
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‘®  Bayesowskypfistp

Obecné feseni problému odhadu stavu

filtra&ni hustota

p(xi | 271).p(z | xk)
p(zk | z571)

p(xk | 2¢) =

prediktivni hustota

p(xk | 2571) =/ P(xk—1 | 2 1)p(xk | Xk—1)dxe—1

—00

kde

pla |27 = [ b 2 ot | )

—00
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Linearni filtrace
Linearni gaussovsky systém

UvaZujme linedrni gaussovsky stochasticky systém
Xk+1 = Frxic + wi k=012, ..

Zx = Hixk + vk k=20,1,2,...

1. {vk} a {wk} jsou bilé sumy
2. {vk} a {w} jsou gaussovské s nulovou stfedni hodnotou
3. {vk} a {wk} jsou nezévislé

E[Vk V,T] = Rkék'/

E[Wk W,T] - Qkék,/

Elx] =% =%  E[(x0—X0)(x0 — %) "] =Xo = P}.




Linedrni gaussovsky systém

Vi

W Xk 7 ZK
@ g ! Hy

Fx

Signdlovy model linedrniho systému.

INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVAN{
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0] Linearni filtrace
Bayesovsky pristup k syntéze filtru

» Pro aplikaci bayesovského pFistupu potfebujeme rozhodnout,
zda zacit pocitat filtragni nebo prediktivni hustotu.

» PYirozené je zatit filtraci pro krok k = 0.

» Je nutné znat
» p(xx|z¥~1) - prediktivni hustota
» p(zk|xk) - hustota me&Feni
» p(zx|z¥71) - normalizaéni konstanta.




Bayesovsky pFistup k syntéze filtru

Prediktivni hustota
p(xo | z71) = N(xo : X, Pp)

kde E(xo | z71) = &
cov(xo | z71) = P}.

N(xo : %, P}) oznatuje, Ze nahodnd velitina xo ma normalinf
rozloZenf se stfedni hodnotou %) a kovarianci Py.

INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVAN{




0] Linearni filtrace
Bayesovsky pristup k syntéze filtru

Hustotu méFeni p(zx | xx) snadno ziskame
p(zo | x0) = N(z0 : Hoxo, Ro).
Normalizagni konstantu
p(z0 | z71) = N(zo : HoX$, HoPyHY + Ro).

uréime takto

E[ZO | Z_l] = E[H()XO + W | Z_l] = Ho)?(l)
E[(ZO — 20)(20 — 20)7— | Z_l] = E[(HoXo + v — Ho)A(é)

(HOXO + Vo — Hof(é)T | Zil]
= HoP\H{ + Ro.




0] Linearni filtrace
Bayesovsky pristup k syntéze filtru

Nyni miZeme dosadit do Bayesova vztahu pro filtraéni hustotu

p(xo | z7H)p(z0 | x0)  N(2o : Hoxo, Ro)N(xo : 8§, PY)

O . =
pxo | z°) = p(zo | z-1) N(zo : Hokh, HoPyHy + Ro)

1 1

- -3l
(21)2/2(detRy) /2

1 L o—R4)T Py xo— 4]

(2m)™/2(detP})1/2
(2m)"z/2[det(HoPyHJ + Ro)]*?
e

20— Hoxo] TRal [2z0—Hoxo]

X

— 20— H&) T [HoPyHY +Rol " L[zo0—HKS]




Bayesovsky pFistup k syntéze filtru

Po relativné zdlouhavych Gpravdach lze dokazat, Ze

kde

p(Xo | Zo) = N(XQ . )A(Q, Po).

R0 = X6 4+ PhHY [Ro + HoPyHy 1 Y z0 — HoX{)
Po = Py — PyHq [Ro + HoPoHqg | HoPg

X =E [x0|z_1] = Xo

P} = cov[xo|z ™! = Zo.
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0] Linearni filtrace
Bayesovsky pristup k syntéze prediktoru

Odvozeni prediktivni hustoty pravd&podobnosti p(x; | z9)

prechodovou hustotu lze spoc¢itat z modelu systému
p(x1 | x0) = N(x1 : Foxo, Qo)
kde

E[x1 | x] = E[Foxo+ wo | Xo] = Foxo
El(xa =) ((a = %) 7 [ x] = E[(Foxo — Foxo + wo)
(Foxo — Foxo +wo) " | xo]

= E[W()WOT | Xo] = Qo.




0] Linearni filtrace
Bayesovsky pristup k syntéze prediktoru

Dosazenim do Bayesova vztahu

p(X1 | ZO) = /N(XO . )?O, Po)N(Xl . FOX0, Qo)dXO

- /(2 )72 (1d P)1/2e*%lXO**oFPJllXO**ol
)%/ < (detPy
]. _1 —F TQ*I —F ]
* (@m)2(detQo) /2 b =Fol 7@ TbaForal g
1

(27)"x(detPy)/2(detQy)1/2

> /eé{[Xo*o]TPo_l[Xo%]HXlFoXo]TQo_llxlFoXo]}dXO




Bayesovsky pfFistup k syntéze prediktoru

Po zdlouhavych dpravdach dostaneme
p(xa | 2%) = N(x1 : %1, P1)
kde
K1 = FoXo
P, = FoPoFy + Qo

K =E [Xllzo]

P} = cov[x1|z°].
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0] Linearni filtrace
Kalmaniiv filtr ve formeé filtr - prediktor

Vypocet filtra¢ni hustoty pravdépodobnosti:
D(Xk|Zk):/V(Xk:)A(k,Pk) k:0,1,2,...
k= X4 + PLH R + HePLHI T Yz — Hiek)]
Px = Pl — P H/ [Ri + HkPkH/ 1 2 Hy Py
Vypocet prediktivni hustoty pravdépodobnosti:
POk | 25) = N(xipa - Rks1: Phiy1) k=0,1,2,..
K1 = Frk

Pii1 = FkPkFl + Qi




‘©  [Lneamifitrace
= Kalmaniuv filtr ve formé prediktor

» Prediktor

K1 = Fil& + PiH{ (R + HiPicH ) ™z — Hick)]
Pjy1 = FilPy — PrH{ (R + HiPLH ) TP HI PR + Qi

X1 = (Fi — KieHi)X + Kiczw
» Kalmanovy zisky

Ky = PLH] (R + HiPLHT) !
Ki = FiPH! (R + HiPRH/ )™
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Kalmaniuv filtr ve formé prediktor

Al NG

z ; X
SN ) S -1
+

Fi — K, Hx

Signélovy model prediktoru
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r—- - -—- - —-"—- - - - - — — = il
[ [
| ),%/ ),%I | 2I
Zk / K+l 1 k L “k
iyt IR I
v I [
v | [
P — Fr 1< [
[ [
L — = = = = J

Signalovy model prediktoru podle obsahujici " kopii” struktury
systému, jehoZ stav je odhadovan
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» Analytické FeSeni ndsobeni normalnich hustot

N(Xk . )?;(, PI/()N(ZK . Hka, Rk)

N(xk : X, Px) =
(% % Pi) N(zic - HiRL, FiPLHT + Ry)

» Analytické FeSeni konvoluce

N(xkt1 t Kiq1, Prgr) = / Nk = Rieo P)N (X1 = Fioxie, Qi) dxi

INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVAN{ EVROPSKA UNE o
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Motivacni priklady

Priklad 1:

UvaZujme skaldrni rovnici méreni

Z=X+vV
1
pix) = 5 €(-1,1)
= 0 Jinak
1
p(v) = 5 ve(-1,1)
= 0 Jjinak

Cilem je spotitat p(x | z) a E(x | z), cov(x | 2).
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Motivacni priklady

Aproximacni feseni ndhradou p(x) a p(z) normalnim rozloZenim
px(x) = N{x;0, 3}

pv(v) =N{v;0,1}
p(x|z) = N{x; %, P}
£=13z

1
p=1

— . -
[ e
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Motivacni priklady

p(z | x)p(x) _ p(z = x)p(x)

PULE) =00 T Talz = xp(x)dx
kde
p(z—x) = % ze(-1+x,1+x)
=0 jinak
o) = 222 ze(-2.0)
- 212 z€(0,2)
=0 jinak

INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVAN{



® Zaklady nelinearni filtrace
Motivaéni priklady

_ [sign(14z—x) — sign(—1+z—x)][sign(x+1) — sign(x—1)]
plx | 2) = 2[2 — zsign(z)][sign(z+2) — sign(z—2)]

E(x|z)=2z/2

podminé&na kovariance pro z € (0, 2) je funkci z

2
Cov(x|z):3(21_z)[1—(z—1)3]—z4

pro z € (—2,0)
1 ) 1) z°
COV(X|Z)—W[ +(z+ )]—Z

opét funkci z.




Motivacni priklady
X p(x | z) = konst

p(x|z)=0 cl1 A

D -1| B E(x|z)

Podminénd hustota pravdépodobnosti a stfedni hodnota

INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVAN{ EVROPSKA UNE o
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Motivacni priklady
Priklad 2:
UvaZujme skaldrni nelinedrni stavovou rovnici
Xep1 = Tixe + GiXi + Wi
a ddle predpokladejme

E(xk | 2%) X
E[(Xk —)?k)2 | Zk] = Pk.

I
=

Cilem je vypocitat

E(xkp1 | 2) = Xer1 @ cov(xuir | 7¥) = Piy1-

INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVAN{
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® Zaklady nelinearni filtrace
Motivaéni priklady
Zatneme stfedni hodnotou
Repr = FEDk | 2+ geE[xg | 2]
= ik + 9k(Pi + X7)
pro vypocet predikované stfedni hodnoty potfebujeme filtraéni
stfedni hodnotu a kovarianci

E()”(,%Jrl \ Zk) = (fx+ 29k§<k)2E[>~<§ | Zk) + g,%E()?ﬁ' | Zk)
+ giPE 4+ E(WZ | Z°) + 29k(fi + 29k %) E(XZ | 25)
—  2gkPi(fic + 20k E (S | 2)
— 297PkE(%Z | 2¥) = (fie + 29k%)? Pr + 92k
—  GiPr + Qk + 29k(fic + 29k )0k

kde y 2 E(%4 | 2%) 6, 2 E[3 | 24).




® Zaklady nelinearni filtrace
Lokalni metody

» Lokalni metody
» aproximace nelinedrnich funkci systému
» vysledky maji lokalni platnost
» EKF, itera¢ni filtry, filtr druhého ¥adu, bezderivacni filtry
(unscentovana transformace, diference, ne derivace)

» Globalni metody

» pokryti celého stavového prostoru
» globalni platnost




Rozsiteny Kalmanuv filtr

UvaZujme systém
X1 = fe(Xi) + wi

zp = hye(xi) + vi
p(x0) = N(xo : %5, Po)
p(wk) = N(wk : 0, Q)
p(vik) = N(vk : 0, Rk)
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® Zaklady nelinearni filtrace

Rozsitreny Kalmaniv filtr

Analyticka fesitelnost filtraniho kroku - diskuse
p(zk | xk) = N(zk : hi(xk), Ri)

N(xg : X5, PYYN(z : h R
p(Xo|ZO)— (XO X0 O) (ZO O(XO)' 0)

N f /\/(XO . )?6, Pé)/\/(Zo . ho(Xo), Ro)dXo

nejde analyticky Fesit, protoZze h(xp) je nelinedrni funkce.




Rozsiteny Kalmanuv filtr

Aproximace nelinearni funkce méreni
ho(x0) = ho(%9) + Ho(%5)(x0 — %)

kde Do)
n o(X0) | ~
Ho(%0) = o | %o

Taylorliv rozvoj ho(xo) na okoli bodu %) = E(xo | z71).

INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVAN{
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® Zaklady nelinearni filtrace
Rozsitreny Kalmaniv filtr

Bayesiv vztah je analyticky FeSitelny

N(xo : Xo Po) (20 : ho(X5) + Ho(%5) (%0 — %5), Ro)
pa(xo | 2° o or ol
~ [ N(xo s %, Py)N(Zo = ho(%) + Ho(%0)(x0 — %), Ro)dxo
protoze

Ho(%5)X0 + ho(X4) — Ho(%g)Xo

je linearni funkce.




® Zaklady nelinearni filtrace

Rozsitreny Kalmaniv filtr

Aproximacdni filtra¢ni hustota pravdépodobnosti
pA(Xo | ZO) = /\/(Xo . )?0, :Do)
X0 = % + PoHg (%0)[Ho(%5)PoHq (%) + Rol ™20 — ho(%0)]
Po = Py — PoHq (%)[Ho(30)PoHo (%) + Ro] ™ Ho(%9) P

T &fen(
Hy (%§) je funkce mérent.




® Zaklady nelinearni filtrace

Rozsitreny Kalmaniv filtr

Analyticka YeSitelnost prediktivniho kroku - diskuse
O 12°) = [ ol | 2)p(x | 30}k

p(x1 | x0) = N{x1 : f(x0), Qo}

pA(Xl | ZO) = / N(Xo Z)?o, Po)N(Xl . fb(Xo), Qo)dXo

nejde analyticky Fesit, protoZe f(xp) je nelinedrni funkce.




Rozsiteny Kalmanuv filtr

Aproximace nelinedrni funkce dynamiky
Tayloriiv rozvoj funkce fy(xp) na okoli Xo

fo(x0) =~ fo(%0) + Fo(%0)(x0 — %o0)

R Of (X R
Fo(X0) = 6(—x00) | %o
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® Zaklady nelinearni filtrace
Rozsitreny Kalmaniv filtr

Bayes(iv vztah analyticky FeSitelny
pA(Xl | ZO) = / N(XO . 5\(0, Po)N(Xl : fb()?o)—l—Fo()?o)(Xo—j\(Q), Qo)dXO

aproximacni prediktivni hustota pravdépodobnosti

pa(x1 2% = N(x:%, P)
51 = fo%)

P Fo(%4)PoFq (%0) + Qo

je linedrni funkce.




® Zaklady nelinearni filtrace

Rozsitreny Kalmaniv filtr

Rozsiteny Kalmandv filtr (EKF)
Aproximadni filtra¢ni hustota pravdépodobnosti:

pA(Xk ‘ Zk) = N(Xk . )?k, Pk)
R = i + PicHd (R [H(R0) PrcHi(R6) + Re] Mz — (%3]
Pr = Pl = PiHd (%) [Hi (%) PicHi (%) + Rill ™ Hic(%i) P

Aproximacni prediktivni hustota pravdépodobnosti:

pa(t1 | 25) = Nttt Xpr, Py
X1 = fu(X)

Pii1 = Fe()PiF () + Qx




® Zaklady nelinearni filtrace
Rozsitreny Kalmaniv filtr

Vlastnosti EKF

1. Kovariangni matice Py, P;_ ; neni mozné potitat
off-line, protoze jsou funkcemi méreni

2. Filtra¢ni a prediktivni hustoty jsou pouze aproximace
skute¢nych hustot danych exaktnim FeSenim
problému na rozdil od hustot generovanych
Kalmanovym filtrem, které predstavuji exaktni ¥eSeni
problému.

3. Konvergence odhadu neni zaruena

4. Oblibeny v praxi pro svoji jednoduchost




® Zaklady nelinearni filtrace
Filtr druhého Fadu

Aproximace Taylorovou Fadou s ponechdnim i ¢len druhého ¥adu

. . oy 1 7 0%h
() = () + H(S) 0 =5+ 5 00T 55 | 5405 =)
kde
82hk|A,
ka

je soubor m matic dim n x n (dim vektorové funkce hi(-) je m a
dim vektoru stavu xx je n).




Filtr druhého Fadu

Pe(-) £ (), hok(), -+ ook ()]

82hix 8% hik &2hi
A ) Ox10x1  Ox10x» T Ox10xn
0%h; o .
Mix = 8x,ék X = : ;
a2h,‘k azhik
B . Idots AT
i=1,2,....m
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Filtr druhého Fadu

- A R "
h,'k = (Xk — X,I()TM,'k(Xk — X,/()

B
ho

I
1>

>

mk

hic (i) =2 hi(R) + Hic(%i0) (e — K¢) + P
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Nahrada stfedni hodnotou - odstranéni nelinearity

>
>
)

hik = (x — %) T Mg (xc = %5.) ~ tr( P M)

/-73/( - [Ealkv 7732kv ceny /-7amk]T

hk(Xk) ~ hk()?//() + Hk()?;()(Xk — )A(;() + f_'lak

INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVAN{ EVROPSKA UNE




‘©  Zakiady nelineami fitrace

Filtr druhého Fadu

Filtra¢ni hustota pravdépodobnosti

pA(Xk | Zk) = N(Xk : )?;(, Pk)
R = R + Pt (R)THR)PHE (86 + R ™z — hi(R6) — hai]
Pi = Pi = PiHd (%0[Hk (%) PiH (R6) + Rl M H(%) P
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Filtr druhého Fadu

Rozvoj funkce f(-) pro predikci

fk(Xk) ~ fk()?k) —+ Fk()'\(k)(Xk — )?k) + fk.
kde -
ik
- o | fx

?nk
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Filtr druhého Fadu

- A ~ ~
fae = (6 — %) T Ni Ok — %)

INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVAN{

B fy 821y
ox: £ 8X1 8x1 8X2
O fix
8)(2 6)(1

B fy
8x,,8x1

i=1,2,...n

8%
6X1 8X,,

8%f
0xn0Xn

Odhad stavu stochastickych sy:




Odstranénim nelinearity ustfednénim dostaneme

faik = tr(PiNix)

?ak = [?alkv ?a2kv ceny ?zmk]T

fe(x) = Fie(R) 4+ Fre(Ri) (X — Ric) + Fak
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Filtr druhého Fadu

Prediktivni hustota pravdépodobnosti
Pa(Xit1 | 2°) = N(xiq1 : Riyq. Phga)
Khp1 = Fr(Xe) + far

Pi1 = Fixi) PPy (%) + Qi

N4

Z4avér: vétsinou kvalitngjsi odhad nez EKF

< o [
| L T
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