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Problém odhadu
Základńı pojmy

Odhadováńı: proces hledáńı hodnoty veličiny z nep̌ŕımých,

nep̌resných a nejistých pozorováńı.

Odhad: nalezená hodnota veličiny

V p̌ŕıpadě, že hledaná veličina je náhodná proměnná,

je za odhad často považováno nalezeńı hustoty

pravděpodobnosti této veličiny nebo bodový odhad.

Estimátor: systém generuj́ıćı odhad.

Rozhodováńı: výběr jedné možnosti z množiny alternativ.
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Problém odhadu
Základńı pojmy

odhadováńı nemě̌ritelného stavu reálného objektu

Reálný objekt Mě̌rićı systém Estimátor
výstup mě̌reńı odhad stavu

objektu

blokové schéma popisuj́ıćı úlohu odhadu

Systém

(stav x)

Estimátor
mě̌reńı odhad stavu x
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Problém odhadu
Základńı pojmy

Filtrace: odhad veličin nebo stochastických proces̊u ze

zašuměných dat

Sledováńı: ćılem je sledovat atributy objektu a mě̌rićı zǎŕızeńı je

mimo objekt

Navigace: ćılem je sledovat atributy objektu a mě̌rićı zǎŕızeńı je

součást́ı objektu
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Problém odhadu
Aplikace odhadováńı

Aplikace odhadováńı

I sledováńı

I navigace

I ř́ıdićı systémy

I ř́ızeńı stroj̊u a technologických proces̊u

I zpracováńı signálu

I zpracováńı obrazu

I komunikace (zpracováńı řeči, komunikace člověk-stroj)
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Problém odhadu
Aplikace odhadováńı

I biomedićınské inženýrstv́ı

I operačńı výzkum

I geofyzikálńı problémy

I ekonometrické systémy

I demografické systémy

I dopravńı systémy

I p̌redpověd’ počaśı
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Problém odhadu
Obecné aspekty rozhodováńı

Estimace prováděná Gaussem (1777-1855) - proces vyvozováńı

informace o parametrech, nap̌r. pohyb nebeských těles, p̌resně

predikovatelný pohyb

Estimace ve smyslu Kalmana (1960 - Kalman̊uv filtr) -

vyvozováńı informace o stavu objektu, který se pohybuje ne zcela

p̌resně predikovatelným zp̊usobem.
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Problém odhadu
Obecné aspekty rozhodováńı

Gaussovy posťrehy

- Jestlǐze je pozorováńı absolutně p̌resné, stač́ı n pozorováńı

pro n parametr̊u. Následuj́ıćı pozorováńı by mělo potvrdit, ale

ne korigovat odhad.

- Pozorováńı je pouze aproximaćı skutečnosti, mělo by se

využ́ıt v́ıce pozorováńı než je minimálńı počet s ohledem na

počet neznámých parametr̊u. Odhady by se měly korigovat

následnými pozorováńımi a je vhodné použ́ıt všechny

pozorováńı k źıskáńı odhadu.
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Problém odhadu
Obecné aspekty rozhodováńı

Základńı principy odhadu parametr̊u

I Existuje základńı popis modelu systému s neznámými

parametry, které maj́ı být odhadnuty.

I Redundantńı data jsou požadována pro redukci efektu chyb

mě̌reńı.

I Je nutné zajistit, aby rozd́ıl mezi pozorovanými hodnotami a

predikovanými z odhad̊u byl co nejmenš́ı.

I Kombinace počátečńı znalosti a následného pozorováńı vede

ke koncepci rekurzivńıho výpočtu.

I Nep̌resnost pozorováńı vyžaduje statistické p̌ŕıstupy.
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Problém odhadu
Základńı estimačńı problémy

Nejmenš́ı čtverce (Gauss-Legendre)

I Odhad konstantńıch parametr̊u modelu minimalizaćı

kvadrátu rozd́ılu výstupu modelu a mě̌reného výstupu

systému.

I Pro gaussovské šumy je miminalizace součtu kvadrátu rezidúı

ekvivalentńı maximalizaci věrohodnostńı funkce parametr̊u.

I Později použito pro odhad náhodné veličiny.
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Problém odhadu
Základńı estimačńı problémy

Wiener-Hopf̊uv problém, Kolmogorov̊uv problém (30. až

40. léta 20. stolet́ı)

I Odhadované veličiny nejsou konstantńı, ale časově

proměnné.

I Ćıl je odhadnout náhodný stacionárńı proces.

I Odhad procesu je obdržen ve frekvenčńı oblasti.
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Problém odhadu
Základńı estimačńı problémy

Kalman-Bucy problém (od roku 1960)

I Odhaduje se náhodný proces, ne nutně stacionárńı.

I Popis - lineárńı diferenciálńı nebo diferenčńı rovnice se

známými parametry.

I Řešeńı v časové oblasti odpov́ıdá minimalizaci ve sťredńı

kvadratické chybě.

I Estimátor je nazýván Kalman-Bucy filtr nebo Kalman̊uv filtr.
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Problém odhadu
Základńı estimačńı problémy

Problém nelineárńıho odhadu (od roku 1970)

I Odhaduje se náhodný proces generovaný
I nelineárńım systémem
I lineárńım systémem s negaussovskými poruchami

I Výsledkem je nalezeńı
I podḿıněné hustoty pravděpodobnosti stavu
I podḿıněný bodový odhad stavu
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Problém odhadu
Základńı estimačńı problémy

Odhad stacionárńıho náh. procesu x(t) pomoćı Wienerova filtru

Lineárńı t-invariantńı systém

(nemě̌ritelný stav x)

Wiener̊uv filtr
mě̌reńı z odhad stavu x

Odhad náhodného procesu x(t) pomoćı Kalmanova filtru

Lineárńı t-variantńı systém

(nemě̌ritelný stav x)

Kalman̊uv filtr
mě̌reńı z odhad stavu x

Odhad náhodného procesu x(t) pomoćı nelineárńıho filtru

Nelineárńı systém

(nemě̌ritelný stav x)

Nelineárńı filtr
mě̌reńı z odhad stavu x
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Modelováńı a odhad
Motivačńı p̌ŕıpad

Uvažujme jako p̌rirozený základ pro diskusi o odhadu parametr̊u a

odhadu stavu následuj́ıćı rovnici

zk = yk + vk k = 0, 1, ...

kde zk je mě̌reńı na systému dostupné v čase tk
yk je výstup systému v čase tk
vk reprezentuje šum mě̌reńı neboli poruchu v čase tk .

Problém je naj́ıt odhad yk z mě̌reńı zk pro všechna k .
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Modelováńı a odhad
Motivačńı p̌ŕıpad

Primitivńı odhad by mohl být

ŷk
4
= zk .

Chyba odhadu by v tomto p̌ŕıpadě byla

ỹk
4
= yk − ŷk = zk − vk − zk = −vk .

Ćıl estimačńı teorie je navrhnout takový postup p̌ri stanoveńı

odhadu, který bude redukovat chybu odhadu na menš́ı, než kterou

dává primitivńı estimátor
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Modelováńı a odhad
Motivačńı p̌ŕıpad

Problém: chyba ỹk nemůže být určena explicitně.

Proto je ťreba znát v́ıce o signálu yk - p̌redpokládejme nejďŕıve, že

yk = θ

zk = θ + vk k = 0, 1, 2, ...,N.

Odhad θ můžeme provést

(

N∑
k=0

zk)/(N + 1) = θ + (

N∑
k=0

vk)/(N + 1).
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Modelováńı a odhad
Motivačńı p̌ŕıpad

Rozumný odhad θ

θ̂
4
= (

N∑
k=0

zk)/(N + 1)

a chyba odhadu

θ̃ = θ − θ̂ = −(

N∑
k=0

vk)/(N + 1).

Jestlǐze je však vk konstanta, pak k žádnému zlepšeńı odhadu

nedojde, p̌restože jsme věděli v́ıce o výstupu yk a použili

statistický p̌ŕıstup.
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Modelováńı a odhad
Strukturálńı modelováńı

Rozšǐrme úvahy na situaci popsanou rovnićı

nelineárńı problém estimace parametr̊u Θ

yk = hk(Θ) k = 0, 1, 2, ...

kde hk(·) je známá vektorová funkce

nebo

lineárńı problém estimace parametr̊u Θ

yk = Hk .Θ k = 0, 1, 2, ...

kde Hk je známá matice p̌ŕıslušných dimenźı.
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Modelováńı a odhad
Strukturálńı modelováńı

Nelineárńı estimace stavu

Mnohdy však neńı možné uvažovat neznámé jako konstantńı

veličiny a pak

yk = hk(xk).

Vývoj vektorové proměnné xk je popsán diferenčńı rovnićı

xk+1 = fk(xk) + wk

kde fk(·) je známá vektorová funkce.

wk je neznámý vektor reprezentuj́ıćı šum v čase tk .
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Modelováńı a odhad
Strukturálńı modelováńı

Lineárńı estimace stavu nebo parametr̊u

speciálńı p̌ŕıpad

xk+1 = Fkxk + wk

yk = Hkxk

kde Fk a Hk jsou známé matice p̌ŕıslušných dimenźı.

Pro

xk+1 = xk = Θ

nebo

xk+1 = fk(xk)

tedy stavový šum je nulový pro všechna k dostáváme problém

estimace parametr̊u, x0 = Θ.
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Modelováńı a odhad
Strukturálńı modelováńı

závěr

I strukturálńı vlastnosti

I jednoduchost p̌ri aplikaci

I problémy s kvalitativńım ohodnoceńım p̌resnosti odhadu
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Modelováńı a odhad
Pravděpodobnostńı modelováńı

K popisu neurčitosti se tradičně použ́ıvá počtu pravděpodobnosti.

Aby mě̌reńı poskytovalo nejv́ıce informaćı, měl by šum

vN = (v0, v1, ..., vN) splňovat

p(vN) = p(v0, v1, ..., vN) = p(v0).p(v1)...p(vN)

Tedy, aby stochastický proces {vk} byl b́ılý šum.
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Modelováńı a odhad
Pravděpodobnostńı modelováńı

Stavový šum

I Stavový šum wk nesḿı vykazovat žádnou závislost do

minulosti.

p(w k) = p(w0,w1, ...,wk) = p(w0).p(w1)...p(wk)

I Nezávislost stavového šumu, šumu mě̌reńı a počátečńıho

stavu x0,

I Poznamenejme, že v tomto p̌ŕıpadě xk pro k = 0, 1, 2, ...

reprezentuje markovský proces.
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Modelováńı a odhad
Pravděpodobnostńı modelováńı

Problém estimace parametr̊u

Mějme vektor mě̌reńı zk popsaný rovnićı

zk = hk(Θ) + vk k = 0, 1, 2, ...,N,

kde E [vk ] = 0,E [vkv
T
l ] = Rkδkj , δkj = 1, k = j ; δkj = 0, k 6= j

hk(·) je známá vektorová funkce.

Ćılem je určit odhad neznámých konstantńıch parametr̊u Θ.
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Modelováńı a odhad
Pravděpodobnostńı modelováńı

Problém estimace stavu
Mějme vektor mě̌reńı zk popsaný

zk = hk(xk) + vk k = 0, 1, 2, ...,N

kde E [vk ] = 0, E [vkv
T
j ] = Rkδkj , hk(·) je známá nelineáńı funkce

a vektor stavu se vyv́ıj́ı podle rovnice

xk+1 = fk(xk) + wk k = 0, 1, 2, ...,N

kde E [wk ] = 0,E [wkw
T
j ] = Qkδkj , fk(·) je známá nelineáńı

funkce.

Ćılem je odhadnout stav xk .
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Klasická teorie odhadu
Optimálńı odhad podle sťredńı kvadratické chyby - MS

I Uvažujme náhodné vektory x a z,

I vektor x je neznámý,

I vektor z reprezentuje data, vztažená k x,

I p̌redpokládejme apriorńı informaci o neznámé x.

I Ćılem je naj́ıt pro dané z odhad x̂(z) náhodné veličiny x tak,

aby chyba odhadu x̃ = x− x̂(z) byla malá.
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Klasická teorie odhadu
Optimálńı odhad podle sťredńı kvadratické chyby - MS

Definujme sťredńı kvadratickou chybu jako sťredńı hodnotu

kvadrátu eukleidovské normy chyby odhadu x̃

J = E
[
x̃Tx̃

]
= E

[
(x− x̂(z))T(x− x̂(z))

]
.

Odhad podle sťredńı kvadratické chyby je speciálńı p̌ŕıpad tzv.

Bayesova odhadu, kde se hledá odhad minimalizuj́ıćı Bayesovo

riziko

J = E [C (x̃)] =

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞
C (x− x̂(z))pxz(x, z)dxdz

kde C () je penalizačńı, kriteriálńı funkce.
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Klasická teorie odhadu
Optimálńı odhad podle sťredńı kvadratické chyby - MS

Interpretace: použit́ı veškeré dostupné informace k nalezeńı

optimálńıho odhadu x̂ minimalizuj́ıćı kritérium sťredńı kvadratické

chyby.

dostupná informace:

1. Existuje pouze informace o statistice x, o

pravděpodobnostńım rozložeńı.

2. Existuje apriorńı informace o statistikách x a z, a nav́ıc je k

dispozici hodnota mě̌reńı z.
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Klasická teorie odhadu
MS odhad p̌ri znalosti pouze apriorńı informace

Předpokládejme, že nemáme žádné mě̌reńı z, ale známe apriorńı

statistiky neznámé x, tedy že známe px(x).

J(x̂) = E
[
(x− x̂)T(x− x̂)

]
= E

[
xTx

]
− 2x̂TE [x] + x̂Tx̂.

Derivaćı p̌redchoźıho výrazu je žrejmé

∂J

∂x̂
= −2E [x] + 2x̂,

a tedy

x̂MS = E [x] .

Nejlepš́ı konstanta jako odhad x̂MS je E [x].
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Klasická teorie odhadu
MS odhad p̌ri znalosti pouze apriorńı informace

Odhad je nestranný

E [x̃] = E [x− x̂] = E [x]− x̂ = E [x]− E [x] = 0.

E [x̃] = 0

nebo ekvivalentně

E [x̂] = E [x] .
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Klasická teorie odhadu
MS odhad p̌ri znalosti pouze apriorńı informace

Ḿıru d̊uvěry v odhad vyjaďruje kovariance chyby

Px̃ = E
[
(x̃− E [x̃])(x̃− E [x̃])T

]
= E

[
x̃x̃T

]
= E

[
(x− x̂)(x− x̂)T

]
= E

[
(x− E [x])(x− E [x])T

]
což je apriorńı kovariančńı matice veličiny x.

Apriorńı kovariančńı matice Px je tedy rovna kovarianci chyby

Px̃ = Px.
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Klasická teorie odhadu
MS odhad využit́ım apriorńı informace i mě̌reńı

Předpokládejme, že nav́ıc ke statistice x známe i statistiku z,

která je v nějakém vtahu k x. Tento vztah obecně vyjáďŕıme

pomoćı sdružené hustoty pravděpodobnosti.

pxz(x, z).

Optimálńı odhad podle sťredńı kvadratické chyby záviśı na

(známých) mě̌reńıch, tedy x̂(z). Tento odhad můžeme nazývat

aposteriorńım odhadem x.

Abychom nalezli odhad x̂(z), uvažujme kritérium

J = x̃Tx̃ =

∫∫ ∞
−∞

(x− x̂(z))T(x− x̂(z))pxz(x, z)dxdz.
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Klasická teorie odhadu
MS odhad využit́ım apriorńı informace i mě̌reńı

Použit́ım Bayesova pravidla

px,z(x, z) = px|z(x|z)pz(z)

můžeme p̌redchoźı vztah p̌repsat následuj́ıćım zp̊usobem

J =

∫ ∞
−∞
pz(z)

∫ ∞
−∞

(x− x̂(z))T (x− x̂(z)) px|z(x|z)dxdz.

V tomto p̌ŕıpadě lze minimalizovat pouze vniťrńı integrál

JV =

∫ ∞
−∞

(x− x̂(z))T (x− x̂(z)) px|z(x|z)dx.
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Klasická teorie odhadu
MS odhad využit́ım apriorńı informace i mě̌reńı

Optimálńı odhad lze naj́ıt takto

JV = E
[
(x− x̂(z))T (x− x̂(z))

∣∣z]
= E

[
xT, x|z

]
− 2x̂T(z)E [x|z] + x̂T(z)x̂(z).

Derivaćı kritéria podle x̂(z) dostaneme

∂JV
∂x̂(z)

= −2E [x|z]] + 2x̂(z) = 0,

tedy

x̂MS(z) = E [x|z] .
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Klasická teorie odhadu
MS odhad využit́ım apriorńı informace i mě̌reńı

Pokud mě̌reńı z neobsahuje informaci o x, tedy

pxz(x, z) = px(x)pz(z) pak

E [x|z] =

∫
xpx|z(x|z)dx =

∫
x
px,z(x, z)

pz(z)
dx =

∫
x
px(x)pz(z)

pz(z)
= E [x] .

Odhad ve smyslu podḿıněné sťredńı hodnoty je nestranný

0 = E [x̃] = E [E [x̃|z]] = E [E [x− x̂|z]] = E [E [x− E [x|z] |z]]

= E [E [x|z]− E [E [x|z] |z]] = E [E [x|z]− E [x|z]] = 0.
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Klasická teorie odhadu
MS odhad využit́ım apriorńı informace i mě̌reńı

Ḿıra d̊uvěry v odhad je opět dána kovarianćı chyby, tedy

Px̃ = E
[
(x̃− E [x̃]) (x̃− E [x̃])T

]
= E

[
x̃x̃T

]
= E

[
(x− x̂) (x− x̂)T

]
= E

[
E
[
(x− E [x|z]) (x− E [x|z])T

∣∣z]
]]

= E
[
Px|z

]
A tedy

Px̃ = E
[
Px|z

]
.
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Klasická teorie odhadu
MS odhad p̌ri omezeńı na strukturu estimátoru

Omeźıme se nyńı na speciálńı p̌ŕıpad, kdy odhady x̂(z), které

vykazuj́ı lineárńı závislost na mě̌reńı z

x̂(z) = Az + b,

kde A je konstantńı matice, A ∈ Rn×p a b ∈ Rn.

Ćılem je naj́ıt matici A a vektor b pro kritérium ve smyslu sťredńı

kvadratické chyby

J = E
[
(x− x̂(z))T (x− x̂(z))

]
.
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Klasická teorie odhadu
MS odhad p̌ri omezeńı na strukturu estimátoru

Dosazeńım struktury estimátoru do kritéria dostaneme

J =E
[
(x− x̂)T (x− x̂)

]
= tr E

[
(x− x̂) (x− x̂)T

]
= tr E

[
[(x− E [x])− (Az+b−E [x])] [(x− E [x])− (Az+b−E [x])]T

]

= tr
[
Px + A

(
Pz + E [z] E [z]T

)
AT + (b− E [x]) (b− E [x])T

+ 2Az((b− E [x])T − 2APzx

]
.
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Klasická teorie odhadu
MS odhad p̌ri omezeńı na strukturu estimátoru

Pro výpočet minima poťrebujeme řešit

∂J

∂b
= 2(b− E [x]) + 2AE [z] = 0,

∂J

∂A
= 2A(Pz + E [z] E [z]T)− 2Pxz + 2 (b− E [x]) E [z]T = 0.

Z prvńı rovnice dostaneme hodnotu vektoru b

b = E [x]− AE [z]

a po dosazeńı do druhé rovnice obdrž́ıme

APz − Pxz = 0

z čehož plyne

A = PxzP−1
z .
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Klasická teorie odhadu
MS odhad p̌ri omezeńı na strukturu estimátoru

Nejlepš́ı lineárńı estimátor ve smyslu sťredńı kvadratické chyby

x̂LMS = E [x] + PxzP−1
z (z− E [z)]

I Pro

x̂MS(z) = E [x|z]

poťrebujeme px|z(x|z).

I Pro

x̂LMS(z) = E [x] + PxzP−1
z (z− E [z])

poťrebujeme momenty 1. a 2. řádu E [x], E [z] a Pxz, Pz.
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Klasická teorie odhadu
MS odhad p̌ri omezeńı na strukturu estimátoru

Snadno lze dokázat, že x̂LMS je nestranný

E [x̃] = E [x− x̂LMS ] = E [x]− E [x] = 0

a kovariance chyby je

Px̃ =E
[
(x̃− E [x̃]) (x̃− E [x̃])T

]
= E

[
x̃x̃T

]
= Px − PxzP−1

z Pzx.
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Klasická teorie odhadu
Optimálńı odhad podle maximálńı věrohodnosti - ML

I Předpokládejme, že x je deterministická neznámá veličina a z

je stochastická veličina. O veličině x neńı nic daľśıho známo.

Apriorńı informace existuje o veličině z ve smyslu existence a

znalosti parametrické hustoty pz(z; x).

I Mějme mě̌reńı z, odhad ve smyslu maximálńı

věrohodnosti(ML) x̂ML je hodnota x, která maximalizuje

pz(z; x), tedy věrohodnost, že x je proḿıtnuto v mě̌reńı z.

I pz(z; x) nazývá věrohodnostńı funkce. Za věrohodnostńı

funkci lze též považovat ln pz(z; x).
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Klasická teorie odhadu
Optimálńı odhad podle maximálńı věrohodnosti - ML

Odhad ve smyslu maximálńı věrohodnosti může být nalezen z

∂pz(z; x)

∂x
|x=x̂ = 0

nebo
∂ ln pz(z; x)

∂x
|x=x̂ = 0

což jsou věrohodnostńı rovnice.
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Klasická teorie odhadu
ML odhad pro lineárńı mě̌reńı a gaussovské poruchy

Předpokládejme, že existuje lineárńı vztah mezi mě̌reńım z a

neznámou veličinou x

z = Hx + v,

kde v je šum mě̌reńı s normálńım rozložeńım

pv(v) = 1√
(2π)p|R|

e−
1
2 vTR−1v.

Pak je věrohodnostńı funkce určena vztahem

pz(z; x) = pv(z−Hx) = 1√
(2π)p|R|

e−
1
2 (z−Hx)TR−1(z−Hx).
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Klasická teorie odhadu
ML odhad pro lineárńı mě̌reńı a gaussovské poruchy

Maximalizace pz(z; x) může být provedena maximalizaćı ln pz(z; x)
nebo minimalizaćı

J = 1
2 (z−Hx)TR−1(z−Hx)

. Derivaćı J podle x dostaneme

∂J

∂x
= HTR−1(z−Hx) = 0.

takže optimálńı odhad je

x̂ML = (HTR−1H)−1HTR−1z
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Klasická teorie odhadu
ML odhad pro lineárńı mě̌reńı a gaussovské poruchy

Odhad je nestranný

x̃ =x− x̂ = x− (HTR−1H)−1HTR−1(Hx + v)

=− (HTR−1H)−1HTR−1v,

a tedy

E [x̃] = −(HTR−1H)−1HTR−1E [v] = 0.

Kovariance chyby odhadu je

Px̃ =E
[
(x̃− E [x̃]) (x̃− E [x̃])T

]
= (HTR−1H)−1.
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Klasická teorie odhadu
ML odhad pro lineárńı mě̌reńı a gaussovské poruchy

Využit́ım Px̃ můžeme optimálńı odhad zapsat

x̂ML = Px̃HTR−1z.

Absence apriorńı informace o x může být vyjáďrena vztahy

x̄ = 0

Px →∞.

Pak jsou vztahy pro sťredńı kvadratickou chybu a maximálńı

věrohodnost v limitě stejné.
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Bayesovský p̌ŕıstup

1. Uvažujme náhodný vektor z = [z1, z2, ..., zN ]T s hustotou

pravděpodobnosti p(z ; Θ), kde Θ = [Θ1,Θ2, ...,Θl ]
T je

vektor parametr̊u.

2. Při klasickém p̌ŕıstupu k problému odhadu Θ považujeme

parametry za neznámé konstanty a k závěr̊um o Θ použijeme

pouze z a tvar rozděleńı z .

3. Při bayesovském p̌ŕıstupu k závěr̊um o parametru Θ,

tentokrát chápaného jako náhodná proměnná použijeme

kromě toho ještě apriorńı informaci o parametru Θ, kterou

máme k dispozici nezávisle na realizaci z .

4. Apriorńı informace se vyjaďruje p̌redpokladem, že Θ je

náhodný vektor s jistým rozložeńım. Tato informace může

ḿıt objektivńı i subjektivńı charakter.
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Bayesovský p̌ŕıstup
Odhad parametr̊u

Aposteriorńı hustota pravděpodobnosti Θ pro dané zk je podle

Bayesova pravidla (Thomas Bayes 1761)

p(Θ | zk) =
p(zk | Θ).p(Θ)

p(zk)

kde p(zk) =
∫
p(zk | Θ).p(Θ)dΘ.

Za p̌redpokladu, že Θ a v k = (v0, v1, ..., vk) jsou nezávislé,

p(zk | Θ) je známa z p(v k), protože vycháźıme z platnosti

modelu mě̌reńı

zk = hk(Θ) + vk k = 0, 1, 2, ...

a tedy

p(zk | Θ) =

k∏
j=0

pvj (zj − h(Θ)).
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Bayesovský p̌ŕıstup
Odhad stavu

Určeńı podḿıněné hustoty pravděpodobnosti p(xk | z l) nebo

odhadu xk na základě pozorováńı z l

k = l : filtrace

l > k : vyhlazováńı

k > l : predikce
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Bayesovský p̌ŕıstup
Obecné řešeńı problému odhadu stavu

xk+1 = fk(xk) + wk k = 0, 1, 2, ...

Náhodný proces {wk} je b́ılý šum se známou hustotou

pravděpodobnosti p(wk) a p(x0) je známa.

zk = hk(xk) + vk k = 0, 1, 2, ...

Náhodný proces {vk} je b́ılý šum se známou hustotou

pravděpodobnosti p(vk).

Ćılem je určeńı podḿıněné hustoty pravděpodobnosti p(xk | z l).
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Odhad stavu stochastických systémů- p. 52/97



Bayesovský p̌ŕıstup
Obecné řešeńı problému odhadu stavu

Výpočet aposteriorńı filtračńı hustoty

Předpokládejme, že b́ılé šumy {vk}, {wk} jsou nezávislé a rovněž

jsou nezávislé na x0. Pak aposteriorńı hustota pravděpodobnosti

nebo alternativně filtračńı hustota pravděpodobnosti může být

určena rekurzivně

p(xk | zk) =
p(zk | xk).p(xk | zk−1)

p(zk | zk−1)

kde p(zk | zk−1) =
∫
p(zk | xk)p(xk | zk−1)dxk .
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Bayesovský p̌ŕıstup
Obecné řešeńı problému odhadu stavu

Výpočet prediktivńı hustoty

Vývoj stavu je popsán

p(xk | zk−1) =

∫
p(xk , xk−1 | zk−1)dxk−1

=

∫
p(xk | xk−1).p(xk−1 | zk−1)dxk−1

p̌ričemž p(xk | xk−1) je určeno p(wk−1).
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Bayesovský p̌ŕıstup
Obecné řešeńı problému odhadu stavu

filtračńı hustota

p(xk | zk) =
p(xk | zk−1).p(zk | xk)

p(zk | zk−1)

prediktivńı hustota

p(xk | zk−1) =

∫ ∞
−∞
p(xk−1 | zk−1)p(xk | xk−1)dxk−1

kde

p(zk | zk−1) =

∫ ∞
−∞
p(xk | zk−1)p(zk | xk)dxk
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Lineárńı filtrace
Lineárńı gaussovský systém

Uvažujme lineárńı gaussovský stochastický systém

xk+1 = Fkxk + wk k = 0, 1, 2, ...

zk = Hkxk + vk k = 0, 1, 2, ...

1. {vk} a {wk} jsou b́ılé šumy

2. {vk} a {wk} jsou gaussovské s nulovou sťredńı hodnotou

3. {vk} a {wk} jsou nezávislé

E [vkv
T
l ] = Rkδk,l

E [wkw
T
l ] = Qkδk,l

E [x0] = x̄0 = x̂ ′0 E [(x0 − x̄0)(x0 − x̄0)T ] = Σ0 = P ′0.
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Lineárńı filtrace
Lineárńı gaussovský systém

Fk

q−1 Hk- - - - -

�

6

?
wk xk yk zkwk

vk

��
��

��
��∑ ∑

Signálový model lineárńıho systému.
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Lineárńı filtrace
Bayesovský p̌ŕıstup k syntéze filtru

I Pro aplikaci bayesovského p̌ŕıstupu poťrebujeme rozhodnout,

zda zač́ıt poč́ıtat filtračńı nebo prediktivńı hustotu.

I Přirozené je zač́ıt filtraćı pro krok k = 0.

I Je nutné znát
I p(xk |zk−1) - prediktivńı hustota
I p(zk |xk) - hustota mě̌reńı
I p(zk |zk−1) - normalizačńı konstanta.
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Lineárńı filtrace
Bayesovský p̌ŕıstup k syntéze filtru

Prediktivńı hustota

p(x0 | z−1) = N(x0 : x̂ ′0,P
′
0)

kde E (x0 | z−1) = x̂ ′0
cov(x0 | z−1) = P ′0.

N(x0 : x̂ ′0,P
′
0) označuje, že náhodná veličina x0 má normálńı

rozložeńı se sťredńı hodnotou x̂ ′0 a kovarianćı P ′0.
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Lineárńı filtrace
Bayesovský p̌ŕıstup k syntéze filtru

Hustotu mě̌reńı p(zk | xk) snadno źıskáme

p(z0 | x0) = N(z0 : H0x0,R0).

Normalizačńı konstantu

p(z0 | z−1) = N(z0 : H0x̂
′
0,H0P

′
0H
T
0 + R0).

urč́ıme takto

E [z0 | z−1] = E [H0x0 + v0 | z−1] = H0x̂
′
0

E [(z0 − ẑ0)(z0 − ẑ0)T | z−1] = E [(H0x0 + v0 − H0x̂
′
0)

(H0x0 + v0 − H0x̂
′
0)T | z−1]

= H0P
′
0H
T
0 + R0.
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Odhad stavu stochastických systémů- p. 60/97



Lineárńı filtrace
Bayesovský p̌ŕıstup k syntéze filtru

Nyńı můžeme dosadit do Bayesova vztahu pro filtračńı hustotu

p(x0 | z0) =
p(x0 | z−1)p(z0 | x0)

p(z0 | z−1)
=
N(z0 : H0x0,R0)N(x0 : x̂ ′0,P

′
0)

N(z0 : H0x̂
′
0,H0P

′
0H
T
0 + R0)

=
1

(2π)nz/2(detR0)1/2
e−

1
2
[z0−H0x0]TR

−1
0 [z0−H0x0]

×
1

(2π)nx/2(detP ′0)1/2
e−

1
2
[x0−x̂ ′0]TP

′−1
0 [x0−x̂ ′0]

×
(2π)nz/2[det(H0P

′
0H
T
0 + R0)]1/2

e−
1
2
[z0−Hx̂ ′0]T [H0P

′
0H
T
0 +R0]−1[z0−Hx̂ ′0]

.
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Lineárńı filtrace
Bayesovský p̌ŕıstup k syntéze filtru

Po relativně zdlouhavých úpravách lze dokázat, že

p(x0 | z0) = N(x0 : x̂0,P0).

x̂0 = x̂ ′0 + P ′0H
T
0 [R0 + H0P

′
0H
T
0 ]−1[z0 − H0x̂

′
0]

P0 = P ′0 − P ′0HT0 [R0 + H0P0H
T
0 ]−1H0P

′
0

kde

x̂ ′0 = E
[
x0|z−1

]
= x̄0

P ′0 = cov [x0|z−1] = Σ0.
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Odhad stavu stochastických systémů- p. 62/97



Lineárńı filtrace
Bayesovský p̌ŕıstup k syntéze prediktoru

Odvozeńı prediktivńı hustoty pravděpodobnosti p(x1 | z0)

p̌rechodovou hustotu lze spoč́ıtat z modelu systému

p(x1 | x0) = N(x1 : F0x0,Q0)

kde

E [x1 | x0] = E [F0x0 + w0 | x0] = F0x0

E [(x1 − x̂ ′1)((x1 − x̂ ′1)T | x0] = E [(F0x0 − F0x0 + w0)

(F0x0 − F0x0 + w0)T | x0]

= E [w0w
T
0 | x0] = Q0.
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Lineárńı filtrace
Bayesovský p̌ŕıstup k syntéze prediktoru

Dosazeńım do Bayesova vztahu

p(x1 | z0) =

∫
N(x0 : x̂0,P0)N(x1 : F0x0,Q0)dx0

=

∫
1

(2π)nx/2.(detP0)1/2
e−

1
2
[x0−x̂0]TP

−1
0 [x0−x̂0]

×
1

(2π)nx/2(detQ0)1/2
e−

1
2
[x1−F0x0]TQ

−1
0 [x1−F0x0]dx0

=
1

(2π)nx(detP0)1/2(detQ0)1/2

×
∫
e−

1
2
{[x0−x̂0]TP

−1
0 [x0−x̂0]+[x1−F0x0]TQ

−1
0 [x1−F0x0]}dx0
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Lineárńı filtrace
Bayesovský p̌ŕıstup k syntéze prediktoru

Po zdlouhavých úpravách dostaneme

p(x1 | z0) = N(x1 : x̂ ′1,P
′
1)

kde

x̂ ′1 = F0x̂0

P ′1 = F0P0F
T
0 +Q0

x̂ ′1 = E
[
x1|z0

]
P ′1 = cov [x1|z0].

INVESTICE DO ROZVOJE VZDĚLÁVÁŃI
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Lineárńı filtrace
Kalman̊uv filtr ve formě filtr - prediktor

Výpočet filtračńı hustoty pravděpodobnosti:

p(xk | zk) = N(xk : x̂k ,Pk) k = 0, 1, 2, ...

x̂k = x̂ ′k + P ′kH
T
k [Rk + HkP

′
kH
T
k ]−1[zk − Hk x̂ ′k ]

Pk = P ′k − P ′kHTk [Rk + HkPkH
T
k ]−1HkP

′
k .

Výpočet prediktivńı hustoty pravděpodobnosti:

p(xk+1 | zk) = N(xk+1 : x̂ ′k+1,P
′
k+1) k = 0, 1, 2, ..

x̂ ′k+1 = Fk x̂k

P ′k+1 = FkPkF
T
k +Qk
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Lineárńı filtrace
Kalman̊uv filtr ve formě prediktor

I Prediktor

x̂ ′k+1 = Fk [x̂ ′k + P ′kH
T
k (Rk + HkP

′
kH
T
k )−1(zk − Hk x̂ ′k)]

P ′k+1 = Fk [P ′k − P ′kHTk (Rk + HkP
′
kH
T
k )−1HkP

′
k ]FTk +Qk

I

x̂ ′k+1 = (Fk − K ′kHk)x̂ ′k + K ′kzk

I Kalmanovy zisky

Kk = P ′kH
T
k (Rk + HkP

′
kH
T
k )−1

K ′k = FkP
′
kH
T
k (Rk + HkP

′
kH
T
k )−1
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Lineárńı filtrace
Kalman̊uv filtr ve formě prediktor

K
′
k q−1

Fk − K
′
kHk

- - - -

�

6

zk x̂
′
k+1 x̂

′
k+

+
��
��∑

Signálový model prediktoru
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Lineárńı filtrace
Kalman̊uv filtr ve formě prediktor

K ′k q−1 Hk

Fk

- - - - - -

6

�

zk x̂
′
k ẑ

′
kx̂

′
k+1���� ����∑ ∑

Signálový model prediktoru podle obsahuj́ıćı ”kopii”struktury

systému, jehož stav je odhadován
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Lineárńı filtrace
Zaj́ımavý vedleǰśı výsledek

I Analytické řešeńı násobeńı normálńıch hustot

N(xk : x̂k ,Pk) =
N(xk : x̂ ′k ,P

′
k)N(zk : Hkxk ,Rk)

N(zk : Hk x̂
′
k ,HkP

′
kH
T
k + Rk)

I Analytické řešeńı konvoluce

N(xk+1 : x̂ ′k+1,P
′
k+1) =

∫
N(xk : x̂k ,Pk)N(xk+1 : Fkxk ,Qk)dxk
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Základy nelineárńı filtrace
Motivačńı p̌ŕıklady

Př́ıklad 1:
Uvažujme skalárńı rovnici mě̌reńı

z = x + v

p(x) =
1

2
x ∈ (−1, 1)

= 0 jinak

p(v) =
1

2
v ∈ (−1, 1)

= 0 jinak

Ćılem je spoč́ıtat p(x | z) a E (x | z), cov(x | z).
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Základy nelineárńı filtrace
Motivačńı p̌ŕıklady

Aproximačńı řešeńı náhradou p(x) a p(z) normálńım rozložeńım

px (x) = N{x ; 0, 1
3}

pv (v) = N{v ; 0, 1
3}

p(x |z) = N{x ; x̂ ,P}

x̂ = 1
2z

P = 1
6
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Základy nelineárńı filtrace
Motivačńı p̌ŕıklady

p(x | z) =
p(z | x)p(x)

p(z)
=

p(z − x)p(x)∫
p(z − x)p(x)dx

kde

p(z − x) =
1

2
z ∈ (−1 + x , 1 + x)

= 0 jinak

p(z) =
z + 2

4
z ∈ (−2, 0)

=
2− z

4
z ∈ (0, 2)

= 0 jinak
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Základy nelineárńı filtrace
Motivačńı p̌ŕıklady

p(x | z) =
[sign(1+z−x)− sign(−1+z−x)][sign(x+1)− sign(x−1)]

2[2− zsign(z)][sign(z+2)− sign(z−2)]

E (x | z) = z/2

podḿıněná kovariance pro z ∈ (0, 2) je funkćı z

cov(x | z) =
1

3(2− z)
[1− (z − 1)3]−

z2

4

pro z ∈ (−2, 0)

cov(x | z) =
1

3(z + 2)
[1 + (z + 1)3]−

z2

4

opět funkćı z .
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Základy nelineárńı filtrace
Motivačńı p̌ŕıklady

-

6
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D

AC

B

1 2

-1-2

-1

1p(x | z) = 0

p(x | z) = konst

E (x | z)

z

x

Podḿıněná hustota pravděpodobnosti a sťredńı hodnota
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Základy nelineárńı filtrace
Motivačńı p̌ŕıklady

Př́ıklad 2:
Uvažujme skalárńı nelineárńı stavovou rovnici

xk+1 = fkxk + gkx
2
k + wk

a dále p̌redpokládejme

E (xk | zk) = x̂k

E [(xk − x̂k)2 | zk ] = Pk .

Ćılem je vypoč́ıtat

E (xk+1 | zk) = x̂ ′k+1 a cov(xk+1 | zk) = P ′k+1.
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Základy nelineárńı filtrace
Motivačńı p̌ŕıklady

Začneme sťredńı hodnotou

x̂ ′k+1 = fkE [xk | zk ] + gkE [x2
k | zk ]

= fk x̂k + gk(Pk + x̂2
k )

pro výpočet predikované sťredńı hodnoty poťrebujeme filtračńı

sťredńı hodnotu a kovarianci

E (x̃2
k+1 | zk) = (fk + 2gk x̂k)2E [x̃2

k | zk) + g2
kE (x̃4

k | zk)

+ g2
kP

2
k + E (w2

k | zk) + 2gk(fk + 2gk x̂k)E (x̃3
k | zk)

− 2gkPk(fk + 2gk x̂k)E (x̃k | zk)

− 2g2
kPkE (x̃2

k | zk) = (fk + 2gk x̂k)2Pk + g2
kγk

− g2
kPk +Qk + 2gk(fk + 2gk x̂k)δk

kde γ
4
= E (x̃4

k | zk) δk
4
= E [x̃3

k | zk ].
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Základy nelineárńı filtrace
Lokálńı metody

I Lokálńı metody
I aproximace nelineárńıch funkćı systému
I výsledky maj́ı lokálńı platnost
I EKF, iteračńı filtry, filtr druhého řádu, bezderivačńı filtry

(unscentovaná transformace, diference, ne derivace)

I Globálńı metody
I pokryt́ı celého stavového prostoru
I globálńı platnost
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Základy nelineárńı filtrace
Rozš́ı̌rený Kalman̊uv filtr

Uvažujme systém

xk+1 = fk(xk) + wk

zk = hk(xk) + vk

p(x0) = N(x0 : x̂ ′0,P0)

p(wk) = N(wk : 0,Qk)

p(vk) = N(vk : 0,Rk)
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Základy nelineárńı filtrace
Rozš́ı̌rený Kalman̊uv filtr

Analytická řešitelnost filtračńıho kroku - diskuse

p(zk | xk) = N(zk : hk(xk),Rk)

p(x0 | z0) =
N(x0 : x̂ ′0,P

′
0)N(z0 : h0(x0),R0)∫

N(x0 : x̂ ′0,P
′
0)N(z0 : h0(x0),R0)dx0

nejde analyticky řešit, protože h(x0) je nelineárńı funkce.
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Základy nelineárńı filtrace
Rozš́ı̌rený Kalman̊uv filtr

Aproximace nelineárńı funkce mě̌reńı

h0(x0) ' h0(x̂ ′0) + H0(x̂ ′0)(x0 − x̂ ′0)

kde

H0(x̂ ′0) =
∂h0(x0)

∂x0
| x̂ ′0.

Taylor̊uv rozvoj h0(x0) na okoĺı bodu x̂ ′0 = E (x0 | z−1).
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Základy nelineárńı filtrace
Rozš́ı̌rený Kalman̊uv filtr

Bayes̊uv vztah je analyticky řešitelný

pA(x0 | z0) =
N(x0 : x̂ ′0,P

′
0)N(z0 : h0(x̂ ′0) + H0(x̂ ′0)(x0 − x̂ ′0),R0)∫

N(x0 : x̂ ′0,P
′
0)N(z0 : h0(x̂ ′0) + H0(x̂ ′0)(x0 − x̂ ′0),R0)dx0

protože

H0(x̂ ′0)x0 + h0(x̂ ′0)− H0(x̂ ′0)x̂ ′0

je lineárńı funkce.
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Základy nelineárńı filtrace
Rozš́ı̌rený Kalman̊uv filtr

Aproximačńı filtračńı hustota pravděpodobnosti

pA(x0 | z0) = N(x0 : x̂0,P0)

x̂0 = x̂ ′0 + P ′0H
T
0 (x̂ ′0)[H0(x̂ ′0)P ′0H

T
0 (x̂ ′0) + R0]−1[z0 − h0(x̂ ′0)]

P0 = P ′0 − P ′0HT0 (x̂ ′0)[H0(x̂ ′0)P ′0H
T
0 (x̂ ′0) + R0]−1H0(x̂ ′0)P ′0

HT0 (x̂ ′0) je funkce mě̌reńı.
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Základy nelineárńı filtrace
Rozš́ı̌rený Kalman̊uv filtr

Analytická řešitelnost prediktivńıho kroku - diskuse

p(x1 | z0) =

∫
p(x0 | z0)p(x1 | x0)dx0

p(x1 | x0) = N{x1 : f (x0),Q0}

pA(x1 | z0) =

∫
N(x0 : x̂0,P0)N(x1 : f0(x0),Q0)dx0

nejde analyticky řešit, protože f (x0) je nelineárńı funkce.
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Základy nelineárńı filtrace
Rozš́ı̌rený Kalman̊uv filtr

Aproximace nelineárńı funkce dynamiky

Taylor̊uv rozvoj funkce f0(x0) na okoĺı x̂0

f0(x0) ' f0(x̂0) + F0(x̂0)(x0 − x̂0)

F0(x̂0) =
∂f (x0)

∂x0
| x̂0
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Základy nelineárńı filtrace
Rozš́ı̌rený Kalman̊uv filtr

Bayes̊uv vztah analyticky řešitelný

pA(x1 | z0) =

∫
N(x0 : x̂0,P0)N(x1 : f0(x̂0)+F0(x̂0)(x0−x̂0),Q0)dx0

aproximačńı prediktivńı hustota pravděpodobnosti

pA(x1 | z0) = N(x1 : x̂ ′1,P
′
1)

x̂ ′1 = f0(x̂0)

P ′1 = F0(x̂ ′0)P0F
T
0 (x̂0) +Q0

F0(x̂0)x0 + f0(x̂0)− F0(x̂0)x̂0

je lineárńı funkce.
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Základy nelineárńı filtrace
Rozš́ı̌rený Kalman̊uv filtr

Rozš́ı̌rený Kalman̊uv filtr (EKF)

Aproximačńı filtračńı hustota pravděpodobnosti:

pA(xk | zk) = N(xk : x̂k ,Pk)

x̂k = x̂ ′k + P ′kH
T
k (x̂ ′k)[Hk(x̂ ′k)P ′kHk(x̂ ′k) + Rk ]−1[zk − hk(x̂ ′k)]

Pk = P ′k − P ′kHTk (x̂ ′k)[Hk(x̂ ′k)P ′kHk(x̂ ′k) + Rk ]−1Hk(x̂ ′k)P ′k

Aproximačńı prediktivńı hustota pravděpodobnosti:

pA(xk+1 | zk) = N(xk+1 : x̂ ′k+1,P
′
k+1)

x̂ ′k+1 = fk(x̂ ′k)

P ′k+1 = Fk(x̂k)PkF
T
k (x̂k) +Qk
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Základy nelineárńı filtrace
Rozš́ı̌rený Kalman̊uv filtr

Vlastnosti EKF

1. Kovariančńı matice Pk ,P
′
k+1 neńı možné poč́ıtat

off-line, protože jsou funkcemi mě̌reńı

2. Filtračńı a prediktivńı hustoty jsou pouze aproximace

skutečných hustot daných exaktńım řešeńım

problému na rozd́ıl od hustot generovaných

Kalmanovým filtrem, které p̌redstavuj́ı exaktńı řešeńı

problému.

3. Konvergence odhadu neńı zaručena

4. Obĺıbený v praxi pro svoji jednoduchost

INVESTICE DO ROZVOJE VZDĚLÁVÁŃI
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Základy nelineárńı filtrace
Filtr druhého řádu

Aproximace Taylorovou řadou s ponecháńım i člen̊u druhého řádu

hk(xk) ' hk(x̂ ′k)+Hk(x̂ ′k)(xk− x̂ ′k)+
1

2
(xk− x̂ ′k)T

∂2hk

∂x2
k

| x̂ ′k(xk− x̂ ′k)

kde
∂2hk

∂x2
k

| x̂ ′k

je soubor m matic dim n × n (dim vektorové funkce hk(·) je m a

dim vektoru stavu xk je n).
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Základy nelineárńı filtrace
Filtr druhého řádu

hk(·) 4= [h1k(·), h2k(·), · · · , hmk(·)]

Mik
4
= ∂2hik

∂x2
k
| x̂ ′k =


∂2hik
∂x1∂x1

∂2hik
∂x1∂x2

. . . ∂2hik
∂x1∂xn

...
...

∂2hik
∂xn∂x1

. . . ldots ∂2hik
∂xn∂xn


i = 1, 2, ...,m
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Základy nelineárńı filtrace
Filtr druhého řádu

h̄ik
4
= (xk − x̂ ′k)TMik(xk − x̂ ′k)

h̄k
4
=


h̄1k

h̄2k
...

h̄mk



hk(xk) ' hk(x̂ ′k) + Hk(x̂ ′k)(xk − x̂ ′k) + h̄k
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Základy nelineárńı filtrace
Filtr druhého řádu

Náhrada sťredńı hodnotou - odstraněńı nelinearity

h̄ik = (xk − x̂ ′k)TMik(xk − x̂ ′k) ' tr(P ′kMik)
4
= h̄aik

h̄ak = [h̄a1k , h̄a2k , ..., h̄amk ]T

hk(xk) ' hk(x̂ ′k) + Hk(x̂ ′k)(xk − x̂ ′k) + h̄ak
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Základy nelineárńı filtrace
Filtr druhého řádu

Filtračńı hustota pravděpodobnosti

pA(xk | zk) = N(xk : x̂ ′k ,Pk)

x̂k = x̂ ′k + P ′kH
T
k (x̂ ′k)[Hk(x̂ ′k)P ′kH

T
k (x̂ ′k) + Rk ]−1[zk − hk(x̂ ′k)− h̄ak ]

Pk = P ′k − P ′kHTk (x̂ ′k)[Hk(x̂ ′k)P ′kH
T
k (x̂ ′k) + Rk ]−1H(x̂ ′k)P ′k
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Základy nelineárńı filtrace
Filtr druhého řádu

Rozvoj funkce fk(·) pro predikci

fk(xk) ' fk(x̂k) + Fk(x̂k)(xk − x̂k) + f̄k .

kde

f̄k
4
=


f̄1k
f̄2k

...

f̄nk


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Základy nelineárńı filtrace
Filtr druhého řádu

f̄ik
4
= (xk − x̂k)TNik(xk − x̂k)

Nik
4
= ∂2fik

∂x2
k
| x̂k =


∂2fik
∂x1∂x1

∂2fik
∂x1∂x2

. . . ∂2fik
∂x1∂xn

∂2fik
∂x2∂x1

. . . . . . . . .
...

∂2fik
∂xn∂x1

. . . . . . ∂2fik
∂xn∂xn


i = 1, 2, ..., n
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Základy nelineárńı filtrace
Filtr druhého řádu

Odstraněńım nelinearity usťredněńım dostaneme

f̄aik = tr(PkNik)

f̄ak = [f̄a1k , f̄a2k , ..., f̄ank ]T

fk(xk) ' fk(x̂k) + Fk(x̂k)(xk − x̂k) + f̄ak
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Odhad stavu stochastických systémů- p. 96/97



Základy nelineárńı filtrace
Filtr druhého řádu

Prediktivńı hustota pravděpodobnosti

pa(xk+1 | zk) = N(xk+1 : x̂ ′k+1,P
′
k+1)

x̂ ′k+1 = Fk(x̂k) + f̄ak

P ′k+1 = Fk(xk)PkF
T
k (xk) +Qk

Závěr: věťsinou kvalitněǰśı odhad než EKF
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