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Matematické základy
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Kompaktńı značeńı
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Matematické
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Vektorové pole a
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Vlastnosti
Lieova závorka
vektorových poĺı
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Věta 1 Budiž T : Rn 7→ Rn je hladké, T (x0) = ξ0 a

rank




∂T1

∂x1

· · · ∂T1

∂xn
...

. . .
...

∂Tn

∂x1

· · · ∂Tn

∂xn


 (x0) = n, kde ξ = T (x) =




T1(x)
T2(x)

...
Tn(x)



.

Potom existuje Ux0
a T−1(ξ) : T (Ux0

) 7→ Ux0
takové, že

T−1(T (x)) = x ∀x ∈ Ux0
, T (T−1(ξ)) = ξ ∀ξ ∈ T (Ux0

),

∂T−1(ξ)

∂ξ
=

[
∂T

∂x

]−1

x=T−1(ξ)

∀ξ ∈ T (Ux0
).
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funkce
Vektorové pole a
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Geomet.
konzistentnost
Lieova algebra nad
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operátor
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Věta 2 Budiž T : Rn 7→ Rr je hladké, T (x0) = a

rank




∂T1

∂x1

· · · ∂T1

∂xn
...

. . .
...

∂Tr

∂x1

· · · ∂Tr

∂xn


 (x0) = r, kde ξ̃ = T (x) =




T1(x)
T2(x)

...
Tr(x)



.

Potom existuje n− r hladkých funkćı Tr+1(x), . . . , Tn(x),
takových, že v okoĺı bodu [ξ̃0, Tr+1(x0), . . . , Tn(x0) je hladké
zobrazeńı

ξ = T (x) =




T1(x)
...

Tn(x)


 lokálně hladce invertovatelné.



INVESTICE DO ROZVOJE VZDĚLÁVÁŃI
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Pozorovatelnost
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Budiž dán systém ẋ = f(x), f : Rn → Rn, jeho pravá strana
je vektorovým polem. Uvažujme změnu soǔradnic

ξ = T (x), x = T−1(ξ), T : Rn → Rn, potom :

ξ̇ =
dT (x(t))

dt
=
∂T (x)

∂x
ẋ =

∂T (x)

∂x
f(x) =

[
∂T (x)

∂x
f(x)

]

x=T−1(ξ)
,

Trasformovaný systém a transformované vektorové pole maj́ı
tedy následuj́ıćı tvar

ξ̇ = f̃(ξ), f̃(ξ) :=
[
∂T (x)

∂x
f(x)

]

x=T−1(ξ)
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základy
Existence inverzńı
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nelineárńıch systémů
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Uvažujme hladkou funkci h(x), v nových soǔradnićıch má
reprezentaci h̃(ξ), h̃(ξ) := h(T−1(ξ)).

Tvrzeńı 1 Uvažujme vektorové pole f(x) a funkci h(x) a
změnu soǔradnic:

ξ = T (x), x = T−1(ξ), T : Rn → Rn,

f̃(ξ) :=
[
∂T (x)

∂x
f(x)

]

x=T−1(ξ)
, h̃(ξ) := h(T−1(ξ)).

Potom plat́ı, že

[Lfh(x)]x=T−1(ξ) = L
f̃
h̃(ξ).

Znamená to, že l.d. je geometricky konzistentně definována.
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Tvrzeńı 2 Uvažujme dynamický systém ẋ = f(x) s
výstupem h(x), kde jeho pravou stranu chápeme jako
vektorové pole. Necht’ x(t) je jeho libovolná trajektorie,
potom pro jeho výstup h(x) plat́ı

dh(x(t))

dt
= Lfh(x(t)).

Př́ıklad 1 Funkce h(x) = x21 + x2 + x3 a vektorové pole

f(x) =



f1(x)
f2(x)
f3(x)


 =



x1
x22
1


 , x =



x1
x2
x3


 ∈ R3,
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Lieova derivace - pokračováńı p̌ŕıkladu
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nelineárńıch systémů
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L1
fh =

∂h1
∂x1

f1 +
∂h2
∂x2

f2 +
∂h3
∂x3

f3 =

∂(x21 + x2 + x3)

∂x1
x1+

∂(x21 + x2 + x3)

∂x2
x22+

∂(x21 + x2 + x3)

∂x3
·1 =

2x21 + x22 + 1,

L2
fh =

∂(L1
fh)

∂x1
f1 +

∂(L1
fh)

∂x2
f2 +

∂(L1
fh)

∂x3
f3 =

∂(2x21 + x22 + 1)

∂x1
x1+

∂(2x21 + x22 + 1)

∂x2
x22+

∂(2x21 + x22 + 1)

∂x3
·1 =

4x21 + 2x32,
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podḿınky exaktńı
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L3
fh =

∂(4x21 + 2x32)

∂x1
f1+

∂(4x21 + 2x32)

∂x2
f2+

∂(4x21 + 2x32)

∂x3
f3 =

8x21 + 6x42.

Ilustrace smyslu Lieovy derivace:

ẋ =



f1(x)
f2(x)
f3(x)


 =



x1
x22
1


 , y = h(x) = x21 + x2 + x3,

ẏ = 2x1ẋ1+ẋ2+ẋ3 = 2x21+x
2
2+1 = Lfh, ÿ = 4x1ẋ1+2x2ẋ2 =

4x21+2x32 = L2
fh, y

(3) = 8x1ẋ1+6x2ẋ2 = 8x21+6x32 = L3
fh.
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tělesem R
Adjungovaný
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Nutné a postačuj́ıćı
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Mějme systém
ẋ = f(x), y = h(x),

druhá derivace výstupu podle trajektoríı je

ÿ := L2
fh(x) =

dẏ

dt
=

dLfh

dt
=

d

dt

[ n∑

i=1

∂h

∂xi
fi

]
=

n∑

j=1

n∑

i=1

[
∂2h

∂xi∂xj
fi +

∂h

∂xi

∂fi
∂xj

]
fj,

což už je poměrně nep̌rehledné. A co teprve

y(3) := L3
fh(x) = ...,

a ještě vyš̌śı derivace?
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Vlastnosti Lieovy derivace

Matematické
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nelineárńıho ř́ızeńı 11 / 80

Lemma 1 Předpokládejme, že vektorové pole f a funkce h
jsou hladké v okoĺı bodu x. Potom plat́ı

1. f(x) = 0 ⇒ Lfh(x) = 0, a to pro každou hladkou
funkci h;

2. ∂h
∂x
(x) = 0 ⇒ Lfh(x) = 0, a to pro každé hladké pole

f ;
3. Pro každé hladké pole f a funkci h plat́ı:
f(x) = 0 ∧ ∂h

∂x
(x) = 0 ⇒ ∂Lfh

∂x
(x) = 0.

Některá častá značeńı: Lfh = dhf, Lfh =< dh, f >,

dh :=
∂h

∂x
:=

[
∂h

∂x1
,
∂h

∂x2
, . . . ,

∂h

∂xn

]
.
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funkce
Vektorové pole a
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Definice 1 Lieovou závorkou dvou vektorových poĺı
f(x), g(x) na oblasti Ω ⊂ Rn, tj. f, g ∈ V ∞(Ω), nazveme
nové vektorové pole [f, g](x) definované tamtéž, které
vypočteme jako

[f, g] :=
∂g(x)

∂x
f(x)− ∂f(x)

∂x
g(x), kde

f =




f1(x)
...

fn(x)


 , g =




g1(x)
...

gn(x)


 ,
∂f

∂x
=




∂f1
∂x1

. . . ∂f1
∂xn

...
...

...
∂fn
∂x1

. . . ∂fn
∂xn

,


 ,

∂g

∂x
= · · · .
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Daľśı problémy a
p̌ŕıklady využit́ı
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Věta 3 Necht’ f(x), g(x) jsou hladká v.p. na oblasti
Ω ⊂ Rn a z = T (x), T : Ω 7→ T (Ω) je hladká změna
soǔradnic tamtéž. Označme jako

h(x) := [f, g](x),

f̃(z) =
∂T

∂x
(T−1(z))f(T−1(z)), g̃(z) =

∂T

∂x
(T−1(z))g(T−1(z)),

h̃(z) =
∂T

∂x
(T−1(z))h(T−1(z)).

Potom plat́ı, že
h̃(z) = [f̃(z), g̃(z)].
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Definujme lineárńı operace: (f + g)(x) :=
f(x) + g(x), (αf)(x) := αf(x) ∀x ∈ Ω, ∀α ∈ R.

Věta 4 Množina všech hladkých vektorových poĺı V ∞(Ω)
na oblasti Ω je Lieovou algebrou nad tělesem reálných č́ısel s
operaćı Lieovy závorky, tj. plat́ı:

Bilinearita operace Lieovy závorky:
[αf1 + βf2, γg1 + δg2] = αγ[f1, g1] + βγ[f2, g1] +
αδ[f1, g2] + βδ[f2, g2], ∀f1, f2, g1, g2 ∈ V ∞(Ω), ∀α, β ∈ R,

Anti-komutativita
[f, g] = −[g, f ] ∀f, g ∈ V ∞(Ω), [f, f ] = 0 ∀f ∈ V ∞(Ω).

Jacobiho identita, tj.
[[f, g], h] + [[h, f ], g] + [[g, h], f ] = 0 ∀f, g, h ∈ V ∞(Ω).
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Adjungovaný operátor
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Vlastnosti
Lieova závorka
vektorových poĺı
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Definice 2 Adjungovaným operátorem Lieovy algebry
vektorových poĺı V ∞(Ω) na oblasti Ω, generovaným
vektorovým polem f ∈ V ∞(Ω), nazveme následuj́ıćı lineárńı
zobrazeńı Lieovy algebry do sebe

adf : V ∞(Ω) 7→ V ∞(Ω), adfg := [f, g].

Opakované použit́ı adjugovaného operátoru , generovaného
vektorovým polem f ∈ V ∞(Ω), budeme označovat adk

f , kde:

ad0
fg := g ∀g ∈ V ∞(Ω), adk+1

f := adf

(
adk

f

)
, k = 0, 1, . . . .

Zjednodušuje zápis: ad2
gad

4
fg = [g, [g, [f, [f, [f, [f, g]]]]]],

Má ale i hlubš́ı matematický význam.
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Jacobiho identitu lze pomoćı adjugovaného operátoru zapsat:

adfadgh+ adgadhf + adhadfg = 0. (1)

Lieova závorka a již ďŕıve zavedená Lieova derivace spolu
také úzce souviśı.

Tvrzeńı 3 Plat́ı následuj́ıćı identity

1. L[f,g]ϕ = Lf (Lgϕ)− Lg (Lfϕ) , ∀f, g ∈ V ∞,

2. [ϕf, ψg] = ψϕ[f, g] + ϕ (Lfψ) g − ψ (Lgϕ) f ,
∀f, g ∈ V ∞, ϕ, ψ ∈ C∞.
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Množina
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Pozorovatelnost
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Tvrzeńı 4 Budiž dána některá oblast Ω a stav x0 uvniťr
této oblasti a ř́ızený dynamický systém s dvěma vstupy

ẋ = u1g
1(x) + u2g

2(x), g1, g2 ∈ V ∞(Ω),
g1(x0) 6= 0, g2(x0) 6= 0, u1, u2 ∈ R,

Dále, ∀ε > 0 necht’ xε(t), t ∈ [0, 4ε], xε(0) = x0, je
trajektorie generovaná vstupem

u(t) =





u1(t) = 1 u2(t) = 0, ∀t ∈ [0, ε]
u1(t) = 0, u1(t) = 1, ∀t ∈ [ε, 2ε]
u1(t) = −1 u2(t) = 0, ∀t ∈ [2ε, 3ε]
u1(t) = 0, u2(t) = −1, ∀t ∈ [3ε, 4ε]

Potom plat́ı, že: xε(4ε) = [g1, g2](x0)ε
2 + o(ε2).
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Uvažujme systém

ẋ = f(x, u), x ∈ Rn, u ∈ U ⊂ Rm. (2)

Množina všech p̌ŕıpustných ř́ızeńı pro (2) na časovém
intervalu [t0, t1]:

U[t0,t1] := {všechna měritelná u(t) ∈ U ∀ ∈ [t0, t1]}.
Př́ıpustná trajektorie na oblasti Ω ⊂ Rn a časovém
intervalu [t0, t1]: každá trajektorie generovaná p̌ŕıpustným
ř́ızeńım na [t0, t1], která neopust́ı na tomto časovém
intervalu oblast Ω ⊂ Rn.
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Řiditelnost
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Definice 3 Budiž dán nelineárńı ř́ızený systém (2).
Množinou dosažitelných stav̊u ze stavu x0 v čase t ≥ 0
na oblasti Ω ⊂ Rn nazveme množinu

RΩ(t, x0) = {x ∈ Rn | x = x(x0, ut, t), ut ∈ U[0,t]}, (3)

kde x(x0, ut, t) označuje trajektorii generovanou počátečńı
podḿınkou x0 v čase 0 a vstupem ut, která je p̌ŕıpustná na
oblasti Ω. Pokud Ω = Rn, budeme jej vynechávat. Dále,
budeme označovat jako

RΩ
≤(t, x0) = ∪τ∈[0,t]RΩ(τ, x0), (4)

a budeme této množině ř́ıkat množina dosažitelných
stav̊u ze stavu x0 v čase nep̌rekračuj́ıćım t ≥ 0.
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dosažitelných stav̊u
Dostupnost a
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Systém (2) je

1. Dostupný (D) ze stavu x0: intR≤(t, x0) 6= ∅ ∀t ≥ 0.
2. Silně dostupný (SD) z x0: intR(t, x0) 6= ∅ ∀t ≥ 0.
3. Lokálně řiditelný (LŘ) v okoĺı ekvilibria x0:

∪τ∈[0,∞)R(τ, x0) obsahuje ∀t ≤ T některé okoĺı x0.
4. Lokálně řiditelný v malém čase (LŘMČ) v okoĺı

ekvilibria x0, jestliže existuje takové T > 0, že
R≤(t, x0) obsahuje pro každé t ≤ T některé okoĺı
ekvilibria x0.

5. Lokálně-lokálně řiditelný (LLŘ) v okoĺı ekvilibria x0:
pro každou oblast Ω, Ω ∋ x0, plat́ı, že
∪τ∈[0,∞)RΩ(τ, x0) obsahuje některé okoĺı ekvilibria x0.

6. Globálně řiditelný (GŘ): ∪τ∈[0,∞)R(τ, x0) = Rn ∀x0.
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1. Dostupným je všude:
ẋ1 = 1, ẋ2 = u, u ∈ R,
neńı však řiditelný v žádném z definovaných smysl̊u, ani
silně dostupný.

2. Silně dostupným je všude:
ẋ1 = u21, ẋ2 = u2, [u1, u2]

⊤ ∈ R2,
neńı však řiditelný v žádném z definovaných smysl̊u.

3. Globálně i lokálně řiditelný v okoĺı každého stavu ve
všech smyslech (tj. i LLŘ a LŘMČ):
ẋ1 = u1, ẋ2 = u2, [u1, u2]

⊤ ∈ R2.

4. Jak LŘMČ, tak i LŘ, ale neńı však LLŘ:
ẋ1 = x22 − x32, ẋ2 = u, u ∈ R.
Pokud by vstup byl omezen, neńı ani LŘMČ, jen LŘ.
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Nutné a postačuj́ıćı
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23 / 80

Věta 5 Pokud je množina p̌ŕıpustných hodnot ř́ızeńı U
omezená, potom každý LŘMČ systém je i LLŘ.

Nadále se budeme pro jednoduchost zabývat afinńım
systémem s jedńım vstupem, tj.

ẋ = f(x) + ug(x), u ∈ [−A,A], A > 0, (5)

a to v okoĺı tzv. regulárńıho ekvilibria v počátku, tj.

f(0) + ueqg(0) = 0, ueq ∈ (−A,A), g(0) 6= 0. (6)
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1. Lieova algebra dostupnosti systému (5):
LA := span{f, g, [f, g], [f, [f, g]], [g, [f, g]], ...}.

2. Lieova algebra silné dostupnosti systému (5):
LSA := span{g, [f, g], [f, [f, g]], [g, [f, g]], ...}.

3. Necht́ Lk ⊂ LSA, k = 1, 2, . . . jsou obaly iterovaných
Lieových závorek obsahuj́ıćıch g nejvýše k-krát.:
L1 = {g, adfg, ad

2
fg, . . .},

L2 = L1 ∪ {[g, [g, f ]], [adi
fg, ad

j
fg], i, j = 0, 1, . . .}, . . . .

Plat́ı L1 ⊂ L2 ⊂ L3 . . . .

Nejedná se o Lieovy algebry a pro některé k ≥ 1 může
platit

dimL1(0) = . . . = dimLk(0), dimLk(0) <
dimLk+1(0).
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Množina
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Věta 6 Systém (5) je

1. Dostupný tehdy a jen tehdy, jestliže dimLA(0) = n.
2. Silně dostupný tehdy a jen tehdy, jestliže

dimLSA(0) = n.
3. LŘMČ jestliže je silně dostupný a

dimLk(0) = dimLk+1(0) pro všechna lichá k.

Př́ıklad 2 Uvažujme systém ẋ1 = x1x2, ẋ2 = u. Máme
g = [0, 1]⊤, f = [x1x2, 0]

⊤, a tedy

[f, g] = −[x1, 0]
⊤, [[f, g], g] ≡ 0, adi

fg = [x1 − x1x2, 0]
⊤, . . . .

Vid́ıme tedy, že dimLA(0) = 1 a systém tedy neńı dostupný.
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26 / 80

Př́ıklad 3 Uvažujme ẋ1 = xl2, ẋ2 = u, l = 1, 2, . . . Máme:

g = [0, 1]⊤, f = [xl2, 0]
⊤, a tedy:

[f, g] = −[lxl−1
2 , 0]⊤, [[f, g], g] = [l(l − 1)xl−2

2 , 0]⊤, . . .

adl
gf = (−1)l[l!, 0]⊤, adl+1

g f ≡ 0.

Nav́ıc: [adi
gf, ad

j
gf ] ≡ 0, adj

fad
i
gf ≡ 0 ∀i, j = 1, 2, . . . ,

nebot’ všechna p̌ŕıslušná pole maj́ı druhou řádku nulovou a
prvńı závislou jen na x2. Nenulové jsou tedy jen:

[f, g] =, [[f, g], g], . . . , adl−1
g f, adl

gf , a proto:

dimL1(0) = . . . = dimLl−1(0) = 1, dimLl(0) = 2.

dimLk(0) = dimLk+1(0), ∀k 6= l − 1, dimLl(0) = 2.

Závěr: ∀l ≥ 1 LSD v počátku; LŘMČ v počátku, pro ∀l ≥ 1
lichá. Pro sudá l systém očividně řiditelný neńı.
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Řiditelnost
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p̌ribližné linearizaci
Kanonická forma
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ẋ = f(x, u), y = h(x), x ∈ Rn, y ∈ Rp, u ∈ Rn, (7)

Definice 4 Systém (7) je pozorovatelný na oblasti Ω ⊂ Rn,
jestliže pro ∀x10, x20 ∈ Ω ∃T > 0 a p̌ŕıpustné ut ∈ U[0,T ]

takové, že:

h(x(t, x10, ut)) 6= h(x(t, x20, ut)) ∀t ∈ [0, T ],

kde x(t, x0, ut) označuje řešeńı rovnice (7) s počátečńı
podḿınkou x(0) = x0 a vstupem u = ut. O systému (7)
řekneme, že je lokálně pozorovatelný v okoĺı některého
pracovńıho bodu, jestliže zḿıněná oblast Ω ⊂ Rn je některým
dostatečně malým okoĺım tohoto stavu. Dále, o systému (7)
řekneme, že je globálně pozorovatelný, jestliže Ω = Rn.
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Řiditelnost
nelineárńıch systémů
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pozorovatelnosti
Kanonická forma
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Př́ıklad 4 Uvažujme nelineárńı systém:

ẋ1 = x2, ẋ2 = ux3, ẋ3 = 0, y = x1.

Pro u ≡ 0 a pro nenulovou počátečńı podḿınku
x0 = (0, 0, 1)⊤ plat́ı, že p̌ŕıslušný výstup je identicky nulový.
Pro u ≡ 1 se však jedná o pozorovatelný systém, nebot’ se
jedná o lineárńı systém, sice bez ř́ızeńı, nicméně splňuj́ıćı
kritérium pozorovatelnosti.

Př́ıklad 5 Uvažujme nelineárńı systém bez vstupu:

ẋ1 = x2, ẋ2 = x1x3, ẋ3 = 0, y = x1.

Pro nenulovou počátečńı podḿınku x0 = (0, 0, 1)⊤ plat́ı, že
p̌ŕıslušný výstup je identicky nulový. Nicméně, jakékoliv dva
r̊uzné počátečńı stavy, z nichž alespoň jeden má nenulovou
prvńı či druhou komponentu, generuj́ı r̊uzné výstupy.
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Uvažujme afinńı nelineárńı systém ve tvaru

ẋ = f(x) +
∑m

i=1 uig
i(x), x ∈ Rn,

u = (u1, . . . , um)
⊤ ∈ Rm,

y = h(x) = (h1(x), . . . , hp(x))
⊤, y ∈ Rp,

(8)

kde f, g1, . . . , gm ∈ V ∞(Ω) jsou hladká vektorová pole na
určité pracovńı oblasti Ω.

Věta 7 Systém (8) je lokálně pozorovatelný v některém
okoĺı počátku, jestliže v následuj́ıćı množině (tzv. prostoru
pozorovatelnosti systému (8) v okoĺı počátku:)

hj, Lφ1Lφ2 . . . Lφkhj, j = 1, . . . , p, k = 1, 2, . . . ,
∀φi ∈ {f, g1, . . . , gm},
existuje n lokálně nezávislých funkćı v okoĺı počátku.
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Řiditelnost
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podḿınky
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Prostor pozorovatelnosti obsahuje jako svoji podmnožinu

Lk
fhj, j = 1, . . . , p, k = 0, 1, . . . , n− 1. (9)

Plat́ı proto žrejmá dostačuj́ıćı podḿınka pozorovatelnosti.

Věta 8 Systém (8) je lokálně pozorovatelný v některém
okoĺı počátku, jestliže mezi funkcemi v (9) existuje n
vzájemně lokálně nezávislých funkćı.

Uvažujme nyńı množinu diferenciál̊u funkćı z (9), tj. množinu
p.n řádkových vektor̊u, závislých na stavu:

dLk
fhj, j = 1, . . . , p, k = 0, 1, . . . , n− 1. (10)
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Plat́ı:

dLk
fhj(0) = HF k, j = 1, . . . , p, k = 0, 1, . . . , n− 1,

kde

F =
∂f

∂x
(0), H =

∂h

∂x
(0).

Plat́ı proto následuj́ıćı věta, která ukazuje souvislost mezi
pozorovatelnost́ı p̌ribližné linearizace a lokálńı
pozorovatelnost́ı výchoźıho nelineárńıho systému.

Věta 9 Systém (8) je lokálně pozorovatelný v některém
okoĺı počátku, který je jeho ekvilibriem, jestliže jeho p̌ribližná
linearizace v počátku je pozorovatelná.
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na vstupu a na stavu
Prostor
pozorovatelnosti
Dostačuj́ıćı
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Věta 10 Systém (8) s jedńım výstupem, definovaný v
některém okoĺı počátku, který je jeho ekvilibriem, je lokálně
ekvivalentńı pomoćı hladké změny soǔradnic kanonické
formě pozorovatelnosti

ż =




z2
...
zn

f̂n(z1, . . . , zn)



+

ĝ1(z)u1 + . . .+ ĝm(z)um, y = ĥ(z) = z1, (11)

tehdy a jen tehdy, jestliže je jeho p̌ribližná linearizace v
počátku pozorovatelná.
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p̌ribližné linearizaci
Kanonická forma
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Také systém linearizovatelný výstupńı injekćı:

ż = Fz + φ(Hz, u), y = Hz, (12)

Věta 11 Nelineárńı systém s jedńım výstupem
ẋ = f(x), y = h(x), je možné transformovat lokálně v okoĺı
počátku pomoćı hladké změny soǔradnic do tvaru (11) tehdy
a jen tehdy, jestiže plat́ı

1. dim span{dh(0), dLfh(0), . . . , dL
n−1
f h(0)} ,

2. [adk
fg, ad

l
fg] ≡ 0 ∀k, l = 0, 1, . . . , n− 1, kde vektorové

pole g je definováno následuj́ıćım vztahem

LgL
j
fh(x) ≡

{
0, j = 0, 1, . . . , n− 2
1, j = n− 1.
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Př́ıklady - závislost
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Př́ıklad 6 Uvažujme následuj́ıćı systém:

ẋ1 = x2 + x31, ẋ2 = x2 + x21, y = x1, který se očividně
nacháźı v kanonické formě pozorovatele, avšak neńı v
kanonické formě pozorovatelnosti. Změńıme-li soǔradnice na
nové z1 = x1, z2 = x2 + x31, dostaneme

ż1 = z2, ż2 = z2 + z21(1− z1 + 3z2),

což je zase kanonická forma pozorovatelnosti, nikoliv však
kanonická forma pozorovatele. Zároveň je žrejmé z
provedeného výpočtu i z definice kanonické formy
pozorovatelnosti, že jej́ı soǔradnice jsou jediné možné.
Skutečně, prvńı soǔradnićı má být sám výstup a druhou jeho
časová derivace podle trajektoríı, takže neńı žádný prostor
pro alternativy.
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Frobeniova věta pro
vložené distribuce
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nelineárńıch systémů
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Definice 5 Distribućı nazveme ∆(x) ⊂ V ∞(Ω), pokud

∀α(x), β(x) ∈ C∞(Ω) plat́ı:

f(x), g(x) ∈ ∆(x) ⇒ α(x)f(x) + β(x)g(x) ∈ ∆(x),

Distribuci ∆(x) nazveme hladkou, ∃ f 1, . . . , fd ∈ V ∞(Ω):

∆ = {f ∈ V ∞(Ω)|f =
∑d

i=1 αif
i}, ∀α1, . . . , αd ∈ C∞(Ω).

V tomto p̌ŕıpadě budeme ř́ıkat, že hladká vektorová pole
f 1, . . . , fd ∈ V ∞(Ω) generuj́ı distribuci ∆(x), zkráceně:

∆(x) = span{f 1(x), . . . , fd(x)}.
Nazveme ∆(x) d-dimenzionálńı regulárńı distribućı,
pokud je generováná d hladkými vektorovými poli, která jsou
lineárně nezávislá v každém bodě oblasti Ω ⊂ Rn.



INVESTICE DO ROZVOJE VZDĚLÁVÁŃI
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Daľśı problémy a
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38 / 80

Distribuce v R3 generovaná konstantńımi vektorovými poli
g1(x) := [1, 0, 0]⊤, g2(x) := [0, 1, 0]⊤,
po změně soǔradnic z = [x1 + x22, x2, x3 + x21]

⊤ bude:
g1(z) = ∂z

∂x
[1, 0, 0]⊤, g2(z) = ∂z

∂x
[0, 1, 0]⊤, tj.:

g1(z) =




1 2x2 0
0 1 0
2x1 0 1






1
0
0


 =




1
0
2x1


 =




1
0

2(z1 − z22)


 ,

g2(z) =




1 2x2 0
0 1 0
2x1 0 1






0
1
0


 =



2x2
1
0


 =



2z2
1
0


 .

Reprezentace distribuce se zkomplikovala, jde to i naopak?
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Nutné a postačuj́ıćı
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p̌ŕıklady využit́ı
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Značeńı: < dh,∆ >:= L∆h := {Lfh | ∀f ∈ ∆},
[∆1,∆2] := {[f, g] | ∀ f ∈ ∆1, g ∈ ∆2}, . . . ,
Definice 6 Integrovatelná d-dimenzionálńı ∆(x):

∃ z = T (x) : ∆(z) = span





d︷ ︸︸ ︷


1
0
0
...
0
...
0
0




,




0
1
0
...
0
...
0
0




, . . . ,




0
0
...
0
1
0
...
0








.
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Věta 12 Regulárńı d-dimenzionálńı distribuce je
integrovatelná na oblasti Ω tehdy a jen tehdy, pokud na této
oblasti existuje n− d hladkých nezávislých funkćı
h1, . . . , hn−d, takových, že

< dh1,∆ >:= L∆h1 ≡ 0, . . . , < dhn−d,∆ >:= L∆hn−d ≡ 0.

Připomeňme si, že soubor hladkých funkćı nazýváme
nezávislým na některé oblasti, pokud je možné jej na této
oblasti doplnit do úplné sady funkćı definuj́ıćı nové
soǔradnice. Mimo jiné, lokálńı nezávislost v okoĺı některého
bodu je ekvivalentńı lineárńı nezávislosti diferenciál̊u těchto
funkćı.
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Definice 7 Regulárńı d-dimenzionálńı hladkou distribuci
∆(x), d ≤ n, nazveme involutivńı, jestliže pro každá dvě
vektorová pole f, g, která do ńı paťŕı, plat́ı, že jejich Lieova
závorka také paťŕı do ∆(x), tj.

∀f, g ∈ ∆ ⇒ [f, g] ∈ ∆.

Opět si ově̌rit, že involutivita je geometrický pojem, tj. že
nezáviśı na změně soǔradnic. To podtrhuje i jej́ı kĺıčový
význam, daný následuj́ıćı větou.

Věta 13 Frobeniova Věta. Regulárńı d-dimenzionálńı
hladká distribuce, d ≤ n, je integrovatelná tehdy a jen tehdy,
jestliže je involutivńı.
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vstupem
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42 / 80

Věta 14 - Duálńı verze Frobeniovy věty. Budiž dána
některá d-dimenzionálńı regulárńı, hladká distribuce ∆.
Potom existuje n− d nezávislých hladkých funkćı
h1, . . . , hn−d takových, že

< ∆, dhi >:= L∆hi ≡ 0, i = 1, . . . , n− d,

právě tehdy, když je ∆ involutivńı.

Věta 15 - Duálńı verze Frobeniovy věty s doplněńım.
Budiž dána některá d-dimenzionálńı regulárńı, hladká
involutivńı distribuce ∆ a l hladkých funkćı h1, . . . , hl,
l < n− d, pro které plat́ı

< ∆, dhi >:= L∆hi ≡ 0, i = 1, . . . , l.

Potom ∃ n− d− l nezávislých hl+1, . . . , hn−d ∈ C∞(Ω):

< ∆, dhi >:= L∆hi ≡ 0, i = 1, . . . , n− d.
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Pozorovatelnost
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vstupem:
jak hledat
linearizuj́ıćı výstup
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Věta 16 Pro posloupnost do sebe vložených hladkých
distribućı ∆0 ⊂ ∆1 ⊂ . . . ⊂ ∆k ∃z = T (x), kde:

∆i(z) = span





di︷ ︸︸ ︷


1
0
0
...
0
...
0
0




,




0
1
0
...
0
...
0
0




, . . . ,




0
0
...
0
1
0
...
0








, i = 0, 1, 2, . . . , k,

tehdy a jen tehdy, když ∀i = 0, . . . , k je ∆i regulárńı,
involutivńı a dim∆i = di, d0 ≤ d1 ≤ . . . ≤ dk.
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Pro lineárńı systém ż = Fz + gv, z ∈ R, v ∈ R vede
stavová zpětná vazba v = α(z) + β(z)u, α(0) = 0,
β(z) 6= 0, z ∈ Ωz na

ż = (Fz+α(z)g)+β(z)gu = f z(z)+ugz(z), z ∈ R, u ∈ R.

Dle Tvrzeńı 3 a definice Lieovy závorky plat́ı:

[f z, gz] = β(z)[Fz, g]− LFzβ(z)g − Lgαg + Lgβg =
−β(z)Fg + α1(z)g,

kde α1(z) je některá hladká funkce. Nyńı prozkoumáme
distribuci ∆1 := span{gz, [f z, gz]}, a proto opět pomoćı
Tvrzeńı 3 spočteme, že:

[[f z, gz], gz] = ad2
gzf

z = β2(z)Fg + α2(z)g,

kde β2(z), α2(z) jsou opět některé hladké funkce.
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Proto ∆1 := span{gz, [f z, gz]} je involutivńı a, nav́ıc,
∆0 := span{gz} je také involutivńı. Kromě toho, má v
některém malém okoĺı počátku ∆0 dimenzi jedna a ∆1

dimenzi dvě. Obdobně dostaneme ∀i = 0, . . . , n− 1:

(i) dim∆i = i+ 1,
(ii) ∆i je involutivńı,
∆i := span{g, adfg, . . . , ad

i
fg}.

(13)

Věta 17 Budiž dán nelineárńı systém

ẋ = f(x) + ug(x), ξ ∈ Rn, u ∈ R, f(x0) = 0, g(x0) 6= 0,

potom je tento systém lokálně exaktně linearizovatelný v
okoĺı stavu x0 pomoćı hladké změny soǔradnic a stavové
zpětné vazby tehdy a jen tehdy, jestliže pro něj plat́ı lokálně
v okoĺı stavu x0 podḿınka (13).
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Řiditelnost
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vstupem:
jak hledat
linearizuj́ıćı výstup
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Př́ıklad 7 Následuj́ıćı nelineárńı systém s jedńım vstupem

ẋ1 = x21 + u

ẋ2 = x1 + x21
ẋ3 = x2 − 2x31 − 2x1u.

Vid́ıme, že systém neńı ve tvaru, ve kterém můžeme snadno
zvolit některý pomocný výstup tak, aby jeho relativńı stupeň
existoval a byl roven 3.

ẋ = f(x) + ug(x), f =




x21
x1 + x21
x2 − 2x31


 , g =




1
0

−2x1


 .
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Matematické
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Involutivita a
Frobeniova věta
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∆0 = span








1
0

−2x1







,

∆1 = span








1
0

−2x1


 ,




−2x1
−1− 2x1

4x21








∆2 = span








1
0

−2x1


 ,




−2x1
−1− 2x1

4x21


 ,




2x21
2x1 + 2x21

−4x31 + 1 + 2x1







.

Z toho očividně plyne, že:

dim∆0(0) = 1, dim∆1(0) = 2, dim∆2(0) = 3.
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vstupem:
jak hledat
linearizuj́ıćı výstup
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p̌ŕıklady využit́ı
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[[f, g], g] = [adfg, g] =



0 0 0
0 0 0
−2 0 0







−2x1
−1− 2x1

4x21


−




−2 0 0
−2 0 0
8x1 0 0







1
0

−2x1


 =




2
2

−4x1


 .

Plat́ı proto, že

[adfg, g] =
2

1 + 2x1
(g − adfg) ,

z čehož plyne involutivita ∆1.
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Pozorovatelnost
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Involutivita a
Frobeniova věta
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p̌ŕıklady využit́ı
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Budeme hledat transformaci ξ = T (x) takovou, že:

∂T

∂x
=




1 0 0
0 1 0
2x1 0 1


 , nebot’

∂T

∂x
∆1 =




1 0 0
0 1 0
2x1 0 1


×

sp








1
0

−2x1


 ,




−2x1
−1− 2x1

4x21








= sp







1
0
0


 ,




2x1
1 + 2x1

0







.

Tento jakobián je jakobiánem následuj́ıćı transformace

ξ1 = x1, ξ2 = x2, ξ3 = x21 + x3,

které transformuj́ı systém do následuj́ıćıho tvaru

ξ̇1 = ξ21 + u, ξ̇2 = ξ1 + ξ21 , ξ̇3 = ξ2.
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nelineárńıho ř́ızeńı
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Věta 18 Budiž dán nelineárńı systém

ẋ = f(x) + ug(x), x ∈ Rn, u ∈ R, f(x0) = 0, g(x0) 6= 0,

potom je tento systém lokálně exaktně linearizovatelný v
okoĺı stavu x0 pomoćı hladké změny soǔradnic a stavové
zpětné vazby tehdy a jen tehdy, jestliže pro něj plat́ı lokálně
v okoĺı stavu x0

(i) dim∆n−1 = n,

∆n−1 := span{g, adfg, . . . , ad
n−1
f g}

(ii) ∆n−2 je involutivńı

∆n−2 := span{g, adfg, . . . , ad
n−2
f g}





(14)
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Tvrzeńı 5 Pro nelineárńı systém ve Větě 18 a pro
distribuce (13) plat́ı:

1. [f,∆i] ⊂ ∆i+1, i = 0, 1, . . . , n− 2, kde
[f,∆i] := {[f, h] | h ∈ ∆i},

2. Jestliže plat́ı, že dim∆n−1(0) = n, potom plat́ı i
dim∆i−1(0) = i, kde
∆i−1 := span{g, adfg, . . . , ad

i−1
f g}, i = 1, . . . , n− 1.

3. Jestliže plat́ı, že

[adj
fg, ad

j+1
f g] ∈ ∆j+1, ∀j = 0, 1, . . . , n− 3,

potom jsou všechny distribuce
∆i−1 := span{g, adfg, . . . , ad

i−1
f g}, i = 1, . . . , n− 1

involutivńı.
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Matematické
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nelineárńıch systémů
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Frobeniova věta pro
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Věta 19 Nelineárńı systém s jedńım vstupem

ẋ = f(x) + ug(x), x ∈ Rn, u ∈ R, f(0) = 0, g(0) 6= 0,

má lokálně exaktně linearizovatelnou dynamiku tehdy a jen
tehdy, jestliže pro něj můžeme určit výstup

y = h(x)

tak, aby s t́ımto výstupem existoval relativńı stupeň a byl
roven dimenzi stavového prostoru n.
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Linearizuj́ıćı výstup h je řešeńım následuj́ıćı soustavy
parciálńıch diferenciálńıch rovnic

Ladkfg
h ≡ 0 ∀k = 0, 1, . . . , n− 2,

Ladn−1

f
gh(0) ≡ α(x), α(0) 6= 0,

kde funkce α(x) může být volena libovolně, tj. usnadńı nám
hledáńı řešeńı. Duálńı verze Frobeniovy věty pak ř́ıká, že
podḿınky (14) zaručuj́ı existenci řešeńı této soustavy
parciálńıch diferenciálńıch rovnic alespoň pro některou
takovou funkci α(x), což obecně nejde d́ıky p̌reurčenosti
rovnic. Jakmile se nám podǎŕı źıskat některou funkci h, jej́ım
derivováńım p̌ŕımočǎre vypočteme linearizuj́ıćı transformace
a zpětnou vazbu.
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Parkovaćı manévry

Model vlaku

Model auta

Acrobot

Produkce mikrǒrasy
Optimalizace
jedno-dimensionálńı
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ẋ = f(x, u), x ∈ Rm, u ∈ Rm, f(0, 0) = 0,

A := ∂f
∂x
(0, 0), B := ∂f

∂u
(0, 0).

(15)

Věta 20 Pokud je systém (15) lokálně asymptoticky
stabilizovatelný hladkou zpětnou vazbou v okoĺı
rovnovážného stavu v počátku, potom muśı platit:

1. Systém (15) je tzv. lokálně asymptoticky řiditelný, tj. v
některém okoĺı 0 plat́ı ∀x0 ∃u(t, x0): limt→∞ xu(t) = 0.

2. Existuje K takové, že všechna vlastńı č́ısla matice
A+ BK lež́ı v uzav̌rené levé komplexńı polorovině.

3. Zobrazeńı f(·, ·) : Rn × Rm 7→ Rn je lokálně surjektivńı
v okoĺı počátku, tj. obraz každého okoĺı počátku v
Rn × Rm obsahuje okoĺı počátku v Rn.
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nelineárńıch systémů
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Věta 21 Necht’ je systém (15) lokálně asymptoticky
stabilizovatelný spojitou zpětnou vazbou v okoĺı
rovnovážného stavu v počátku, potom muśı platit následuj́ıćı
podḿınky.

1. Systém (15) je tzv. lokálně asymptoticky řiditelný, tj.
existuje takové okoĺı počátku, že pro každý stav x0 v
tomto okoĺı existuje ř́ızeńı u(t, x0), takové, že pro
p̌ŕıslušnou trajektorii x(t) plat́ı limt→∞ = 0.

2. Zobrazeńı f(·, ·) : Rn × Rm 7→ Rn je lokálně surjektivńı
v okoĺı počátku, tj. obraz každého okoĺı počátku v
Rn × Rm obsahuje okoĺı počátku v Rn.
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Daľśı problémy a
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Př́ıklad 8 “Ayels̊uv p̌ŕıklad”. Systém, Aeyels, SCL 1984:

ẋ1 = x1 + x32, ẋ2 = u nelze hladce stabilizovat, nebot’ jeho
p̌ribližná linearizace má něriditelný nestabilńı podsystém
ẋ1 = x1. Brockettovy podḿınka plat́ı. Systém lze
stabilizovat (Kawski, SCL 1989), pomoćı spojité nehladké

zpětné vazby ust = −ax1/31 − bx2, 0 < a < b.

Př́ıklad 9 Systém: ẋ1 = x22 + x32, ẋ2 = u, neńı
stabilizovatelný žádným zp̊usobem v počátku, nebot’ ani neńı
nijak lokálně řiditelný. Skutečně, pro x2 ∈ (−1, 1) stavová
komponenta x1 roste bez ohledu na to, co se děje se
vstupem. Nav́ıc, z téhož d̊uvodu neplat́ı ani Brockettova
podḿınka, nebot’ lokálńı surjektivity nelze dosáhnout.
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Vztah řiditelnosti a
stabilizovatelnosti
Neholonomńı
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Optimalizace
jedno-dimensionálńı
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Věta 22 Čelikovský, Nijmeijer, IEEE TAC 1997. Uvažujme
tzv. triangulárńı (“strictly feedback system”)

ẋ1 = f1(x1, x2), ẋ2 = f2(x1, x2, x3), . . . ,
ẋn−1 = f1(x1, . . . , xn), ẋn = fn(x1, . . . , xn, u).

Tento systém je lokálně asymp. stabilizovatelný spojitou
zpětnou vazbou, jestliže je lokálně řiditelný v malém čase.

Př́ıklad 10 Následuj́ıćı systém

ẋ1 = x22 + x33, ẋ2 = x3, ẋ3 = u,

neńı stabilizovatelný spojitou zpětnou vazbou, nebot’

Brockettova podḿınka neplat́ı. Nicméně, je možné dokázat,
že tento systém je lokálně řiditelný v malém čase, Sussman,
SIAM JCO 1983.

Netriangulárńı systémy: v́ıce viz Čelikovský, IEEE TAC 2000.
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Daľśı problémy a
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Rovinný model
kinematiky auta
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Neholonomńı omezeńı:

φ(x1, . . . , xn, ẋ1, . . . , ẋn) = 0,

[
∂φ

∂ẋ1
, . . . ,

∂φ

∂ẋn

]
6= 0.

Posledńı nerovnost vyjaďruje skutečnost, že omezeńı opravdu
na některé rychlosti netriviálně záviśı. Nav́ıc, omezeńı nesḿı
být integrovatelné, tj.

φ(x1, . . . , xn, ẋ1, . . . , ẋn) 6=
n∑

i=1

∂ψ

∂xi
ẋi ∀ψ(x1, . . . , xn).

Pohyb hmotného bodu po kružnici: v kartézských
soǔradnićıch popsán x1, x2 s holonomńım omezeńım
x21 + x22 = l2 ⇒ ẋ1x1 + ẋ2x2 = 0. Polárńı soǔradnice

r =
√
x21 + x22, ϕ = arctan x2/x1: omezeńı r = l, ṙ = 0.
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Brockettova
podḿınka
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Jeho rovnice jsou:

ẋ1 = u1 cosx3, ẋ2 = u1 sin x3, ẋ3 = u2,

kde x1, x2 kartézské soǔradnice polohy auta, x3 úhel
natočeńı auta vzhledem ke kladnému směru osy x1, u1
dop̌redná rychlost auta a u2 rychlost natáčeńı auta.
Systém je neholonomńı:

ẋ2 = ẋ1 tan x3.

Jeho p̌ribližná linearizace v počátku je něriditelná:

ẋ1 = u1, ẋ2 = 0, ẋ3 = u2
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Pozorovatelnost
nelineárńıch systémů
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podḿınky exaktńı
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Nelineárńı řiditelnost snadno ově̌ŕıme pomoćı p̌ŕıslušných
Lieových závorek:

[g1, g2] =




sin x3
− cos x3

0


 , kde g1 :=



cos x3
sin x3
0


 , g1 :=



0
0
1


 ,

a tedy
span

[
g1(0), g2(0), [g1, g2](0)

]
= R3.

Brockettova podḿınka splněna neńı: ∀ε > 0 nelze ḿıt na
pravé straně (0, ε, 0)⊤. V každém okoĺı ekvilibria (0, 0, 0)⊤,
kde cos x3 6= 0, totiž plat́ı:

u1 cos x3 = 0 ⇒ u1 = 0 ⇒ u1 sin x3 = 0 6= ε > 0.
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nelineárńıho ř́ızeńı
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systémy
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t = [0, ε]
u1(t) = 0, u2(t) = 1

x(0) → x(ε)

t = [ε, 2ε]
u1(t) = 1, u2(t) = 0

x(ε) → x(2ε)

Obrázek 1: x(0) = [0, 0, 0]⊤, x(ε) = [0, 0, ε]⊤, x(2ε) =
[ε cos ε, ε sin ε, ε]⊤.
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Řiditelnost
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redukce

64 / 80

t = [3ε, 4ε]
u1(t) = −1, u2(t) = 0

x(3ε) → x(4ε)

t = [2ε, 3ε]
u1(t) = 0, u2(t) = −1

x(2ε) → x(3ε)

Obrázek 2: x(3ε) = [ε cos ε, ε sin ε, 0]⊤, x(4ε) = [ε cos ε −
ε, ε sin ε, 0]⊤, x(4ε) = [−ε3/2 + o(ε3), ε2 + o(ε3), 0]⊤ =
[0, 1, 0]⊤ε2 + o(ε3).



INVESTICE DO ROZVOJE VZDĚLÁVÁŃI
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Nutné a postačuj́ıćı
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podḿınka
stablilizace
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ẋ1 = u1 cos x3, ẋ2 = u1 sin x3, ẋ3 = u2,

x2 = ϕ(x1), tan x3 = ϕ′(x1), ẋ2 = ẋ1 tan x3.

u2 = ẋ3 =
1

(tanx3)′
ϕ′′(x1)ẋ1 = ϕ′′(x1)ẋ1 cos

2 x3,

= u1ϕ′′(x1)

(1+[ϕ′(x1)]2)3/2
, cos2 x3 =

1
1+tanx2

3

, tan x3 = ϕ′(x1).

ẋ1 = u1
1√

1+[ϕ′(x1)]2
, ẋ2 = u1

ϕ′(x1)√
1+[ϕ′(x1)]2

, ẋ3 =

u1ϕ′′(x1)

(1+[ϕ′(x1)]2)3/2
,

ẋ1 = u1
1√

1+[ϕ′(x1)]2
, ẋ2 = ϕ′(x1)ẋ1 =

d
dt
[ϕ(x1)],

d
dt
[tan x3] =

d
dt
[ϕ′(x1)],

ẋ1 = u1
1√

1+[ϕ′(x1)]2
, x2 = ϕ(x1), tan x3 = ϕ′(x1).
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Řiditelnost
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Uvažuje i natočeńı kol, moment na volant a dop̌redná śıla na
auto jsou vstupy.

ẋ1 = x4 cos x3, ẋ2 = x4 sin x3, ẋ3 = x5, ẋ4 = u1,

ẋ5 = Kx4 sin x6, ẋ6 = x7, ẋ7 = u2.

Systém je opět neholonomńı, nebot’ z prvńıch dvou rovnic
stále vyplývá, že

ẋ2 = ẋ1 tan x3.

Plat́ı vše, jako v p̌ŕıpadě jednoduchého modelu auta:
Brockettova podḿınka neplat́ı, systém je řiditelný, atd.
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Rovinný model
kinematiky auta
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linearizace
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Model pomoćı Euler-Lagrangeho rovnic



d
dt

∂L
∂q̇1

− ∂L
∂q1

d
dt

∂L
∂q̇n

− ∂L
∂qn


 = u =

[
0
τ2

]
,

které jsou nutnou podḿınkou minimalizace Lagrangiánu
podél systémové trajektorie (tzv. princip nejmenš́ı akce).

Daľśı výpočty vedou na rovnice mechanického systému

D(q)q̈ + C(q, q̇)q̇ +G(q) = u,

D(q) matice setrvačnosti, C(q, q̇)q̇ Coriolisovy a odsťredivé
śıly, G(q) gravitačńı śıly, u vněǰśı ř́ıd́ıćı momenty. Kráčej́ıćı
roboti: princip kinetické symetrie vzhledem ke q1, tj.
D(q) ≡ D(q2), jinými slovy, kinetická energie nezáviśı na q1.
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nelineárńıch systémů
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Nutné a postačuj́ıćı
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Zobecnělý moment σ = ∂L
∂q̇1

= d11(q2)q̇1 + d12(q2)q̇2.

D́ıky shodě neaktuované proměnné s proměnnou kinetické
symetrie plat́ı

σ̇ = ∂L
∂q1

= − ∂V
∂q1

= G1(q).

Zobecnělý moment má v p̌ŕıpadě modelu Acrobot tvar

σ = ∂L
∂q̇1

= (θ1 + θ2 + 2θ3 cos q2)q̇1 + (θ2 + θ3 cos q2)q̇2

Daľśı proměnnou s relativńım stupněm 3 je

p = q1+
q2
2
+

2θ2 − θ1 − θ2√
(θ1 + θ2)2 − 4θ23

arctan



√
θ1 + θ2 − 2θ3
θ1 + θ2 + 2θ3

tan
q2
2
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Vztah řiditelnosti a
stabilizovatelnosti
Neholonomńı
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Plat́ı ṗ = d−1
11 σ, a proto transformace

T : ξ1 = p, ξ2 = σ, ξ3 = σ̇, ξ4 = σ̈

vede na novou reprezentaci dynamiky pro Acrobot

ξ̇1 = d−1
11 (q2) ξ2, ξ̇2 = ξ3, ξ̇3 = ξ4, ξ̇4 = α(q, q̇)τ2+β(q, q̇) = w

Ke sledováńı navrhneme referenčńı trajektorii:

ξ̇r1 = d−1
11 (q

r
2) ξ

r
2, ξ̇

r
2 = ξr3, ξ̇

r
3 = ξr4, ξ̇

r
4 = wr = 0,

tzv. pseudo-pasivńı trajektorii.
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Daľśı problémy a
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Máme-li referenčńı trajektorii, potom jej́ıho exponenciálně
stabilńıho sledováńı dosáhneme následovně. Označme
e := ξ − ξr, potom

ė1 = d−1
11 (φ2(ξ1, ξ3))ξ2 − d−1

11 (φ2(ξ
r
1, ξ

r
3))ξ

r
2

ė2 = e3, ė3 = e4, ė4 = w − wr.

ė1 = µ1(t)e1 + µ2(t)e2 + µ3(t)e3 + o(e)

ė2 = e3, ė3 = e4, ė4 = w − wr

Nyńı zbývá navrhnout zpětnou vazbu
w = wr +K1e1 +K2e2 +K3e3 +K4e4, která stabilizuje
tuto chybovou dynamiku. K tomu byla vyvinuta celá řada
metod návrhu ześıleńı K1, K2, K3, K4.
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Tvrzeńı 6 Uvažujme systém a integrálńı kritérium

ẋ = f(x, u), x = [x1, . . . , xn]
⊤ ∈ Rn, u ∈ U ⊂ Rm,

J =
∫ tf
t0 f0(x, u)dt, x(t0) = x0, x(tf ) ∈ Rn,

(16)

které má být minimalizováno volbou mě̌ritelné funkce u(t),
kde x0 ∈ Rn, 0 ≤ t0 < tf a kompaktńı U jsou pevně dány.
Necht’ uopt je optimálńı ř́ızeńı minimalizuj́ıćı kritérium
(16,16) a necht’ xopt(t), xopt(0) = x0, je odpov́ıdaj́ıćı stavová
trajektorie. Potom ∃ψ(t) = [ψ1(t), . . . , ψn(t)]

⊤ 6≡ 0:

ψ̇ =
[
∂f0
∂x

(uopt, xopt)
]⊤ −

[
∂f
∂x
(uopt, xopt)

]⊤
ψ, ψ(tf ) = 0,

maxu∈U

[
− f0(x

opt, u) + ψ⊤f(xopt, u)
]
=

[
− f0(x

opt, uopt) + ψ⊤f(xopt, uopt)
]
.
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Předevš́ım si uvědoḿıme, že uopt, které existuje podle
p̌redpokladu, řeš́ı také následuj́ıćı optimalizačńı problém:

pro dané t0, tf , x
0, U , nalézt T0 < Tf ∈ R a mě̌ritelné

uopt(t) ∈ U, t ∈ [T0, Tf ], které minimalizuje x0(Tf ), kde:

ẋ0 = f0(x, u), ẋ = f(x, u), ẋn+1 = 1,

[x0, x, xn+1](T0) = (0, x0, t0),

[x0, x, xn+1](Tf ) ∈ {x̃ = [x̃0, x̃, x̃n+1, ] ∈ Rn+2 | x̃n+1 = tf}.

Pak jde vlastně o p̌reformulováńı Principu maxima
Pontrjagina (PMP), kdy volný čas je kompenzován
omezeńım na pravém konci, jde jen o dǒrešeńı podḿınek
transversality pomoćı dodatečného co-stavu.
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R

Obrázek 3: Schéma modelu fotosyntézy – tzv. Eilers-Peeters̊uv
model.
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nelineárńıch systémů
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[
ẋA
ẋB

]
=

[
−γ 0
0 −δ

] [
xA
xB

]
+

u(t)

[
−(α + β) −α

β 0

] [
xA
xB

]
+ u(t)

[
α
0

]
,

(17)

J = κγ(tf − t0)
−1
∫ tf

t0
xA(t)dt . (18)

xAss = αδuλ−1
F λ−1

S , xBss = αβu2λ−1
F λ−1

S , (19)

zde λF,S < 0 jsou p̌ŕıslušná vlastńı č́ısla matice na pravé
straně (17) s konstantńım vstupem.

uoptss = γ1/2δ1/2α−1/2β−1/2, u∗ := u/uoptss . (20)
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Model (17) je p̌rijatelný z biologického hlediska také proto,
že oblast, ve které jeho stavy dávaj́ı biologický smysl, je
invariantńı. Tato oblast je dána podḿınkami, že xA, xB jsou
nezáporné a jejich součet nesḿı být věťśı než 1, nebot’ také
hodnota xR = 1− xA − xB je nezáporná. Proto je důležité,
že plat́ı následuj́ıćı Tvrzeńı.

Tvrzeńı 7 Necht’

∆1 :=
{
[x1, x2]

⊤ ∈ R
2 | x1+x2 ≤ 1, x1 ≥ 0, x2 ≥ 0

}
.(21)

Potom, ∆1 je invariantńı v čase směrem dop̌redu množinou
systému (17) pro každou mě̌ritelnou a kladnou funkci u(t).
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podḿınka
stablilizace
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Optimalizace
jedno-dimensionálńı
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J =
∫ T

0
(x1−1)

u(t)

u(t) + L
dt 7→ min, u(t) ∈ [0, U ], (22)

ẋ1 = −K
L
x1 +

(1−x1)u2

u+L
K, x1(0) = x01 ∈ [0, 1],

K := q4q5(1 + q5)
−1, L := q2.

(23)

H = −u(x1 − 1)

u+ L
+ ψ1K

(
(1− x1)u

2

u+ L
− 1

L
x1

)
, (24)

ψ̇1 =
u

u+ L
+ ψ1

(
K

L
+ u

u

u+ L
K
)
, ψ1(T ) = 0. (25)

uo(t) = α(ψ1(t)), α(ψ1) = min {−L+
√
L2 − L

Kψ1

, U}, (26)

kde ψ1(t) je řešeńı (25) s u = α(ψ1).
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Tvrzeńı 8 Optimálńı ř́ızeńı (26) roste na intervalu
[0, T − T sat], zat́ımco na intervalu [T − T sat, T ] plat́ı
u(t) ≡ U . Nav́ıc, délka saturované části T sat nezáviśı na T ,
a dokonce plat́ı

T sat =
L(U + L)

K(U + L+ LU2)
log

(
U2(U + 2L)

(U2 − 1)(U + L)

)
.

Optimálńı ř́ızeńı nezáviśı na počátečńım stavu.

Tvrzeńı 9 Necht’ uoT (t) je optimálńı ř́ızeńı (26) na pevném
časovém úseku [0, T ] a p̌redpokládejme, že U ≥ 1. Potom:

∀ ǫ, T̃ > 0, ∃T (ǫ, T̃ ) > 0 : |uo
T (ǫ,T̃ )

(t)− 1| ≤ ǫ, ∀ t ∈ [0, T̃ ].
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Optimalizace
jedno-dimensionálńı
redukce

80 / 80

1000

600

800

600

400

400

2000 1000800

1200

6000400020000

1200

10000

800

600

8000

400

1000

6000040000200000

1200

100000

800

600

80000

400

1000

Obrázek 4: Optimálńı ř́ızeńı redukce v µE m−2s−1; čas je v s.
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