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Existence inverzni funkce

Véta 1l BudiZT : R" — R" je hladké, T'(xg) =

rank

Potom existuje U,, a T'~

TYT(z)) =z Yz € U, T(T))

oTy

0x1

Ty,

o0x1

8T1 7
Oxn

oTy,
oxr, J
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(xg) =n, kdeé =T (x) =

Us,)-

1) : T(U,,) — U, takové, Ze

=¢&VEeT(U,,),

3 /80



? 8

Matematické
zaklady

Existence inverzni
funkce

Vektorové pole a

zména soufadnic
Lieova derivace a

zména soufadnic
Smysl a ptiklad
Kompaktni znaceni
Vlastnosti

Lieova zavorka
vektorovych poli
Geomet.
konzistentnost
Lieova algebra nad
télesem R
Adjungovany
operator

Riditelnost
nelinedrnich systémd

Pozorovatelnost
nelinedrnich systému

Nutné a postacujici
podminky exaktni
linearizace

Dalsi problémy a

priklady vyuZiti
nelinearniho Ffizeni

DoplInéni na invertovatelnou funkci

Véta 2 BudiZT : R" — R" je hladké, T'(xy) = a

- onn ., 911 T
0x1 O0xn

rank A ; (xg) =1, kdeg:: T(x) =

L Ox1 oxr, J

Potom existuje n — r hladkych funkci T, 1(x),. .., Ty(x),
takovych, Ze v okoli bodu &y, T, +1(xg), . .., Tn(xo) je hladké

zobrazeni
()
E=T(x) = : lokdIné& hladce invertovatelné.
| Ta(z) |
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Vektorové pole a zména souradnic

BudiZ dan systém & = f(z), f: R"™ — R", jeho prava strana
je vektorovym polem. UvaZujme zménu soufadnic

§ = T(llj‘), L = T_l(g)a

dT(z(t)) 9T(z). OT(x)

ST T e T e T@ T @

Trasformovany systém a transformované vektorové pole maji
tedy nasledujici tvar

T:R" — R", potom :

0T (x)

z=T-*(¢)

~ ~

i=7©. fo ="

Wf(x)

r=T-1(¢)

[TTT]
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Lieova derivace a zména souradnic

UvaZujme hladkou funkci A(z), v novych soufadnicich ma
reprezentaci h(£), h(€) := (T 1(&)).

Tvrzeni 1 UvaZujme vektorové pole f(x) a funkci h(x) a

zménu souradnic:
¢E=T(x), z=T""¢), T:R"—=R"

0T (x)

I h(g) = (T (€))-

f&) =

Potom plati, Ze
Lyh()],—p ey = LF(E).

f(z)

e=T-1(¢)

/namena to, Ze |.d. je geometricky konzistentné definovana.
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Lieova derivace - smysl a priklad

Tvrzeni 2 UvaZujme dynamicky systém & = f(x) s
vystupem h(x), kde jeho pravou stranu chapeme jako
vektorové pole. Necht x(t) je jeho libovolnd trajektorie,

potom pro jeho vystup h(x) plati

dh(z(t))

dt

= Lyh(x(t)).

P¥iklad 1 Funkce h(x) = 23 + 25 + 23 a vektorové pole

(
)
)
)
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Lieova derivace - pokracovani prikladu

Ohy ahg 6h3
Lih=— =
/ 85171 8 T 8 I3

O(z2 + 29+ oz + 29+ Oz + 29+
(1 2 3)331_'_ (1 2 3)33%_'_ (1 2 3)
(9:61 0:62 8333

2x] + x5 + 1,
8(L1)

1 =

8(L1 h) (L)

Ji+ f+0:1:3f3:

8(255% + xg +1) , 02z?+22+1)

27
L2h =

0(2x7 + x5 + 1)

:C1_|_ .1 —

To+
85132 2 85133
477 4 25,

(9:1:1
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Lieova derivace - konec prikladu a jeji smysl

O(4x] + 2x3)

O(4x% + 2x3)

Lih = fi+

(95131

Jo+

O(4x] + 2x3)

fs =

85132

817 + 65.

llustrace smyslu Lieovy derivace:

=

- fi(z) | x;

z=| fo(z) | = | 73

| f3(x) 1

=

(95173

: y:h($)2$%+$2—|—$3,

y. — 23715.61—'_3.32—'_3}3 — 237%"‘5534—1 — th, y — 4331j31+2$2j32 =

da? + 223 = L3h, y'® = 8z + 6z0s = 827 + 625 = Lih.

o ~ . T
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Lieova derivace jako kompaktni znaceni

Méjme systém
T = f(:l?), Y= h(il?),

druhd derivace vystupu podle trajektorii je
B % dLsh d [
ot dt — dt

) oh df,

83:28:1:]‘]0 " Ox; Ox

coZ uz je pomérné neprehledné. A co teprve

y3) = Lfch(:z:) = ...,

vv 7/

a jesté vyssi derivace?

N\

)
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Vlastnosti Lieovy derivace

Lemma 1 Predpokladejme, Ze vektorové pole f a funkce h
Jsou hladké v okoli bodu T. Potom plati

1.

f(®)=0 = Lth(T) =0, a to pro kaZdou hladkou
funkci h;

Oh(z) =0 = Lsh(z) =0, a to pro kaZdé hladké pole
f’.

Pro kazdé hladké pole f a funkci h plati:

f@=0A2%@ =0 = %@ =0

Ne&kterd Castd znaleni: Lyh = dhf, Lih =< dh, f >,

oh oh Oh oh

Oxi Oxy ' Oz,

o ~ . J[mnmy

ol ¢ o

et !gf i< ;?r . =ma
EVROPSKA UNIE ¥ LTI

dh = — =
ox
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Lieova zavorka vektorovych poli

Definice 1 Lieovou zavorkou dvou vektorovych poli
f(x),g(x) na oblasti 2 C R", tj. f,g € V>(QQ), nazveme
nové vektorové pole |f, g|(x) definované tamtéZ, které

vypoclteme jako

fig] =

fi(z)

dg(x)

20 1)

g1()

" [ )
* ¥ e
* * ..
* * °
*, *** f °
EVROPSKA UNIE ¥

0f(z)

ox

af _
'O

g(z), kde

9f1
ox1

01,

o0x1

i
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Lieova zavorka - geometricka konzistentnost

Véta 3 Necht f(x), g(x) jsou hladkd v.p. na oblasti
QCR"az=T(x), T: Q—T(Q) je hladkd zména
souradnic tamtéZz. Oznacme jako

hz) = |f, gl(z),

Potom plati, Ze

ﬁIHHHIy
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Lieova algebra nad télesem R

Definujme linedrni operace: (f + g)(z) :=
f(x)+g(x), (af)(x) :=af(x) Vo € Q, Va € R.

Véta 4 MnoZina vsech hladkych vektorovych poli V>°({2)
na oblasti ) je Lieovou algebrou nad télesem realnych Cisel s
operaci Lieovy zavorky, tj. plati:

Bilinearita operace Lieovy zavorky:

afi + Bfe, g1 + 0g2] = ay[f1, 1] + Byl fer g1] +
ad|f1, g2 + B0\ f2, 92), YV f1, f2, 91,92 € V=(Q),Va, B € R,

Anti-komutativita
fo9l=—lg, fIVf,geV>=(Q), |f, []=0Vfe V=)

Jacobiho identita, tj.

d ﬁIHHHIy

L8 14 / 80
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Adjungovany operator

Definice 2 Adjungovanym operatorem Lieovy algebry
vektorovych poli V>°(§)) na oblasti €2, generovanym

vektorovym polem f € V°°(€)), nazveme nasledujici linearni

zobrazeni Lieovy algebry do sebe

ads: VO(Q) = V>(Q), adsg:=|f, g

Opakované pouZiti adjugovaného operatoru , generovaného
vektorovym polem f € V>=(Q), budeme oznacovat ad”, kde:

ad?cg = g Vg € V>(Q), adfi“ = ad; (ad’;) , k=0,1,....

Zjednoduduje zépis: adgad}g = [, [g, [f, [f, [, [f. gl]]]]];

Ma ale | hlubsi matematicky vyznam.

N\

)
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Adjungovany operator

Jacobiho identitu lze pomoci adjugovaného operatoru zapsat:

adrad,h + adyady, f + adpadrg = 0.

Lieova zavorka a jiz d¥ive zavedena Lieova derivace spolu

také uzce souvisi.

Tvrzeni 3 Plati nasledujici identity

I Liggp = Ly (Lyp) — Ly (Lyp), Vf,g € V™,
2. [pf,vg) = volf,g] + o (L) g — v (Lgp) f,

\v/f’gEVOO’ ¢7¢ECOO'

N\

)

[TTT]
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Vyznam Lieovy zavorky pro fiditelnost

Tvrzeni 4 BudiZ dana néktera oblast () a stav xo uvnitF
této oblasti a Fizeny dynamicky systém s dvéma vstupy
T =wug'(z) + u29*(x), 91,92 € V=(Q),
gl(xo) # 07 92(330) # 07 Uy, U2 € Ra

Déle, Ve > 0 necht z.(t), t € [0, 4¢], z.(0) = xo, je
trajektorie generovana vstupem

( Ul(t) =1 U2<t) — O, Vit € :0,5]
U(t) _ Ul(t) — O, ’U,l(t) — 1, Vit € :8,28]
o Ul(t) = —1 UQ(t) = O, Vt € :25, 35]
L Ul(t) — O, UQ(t) — —1, Vit € :35,45]
Potom plati, Ze: x.(4¢) = [g', ¢°](w0)e? + o(e?).

:*n} E IX%F ...-° i{u;y
oSt L8 18 / 80
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PFipustna Fizeni a trajektorie

Uvazujme systém

= f(zx,u), x€R", uelUCR™

MnoZina vSech pFipustnych Fizeni pro (2) na ¢asovém

intervalu [tg, t1]:

Uity 1] := {v8echna mefitelnad u(t) € U V € [to, t1]}.

P¥ipustna trajektorie na oblasti () C R" a ¢asovém
intervalu [tg,t1]: kaZda trajektorie generovana pfipustnym
fizenim na [tg, t1], kterd neopusti na tomto ¢asovém

intervalu oblast {2 ¢ R".

N\

)

[TTT]
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Mnozina dosazitelnych stavu

Definice 3 BudiZ dan nelinearni Fizeny systém (2).
Mnozinou dosazitelnych stavu ze stavu rj v €ase t > 0
na oblasti ) C R" nazveme mnoZinu

R (t,z0) = {x € R | x = x(mo, us, t), us € Uy}, (3)

kde x(xq,us, t) oznaluje trajektorii generovanou pocatecni
podminkou x, v Case 0 a vstupem u,, ktera je pripustna na
oblasti ). Pokud €} = R", budeme jej vynechavat. Dale,
budeme oznacovat jako

Rg (t7 CCO) — UTE[O,t]RQ(Tv ZC()), (4)

a budeme této mnoZiné rikat mnozina dosazitelnych
stavu ze stavu z, v ¢ase neprekracujicim ¢t > 0.

o ~ . )
5y e Bl
EVROPSKA UNIE ¥ S
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Dalsi problémy a
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nelinearniho ¥izeni

Dostupnost a fiditelnost - definice

Systém (2) je

1.
2.
3.

Dostupny (D) ze stavu zg: intR<(t, o) # 0 Vt O
Silng dostupny (SD) z z¢: intR(t, x) # 0 Vt >
Lokalné Fiditelny (LR) v okoli ekvilibria z:
Urefo,00)R(T, 2¢) obsahuje V& < T nékteré okoli z.

. Lokalné F¥iditelny v malém &ase (LRMC) v okol

ekvilibria x, jestlize existuje takove T > 0, Ze
R<(t,zo) obsahuje pro kazdé t < T' nékteré okoli
ekvilibria xg.

. Lokalné-lokalné Fiditelny (LLR) v okoli ekvilibria zy:

pro kazdou oblast €2, {2 > z(, plati, ze
Urelo, OO)R (7, 20) obsahUJe nékteré okoli ekvilibria z.

. Globalné ¥iditelny (GR): U, c(g.)R(T,70) = R" V.

" [ )
* ¥ e
* * ..
* * °
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EVROPSKA UNIE ¥

21 / 80



? 8

Matematické
zaklady

Riditelnost
nelinedrnich systémi
Lieova zavorka a
Fiditelnost

P¥ipustna ¥izeni a
trajektorie

MnoZina
dosaZitelnych stavi

Vztah LLR a LRMC

Pozorovatelnost
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Dostupnost a fiditelnost - priklady

1. Dostupnym je vSude:

jflzl, j?gzu, UER,
neni vsak Fiditelny v Zddném z definovanych smysli, ani
silné dostupny.

. Silné dostupnym je vSude:

S B T 2
L1 = Uy, T2 = U2, [UbUZ] c R?,
neni vsak Fiditelny v zadném z definovanych smysli.

. Globalné i lokalné Fiditelny v okoli kazdého stavu ve

véech smyslech (tj. i LLR a LRMC):

. . T 2
T1 = Uy, To = Uz, |Uu1,u]' € R

. Jak LRMC, tak i LR, ale nenf vak LLR:

Ty = x5 — 5, o =u, u€R.

Pokud by vstup byl omezen, neni ani LRMC, jen LR.

|
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Vztah LLR a LRMC. Dostupnost a Fiditelnost
pro afinni systémy s jednim vstupem

Véta 5 Pokud je mnoZina pripustnych hodnot Fizeni U
omezena, potom kazdy LRMC systém je i LLR.

Nadale se budeme pro jednoduchost zabyvat afinnim

systémem s jednim vstupem, tj.

Tt = f(x)+ug(x), uwel[-A A, A>D0, (5)

a to v okoli tzv. regularniho ekvilibria v podatku, tj.

f(0) + uegg(0) = 0, uey € (A, A), g(0) #0. (6)

i
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. Necht £, C LSA, k=1.2,...

Dostupnost a fiditelnost pro afinni systémy s
jednim vstupem

1. Lieova algebra dostupnosti systému (5):

LA :=span{f,g,|f, 9, ][] 9ll;lg, S 9ll; -}

. Lieova algebra silné dostupnosti systému (5):

LSA = spaniy, [f, 9], [f, [f, 9] lg; [, 9]l - }-

jsou obaly iterovanych
Lieovych zavorek obsahujicich g nejvySe k-krat.:

= {g,adyg, ad?cg, .
£2—£1U{[g,[g f“ [ fgaadfg]a 7]_0717"'}"“
Plati L1 C Lo C L5. ...

Nejedna se o Lieovy algebry a pro nékteré £ > 1 mize
platit

dlm£k+1(0)

d ﬁIHHHIy
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Dostupnost a fiditelnost pro afinni systémy s
jednim vstupem - algebraické podminky

Véta 6 Systém (5) je

1. Dostupny tehdy a jen tehdy, jestlize dimLA(0) = n.
2. Silné dostupny tehdy a jen tehdy, jestliZze

dimLSA(0) = n.
3. LRMC jestlize je silné dostupny a

dim/L(0) = dimLx1(0) pro vsechna licha k.

Priklad 2 UvaZujme systém 1 = x1x2, To = u. Mame

g=10,1]", f=[r122,0]", a tedy

[fa g] — _[leao]—ra Hf7 g]ag] = Oaad}g — [le — x1x270]—r7 cee

Vidime tedy, Ze dimL.A(0) = 1 a systém tedy neni dostupny.

)
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Dostupnost a fiditelnost - priklad vyuziti
algebraickych podminek

Priklad 3 Uvazujme i, = 2}, 29 =u, [ =1,2,... Mame:
g=1001]", f= [ﬁé»O]T a tedy:

f,9) = —[la57", 017, [[f, 9], 9] = [I(I = 1)ay %, 0],

ad, f = (—1)[1,0]T,ad,"" f = 0.

Navfc,: [adgf, adgf] =0, ad‘}ad;f =0Vi,7=1,2,...,
nebot vsechna prislusna pole maji druhou Fadku nulovou a
prvni zavislou jen na x5. Nenulové jsou tedy jen:

.9l =, [[f.9).9].--..ad, " f,ad.f, a proto:

dimL;(0) = ... =dimL;, 1(0) = 1, dimL;(0) =

dlmﬁk(O) — dikaH(O), \s # [ — 1, d1m£l<0) —

Z4vér: Y1 > 1 LSD v po&dtku; LRMC v po&dtku, pro Vi > 1
licha. Pro suda | systém ocividné Fiditelny neni.

d ﬁIHHHIy
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Definice pozorovatelnosti

t = f(w,u), y="h(z), +€R", yeR, ueR", (7)

Definice 4 Systém (7) je pozorovatelny na oblasti {2 C R",
jestlize pro Vzj, xg € 2 3T > 0 a pkipustné u; € Uy 7

takové, Ze:

h(x(t, xd, up)) # h(x(t, x5, uy)) VE € [0,T],

kde x(t, ¢, u;) oznaluje FeSeni rovnice (7) s pocatecni
podminkou x(0) = xz¢ a vstupem u = u;. O systému (7)
fekneme, Ze je lokalné pozorovatelny v okoli nékterého
pracovniho bodu, jestlize zminéna oblast ) C R" je nékterym
dostate¢né malym okolim tohoto stavu. Dale, o systému (7)
Fekneme, Ze je globalné pozorovatelny, jestlize {) = R".

N\
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Priklady - zavislost na vstupu a na stavu

Priklad 4 UvaZujme nelinearni systém:

Yy = T1-

Pro uw = 0 a pro nenulovou pocate¢ni podminku

zo = (0,0,1)" plati, Ze pFislusny vystup je identicky nulovy.
Pro v = 1 se v3ak jednd o pozorovatelny systém, nebot se
jedna o linearni systém, sice bez Fizeni, nicméné splriujici
kritérium pozorovatelnosti.

L1 — T2, L2 — UT3, I3 — 07

Priklad 5 UvaZujme nelinedarni systém bez vstupu:

Yy = I1.

Pro nenulovou po&ateéni podminku xy = (0,0,1)" plati, Ze
prislusny vystup je identicky nulovy. Nicméné, jakékoliv dva
riizné pocatelni stavy, z nichZ alespofi jeden ma nenulovou
prvni ¢i druhou komponentu, generuji riizné vystupy.

o ~ . )
5y e Bl
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Prostor pozorovatelnosti

UvaZzujme afinni nelinearni systém ve tvaru

&= f(z)+ X% ug'(z), = eR",
u:(ul,...,um)T c R™, (8)
Yy = h(CE) — (hl(aj)a sty hp(iC»T, Yy € Rp)

kde f,g*, ..., g™ € V°(Q) jsou hladkd vektorovd pole na
urcité pracovni oblasti ().

Véta 7 Systém (8) je lokalné pozorovatelny v nékterém
okoli po&atku, jestliZze v nasledujici mnoZiné (tzv. prostoru
pozorovatelnosti systému (8) v okoli po¢atku:)
hJ,L¢1L¢2L¢kh],j — 1,...,]9,]@2 1,2,...,

V¢Z E {f7g17 c e 7gm}7
existuje n lokalné nezavislych funkci v okoli pocatku.

o ~ . T
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Dostacujici podminky pozorovatelnosti

Prostor pozorovatelnosti obsahuje jako svoji podmnozinu

Lh;, j=1,...,p, k=0,1,...,n—1.

(9)

Plati proto zfejma dostacujici podminka pozorovatelnosti.

Véta 8 Systém (8) je lokalné pozorovatelny v nékterém
okoli pocatku, jestlize mezi funkcemi v (9) existuje n

vzajemné lokalné nezavislych funkci.

UvaZujme nyni mnoZinu diferenciald funkci z (9), tj. mnoZinu

p.n Yadkovych vektorl, zavislych na stavu:

dL%h;, j=1,...,p, k=0,1,...,n—1. (10)
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Vztah k pozorovatelnosti priblizné linearizaci

Plati:
dL%h;(0)=HF", j=1,...,p, k=0,1,...,n—1,

kde 5 9

Plati proto nasledujici véta, kterda ukazuje souvislost mezi
pozorovatelnosti priblizné linearizace a lokalni
pozorovatelnosti vychoziho nelinedrniho systému.

Véta 9 Systém (8) je lokalné pozorovatelny v nékterém
okoli pocatku, ktery je jeho ekvilibriem, jestliZe jeho priblizna
linearizace v pocatku je pozorovatelna.
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Kanonicka forma pozorovatelnosti

Véta 10 Systém (8) s jednim vystupem, definovany v
nékterém okoli polatku, ktery je jeho ekvilibriem, je lokalné
ekvivalentni pomoci hladké zmény souradnic kanonické

formé pozorovatelnosti

L fn(zlw"azn) i

AN

g (Dur + ..+ G (DU, y=h(2) = 2, (11)

tehdy a jen tehdy, jestlize je jeho priblizna linearizace v

pocatku pozorovatelna.
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)

[TTT]

EVROPSKA UNIE ¥ f LTI 33 / 80




? B

Matematické
zaklady

Riditelnost
nelinedrnich systémi

Pozorovatelnost
nelinedrnich systémi
Definice
pozorovatelnosti
P¥iklady - zavislost
na vstupu a na stavu
Prostor
pozorovatelnosti
Dostacujici
podminky
pozorovatelnosti
Vztah k
pozorovatelnosti
pFiblizné linearizaci
Kanonicka forma
pozorovatelnosti

P¥iklad obou
kanonickych forem

Nutné a postadujici
podminky exaktni
linearizace

Dalsi problémy a
priklady vyuZiti
nelinedrniho F¥izeni

Kanonicka forma pozorovatele

Také systém linearizovatelny vystupni injekci:

:=Fz+¢(Hz,u), y=Hz,

(12)

Véta 11 MNelinearni systém s jednim vystupem
== f(x),y = h(x), je moZné transformovat lokalné v okolf
pocatku pomoci hladké zmény souFadnic do tvaru (11) tehdy

a jen tehdy, jestiZe plati

1. dim span{dh(0),dL;h(0),...,dLFh(0)} ,
2. [adéfg, adlfg] =0Vk,(l=0,1,...,n—1, kde vektorové
pole g je definovano nasledujicim vztahem

L,Lih(z) =

0, 7=0,1,...,n—2
I, 7=n—1.
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Priklad obou kanonickych forem

Priklad 6 UvaZujme nasledujici systém:

T1 = To + T3, Ty =To+ %, y=x1, ktery se olividn&
nachazi v kanonické formé pozorovatele, avsak neni v
kanonické formé pozorovatelnosti. Zménime-Ii souradnice na
nové z; = x1, 2 = Ty + 23, dostaneme

21 — 22, B9 — %9 —FZ%(l — 21 —|—322),

coZ je zase kanonicka forma pozorovatelnosti, nikoliv vsak
kanonicka forma pozorovatele. Zaroveri je ziejmé z
provedeného vypoctu i z definice kanonické formy
pozorovatelnosti, Ze jeji souradnice jsou jediné moZné.
Skutecné, prvni soufadnici ma byt sam vystup a druhou jeho
Casova derivace podle trajektorii, takZe neni Zadny prostor

pro alternativy.
I |\ ﬁv ..-° J_[mnmij
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Distribuce

Definice 5 Distribuci nazveme A(x) C V*>°(L), pokud
Va(x), B(x) € C*(N2) plati:

f(z),g(x) € Alz) = a@)f(z) + (z)g(z) € Az),
Distribuci A(x) nazveme hladkou, 3 f!, ..., f4 € V>(Q):
A={fecVoQIf =L, aifi},You,...,aq € C®(Q).

V' tomto pripadé budeme Fikat, Ze hladka vektorova pole
i, .., f4e V=(Q) generuji distribuci A(x), zkrdcené:

A(x) = span{f!(x), .., fi(z)}.

Nazveme A(z) d-dimenziondlni regularni distribuci,
pokud je generovana d hladkymi vektorovymi poli, ktera jsou
linearné nezavisla v kaZdém bodé oblasti () C R".
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Priklad

Distribuce v R® generovana konstantnimi vektorovymi poli

gl(aj) = [17070]T> 92(33) = [07 170]T

po zm&né& soufadnic z = [z; + 3, x5, x3 + %] ' bude:
g'(2) = 2[1,0,0]7, ¢*(z) = 2[0,1,0]", ;.

1

-
0]1]=
1 —

Reprezentace distribuce se zkomplikovala, jde to i naopak?
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Integrovatelnost distribuce

Znakeni: < dh, A >:= Lah :={Lsh | Vf € A},

AL Aol = {[f,9] |V fEA, geAy},...,

Definice 6 Integrovatelna d-dimenzionalni A(x):

’

Ve

-

\
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Integrovatelnost distribuce

Véta 12 Regularni d-dimenzionalni distribuce je
integrovatelna na oblasti ) tehdy a jen tehdy, pokud na této
oblasti existuje n — d hladkych nezavislych funkci
hi,...,h,_q4, takovych, Ze

< dhl, A >=Lah| = 0,...,< dhn_d, A >=Lah,_4=0.

P¥ipomerime si, Ze soubor hladkych funkci nazyvame
nezavislym na nékteré oblasti, pokud je mozné jej na této
oblasti doplnit do dplné sady funkci definujici nové
soutadnice. Mimo jiné, lokalni nezavislost v okoli nékterého
bodu je ekvivalentni linedrni nezavislosti diferencidlii téchto
funkci.

[TTT]
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Involutivita a Frobeniova véta

Definice 7 Regularni d-dimenzionalni hladkou distribuci
A(x), d < n, nazveme involutivni, jestliZe pro kaZda dvé
vektorova pole f, g, ktera do ni patFi, plati, Ze jejich Lieova

zavorka také patti do A(x), tj.

Viige A = [f, g€ A

Opét si ovéfit, ze involutivita je geometricky pojem, tj. Ze
nezavisi na zméné soutadnic. To podtrhuje i jeji klicovy

vyznam, dany nasledujici vétou.

Véta 13 Frobeniova Véta. Regularni d-dimenzionalni
hladka distribuce, d < n, je integrovatelna tehdy a jen tehdy,

Jestlize je involutivni.

N\
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Véta 14 - Dualni verze Frobeniovy véty. BudiZ dana
néktera d-dimenzionalni regularni, hladka distribuce A.
Potom existuje n — d nezavislych hladkych funkci
hi,...,h,_q takovych, Ze

< A, dhz >i= LAhz — O,
pravé tehdy, kdyZ je A involutivni.

1 =1,...,n—d,

Véta 15 - Duadlni verze Frobeniovy véty s doplnénim.
Budiz dana néktera d-dimenzionalni regularni, hladka
involutivni distribuce A a | hladkych funkci hq, ..., hy,

[ <n—d, pro které plati

< A,dh; >=Lah; =0, 1=1,...,1L.
Potom d n — d — [ nezavislych h;y+, ...
< A,dh; >:= Lah; =0,

o ~ . )
5y e Bl
EVROPSKA UNIE ¥ S

g € COO(Q)
1=1,...,n—d.
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® a Frobeniova véta pro vloZzené distribuce

N Véta 16 Pro posloupnost do sebe vioZenych hladkych
zéklady distribuci Ay C Ay C ... C Ay 3z = T (x), kde:
d.

Riditelnost ( )

nelinedrnich systémi

(2
A\

Va

Pozorovatelnost 1 O O

nelinedrnich systémi

~

-

Nutné a postacujici

podminky exaktni

linearizace O O

Distribuce . .

P¥iklad : . 0 _

Integrovatelnost A’L(Z) = Span < > , 1 — O, 1, 2, c ooy k,

Involutivita a O 7 O U 1

Frobeniova véta
Involutivita a . - O

Frobeniova véta

| 0 0 ;
Systémy s jednim
vstupem O O O

Systémy s jednim = - - - L -

vstupem:

jak hledat \ /

linearizujici vystup tehdy a jen tehdy, kdyzVi: =0,...,k je A; regularni,
Dalsi blé . . s, .

oFiklady vyuziti involutivni a dimA,;, = d;, dy < dy < ... < d.

nelinearniho Fizeni

[TTT]
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Systémy s jednim vstupem

Pro linearni systém 2z = Fz + gv, z € R, v € R vede
stavova zpétna vazba v = a(z) + B(2)u, a(0) =0,
B(z) # 0, z € Q% na

2= (Fzta(z)g)+6(z)gu = f*(2)+ug®(2),

Dle Tvrzeni 3 a definice Lieovy zavorky plati:

f%,9°] = B(2)[Fz,9] — Lr.B(2)g — Lyag + L,Bg =
—B(2)Fg + o'(2)g,

kde a'(z) je n&kterd hladka funkce. Nyni prozkoumdme

distribuci Ay := span{g?, [f*, ¢°|}, a proto opét pomoci

Tvrzeni 3 spocteme, Ze:

[f* 979
kde 5%(2), o

| = ady. f* = *(2)Fg + a®(2)g.
(z) jsou opét nékteré hladké funkce.
d iIHHHIJ/_‘
204

z€R, ueR.

44 / 80



? 8

Matematické
zaklady

Riditelnost
nelinedrnich systémi

Pozorovatelnost
nelinedrnich systémi

Nutné a postacujici
podminky exaktni
linearizace
Distribuce

P¥iklad
Integrovatelnost
Involutivita a
Frobeniova véta
Involutivita a
Frobeniova véta
Frobeniova véta pro
vlozené distribuce

Systémy s jednim
vstupem:
jak hledat
linearizujici vystup

Dalsi problémy a
priklady vyuZziti
nelinedrniho F¥izeni

Systémy s jednim vstupem

Proto A; := span{¢?, |f?, ¢*]} je involutivni a, navic,
Ay = span{g®} je také involutivni. Kromé& toho, ma v
nékterém malém okoli po¢atku Ay dimenzi jedna a A,
dimenzi dvé. Obdobné dostaneme Vi =0,...,n — 1:
(ii) A; je involutivni, (13)
A; = span{g, adyg,...,ad%g}.
Véta 17 BudiZz dan nelinearni systém

&= f(z) +ug(x), §€ER", ueR, f(xo)=0, g(zo) #0,
potom je tento systém lokalné exaktné linearizovatelny v
okoli stavu xo pomoci hladké zmény souradnic a stavové
zpétné vazby tehdy a jen tehdy, jestlize pro néj plati lokalné
v okoli stavu xy podminka (13).
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Priklad 7 Nasledujici nelinearni systém s jednim vstupem

o = a7 +u
: 2
To = 1+ I
T3 = To— 2:1:? — 271U,

Vidime, Ze systém neni ve tvaru, ve kterém miZeme snadno
zvolit néktery pomocny vystup tak, aby jeho relativni stuperi

existoval a byl roven 3.

) ) _
L7

= f(x)+ug(z), f=| x1+a27 |,

|9 — 223

N\

)

[TTT]

" [ )
e * *, ~ e {
i o. L
‘k* ** ° 1
EVROPSKA UNIE ¥ !

46 / 80



? 8

Matematické
zaklady

Riditelnost
nelinedrnich systémi

Pozorovatelnost
nelinedrnich systémi

Nutné a postacujici
podminky exaktni
linearizace
Distribuce

P¥iklad
Integrovatelnost
Involutivita a
Frobeniova véta
Involutivita a

Frobeniova véta
Frobeniova véta pro

vloZené distribuce

Systémy s jednim
vstupem:

jak hledat
linearizujici vystup

Dalsi problémy a
priklady vyuZziti
nelinedrniho F¥izeni
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A1 = span ¢

Ay = span |

/ toho ocividné plyne, Ze:

\

Ay = span |

1
0

—25131

1

0
—256'1

—21'1
—1 — 293'1
4y

—1—2331 ’

d )
217
2331 + 2513%

| —day + 1+ 22

dimAy(0) = 1, dimA;(0) = 2, dimA,(0) = 3.
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o O O

Plati proto, ze

o O O

[adsg, g] =

Lf; 9], 9] = ladsg, g] =

—256'1
—1— 25131
4y

2

1—|—2£U1

z ¢ehoz plyne involutivita A;.

% >~ ® [TTITTT
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Budeme hledat transformaci & = T'(x) takovou, Ze:

or _
oxr

1
0

21’1

SP <

\

1
0
—25131

0 0|

1 0 |,nebot

01

C _op ]
—1 — 224

o daf

oT
TN, =
or

> = SP 1

/

\ L

1
0

2[131

0 0]
1 0
0 1|

2331
1+ 2561
0

Tento jakobian je jakobianem nasledujici transformace

&1 =x1, & =um9, & =a]+ s,

které transformuji systém do nasledujiciho tvaru

5125%4‘% 52:§1+§%a &3 = &,
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Véta 18 Budiz dan nelinearni systém

le:]C(ZE)_|_ug(x)a QZ’ERn, UERa f(il?o):O, g(iCo)#O,

potom je tento systém lokalné exaktné linearizovatelny v
okoli stavu xo pomoci hladké zmény souradnic a stavové
zpétné vazby tehdy a jen tehdy, jestlize pro néj plati lokalné
v okoli stavu x

(1) dimAn_l — N, )
A, _1 :=span{g,adsg,... ,ad?_lg}

(ii) A,_o Jje involutivni

A, o :=span{g,adyg, ... ,ad";_2g} )

|
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Tvrzeni 5 Pro nelinearni systém ve Vété 18 a pro
distribuce (13) plati:

1. [f,A/L] C Ai_|_1, = 071,...,72—2, kde
[fa A%] = {[fv h] ‘ h € Az}'
2. Jestlize plati, Ze dimA,,_1(0) = n, potom plati i
dimA;_1(0) = 1, kde
A,_1 :=span{g,adsg,...,a Zj}_lg}, i=1,...,n—1.
3. Jestlize plati, Ze
[ad‘jcg, ad?lg] c Ay, Vj=0,1,...,n—3,

potom jsou vsechny distribuce
A;_1 :=span{g,adsg,...,a 7]’719}, i=1,...,.n—1

involutivni.
) > . J[mnmy
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Véta 19 MNelinearni systém s jednim vstupem

t = f(x)+ug(x), €R" ueR, f(0)=0, g(0)#O0,

ma lokalné exaktné linearizovatelnou dynamiku tehdy a jen
tehdy, jestlize pro néj miZeme urlit vystup

y = h(x)

tak, aby s timto vystupem existoval relativni stuperi a byl

roven dimenzi stavového prostoru n.
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Linearizujici vystup h je feSenim nasledujici soustavy
parcialnich diferencidlnich rovnic

Ladl;ghEO Vk:O,l,...,n—Q,
Lad?—lgh(()) = a(x), a(0) # 0,

kde funkce a(x) miZe byt volena libovolnég, tj. usnadni ndm
hledani ¥eSeni. Dudlni verze Frobeniovy véty pak fika, ze
podminky (14) zaruluji existenci ¥eSeni této soustavy
parcidlnich diferencidlnich rovnic alespon pro nékterou
takovou funkci a(x), coz obecné nejde diky preuréenosti
rovnic. Jakmile se ndm podafi ziskat nékterou funkci h, jejim
derivovanim p¥fimocare vypolteme linearizujici transformace
a zpétnou vazbu.
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Brockettova podminka stablilizace

t= f(z,u), x€R™ uweR™ f(0,0)=0,

A:=9L(0,0), B:=%L(0,0).

(15)

Véta 20 Pokud je systém (15) lokalné asymptoticky
stabilizovatelny hladkou zpétnou vazbou v okoli
rovnovazného stavu v pocatku, potom musi platit:

1. Systém (15) je tzv. lokdlné asymptoticky Fiditelny, tj. v
né&kterém okoli 0 plati vz Ju(t, x°): limy_ x,(t) = 0.

2. Existuje K takové, Ze vSechna vlastni &isla matice
A+ BK lezi v uzaviené levé komplexni poloroviné.

3. Zobrazeni f(-,-) : R" x R™ — R" je lokalné surjektivni
v okoli pocatku, tj. obraz kaZdého okoli po¢atku v
R™ x R™ obsahuje okoli pocatku v R".
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Véta 21 Necht je systém (15) lokdlIn& asymptoticky
stabilizovatelny spojitou zpétnou vazbou v okoli
rovnovazného stavu v pocatku, potom musi platit nasledujici
podminky.

1. Systém (15) je tzv. lokalné asymptoticky Fiditelny, t.
existuje takové okoli po&atku, Ze pro kaZdy stav z° v
tomto okoli existuje Fizeni u(t, z°), takové, Ze pro
pFislusnou trajektorii x(t) platilim;_ ., = 0.

2. Zobrazeni f(-,-) : R" x R™ — R" je lokalné surjektivni
v okoli pocatku, tj. obraz kaZdého okoli po¢atku v
R™ x R™ obsahuje okoli pocatku v R".
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Priklady aplikace Brockettovy podminky

Priklad 8 “Ayelsiv ptiklad”. Systém, Aeyels, SCL 1984:

T, = o1 + T3, Iy = u nelze hladce stabilizovat, nebot jeho
priblizna linearizace ma nefriditelny nestabilni podsystém

11 = x1. Brockettovy podminka plati. Systém Ize
stabilizovat (Kawski, SCL 1989), pomoci spojité nehladké

zpétné vazby uy = —a:z:%/?’ — bxy, 0 < a <b.

P¥iklad 9 Systém: &1 = x5 + x3, iy = u, neni
stabilizovatelny Z3dnym zpiisobem v po&atku, nebot ani neni
nijak lokalné Fiditelny. Skute¢né, pro x5 € (—1,1) stavovd
komponenta x1 roste bez ohledu na to, co se déje se
vstupem. Navic, z téhoZ diivodu neplati ani Brockettova
podminka, nebot lokalni surjektivity nelze dosdhnout.
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Vztah fiditelnosti a stabilizovatelnosti

Véta 22 Celikovsky, Nijmeijer, IEEE TAC 1997. UvaZujme
tzv. triangularni ( “strictly feedback system”)

T = fi(2y,22), T2 = folw1,22,23),...,
Tno1 = fi(x1,...,Tn), Tp= folx1,..., 20, u).
Tento systém je lokalné asymp. stabilizovatelny spojitou
zpétnou vazbou, jestlize je lokalné Fiditelny v malém case.

P¥iklad 10 Nasledujici systém

2
T, = T3+ x5,

Lo = L3, I3 = U,

neni stabilizovatelny spojitou zp&tnou vazbou, nebot
Brockettova podminka neplati. Nicméné, je mozZné dokazat,
Ze tento systém je lokalné Fiditelny v malém Case, Sussman,

SIAM JCO 1983.
Netrianguldrni systémy: vice viz Celikovsky, IEEE TAC 2000.
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Neholonomni systémy

Neholonomni omezeni:

¢(331,..., a¢ .. a¢

ge e | 7Y

Ly L1y,

Posledni nerovnost vyjadfuje skute¢nost, Ze omezeni opravdu
na nékteré rychlosti netrividlné zavisi. Navic, omezeni nesmi
byt integrovatelné, tj.

G(T1y ey Ty Ty e vy & #Z—xz Vi(xy, ..., Tp).
Pohyb hmotného bodu po kruznici: v kartézskych
souradnicich popsan x1, o s holonomnim omezenim

1% + x5 = 1? = @11 + T9x9 = 0. Poldrni soufadnice

r= \/x% + 23, p = arctanxy/x1: omezeni r =1, 7 = 0.
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Rovinny model kinematiky auta

Jeho rovnice jsou:
jfl — U1 COS X3, x.g = U1 sinxg, j?g — U2,

kde x1, x5 kartézské soutadnice polohy auta, x3 thel
natoceni auta vzhledem ke kladnému sméru osy xi, uq
dopredna rychlost auta a us rychlost nataceni auta.
Systém je neholonomni:

To = 1 tan xs.
Jeho priblizna linearizace v poc¢atku je nefiditelna:

T1 = uy, T2 =0, T3 = us
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Rovinny model kinematiky auta

Nelinearni ¥iditelnost snadno ovéfime pomoci pfislusnych

Lieovych zavorek:

9", ¢°] =

a tedy

SIN '3
— COS I3

0

. kde ¢' :=

[ cos 3
sin a3

0

span |g'(0), 9°(0), [9", 9°)(0)] = R®.

Brockettova podminka splnéna neni: Ve > 0 nelze mit na

pravé stran& (0,,0)". V kazdém okoli ekvilibria (0,0,0)",
kde cosx3 # 0, totiZ plati:

urcosrs =0=u; =0= uysinxg =0+# ¢ > 0.
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Obrazek 1: x(0) =
[ecose, esineg, g’
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t

Obrazek 2:

g, esing, 0]

24 o(e?).

0,1,0]"

x(3¢)
z(

45 =

—e"/2 +

U1 (t)

x(2_5

lecose, esineg, 0

— 2,

0,
)

3e

ugt
— z(3¢)

—1

', @

( 3)7
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Holonomni systém - model viaku

T1 = U1 COSXT3, T9g = U1 SINT3, T3 = U,

re = p(x1), tanxsz = ¢'(x1), To = 1 tan xs.

Ug = 5.53 — m@”(ﬂfl)jﬁl = QO//(xl)jfl COS2 X3,

_ u1 " (z1) 2 . 1 oy
= ([ @272 €08 T3 = Tiganggy tanas = ¢'(21);

_ 1 - (1)
U1 V 1+ (@1)]? e VI ()]

uy (1)
(1+[’ (z1)]2)3/2?

. L 1 . L . . d
b= w s b2 = ¢l (@) = gle(@)),

Sltan zg] = S (21)],

L 1
IRV TR

, X9 = (1), tanxg = ¢'(x1).
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Slozitéjsi kinematicko-dynamicky model auta

UvaZzuje i natoceni kol, moment na volant a dopfredna sila na

auto jsou vstupy.

T1 = T4 COST3, Tg = T4SIN T3, T3 = Ty, T4 = U1,

xs = Kxysinzxg, x¢ = T7, T7r = Us.

Systém je opét neholonomni, nebot z prvnich dvou rovnic

stale vyplyva, ze
Sifg — Zi?l tan X3.

Plati v3e, jako v pfipadé jednoduchého modelu auta:
Brockettova podminka neplati, systém je ¥iditelny, atd.
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Acrobot - podaktuovana chuze

Model pomoci Euler-Lagrangeho rovnic

d 0L oL

@on “om | [0
doc o | T U7 | g, |
dt Ogn oqn

které jsou nutnou podminkou minimalizace Lagrangianu
podél systémové trajektorie (tzv. princip nejmensi akce).

Dalsi vypoclty vedou na rovnice mechanického systému

D(q)d+ C(q,q)q + G(q) = u,

D(q) matice setrva&nosti, C'(q, ¢)¢ Coriolisovy a odstfedivé
sily, G(q) gravitalni sily, u vn&jsi ¥idici momenty. Kracdejici
roboti: princip kinetické symetrie vzhledem ke ¢, tj.

D(q) = D(qz), jinymi slovy, kinetickd energie nezavisi na ;.
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Acrobot - podaktuovana chuze
Zobecnély moment o = g—qﬁl — dll(QQ)ql -+ dlg(QQ)QQ.

Diky shodé neaktuované proménné s proménnou kinetické
symetrie plati

- 0L __ ov __
e Gl(Q)-

Zobecnély moment ma v pripadé modelu Acrobot tvar

o = g—é = (01 + 02 + 203 cos ga)G1 + (02 + 05 cos g2) o

Dalsi proménnou s relativnim stupném 3 je

01 + 05 — 205 d2
arctan tan —
2 \/(91 _|_(92)2 _49% (91 —|—(92—|—2(93 2
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Acrobot - podaktuovana chuze

Plati p = dj;'o, a proto transformace

T: & =p, &E=o0, &=o0,

§4=0

vede na novou reprezentaci dynamiky pro Acrobot

él — dl—ll(QQ) 527 é? — 537 53 — 547 54 — CV(Q) Q)TQ+B(Q, C]) = w

Ke sledovani navrhneme referencni trajektorii:

& =dil ()&, & =65, & =6, & =w" =0,

tzv. pseudo-pasivni trajektorii.
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Acrobot - podaktuovana chuze

Mdame-li referenéni trajektorii, potom jejiho exponencidlné
stabilniho sledovani dosahneme nasledovné. Oznaéme

e:=§&— &, potom

€1 = d1_11(§b2(517 53))52 - dﬁ%@(fﬂfg))gg

6.32:637 é3:€4, é4:w—wr.

€1 = p(t)er + pa(t)es + ps(t)es + o(e)

é2:€3, é3:€4, é4:w—wr

Nyni zbyva navrhnout zpétnou vazbu

w=w"+ Kie1 + Kqeqg + Kzes + Kyey, kterd stabilizuje
tuto chybovou dynamiku. K tomu byla vyvinuta cela ¥ada

metod navrhu zesileni Ky, Ko, K3, K,.

N\

)

[TTT]

EVROPSKA UNIE ¥ f LTI 72 / 80




? 8

Matematické
zaklady

Riditelnost
nelinedrnich systémi

Pozorovatelnost
nelinedrnich systémi

Nutné a postacujici
podminky exaktni
linearizace

Dalsi problémy a
priklady vyuZiti
nelinearniho ¥izeni
Brockettova
podminka

stablilizace
Vztah F¥iditelnosti a

stabilizovatelnosti
Neholonomni

systémy

Rovinny model
kinematiky auta
Parkovaci manévry
Model vlaku
Model auta
Acrobot

Optimalizace
jedno-dimensionalni
redukce

Optimalni fizeni produkce mikrorasy

Tvrzeni 6 UvaZujme systém a integralni kritérium
:i::f(:l;u)a:—[:zzl,... ]TER”uEUCRm,
J = fto fo(x,u)dt, x(tg) =2, z(t;) € R,

které ma byt minimalizovano volbou mé¥itelné funkce u(t),
kde ' € R",0 < tq < t; a kompaktni U jsou pevné dany.
Necht u?t je optimalni Fizeni minimalizujici kritérium
(16,16) a necht x°P'(t), z°P*(0) = 2°, je odpovidajici stavovd
trajektorie. Potom 3w (t) = [11(t),..., ¥, ()] #0:

b= [ em)]” = [ am] ) =
ol ) + 7 )| =
uopt) 14 wa(xopt, uopt)] .

(16)

[— fo(zF",
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Optimalni fizeni produkce mikrorasy

P¥edeviim si uvédomime, ze u°’*, které existuje podle
predpokladu, fesi také nasledujici optimalizaéni problém:

pro dané to,t;, x°, U, nalézt Ty < Ty € R a mé¥itelné
uPt(t) € U,t € [Ty, Ty], které minimalizuje xo(T), kde:

Tog = fO(xau)7 T = f(xvu)v jjn—|—1 — 17
[x()ax)xn—l—l](TO) — (07$07t0)7

[IOaxaxn—i-l](Tf) < {j5 — [:z()aj)j’n—i—l?] S Rn+2 ‘ f’n—i—l — tf}

Pak jde vlastné o preformulovani Principu maxima
Pontrjagina (PMP), kdy volny &as je kompenzovén
omezenim na pravém konci, jde jen o dofeSeni podminek
transversality pomoci dodate¢ného co-stavu.
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Optimalni fizeni produkce mikrorasy
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XB

(17)

I B 0 7
'
J=r(ty ~to) " [ wa(t)at (18)
to
Tass = QOUNZ NG,  Tpgs = UGG, (19)

zde \p s < 0 jsou pfislusna vlastni &isla matice na pravé

strané (17) s konstantnim vstupem.
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Biologicka konzistentnost modelu

Model (17) je ptijatelny z biologického hlediska také proto,
Ze oblast, ve které jeho stavy davaji biologicky smysl, je
invariantni. Tato oblast je dana podminkami, Ze x4, x5 jsou
nezaporné a jejich soudet nesmi byt v&téi neZ 1, nebot také
hodnota rr =1 — x4 — xp Je nezdporna. Proto je dulezité,
ze plati nasledujici Tvrzeni.

Tvrzeni 7 Necht

Al = {[azl,xz]T CR? |z 4wy < 1,21 > 0,29 > O}.(21)

Potom, A' je invariantni v &ase smé&rem dopredu mnoZinou
systému (17) pro kaZdou méFitelnou a kladnou funkci u(t).
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Optimalizace jedno-dimensionalni redukce

u -+ L

. U
¢1_u+L+w1(f+“u+L

(1) = a(n(t)), alibr) — min{—mw? _

kde 11 () je YeSeni (25) s u = a(v)q).

4 u(xy — 1) +¢1K<(1 — Z1)u

d {I\\I\Hly

N
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Tvrzeni 8 Optimaini Fizeni (26) roste na intervalu

0,7 — T°|, zatimco na intervalu [T — T T plati

u(t) = U. Navic, délka saturované &dsti T nezdvisi na T,
a dokonce plati

L(U + L)
KU + L + LU?)

U*(U + 2L)
(U2 -1)(U+ L)

T3 — log

Optimalni ¥izeni nezavisi na po¢atenim stavu.
Tvrzeni 9 Necht uS(t) je optimalni Fizeni (26) na pevném

Casovém dseku [0, T| a pFedpokladejme, Ze U > 1. Potom:

~

G (t) — 1] < e, Wt e [0,7T)

* % % =~ a® {HHHHJ/_‘
et f . =ma
EVROPSKA UNIE ¥ LTI

Ve, T >0, 3T(e,T) >0 :
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