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7> ON THE LIGHTER SIDE

Elevator Control S

Cast prvni

UvoD
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o @ Metody klasické a moderni
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http://www.ecs.ees.osakafu-u.ac.jp/robust5.gif

0, Metody hypermoderni ?

O

2000-10 2010-
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Neurcitost
— je velka a neni zanedbatelna

— ale neni prekvapuijici, je oCekavana (tzv. ,znamé nezndmo*)

— tedy ,velikost” je néjak odhadnutelna
— Napr.
e dobre znama ,, mnozina moznych” soustav, ale
* nevime, ktera z nich ,,to bude”
Priciny
— (velmi) zjednoduseny model nebo

— model O.K., ale jeho parametry pri ndvrhu nezname

INVESTICE DO ROZVOIJE VZDELAVANI Evnopsrd\umegf i : II ;
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Mozné pristupy

e adaptivni rfizeni
Béhem rizeni ziskavame aktualni informace
a on-line ménime algoritmus
— V Case promeénné, tedy slozité - mlze byt nebezpecné

* stochastické rizeni
Navrhneme rfeseni,v prumeéru dobré”

— V priméru dobré muze byt nékterych pripadech katastrofa

* robustni fizeni

Jednoduché (primitivni) reseni, které (po treba slozitém navrhu)

— se nemeni a presto zajisti rozumné chovani
— jedné kazdé soustavy ze zadané mnoziné

INVESTICE DO ROZVOIJE VZDELAVANI EVROPSKA UNE b | -
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Definice

* jednoduchy a off-line nastaveny

e presto zajisti pozadované chovani pro kazdou jednotlivou
soustavu z dané mnoziny

Vyhody

* nizka cena

* spolehlivost, bezpecnost

Nevyhody ?

e existence?

* jak najit ?

e soustava nesmi byt (rychle) proménna v Case

INVESTICE DO ROZVOIJE VZDELAVANI MOPSMUN'EEf i : II
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RGzné typy uloh

e typ neurcitosti (+ hranice):
parametricka - ... - nestrukturovana

e druh neurcitosti (jaka funkce)

* mnozina soustav dana — a hledame meze rozumného chovani
e pro dané meze testujeme nebo zajisStujeme rozumné chovani
* soustava: LTI - slozitéjsi

e analyza —syntéza

* robustni stabilita a robustni chovani

= Efl}ﬁ - L J[mumy
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0, Parametrické neurcitosti

B. Ross Barmish Vladimir Charltonov Lee Keel Shankar P.

U of Wisconsin CINVESTAV Tennessee State Bhattacharyya
-Medison Mexiko City Uni, Nashville Texas A&M Uni

Franta Kraus Christopher V. Hollot Roberto Tempo
ETH Zurich U of M:sshachusetts Politecnico di Torino
mherst
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* B.Ross Barmish:
New Tools for Robustness of Linear Systems.
Macmillan, New York 1994,
ISBN 0-02-306005-7

e S.P. Bhattacharyya, Herve Chapellat, Lee Keel:
Robust Control: The Parametric Approach
Prentice Hall PTR, 1995
Format: Cloth Bound with Disk; 672 pp
ISBN: 0-13-781576-X
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? @ Parametrické neurcitosti
Parametrické neurcitosti
* dulezita trida neurcitych systému
 model je ,presny” az na hodnoty (1 nebo vice) parametru,
které v okamziku navrhu nezname
Neurcité parametry
* dusledek nepresného méreni (napf. tolerance soucastek) anebo
* vnéjsi veliCiny (jerab: hmotnost bremene, ABS: koeficient tfeni),
e vetsinou realné hodnoty
Ulohy
e analyza: test robustni stability nebo hledani mezi
* navrh: vwvhovéet zadani nebo zajistit nejvétsi robustnost

* % ‘.
* *
* x
* * |
* ok wj 13
E KA UNIE
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Neurcité parametry
* vektor nebo k-tice (dle kontextu)

Neurcity systém
* popsan prenosem

P(s.q) = 2D

d(s,q)

* nebo stavoveé

x(t) = A(@)x(?)

ﬁ***l’ :
L]
*  x °
* gk .
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Mnozina omezujici parametry
o qgec)C RF

e Casto znama predem (typicky pozadovana zakaznikem)
* obvykle ma tvar , koule” (ball) ve vhodné normé (¢asto stred v 0)

e pronormu L_ : 4|, =mlaX\qi\ to je kvadr (box)
napriklad jednotkovy kvadr se stredemv g :

—q'|| <1
o0

e kvadr casto zadavame po slozkach @ = {q eR*:q7 <q; <qi,i :1,2,...k}

* pronormu L, (Euklidovu): lal., = / 2 to je koule (sfera)

<1

naprlklad o -
* pronormul;: |qf, = Z\qi\ to je kosoctverec (diamond)

* nekdy se poziva vazena verze normy, napfr. jednotkové koule ve
vazené Euklidoveé norme je elipsoid Zw qf <1

% K
* *
* x
* * |
*ax wj 15
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Neurcity polynom (parametricky polynom)

e parametr (1 nebo vice)
P p(s,9), g e R

Rodina polynomu
e Neurcity polynom + mnoZzina omezujici parametry

P={p(s,q):qeQ}

Robustni stabilita

* Rodina je robustné stabilni <)
p(s,q) je stabilniprokazdé g € @

INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVANI



Varovani: LTI nutné!
® =

Vzdy predpokladame LTI systém

e Zrodiny P = {p(s,q) 1 q € Q} ,Se realizuje” sice
libovolny, ale jediny a pevny systém

* tj. ge@ jesicelibovolné, ale pevné = nemeéni se v Case

e pripadné (prakticky) se méni tak pomalu,
Ze to mUZzeme zanedbat

* Tento predpoklad je technicky, ale nutny!

* Jediné tak muzeme pouzit LTI nastroje:
poly, nuly, vlastni Cisla — a stabilitu z nich viditelnou

* Tento predpoklad se malokdy explicitné vyslovi
* A nékdy se na néj zapomene Uplné

% K
* *
* x
* * 1
*ar uj 17
E SKA UNIE
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~ I'm Feeling Lucky

X

Cast druha

NEURCITOST S JEDNiM PARAMETREM
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Neurcity polynom (s 1 parametrem)

p(s,q) =1+gs
Rodiny polynomu
A = {1+qs 1q € [1,2]}

P ={1+gs:qe[-11]}
Robustni stabilita

£, je robustné stabilni

PZ neni

INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVANI



Obvykly popis

kde
« pp(8) je stabilni polynom (nominalni stabilita)
« p1(s) jelibovolny polynom

* 0 €[ Opin+ O | 2 {0} Je parametr

INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVANI
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Rodina soustav: s nominalnim prenosem:

1
P(s,q) = :
,, S—q
a P regulator se zesilenim

C(s) =1

q|£2

vede na c-| charakteristicky pol.

p(s,q) =s+1-q

Ten je nominalneé stabilni, ale robustné stabilni nenil

Zkuste regulator C(s) =3
A co C(s)=q+1

s . ‘EHH””%
O .
' L]
****.& -
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Analyza stability neurcitého polynomu

p(s,9) =8> +(2-q)s +(3—-q)

* Podminka stability:
Viechny koeficienty jsou kladné pro g e (—»,2)

* Tato podminka je pro stupen 2 nutna a postacujici,
pro stupné >2 jen nutna.

** * ** :
* * ..
* *
* 4o .
EVROPSKA UNIE i
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Klasikové stability

Edward John Routh Adolf Hurwitz 1875 Moailiov. B&| K
1831 Quebec, CND - 1907 Cambridge, GB 1859 Hildesheim, G Ogfijov, Belorusko
- 1919 Zurich, CH - 1941 In Tel Aviv,
' Palestina
26.10.2012 ..-' ijﬂ
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* PrepiSeme polynom do tvaru

P(8,q) = po(s) +gpi(s) = s +2s+3 +q(—s—1)

* Fiktivni systém

Q<

ma c-| charakteristicky polynom

Py T 4P,

e Jeho koreny vykreslime pomoci funkce CSTbx rlocus

* Pro deg p, <deg p, pouZijeme ss, obecné radéji t£

2
* * ..
* *

* 5K A 8
OPSKA UNIE LE
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p(s,0) =—s—1 stabilni kofen -

p(s,1) = s®> —s—1 nestabilni k. _

ale pritom: zadny koren na mezi stability !

p(jo,q) =—qo* — jo-1#0,Vo e R,qe@Q

Eflﬁr s ([
"ﬁ**; .. !‘!
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Mnoho metod je zalozeno na principu hlidani meze stability:
1. ZacCneme ve stabilni oblasti,

2. pak ménime parametr a

3. hlidame prechod pres mez stability.

Proto radéji predpokladame invariantni stupen, tj.

‘***l’ :
L]
*  x .
* gk .
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Hurwitzova matice
® =

p(s)=as"+a ,s"" +---+as+a,,a =0

a, a., a. K K
a, a., a_, K K
H(p) = 0 a, a., a. K
0 a a, a, K nxn
0 0 0 a O
| 0 0 0 0 K a;]

m kdyZ potfebujeme vétsi, doplnime &,.,=0,...
B mnoho zajimavych vilastnosti: Napr. Orlandovo Lemma:
je singularni pro A na Im (symetricka podle Re)

26.10.2012




= Pro P(s,9)=p,(s)+agp,(S), p,(S) stabilni najdeme

m  maximalni interval stability _

tj. takovy, Ze je stabilni  p(s,q),VqeQ_

INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVANI mopsm.,.EEf i j II




Y

26.10.2012

Interval stability

O

A4

Reseni: metodou hlidani singularity H(p,q) (detH(p,q))

Hurwitzova matice H(p,q) je polynomialni v q:

0 ma plnou hodnost pro stabilni p , ale

0 ztraci plnou hodnost, jakmile p ma korfen na mezi stability
Horni mez intervalu stability najdeme jednoduse takto:

1. Zatnemes q=0: H(p,0)=H(p,) ma plnou hodnost,
protoze p, je stabilni

2. Postupné zvétSujeme g a hliddme hodnost H(p,q)

3. Jakmile poprvé pro néjaké =0  dojde ke sniZeni hodnosti,

!

+
vezmeme (.. =0
Dolni mez najdeme naopak postupnym zmensovanim ¢

3. Jakmile poprvé pro n&jaké =0" dojde ke sniZzeni hodnosti,

"

vezmeme 0., =0

* % 3 E!E I\ :%
* *
* *
* * —!‘!
LS j
E KA UNIE
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? & Interval stability

m Ve skuteCnosti je postup nasledujici:
1. overime nesingularitu H(p,), tj. stabilitu p,
2. vypocteme nuly H(p,q) (detH(p,q))
3. vyfadime ty nuly, které nejsou realné, nebot parametr g € R
4. vezmeme za (., nejmensi kladnou realnou nulu
5. pokud Zadna kladna realna nula neexistuje, vezmeme ¢, =
6. vezmeme za (., nejvétsi zapornou realnou nulu
7. pokud zadna zaporna realna nula neexistuje, vezmeme 0, =—©
m  Nuly polynomialni matice (stupné 1!) vypocCteme takto:
1. UtvoFime konstantni matici M ==H(p,) "H(p,)
(kde H(p,) vezmeme formalné stejného rozméru jako H(p,) )
2. najdeme jeji vlastni Cisla
= Plati totiz

26.10.2012
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m Plati totiz

P(s,q) = Py () +ap.(s) =
H(p) — H(p0)+qH(p1) —

det H (p) = detH(pO>(l+qH(pO> H(p,))=
= qdet H () (11~ (=H(R) "H(P))

r=1q

INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVANI



Pro neurcity polynom s invariantnim stupnem

P(S, a) = Po(S) + AP, (S)
kde py(s) je stabilni,
je maximalni interval stability dan vztahy

S. Bialas,
PL 1984

kde

O A%y J& maximalni realne kladné viastni Cislo
O Amin J€ minimalni realné zaporné vlastni Cislo

Pokud (kladné, zaporné) realné v.C. neexistuje, je pfislusna mez (+, -) ©

INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVANI EVROPSKA UNIE N -
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[ /M,
]

—

N -

p(s,q) =s* +(6+0)s’ +12s” + (10+q)s +3

=5* +68° +125° +10s+3 + q(s’ +9)
R —_—

[BOSSRERERERS RO SRS SR M =—H (p)H (p)
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m Pomoci funkce PolynomialTbx stabint
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VvysSsi mochiny parametru
QG Y YP

= Pokud neurcity polynom obsahuje i vysSi mocniny
P(s,d) = Py (S) +aP,(S) +0° P, (s) +L +0" P, (S)
® pouzijeme znamy trik pro vypocet nul polynomialni matice:
= Pro H(p,q)=H(p,)+qH(p)+---+q"H(p,) zavedeme matici

0 I 0 0 0
0 0 I 0 0
M = :
0 0 0 0 I
__Ho_le _Ho_le—1 _Ho_le 2 Ho_le Ho_lHl_
= aopet 1 a . 1
T 2 (M) e (M)

26.10.2012
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m Rodinu s jednim parametrem

® muUzZeme také vyjadfit jako usecku v prostoru polynoma s
parametrem A=(q¢" —q)/(¢" —q")

tzv. konvexni kombinace nebo unit simplex

m A také pomoci
f(5)=Pe(8)+0 P(5), 9(8)=(a" —a)pi(s), u=(a-9)/(@ -1")

jako smeér

ﬁ***l’ :
L]
*  x °
* gk .
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Pro diskrétni systémy postupujeme obdobné, ale

* stupen nemusi byt invariantni
(preskok pres nekone¢no nam nevadi
nebot nekonecno neni na mezi stability)

* pouzijeme jiné hlidaci zobrazeni"
Juryho matici

INVESTICE DO ROZVOIJE VZDELAVANI MOPSMUN'EEf i : II




(n—1x(n-1)

m Jak toho vyuzit?

INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVANI

a, a, 0 0 O
a, a, 0 0 O
M M|I-|M M M
a, a0 a a
0 a | |8 & a

m Pro Juryho matici plati

n

detS(p) =a," " [ [ 1-22))

1>j>1

L
L

L
L

0 3
% &
M M
a‘n—3
a'n—2

an—4
an—3

Y* * *‘l' :
L]
O >
* 4 .
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Diskrétni hlidaci zobrazeni
=

Polynom p(z)=a,+az+L +a,z" ma realné koeficienty,
tedy ma komplexni koreny jen ve sdruzenych dvoijicich

Proto ke komplexnimu kofenu na jednotkové kruznici vzdy existuje
komplexne sdruzeny koren na jednotkove kruznici

z,€o=13z,=1/7 €o

Proto

detS(p)=a," | [a-z2))=0
Tedy determinant hlida sdruzené dvojice na jednotkove kruznici !
Ale co redlné kofeny v z; = +1? (k nim totiZ nemusi byt sdruzeny)
Ty se musi hlidat zvlast: Celkem tedy pouzijeme GM

g(p) = p(-1) p()det S(p)
v

(jednoduché v -1 a +1; dvojice sdruzenych na Kruznici)

" Ef Wli
* *
* *
* * =i
LS j
E KA UNIE
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Pro polynom p(z,q)=05+q+(1+ C|)Z+(Z|.—C|)Z2
ma (determinant) Juryho matice

To ale nestaci, protoze pro nalezeni maximalniho intervalu stability
musime jeste vzit v uvahu nuly hodnot polynomu ve

p(-10)=05+g-(2+q)+(1-q)=0.5-¢
p(1,q)=05+g+(1+9)+(1-q)=25+¢

Celkem ma tedy hlidaci zobrazeni tvar
g9(p) = p(-1) p(1)det S(p) = (0.5-0)(2.5+0)(0.5-20)

anuly ve q=0.5,-2.5,0.25

takZe maximalni interval stability je jen (—2.5,0.25)




Priklad s prvni mocninou

Podobné to funguje pro vyssi
mochniny parametru

Ukazeme to jenom na prikladu

INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVANI
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0, Kroneckeruv soucin a soucet
=

m Definice m Vlastnosti

[A®B]. =4;B Ay = 4 (A)4;(B)
A®B=A®I +I, ®B Ay = 4, (A)+4,(B)

= Priklad

A ® B = !fkﬂB flt_r_;_rB

&115 fllt_;rB ‘

flllh'll flubm fll‘._-"h'll fll‘.?h'l‘._-"
i1 FJ'“ fluh“ﬂ fllt_.'rh“ﬂ flli_.'rf.l“g{_.'r
fluh:-u flllb:ﬂ flr._-'rb:ﬂ flr._-'rb:-r._rr
oy by aybys @gabyy assbys
-I"..i-'_l;_r]_ E"‘.El -I"..i-ﬂ_l;_r]_ FJ-'_I;_r'_I;_r 'r"i"'.E'.EE"".El -I"..i-‘j-'_irb-";_r“;_r

an FJ:111 an Fl:ﬁr fl‘._?‘._?h','ﬂ o2 FJ‘H‘I

26.10.2012
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http://scienceworld.wolfram.com/biography/photo-credits.html

m stejny princip, ale obecnéjsi guardian map .

= Sektor D, ={s:|Arg(s)|>6,,6, €[r/2 7]} *V
hlida

= Paskolemredlnéosy D’ ={s:|Im(s)|< B

hlida
det[(A+ AN @ (i1 - A)] — ’
m aperiodicitu (jen realna jednoducha A)

hlida _ , kde o je tzv. “bialternate product”

INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVANI EVROPSKA UNIE N -




= kdy u(A) hlida oblast D,
pak posunutou oblast {S+a:Sse D}

hlida -

= kdyz u(A) hlida oblast D, pak nasobenou oblast {as:se D}

hlida -

m [runk oblasti hlida soucin zobrazeni (ve smyslu semi-guardian)

m vSe plati i pro polynomy pokud vezmeme _

INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVANI EVROPSKA UNE -




0, Co jeste jde? MIMO

O

m Test robustni stability polynomialni matice s jednim parametrem

P(s,q) =P, (s)+aR.(s) +q°P,(s) +---+q"P,(s)

kde P,,..., P, jsou polynomialni matice, P(s,0) =P, stabilni

n

m prevedeme na skalarni pripad

p(81 q) = (et P(S1 q)
=P, (S) +ap,(S) +° P, (S) +---+ 0 Py (5)

(coz vypocteme jako determinant 2-D polynomialni matice)

= Pozor: podminka invariantniho stupné (deg p,(s) > deg p.(S))
musi platit pro vysledny skalar, ne jen pro puvodni matice !

= Samoziejmé K = m, typicky k>>m !

26.10.2012 gy [[[ITIL]
S e
EEEEEEE AUNIE i 3

46



INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVANI MOPSMUN'EEf i : II



v . v : 1.9
o @ A co uz (tak jednoduse) nejde:

= Napfriklad 2 a vice nezavislych parametru
P(S, 0. T) = Po(S) +aP.(S) +P,(S)
= Vysledek neni obdélnik, ale obecnégjsi 2-D (n-D) utvar
= Budeme to mit pozdeji v kapitole o nelinearnich neurcitostech

: . syms s q r
Preview: p=2+s+s72+qg* (s-2) +r* (2*s+l) ;
HF=shermfuji (p, s)

HF =

[ 1+g+2*r, 0]
[ 0, (1+g+2*r) * (2-2*qg+r) ]
f=factor (det (HF))

f = .
(1+g+2*r) ~2* (2-2*g+r)
ezplot (' (1+g+2*r) ') ,hold,
ezplot (' (2-2*g+r) ')

clear all,pinit

ag=1;r=2;p=2+s+s"2+g* (s-2) +r* (2*s+1) ;isstable(p) ,ans = 1
g=2;r=0;p=2+s+s*2+g* (s-2) +r* (2*s+1) ;isstable(p) ,ans = 0
q=2;r=-4;p=2+s+s*2+qg* (s-2)+r* (2*s+1) ;isstable (p) ,ans = 0 | | /
q=-2;r=-4;p=2+s+s*2+qg* (s-2) +r* (2*s+1) ;isstable (p) ,ans = 0 -G -4 iy, 0 2 4 G
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Jiné pouziti GM
® = P
* Hlidaci zobrazeni mizeme pouzit i k hlubsi analyze:

* Napriklad muzeme najit vSechny hodnoty parametru,
pro které je systém stabilni.

* To uz neni analyza robustni stability, ale da se vyuzit napr.
k nastaveni klasického regulatoru (1 parametr regulatoru):

* Najdeme vsechny hodnoty parametru, pro které je zobrazeni
nulové nebot jediné v nich jsou prechody pres mez stability

* Tato Cisla rozdéluji Re na intervaly, v nichz se stabilita

» Stabilitu v kazdém intervalu zjistime pomoci stability jednoho
polynomu, libovolné vybraného z tohoto intervalu

* Tak dostaneme ,ostrovy stability’

* % 3
- *
* *
* * =
"X !gf i< Ea uj
E KA UNIE
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Stabilizujme souc¢asné

N = 4 pracovnich-bedcL
“modu podélnych kmitd

s kratkou periodou
(longitudinal short

period mode)

stihaciho letounu F4E, kde

b, (s)/a, (s) =(—351.1-367.65)/(~113.0+51.465 + 31.84s" +5°
- b,{s) far(s }={ —677-5—346:65 )/ (—31-50 + 38:535-+31:325° -+ 5°} -
- by{s)/a5(s)={-455:4—9784s)/(=262.5=84:855+ 83:125° + 5°} -
- b,{8) /ar(s)=(=538:7~790:33 )/ (576:7+ 71-465+31 74s>4~5)- -

INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVANI



= Vstupnidata b (s)/a,(s) = p,(S)/P,(S) = P, +ap;

P, zde neni stabilni!

= Nulové body GM (nelze pouzit stabint!)

m Rozkladaji osu parametru regulatoru na 3 intervaly

S LR

-0.3218

INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVANI

0.1543

** * ** :
* * ..
* *
* 5K A 3
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n
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o8

= 3 intervaly < 1

-0.3218 0.1543

m Kazdy testujeme zvlast — vzdy jeden vzorek

[ 2 S

= \ysledek —

STAB

INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVANI

-0.3218 0.1543

| nesTaB  [INESTABNm 1,

** * ** :
L]
oo y
* 4o
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:

n
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H 6
|

1
H

]

m VSechny stabilizujici P regulatory:

q e (~o0,~0.3218)

m QOvéreni

Root Locus
1 5 T T T

10

5

Imaginary Axis

A

A0k

Og—------m---- 2 W 52, -4 B e - - - - - - = - - -] e ----E}.ql---x- -------- —

5 I 1 1
-30 -29 -20 -15

= Pozdgji: simultanni stabilizace véech 4 moda pro 4 <-0.5764

"* * ** .
* *
* 4k * 3
EVROPSKA UNIE b LE
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Cast treti

INTERVALOVA NEURCITOST

] " Ly RS H
s \ \
b R N .
k-T‘—---—-—--—- e o ‘4
Integral Control

INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVANI
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Rodina polynomu

P={p(.a):qeQ}

je intervalovy polynom kdyz
m kazde q; je pouze v jednom koeficientu
m kazdy koeficient je spojitou funkci q
m Q) je kvadr

Priklady:

P,(5,0) = (6+0y) +(4+0)s+(2+0,)s", 0y, 0,0, €[-11]
p,(5,0) =6+ (4+0)s+0,s", ¢, €[-0.10.1],0,¢[4.9,51]

RN K hd ‘EHHI[Ily
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= Intervalovy polynom obvykle zapisujeme jednoduseji

= Napriklad
p(s,q) =[11,12]+[9,10]s +[7,8]s’
+[5,6]s’ +[3,4]s* +[1,2]s"

INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVANI



0, Mnozina hodnot

O

Mnozina hodnot intervaloveho polynomu

V(p, @) =1p(J®,Q): 0 =w'}

je dvourozmerna mnozina vsech komplexnich hodnot,
ktere intervalovy polynom nabyva, kdyz za s dosadime
jw s jednim pevnym realnym w a vsechny koeficienty
nechame probihat jejich intervaly.

Tento velmi uziteCny pojem budeme pozdéji definovat

obecnéji
Jaky ma
tvar ?

26.10.2012

pm=1, pp=2*pm, khplot(pm,pp,1)

pm=1+s, pp=2*pm, khplot (pm,pp,1)
pm=1+s+s*2, pp=2*pm, khplot(pm,pp,1)
pm=1+s+s*2+s”*3, pp=2*pm, khplot(pm,pp,1)

EVROPSKA UNIE il ? I I j
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.+ vidyje @=1
ps, ) =[12] R

P —— p(s,q) =[1, 2] +[1, 2]s +[1, 2]s°

1.
p(S’ q) - [1’ 2] + _1’ 2]S 05}
2_\ T T T i T I ] :(%
| | et
L I
o £
| A 05¢
£
T At I 1 1 1 | I | 1 1 1 |
ol A4 08 08 04 02 0 02 04 06 08 1

I 1 I I | I 1 1 1]
2 15 4 H5 0 05 1 15 2

n(s,q) =[1 2]+[1, 2]s +[L 2]s* +[L 2]s°®

- N 911 A RN ﬂ{]ml[l]y
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Pro intervalovy polynom

a jednu pevnée danou frekvenci @,

= je mnhozina hodnot

vzdy obdélnik (vyjimecné usecCka), ktery
= ma strany rovnobézné s osami

= Rika se mu Chariton(iv obdélnik pro frekvenci @,

INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVANI EVROPSKA UNE -




9 @ Vladimir Charitonov (anglicky Kharitonov)

* PUvodné: Bl Wiowm
Leningradska statni univerzita, ot .. ™

* V@&nuje se teorii fizeni, stabilité, N
robustni stabilité < .

* Publikoval ChV v r. 1978 bez velkého "™ G
ohlasu, ' s

» ,objevil ho“ aZzr. 1982 B. R. Barmish " YO o
(cela historie je podrobné popsana v uvodu knihy
R.Barmish: New Tools for Robustness of Linear
Systems, Macmillan 1994)

 Departamento de Control Automatico, CINVESTAYV,
MEX

26.10.2012
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http://www.cs.bgu.ac.il/~paf/mathph/borkum/kharitonov1.jpg

INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVANI

Dosadime S= jw, do  p(s,q) =Zqi5‘, o/ El:qi_’qi+]

a napiseme zvlast realnou a imaginarni Cast

: L 2 4 6
Re p(jwy,q) = Z q;(Jo) =qg—qomwy” +qu09 —Qqgwy + -
1 even '
I . 1 L B 3 5 .
mp(.]a)OaQ) - ql(]a)) = @10 —qg3@y + g50 qr00 +---
J .
v " v v V4 ZIOdd v v o w Ll
Zrejme zadne q; neni v obou soucasne a tak muzeme je zkoumat
nezavisle

Realna Cast je vzdy v mezi

Zde znaménko @ nehraje roli nebot mocniny jsou sudé

‘* * *l' .
* x ..
* *
* oy K L 3
EVROPSKA UNIE b Li‘:‘




Dukaz - pokracovani
® = P

Imaginarni cast zapiseme pomoci

. _ 8 _ 5 7
K3(]0)()) =41 Wy —q3+a)0 +q5 s —q7+a)0 — e
. . 3 5 B 7

Tady uz znaménko @ hraje roli nebot mocniny jsou liché
Imaginarni cast je vzdy v mezi

min Im p(jwy,q) =

9@

ImK,(joy) if oy <0;

max Im p(joy,q) =

{ImK4(ja)0) if @y =0;
q<Q

ImKq(joy) 1if oy <0;

26.10.2012

* % 3 E!E I\ :5
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Dukaz - pokracovani
® = P

* Protoze jsou obé casti omezeny nezavisle, vysledny tvar
je obdélnik

* Napr. L

a 50 100 150 200 260 300
Re

* Pokud je jedna z Casti na parametrech nezavisl3,

mnozinou hodnot je usecka (jako zvlastni druh
obdélniku).

26.10.2012
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= Prizméné w se obdélnik pohybuje a méni rozmer
= Napr. pro

p(s,q) =[0.25,1.25]+[0.75,1.25]s
+[2.75,3.25]s* +[0.25,1.25] s’

to nakreslime pomoci

INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVANI
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=

=

# Figure Mo. 1 =] E3
1 T T T T : T T
05 5 -
5 I
llii |
L i
1 [ |
OfF---r------t--9-=--9--9---[--94--19----- 1-- .
_|:|5 1 1 1 1 : 1 1
-3 25 -2 -1.5 -1 0.5 a 0.5 1 1.5
Fe
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°

HustSi vzorkovani: | khplot (pminus,pplus,0:.005:1)

I [=] E3

# Figure No. 1
File Edt “Window Help

1 =

0.5 h

It




? & Vylouceni nuly

Veéta o vylouceni nuly — Zero Exclusion Theorem
Intervalovy polynom P ={p(.,q) : g € @}, ktery ma
iInvariantni stupen a
aspon jeden stabilni &len p(s,q")
je robustné stabilni prave kdyz

0¢ p(jow,@) Yo=0

Poznamka:
staél' uvaiovat jen Va) >() protoze z € p(jo, Q)<:>Z e p(— ja) o)

A v v s

muzeme snadno graficky overit (s PolynomialThbx)

% K
* *
* x
* * |
*ar uj 67
E SKA UNIE
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0, Vylouceni nuly

O

Vysvétleni (misto dukazu):

@)

Kdyz podminka neplati, N
pak Jw'>0:0€ p(jo',Q) :
coz ale znamena, ze NoGoar=o ]

0.2}

@w: 39" eQ: p(jo',qg")=0 o |
takze v rodiné P existuje polynom, = & + 2 o 2 1alm
Je to polynom p(s,q’) € P aten kofenje s = jo'
Tedy vyloucCeni nuly zaruCuje neexistenci korenu na Im
Ale pak by take mohla byt cela rodina nestabilni ?

Ano, ale prave tomu zamezi prvni podminka, tj.
existence aspon jednoho stabilniho Clenu p(s,q )

* ¥ 5 ‘.
* *
* x
* * 1
*ax wj 68
E SKA UNIE
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® Graficka metoda — pomoci vyloucCeni nuly
&

* Robustni stabilitu pomoci vylouceni nuly muzeme snadno
testovat i graficky: pomoci PolynomialTbx

 Prointervalové neurcitosti to nema velky smysl (ChV je lepsi),
ale pro slozitéjsi neurcitosti to je jedina metoda

 Tady spiS jen pro nazornost:
1) Nejprve najdeme stabilni ¢len rodiny !

2) Pak kreslime mnoziny hodnot pro rostouci @
a kontrolujeme podminku 0 ¢ p(jo,®)

* MuZemeskonlitu w@=wy, (cutoff frequency)

* Problémem je vzorkovani frekvenci:
zaCiname s hrubsim a zjemnujeme v okoli kritickych

26.10.2012
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p(s,q) =[0.45,0.55]+[1.95,2.05]s+[2.95,3.05|s* +[5.95,6.05]s’
+[3.95,4.05]s* +[3.95,4.05]s° + 5°

INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVANI
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Priklad - reseni

[

0.1F

02F

O3 F

0.4

0.5

0.4

03r

02F

0.1F

0k

AEak A R 0 0.1 0.2 0.3 04 05 06 0.7
He
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? & Charitonovy polynomy
Véta (V.Charitonov, 1987)

Intervalovy polynom £ — {p(,,q) g Q} ktery ma
iInvariantni stupen
je robustné stabilni prave kdyz jsou stabilni 4 polynomy

K,(S) = G +0,5+0,'S* +0,'5°+0, 5" +0, 5" +0,'s" +--
<2 (s) = q0+ + qfs i C]Z_S2 + q3_83 + q4+s4 + q5+55 4 q6‘36 Fee
Kqo(8) = q0+ +0, S+ q2‘32 + q;s"’ + q4+s4 + q5‘55 + q6‘36 4o
K,(S) = @, +0,'s+0,"'s°+0, '8+, 5" +0."s" +0,"s° +---

4

Charitonovy polynomy

26.10.2012




Vzor — pro snadnejsi zapamatovani
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? @ Priklad

Intervalovy polynom
p(s,q) =[11,12]+[9,10]s+[7,8]s* +|5,6]s° +[3,4]s* +[1,2]s>

neni robustne stabilni:
Ma invariantni stupen, ale
ne vSechny Charitonovy polynomy jsou stabilni.

K.(s) = 11+9s+8s”+6s°>+3s*+s°
K,(s) = 12+10s+7s® +5s° +4s" + 2s°
K,(s) = 12+9s+7s”+6s°+4s"+s°
K,(s) = 11+10s+8s®+5s°+3s* +2s°

(Nahodou jsou nestabilni vSechny, ale staCil by jeden!)

26.10.2012
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Charitonovy polynomy a obdélniky spolu souvisi:

 Hodnoty Charitonovych polynomu jsou prave ve
vrcholech Charitonovych obdélniku !

K4(ja)0) Kz(ja)o)

K (Jw,) Ks;(Jwg)

>
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Priprava na dliikaz ChV: Hurwitzuv polynom

® =

Definice:
Polynom p(s) = Py + P S+ p282 4.4 an” je Hurwitzav
(stabilni) kdyz ma kofeny jen vlevo od imaginarni osy.

VlIastnosti:
Vsechny koeficienty jsou nenulove a maji stejné znamenko

Faze (argument) je spojita a monotonne rostouci funkce
frekvence

o T (o0, +0) = arg[ p(+ joo)|-arg[ p(- joo) | =z
( o T(0,+0)= arg| p(+ joo)|—arg[ p(j0)|=nz/2 )

% K
* *
* x
* * |
*ar uj 77
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n(s) = an( s;), s,=a+]jb, a<0

i=1

(o] -a5{p |+ Sl -, o=, Sacan| -2

= konst. + Zarctan [w/(-a)+b./a] | —a >0
i=1

f (w) =arctan(w)

INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVANI



# Figure Ho. 1

300
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200

1580

100 |

a0

Problém
meéritka
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[ OO

Tento graf
je Citelngjsi:

— =l
&ow=ll
® ow=Einf

R . [T
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Stabilni a nestabilni polynom

Porovnani faze stabilniho a nestabilniho polynomu

<} Figure No. 1
File Edit “iew Inset Toolz ‘Window Help

- O] x|

IDsE&8 NAA/ | 2RO

Phase plot of polynamial p(s)

— w={l
0r <o w=0
®  w--Hnf
20
. 0r
£ 0 =z
3 ]
o
=

=
A0t )

ool

a0t \

1 1 1 1 1 1
30 20 0 0 10 20 30
(Real p(ju)!2°

polphase (prand (20,

'sta

"))

+) Figure No. 1

File Edit Wiew Insert Tools Window Help

= [=]E3

polphase (prand (20))

26.10.2012
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Phase plot of polynomial p(s)

I — w0
o ow=l
% w-=Hnf
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| |J
o)
=
)
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o
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it
2t
At
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(Real pw)' 2

w**
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o @ Dukaz Charitonovy Véty (naznak)

Nutnost: zrejma, nebot ChP lezi v danem interval polynomu.

Postacitelnost: (sporem z vyl. nuly a mon. uhlu pro ChP)
Pfipad Oe [qg,qg] nemuze nastat: z predpokladu
invariantniho stupné plyne, Ze 0,0, maji stejné
znaménko. Jsou-li vSechny ChP stabilni, musi mit i oba
0, . U, stejné znaménko a to stejné jako .0,

Je tedy Og[qg,qg]
Pak je ale nula vylouCena z mn. hod. aspon pro jednu
frekvenci 0¢ p(J0,q) = [qg, qﬂ

Aby se bod 0 dostal dovnitr mnoziny hodnot pro nejake
jine @, musi nejprve projit hranou. Tedy musi existovat
@, pro kterou je 0 pravé na hrané (strang) p(Jo,,Q)

26.10.2012 e ..-' ijﬂ
S e
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? @ Dukaz Charitonovy Véty - pokracovani

Ale ve vrcholu obdélnika to byt nemuze, protoze pak by
prislusny ChP mél kofen jw, a tedy by nebyl stabilni.
Uvnitf strany to ale také byt nemuze, protoze by to
odporovalo monotonnosti uhlu.

v o v A

Napr. situace z obr. nemuze nastat:
K; 1 K, jsou stabilni polynomy
a tak se K,(jw) pohybuje nahoru, E?S Vrv';‘;"es
K,(jw) dolu, a pfitom se
obdélnik nesmi natocit! J
Dostavame tedy 4 >
spor ! K1 moves v

P this way ale na’EovCrlt

S€e nemuze!

26.10.2012 R ..-' Pﬂlﬂ
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0, Kombinace 1par a intervalové neurcitosti
=

Kombinaci jednoparametricke a intervalové neurcitosti
muzeme zkoumat ,bezpecnost’ stability:

Uloha: Najdéte nejvétsi r takové, Ze intervalovy polynom

p(5.0.1) = Po(5) + 13 151 ]9

je robustne stabilni.

Reseni:
4x Bialas pro K;: dostaneme 4x ri’max,i =1,2,3,4
Pak hledana hodnota je

T,

max min{ri

,Jmax }

26.10.2012
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Prekryti

O
v v

iIntervalovou neurcitosti
Pro obecnéjsi rodinu p(S,q):Zai (0)s', Q uzavfend a

omezena (ne nutneé box) vezmeme meze
g, =mina, (q)
qeQ

C_|i+ = MaX &, (9)
qeQ

a testujeme intervalovy polynom P(S, () = Z[q;, q*]s‘
Ziejmé& P 2P proto plati:

Jestlize P je robustné stabilni, pak i P je robust. stabilni
Opacna implikace ale neplati

_WH 85
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Priklad: uspésné prekryti

O

Pro rodinu s multilinedrni neurcitosti
p(s, ) = (0.5-30,0,) + (6 +60, +80,)s + (6 +30,0, —49,)s"
+(5+0.20,0, —0.1q, —0.1q,)s” +s*, |g;| < 0.25

Pouzijeme meze

G, =mina,(q)= min (0.5-3q,q,) =0.3125

-0.25<0;<0.25

0, =maxa,(q)= max (0.5-3q,q,)=0.6875

v v _0 25< <0 25
a podobné vypocteme

0, =25 0, =4.8125 q, =4.9475
g, =95 @, =7.1875 @, =5.0375
Tak dostaneme intervalovy polynom

P(s,§) =[0.3125,0.6875] +[2.5,9.5]s +[4.8125,7.1875]s?
+[4.9475,5.0375]s* +s*

Tento intervalovy polynom je robustné stabilni a proto je robustné stabilni i

pUvodni rodina
:***’; ...-' _—’m
S * & 86
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Priklad: neuspésné prekryti

O

Jednoparametrickou rodinu (ktera neni interval !)
p(s,q) =q+5s+20s° +s’ +s*, Q=[1.5,4]
prekryjeme intervalovym polynomem
p(s,q) =[1.54]+s+[38]s’ +5° +5°

Tento intervalovy polynom ale neni robustné stabilni

a proto z toho o stabilité puvodni rodiny nemuzeme
nic usoudit

Mimochodem: puvodni rodina je robustné stabilni

" Ef Wli
* *
* *
* * =i
LS j
E SKA UNIE
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0, Varianty

O

 Pokud ma intervalovy polynom maly stupen,
nemusime testovat vSechny ChP

* Vynechame pozadavek invariantniho

stupnée, coz ma smysl napr.
pro singularni systemy:

vice polynomu /

* Polynomy s komplexnimi koeficienty (zpracovani signalu
a komunikace) 8 Charitonovych polynomu

« Diskrétni intervalovy polynom:
« n=1,2]e robustné stabilni, pravé kdyz jsou stabilni
jeho extremy
* n = 3 Take existuje vysledek zalozeny na extrémech

% K
* *
* x
* * 1
*ar uj 88
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< Diskrétni intervalovy polynom: n >3

Pro diskrétni intervalové polynomy stupné n > 3

Charitonova véta neplati
Plati ale

VyloucCeni nuly — diskretni verze

Diskrétni intervalovy polynom

={p(z,9) : q € Q}

ktery ma aspori jeden stabilni ¢len p(z,qo)je
robustne stabilni prave kdyz

0¢ p(z,Q)
pro vsechna z na jednotkové kruznici.

26.10.2012

Stupen nemusi byt invariantni !

" Ef Iﬁr
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Intervalova soustava
® =

V prenosu intervalové soustavy jsou intervalové polynomy
> [g 418
py NS

Pro zvlastni typ regulatoru (P, I, ¢/sX) je vysledny c-I
charakteristicky polynom take intervalovy,
ale jinak ma neurcitost obecnégjsino charakteru

Napriklad pro C(s)=1 jeto
p(s,0,r) = D [a,,q 18" + D [r,571s' =
= DIl o

P(s,0.1) =

26.10.2012
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< Intervalova soustava ve zpétné vazbeé

(Nestabilni) intervalova soustava s prenosem

[0.75,1.25] +[0.75,1.25] s

P(s. 0. 1) =
590 = 10.75,9.25] + [8.75,9.25] 5 [2.75,3.25]5" + &

vede s regulatorem C(s)=2 na (robustné stabilni)
P(s,q,r) = [2.25,11.75] +[10.25,11.75]s +[2.75,3.25]s2 +s°
a s regulatorem C(s)=1/s  na (robustne stabilni)

p(s,q,r)=[0.75,9.25]+[9.5,10.5]s +[3.5,4.5]s" +§°
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Cast ¢tvrta
MNOZINA HODNOT
A POLYTOPICKE NEURCITOSTI
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= Pro rodinu polynomu

P={p(.,q):9eQ}

= Definujeme mnozinu hodnot pro frekvenci
jako mnozinu komplexnich ¢isel @ € R

tj. dosadime jw , fixujeme w a q nechame pobihat Q

= p(jo,Q) jeobraz Q ve zobrazeni p(jw,.)

= dulezité je, Ze mnozina hodnot je dvourozmérna (v R)
bez ohledu na pocet parametru (dimenzi Q)

= obecngjSi definice pozdé;ji

INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVANI
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# Figure No. 1

INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVANI



Obecna rodina spojitych polynomu

P={p(.,q):qeQ}

= kde je invariantni stupen,

® souvisla Q,

= koeficienty jsou spojité funkce parametrd & (Q)
= a asporn jeden &len je stabilni p(s,d°)

je robustné stabilni pravé kdyz

= Plati pro Hurwitzovu (spojitou) stabilitu

** * ** :
* * ..
* *
* 4o .
EVROPSKA UNIE i
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= Mnozinu hodnot mizeme definovat nejen na imaginarni ose

(pro realnou frekvenci w: s = jw),

= aleipro obecné komplexni ¢islo z € C

Mnozina hodnot

= rodiny polynomti P = { p(.,q):qe Q}

= proobecné z C je prosté

p(z,Q)={p(z,q):qQ}

= Je to vlastn& obraz Q ve zobrazeni p(z,.)

INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVANI
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0, Vylouceni nuly — obecna verze
=

Obecna rodina polynomu P = { pP(.,Q):qe Q} , kde
je invariantni stupen,
souvisla Q,
koeficienty jsou spojité funkce parametrii a. (q)
a aspori jeden &len je stabilni p(s,g°)

je robustné D-stabilni pravé kdyz

O0¢ p(z,Q) VzedD

kde oD je hranice oblasti stability D

Plati pro obecnou D-stabilitu
(kde D muze byt kruh, kdnus, posunuta polorovina apod.)

Pokud je oblast D omezena, ani stupen nemusi byt invariantni

26.10.2012
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0 & Priklad — Schurova (diskrétni) stabilita
O,

Rodinu diskrétnich polynomu

p(z,9) = 23+ (0.5 + q)z2 —(0.25+¢q), Q= [—0.1,0.1]
neboli

p(z,q) = g3 +0.52% —0.252° + 0.52° —0.25+q(22 —( )

zadame pomoci 1
p0 = -0.25 + 0.5*z*2 + z73; pl = -1 + z~*2
roots (p0)
ans =

-0.5000 + 0.50001
-0.5000 - 0.5000i
0.5000

a jeji mnoziny hodnot na jednotkové kruznici nakreslime funkci

ptopplot (p0O,pl1l,[-0.1,0.1] ,exp(-3J*(0:.001:2*pi)))

" Ef Wli
* *
* *
* * =i
LS j
E KA UNIE
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# Figure No_ 1
File Edit “Window Help

=5

05L&

Irnag Axis
L}

0515

i

Feal Axis

* X
*
4 x
*
t**
EVROPSKA UNIE Ugl i : il
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° @

= Testovani platnosti podminky ,vylouCeni nuly” na celé hranici

oblasti stability usnadni, kdyz hranici parametrizujeme
pomoci jednoho parametru

= Podobneé jako imaginarni osu parametrizujeme w
= Proto zavedeme funkci definujici hranici

Definice
Necht DcC je oteviena oblast (stability), oD je jeji hranice
a IcR jerealny interval
Funkce ®p:1—-0D je funkce definujici hranici éD kdyz
"1 je spojitaa VzedDIdel @y (0)=1

= parametru 0 muzeme fikat zobecnéla frekvence

n— o Eflﬁr rﬁj{mumy
.****: .. i “!
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° @

= polorovina

D, (0) = Jo,| =(—oo, +oo)

= posunuta polorovina
D, (8)=—0+ &, =(—00,+0)
= jednotkovy disk
D, (5) =cos 278 + jsin 278, 1 =[0,1]

= kuzeltlumeni® {zeC:7r-0<argz<z+6},0<0<7x/2

ocosd+ josing if 6<0
(DD(5 — . . . ) I :(—O0,00)
—0C0sfA+ josind if 6>0

INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVANI



o @ Vylouceni nuly - s funkci definujici hranici

Obecna rodina polynomti P={p(.,q):qeQ} , kde
je invariantni stupen,
souvisla Q,

koeficienty jsou spaojité funkce parametru a.(q)
a aspofi jeden ¢len je stabilni p(s,q°)

®,:1 =>0D je funkce definuji hranici oblasti stability
je robustné D-stabilni pravé kdyz

0¢ p(P,(5),Q) Voel

tj. pro vSechny zobecnélé frekvence

Pokud je D omezena, ani stupen nemusi byt invariantni

26.10.2012
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p(s,q) =[1112]+[9,10]s+[7,8]s* +[5,6]s’ +[3,4]s* +[1, 2]s"

pmi=11+4+9*s+7*s*2+5*s*34+3*s*4+1*s"5;
pma=12+10*s+8*s*2+6*s*3+4*s*4+2*s"5;
khplot (pmi,pma,0:.01:1.5)

khplot (pmi,pma,0:.1:5)

#|Figure No. 1 =13 #|Figure No. 1 = 0]=]
File Edit Tool: ‘window Help File Edit Tool: ‘window Help
Deda/ "A 2/ @20 Deda/ naAar/s 2o
T T T T T T
' 5000
10F E I 4000
: H ‘ 3000
- I 2000+
= ! = 1000 -
s s
mn O mmmmmmmmmmmm e By = 1]
£ £
= = -1000
e . p -2000
-3000
A0k -4000
-5000
-5 -10 5 ] 5 10 15 -2000 -1500 -1000  -500 ] 500 1000 1500 2000
Real Axis Real Axis
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INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVANI

Tedy nula je vyloucena, ale je polynom robustné stabilni?

Nenil
Tak kde je chyba ?

Rodina nema ani jeden stabilni Clen
a tak z vyloucCeni nuly nic neplyne !!!

* ¥ 3
* w
r x
* *
* 5K
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Jednoparametricka neurcitost dana polynomy

f =3+ 2*%s + s*"2; g = -4 - 4*s;

= klasicka Hurwitzova stabilita

ptopplot(f,g,[0,.2],3*(0:.01:4))

= Hurwitzova stabilita + bezpeCnost

ptopplot(f,qg,[0,.2],-.5+3*(0:.01:4))

= Hurwitzova stabilita + tlumeni (jedna vétev)

phi=pi/2.5,
ptopplot(£f,g,[0,.2],(0:.01:4)* (-cos(phi)+j*sin(phi)))

INVESTICE DO ROZVOIJE VZDELAVANI EVROPSKAUN'EEf i : II ;
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Nevinny polynom

p(s,0) = (s+0)(5+0,)(s+0y), |oy| <3

= ma spojité koeficienty

= Q je hezka (uzaviena omezena, konvexni)
= Jak ale vypada mnozina hodnot?

p(S’ CI) =5+ (q1 +0, + q3)32 + (q1q2 + (q1 + qz)q3)3 +0,0,0;

p0=1;pl=s;p2=s”2;p3=s"3;

gl=-sqrt(3) : .05:sqrt(3); g2=-sqrt(3):.05:sqrt(3);
g3=-sqrt(3) : .05:sqrt(3) ;

expr="p3+ (ql+gq2+g3) *p2+ (ql*gq2+ (ql+g2) *q3) *pl+gql*g2*q3*p0'
V=vset(ql,gq2,q93,expr,p0,pl,p2,p3,j*1l) ;vsetplot (V)

= Ma dirul

L]
* X
* *
w x
* *
* 4o
EVROPSKA UNIE i £
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Varovani
o

=

File Edit Yew Insert Tools ‘Window Help

DEsEEs YA A/ | 22D

The “alue Set Matrix % for a Parametric Polynomial.

TR =

frrerb e o

T
=

At

[rnag Axis

Feal Axis

26.10.2012
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0, Afinni linearni struktura neurcitosti
=

Rodina polynomu

o .
p(s,q) =) a(q)s
ma afinni linearni strukturu neurcitosti, kdyz

koeficienty a (q) jsou afinni linearni funkce q
U a(q)=aq+p

Podobna definice pro racionalni funkce

Rodinu polynomu s afinni linearni strukturou neurditosti
muzeme také zapsat takto

p(s,0) = 20, & (@)s' = po(s) + 20, pi(s)

26.10.2012
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o @ Zachovani afinni linearni struktury ZV

Soustava s afinni linearni strukturou neurcitosti popsana
pfenosem D7'(s,q)N(s,q) , kde
I

N(s,q) = NO(S)_I_ZqiNi(S)l D(s,q) = DO(S)_I_Zqi D, (s)

a (obecny) ZV dynamicky regulator vedou na c-l pfenos
se jmenovatelem

Dei(8,0) = Dy (8) D (8) + No ()N (8) +Zqi[Di (8)Dc (8) + N; (s)N¢ (8)]

a Citatelem

NCL (s, Q) — |\Io () Dc (s)+ ZQi Ni (S)Dc ()

Tedy afinni linearni struktura je zachovana

26.10.2012
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= Polytop v RK je konvexni obal kone¢né mnoziny bodu

= Mnozina generatoru polytopu P je

pl, P, ..., pM z Rk

= Polytop je prunik kone¢ného poctu poloprostoru

INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVANI
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Bod pi eP= conv{ pl, pz,... pm} je extrem(ni) bod (vrchol) polytopu
= kdyz neni konvexni kombinaci Zadnych dvou riznych bodu P

Priklad
= Polytop na obrazku ma extrémy pl, pz, p3, p4, p5

INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVANI




= Kazdy bod polytopu

vpeP=conv{p, p’,...p"|
= muzeme pomoci

m
A K 2, 20, > 2 =1
=L (tzv. jednotkovy simplex)
= vyjadrit jako konvexni kombinaci generatoru

p=>"4p,(9
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= Specialné Usecku s krajnimi body X*, x° e R"

]

= muzeme vyjadrit jako

.o xe| XX [ix=2ax +([@1-2)x°, 2 €[0,1]

A 1-4
Be—> X €e—>"

INVESTICE DO ROZVOIJE VZDELAVANI EVROPSKA UNE b | -




Usecka je hrana polytopu, kdyZ neprotina Zadnou jinou Gsecku
polytopu s krajnimi body mimo ni

Tedy useCka [pa, pb] cp
vpc’ pd cP pc’ pd E':pa, pb]:
I:pa’ pb]m[pc’ pd:|:®

d

T U

je hrana P prave kdyz

neni
hrana

= je
hrana
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PFimy soucet polytopli P, +P, = { P +p°ip e P; p° € Pz} je polytop

a  P+P,=conv{p +p**} kde P =conv{p"}, P,=conv{p*|

Priklad: Pfimy soucCet Ctverce a trojuhelniku

5 T T T T T T T I T

4.5

LD +@B3)=(44)

358}

251 33

1.8F

05
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[x,leTsiﬁ gfgfé%;Z] ,[1,2]) ;xc=x(:)"';yc=y(:)';inc=convhull (xc,yc) ;xt=[

x—repmat(xt 1, 4)+kron(xc ones (1,3)) ;y=repmat(yt,1,4)+kron(yc,ones(1,3)
) ; 1n-convhu11(x y);

£fill (xc(inc) ,yc(inc),'b’' ,xt,yt,'qg")

£ill (x(in), (1n),'r' xc(1nc)+3,yc(1nc)+3 'b' ,xc(inc)+5,yc(inc)+3,'b’' ,x
c(1nc)+4,yc¥1nc)+5

hold on,plot([xt, xt(l)]+1,[yt,yt(l)]+1,'g')
£ill(x(in),y(in),'r', [xt,xt(1)]+1, [yt,yt(1)]1+2,'g", [xt,xt (1) ]+1, [yt,yt
(1)1+1,'g", [xt,xt (1) 142, [yt,yt(1) 142, 'g", [xt,xt (1) 142, [yt,yt(1)]+1,'g’
)

hold on,plot(xc(inc)+3,yc(inc)+3,'b")

] TTTNTIT
. )
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Priklad: pokraCovani

= vysledny obrazec
dostaneme posouvanim
Ctverce po trojuhelniku —

= nebo take posouvanim
trojuhelniku po Ctverci

t* : Ef .. gjﬂ
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Prunik polytopu

= Je polytop a

= mulze mit nové hrany
a vrcholy

INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVANI mopsm.,.EEf i j II
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Nasobek skalarem !
aP={ap:peP} |
|
= Je polytop |
= aplati
. 3 i
aP =conviap'| 1
i
i 1' 2 3 i ; 6

[x,yl=meshgrid([1,2],[1,2]) ;x=x(:);y=y(:);in=convhull (x,y) ;
a=3;fill (x(in) ,y(ln) ,'b',a*x (in) ,a*y(in) ,'r'")

INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVANI mopsmm.egf i : Il ;
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® = Operace s polytopy: sjednoceni

25

Konvexni obal (sjednoceni)

conv{P, UP,}

je polytop generovany

[P oip™)

15

[x,y]=meshgrid([1,2],[1,2]) ;xc=x(:)"';yc=y(:)';inc=convhull (xc,yc) ;
xt=[1.5,2.5,2];yt=[1.5,1.5,2.5]; x-[xc xt] ;y=[yc,yt] ;in=convhull (x,y) ;
fill(x(in) ,y(in) ,'r',xc(inc) ,yc(inc),'b’',xt,yt,'qg')

26.10.2012
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Linearni transformace polytopu

TP={Tp: peP}

= je polytop
= Plati
TP =conv{Tp'}

= Pritom kazda hrana TP odpovida hrane P
tji. kazda hrana je obrazem néjaké puvodni hrany

= Ale naopak to neplati:
Kazda hrana se nemusi promitnout do hrany, midze se
promitnout také dovnitr vzniklého polytopu !

e ﬂj{luum

O .

' L]

****.& - M
EVROPSKA UNIE b LE '
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Definice

Rodina polynomu
P={p(.0):q<Q|
je polytop (polynoma) kdyz
= p(.,q) ma afinni linearni strukturu neurcitosti
“ aQ je polytop

m Jestlize

Q =conv{q'}
p(s.q')

= jsou generatory polytopu polynomu P.
= Polytop polynomu je izomorfni polytopu koeficientu

= pak

** * ** :
* * ..
* *
* 5K A 3
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Polytop polynomu

p(s.q) =(20, —q, +5)+(4q, +3q, +2)s +s°
| <10, <1

Q ma 4 extrémy P ma 4 generatory

INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVANI EVROPSKA UNIE W ‘i‘_;
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= Polytop parametru

q" =1q" + (- A)g"

= Polytop koeficientu ﬁ
(a je vektor koeficientl)

a’ =Aa(q") +(1-A)aq")

= Polytop polynomu ﬁ

p(s, @) =4p(s,q")+(@—2)p(s, ")
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Dulezity pfiklad

= Intervalovy polynom

n

p(s.a)=> | 4.4 |s
i=1

= je polytop generovany jednocleny (mocninami)

p(s.g*) =D gs
=1

= Tento polytop ma mM<2™ extrémuy

INVESTICE DO ROZVOIJE VZDELAVANI MOPSMUN'EEf i : II
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= Polytop polynomu

P(s, @) = Py(S) "‘ZQi pi(s), qeQ= COnV{qi}

= muzeme také vyjadfit jako jednotkovy simplex

2|+1 2|+1

p(s, A) = Zﬂ« p(s,q'), Zl =1

= Kazdy z téchto popisu muzeme prevést na ten druhy, ale

= Obecné se méni tvar mnoziny parametru

INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVANI
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Mnozina hodnot polytopu
® =
Priklad
Najdeme mnozinu hodnot intervalového polynomu
p(s,q) =[3,4]+[12]s+s"
v komplexnim bodé z=2+ |
Dosadime _ _
p(2+],0) =(3+0s +20, )+ j(4+q,)

a pak zobrazime Q — p(2+ j,Q) . Po vrcholech

q' =(31) p(2+ j,q") =8+ j5
a9’ =(3,2) a p(2+j,q°) =10+ j6
q° =(41) P(2+j,q°)=9+ j6
q* =(4.2) P(2+J.q*) =11+ j6

26.10.2012
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p(z,q°) p(z,q%)

= Mnozina hodnot je mnohouhelnik — polygon
= Neni to nutné Charitonuv obdélnik — Pro¢ ?

INVESTICE DO ROZVOIJE VZDELAVANI EVROPSKA UNE b | -




Obecné

Polytop P = { pP(.0Q):qe Q}’Q - conv{qi}

mavbodé zeC

INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVANI

mnozinu hodnot

p(z,Q) =conv{p(z,q")|
Plati: Jestlize Z,=p(z,9°) je na hrang p(z,Q) ,
pak (° jenahrané Q

Ale opak neplati: Jestlize q0 jenahrané Q , pak
Z, = 0(z,9°) nemusi byt na hrané p(z,Q) , protoze

hrana se muze zobrazit i dovnitr

=31

** * **
* * ..
* *
* 4o .
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2(z,0)

v

m cervena hrana se zobrazi na hranu
m modra hrana se zobrazi dovnitr
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= Polytop se 3 parametry |q,|<0.245
p(s,0) = (0, — 0, +20; +3)+ (30, +0, + 0, +3)s
+(30, - 30, + 0, +3)s° +(20, -, + G, +1)s°

= Naptr. vrchol
q° =(0.245,-0.245,0.245)

= Se zobrazi do bodu

p(z,9°) =3.98+3.735z +4.175z° +1.987°

= Mnozina hodnot je polygon s 8=23 generatory
= Pfesto majen 6 extrému (je to Sestiuhelnik)
= 2 vrcholy se vzdy zobrazi dovnitr
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= krychle ma 8 vrcholu, ale
= jeji zobrazeni prumét do roviny vzdy ma vzdy nejvyse 6 vrcholu

xyzp=[0 1 0;0 0 0; 1 00; 110; 010; 011; 001;000;001;101;100; 101;111;110; 111;011];
Xyz=xyzp;x=xyz(:,1) ;y=xyz(:,2) ;z=xyz(:,3) ;plot3(x,y,z)
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= Polytop prepiSeme do tvaru
p(s,0) =(3+35+35” +5°) + ¢ (1+35+35% +25°)

+0, (—1+5-35% =% )+ (2+5+57 +25°)

= a pouzijeme Polynomial Toolbox

pO=pol ([3 3 3 1],3), pl=pol([1l 3 3 2],3),
p2=pol([-1 1 -3 -1],3), p3=pol([2 1 1 2],3),
q=[-0.245 0.245;-0.245 0.245;-0.245 0.245]

= Mnozinu hodnot nakreslime pro 30 rdznych w

ptopplot(p0,pl,p2,p3,9,3*(0:1.5/30:1.5))
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# Figure No. 1 M= E3

@ :

= 1
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B ; _
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Real Axis
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= Rodina polynomu

P={p(.q):qeQ}

= je paralelotop (,rovnobéznik®) polynomu, kdyz

1 p(.,q) ma afinni linearni strukturu neurcitosti
1 aQjekvadr

= Paralelotop polynomu je zvlastni polytop polynomu kde
mnoZzina omezujici parametry neni libovolny polytop, ale kvadr

m takze vzdy protejSi hrany jsou rovnobeznée
= Jméno radéji nebudeme pouzivat
= Jiné polytopy snad ani nebudeme mit

** * ** :
* * ..
* *
* 4o .
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o Mnozina hodnot paralelotopu

Pritom sklon hrany (mozna nekonecny) je vzdy dan vyrazem

m, = Im p, (2)

Re p, (2)
Protoze sklon nezavisi na vybéru extrémnich hodnot, mame tak k
dispozici nejvyse | moznych sklonu
Je zrejme, ze mnohouhelnik, jehoz strany maji nejvyse |
moznych sklond ma nejvyse 2| stran
Rovnobéznost

Z vyrazu

P(z,0) = Py(2) + G P (2)+ DG P (S)

1=k
je dale zfejmé, ze vzdy 2(1-1) rovnobéznych hran I-rozmérného
kvadru se zobrazi do 2 rovnobéznych stran mnohouhelnika
Tedy Vi e{l2,....2l} 3i,e{l,2,...,2l}:i, #i, astrany ¢ |&

* ‘.
*
* *
*  * =i
"X uj
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0, Priklady: 3 parametry

O

ptopplot(p0,pl,p2,p3,q,j+1)

pO=pol ([3 3 3 1],3); pl=pol([1 3 3 2],3);p2=pol([-1 1 -3 -1],3); p3=pol([2 1
1 2],3); g=[-0.245 0.245;-0.245 0.245;-0.245 0.245]

+) Figure No. 1 HB| 10| %]

File Edit Yiew Insert Tools Window Help

Insda/ "A A/ @2pn

Palytope of polynomials

18 T

Imag Axis

Real Axis

«J) Figure No. 1

File Edit Wiew Insert Tools ‘Window Help

-8 =10]|

[oemavars/ipon

for a Parametric F'olynomial,,-\

18 T

Imag Axis

Real Axis

i=1;ql=q(i,1): (q(i,2)-q(i,1))/100:q(i,2);i=2;q2=q(i,1) : (q(i,2)-
q(i,1))/100:9(i,2);i=3;93=q(i,1):(q(i,2)-q(i,1))/100:q(i,2);
V=vset(ql,qg2,q3, 'pO+gl*pl+g2*p2+g3*p3' ,p0,pl,p2,p3,j+1l) ;vsetplot (V)

26.10.2012
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0, Priklady: 4 parametry

O

pO=pol ([3 3 3 1],3); pl=pol([1 3 3 2],3);p2=pol([-1 1 -3 -1],3); p3=pol([2 1
1 2],3); p4=pol([1 3 1 2],3); g=[-0.245 0.245;-0.245 0.245;-0.245 0.245 ;-
0.245 0.245]; ptopplot(pO,pl,p2,p3,P4,q9,J-2.1)

Folytope of polynomials The “alue Set Matrix % for a Parametric Polynormial.

18}

10}

Imag Axis

] 2 4 B B
Real Axis

m=30;i=1;ql=q(i,1):(q(i,2)-q(i,1))/m:q(i,2);i=2;92=q(i,1):(q(i,2)-
q(i,1))/m:q(i,2);i=3;93=q(i,1):(q(i,2)-q(i,1))/m:q(i,2);
i=4;q4=q(i,1): (q(i,2)-q(i,1))/m:q(i,2);

V=vset(ql,qg2,q93,q94, 'pO0+ql*pl+q2*p2+q3*p3+qd*p4d' ,p0,pl,p2,p3,p4,3-2.1);
vsetplot (V, 'points')

26.10.2012
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pO=pol([3 331 1111],7); pl=pol([1 111133 2],7);p2=pol([-11-3 1111 -1],7);
pP3=pol([2 2 1 0 0 01 2],7); p4=pol([1 31 2001 1],7); pS5=pol([1 03 02 -11145
41,10); o=[ -2,1; -1,0; -1,1; -1,1; -0,1]; ptopplot(pO,pl,p2,p3,P4,P5,9,0.5403 + 0.8415ji)

) Figure No. 1 J . =10l x|

File Edit WYiew Insert Tools ‘Window Help
D& A2/ | B2eD

Falytope of polynamials

Irmag Axis

Real Axis

* %

*

*
* g

s
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= Analyzujme polytop
p(s,q) =(a, — 20, +2)+(q, +1)s+(20, —q, +4)s* +(2q, +1)s° +s*
¢, €[-05,2], g, €[-0.3,03]

1. Analyza prekrytim intervalovym polynomem

n(s,q)=[0.9,4.6]+[0.7,1.3]s+[2.7,8.3]s" +[0.4,1.6]5 +5"

1 Tento intervalovy polynom ma ChP K; nestabilni a
~1 tedy neni robustné stabilni.
1 Proto neni pro analyzu vhodny

INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVANI
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pminus=pol ([0.9 0.7 2.7 0.4 1],4); pplus=pol([4.6 1.3 8.3 1.6 1],4);
[stable,K1l,K2 ,K3,K4]=kharit (pminus,pplus); stable

stable = 0

isstable (K3)

ans = 0 . . - T .
khplot (pminus,pplus,0:0.025:2) :

Irnag Axis

=10

-12

Real Axis

n L]
. ™31
' L]
**ﬁ* A 3
EVROPSKA UNIE b LE
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2. Polytopicka analyza

P(S,q) = Py(S) + 0, P, (S) + 0, P,(S)

P,(S) = 2+s+4s°+s°+s”
p(s) = 1+2s°
p,(s) = —-2+s-5°+2s°

pO=pol([2 1 4 1 1],4), pl=pol([1 O 2],2), p2=pol([-2 1 -1 2],3)
Qbounds=[-0.5 2;-0.3 0.3]; isstable (p0)
ans =
1
ptopplot (p0,pl,p2,Qbounds, j*(0:0.025:2))

= Efl}ﬁ - L J[mumy
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= Skute€né hodnoty: kosodelniky

Polytope of polynomials

" vs. nepovedene prekryti
obdélniky

Irnag Axis

o
Imag Axis

1 1 | 1 1 1 1 1 1
-12 -10 -8 s -4 -2 1] 2 4 G

Heal Axis

10 F

-12 L 1 1 1 i 1 1 1
-14 -10 -0 0 a 10 15
Heal Axis

RN hd ‘EHHI[Ily
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e porovnani kosodélniku a prekryvajiciho obdélniku

Folytope of polynomials

-10

15

=20

Imag Axis

-25

-30

-34

40
200 10

1
10 20 30 40 a0 B0
Feal Axis
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?
? & Vrcholy nebo hrany:

Stabilita extrémtl nestagi p(s,q) = f(s)+qg(s), g €[0,1]

m Pfr. vezméme Usecku f (S) =0.57+6s5+ 32 -I—lOSS, g(S) =1+2s+ 82
m Extremy (krajni body) f (S), f (S)+ g (S) jsou oba stabilni,

m ale presto vnitfni bod

je nestabilni p(5,0.5) = 1.07 + 75 + 1.55% + 10s°

Hrany

m Z vlastnosti mnoziny hodnot a z vylouCeni nuly plyne,
ze vnitrek mnoziny hodnot neni tak dulezity

m Drive, nez se nula dostane dovnitf mnoziny hodnot, objevi se na hranée

= Naopak: pokud se nula neobjevi na Zadné hrané, nemuze dojit k
prechodu pres mez stability.

m Proto se muzeme omezit jen na zkoumani hran, coz je vyhodné,
protoze hrana ma jen jeden parametr

E K UNIE ? I I j 148
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Polytop polynoma P = | p(.,q):q eQ( , ktery ma
m aspon jeden stabilni

®m ainvariantni stupen

Oblast stability D s hranici oD

Probihame hranici ze oD atestuiemezda Qe p(z,Q)

m Zacheme od
dz,€6D: 0¢ p(z,,Q)
a postupné probihame celou hranici
m Pak bud

VzeoD:0¢g p(z,Q)

a pak to je rodina robustné stabilni,

3z, € 6D: 0 ehrana(p(z,Q))

®m anebo narazime na

** * ** :

* * ..

*, . & -
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m Pokud (nastane druha moznost - nestabilita)

3z, €6D: 0 ehrana(p(z,,Q))

m pak takeé

m P neni robustné stabilni, protoze v ni existuje polynom
s nulou na mezi stability

= tim polynomem je pravé p(.,q") atou nulou je Z,

= P(z,,0") lezi na hrang p(z,,Q)

m aproto q1 lezinahrané Q (opacné neplati)

‘* * ** .
* *
* 4k * 3
EVROPSKA UNIE b LE
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p(z,0)

p(z,.9")
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m Hrana polytopu polynomu je usecka (v prostoru polynomu)
m  Muzeme ji vyjadfit pomoci krajnich bodu (vrcholu)

= kde P, (S), p, (S) jsou vrcholy polytopu polynom
a tedy jsou obrazem vrcholu mnoziny Q

P, (s) = P, (S’qil)’ b, (s) = Pii, (S’qiz)
s Pfirozens [0",0%] je usetkav R!
m Je to hrana mnoziny Q

m Hrana je rodina s jednim parametrem a tak
jeji robustni stabilitu testovat umime

‘* * ** .
* *
* 4k * 3
EVROPSKA UNIE b LE
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m Bartlett, Hollot, Huang, 88

Necht

m D je oteviena podmnozina C,

= Op:l > C jefunkce definujici jeji hranici

m a necht polytop polynomu P = | p(_,q); g eQ(
ma invariantni stupen.

Pak P je robustné D-stabilni, pravé kdyz

= pro kazdou hranu mnoziny Q s vrcholy (", Q"

m D-stabilni pro kazdé

= je polynom

VAe 01

L]
"* * **
L]
* x °
* gk L
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m Testujeme robustni stabilitu polytopu polynomu

P =conv{p,(.), p,(.), Ps(): P, ()}

= kde D,(5) =18.27 +30.65+9.775% + §°

p,(s) =25+ 755+15s° +s°
p;(s) =15.61+21.95 +8.965° +5°
p,(s) =82.5+20.2s +11.43s” +s°

INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVANI
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m Pro i;,=1,23, i,=2,3,4 postupné testujeme stabilitu

., (5:0) = p, () +a(p, () p,(5)), ae[0.1]

m Protoze vSechna

Qmin <0
Qrax > 1
®m  jsou vSechny hrany

m atedyicely polytop
robustné stabilni

oy . [T
oo °
L]
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m  diskrétni intervalovy polynom
(pro diskrétni neplati jednoducha ChV)

p(z,q) =[-0.06,0.056]+[-0.058,0.058]z +[0.042,0.158]z" + 2

m vyjadrfime jako polytop

P(z,9)=p(2D)+qp(2)+¢,p,(2) +q; ps(2)
kde

m atestujeme najednou funkci edgetest
z Polynomial Thx

INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVANI MOPSMUN'EEf i : II



m Testovani robustni stability pomoci testovani hran
se zda byt velmi efektivni, ale neni tomu tak
m  kvuli kombinatorické explozi poctu hran

QcR - [NgEias

m Pocet hran dramaticky
roste s poétem parametru

INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVANI mopsm.,.EEf i j II




Necht P = | p(.,q):q eQ( je polytop polynomu
m s | parametry

m a Q jekvadrv R

Pak

m jeho mnozina hodnot ma hran méné

= P(z,Q) je rovnobé&zny mnohouhelnik s po&tem hran -

m Bohuzel se hrany p(z,Q) méni se zménou z
m tak nejde obecné urcit, které z hran Q jsou ty dulezité

INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVANI
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Zapojme k intervalové soustave

N(s.q)

P(s,0,1) = D(s, r)

S m
NG, )= [0 ]s

D(s,r)=Y | 175" |s'

i=1

zpetnovazebni regulator
C (S) _ N C (S)
Dc (s)

Vysledny c-| charakteristicky polynom je polytop, ale

polytop zvlastniho druhu

INVESTICE DO ROZVOIJE VZDELAVANI MOPSMUN'EEf i : II




0, Intervalova soustava ve zpétné vazbeé
=

Vysledny c-I charakteristicky polynom je

p(s,q,r)=D(s,r)D.(s)+N(s,q)Ns(s),qeQ,reR

m polytop s m+n parametry

={p(,q,r):qeQ,reR}
m Jeho mnozina parametru je (m+n)-dimensionalni kvadr
S pocCtem hran

Ve = P+m +29 gn+m+l (Nogges =127 I =m-+n)

Ale mnozina hodnot p(Jjw, Q, R)
= ma pro (kazdé) pevné w pocet stran jen Ny <8

= S pohybujicim se w musime uvaZovat pocet stran jen N <32

m Obé tato Cisla jsou mnohem mensi a nezavislana n a m

E K UNIE g I I j 161
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Véta: 32 hran (Chapellat a Bhattacharyya, 1989)
Necht P(s,q,r) = N(s,q)/D(s,r) je intervalova soustava s

m ChP Citatele N, (s),N,(s), N5(s), N,(s) a

m ChP jmenovatele D,(s),D,(s), D5(S), D,(s)

a necht C(s,q,r)=N.(s,q)/D.(s,r) je ZV regulator takovy, ze

m vysledny c-lI charakteristicky polynom P ma invariantni stupen.
Pak P, je robustné stabilni, pravé kdyz vSechny polynomy na hranach

S (i) <((13).(140).(23).(2.4))i <1234

jsou stabilni pro vSechna

INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVANI



0 = Mnozina hodnot - osmiuhelnik
O

m  Mnozina hodnot polytopu vzniklého spojenim intervalove
soustavy a obecného regulatoru ma tvar osmiuhelniku (kde 8-
uhelnikem myslime i 6,4,2-uhelniky )

= Pfipomerime, Ze mnoziny hodnot D( jw,R),N (jo,Q)
jsou (Charitonovy) obdélniky

m Jaky tvar ma mnozina hodnot (c-I charakteristického) polynomu

p(ja),Q, R): D(ja),R)DC(ja))+N (ja),Q) NC(ja))

p(j@,Q.R) = D¢ (jo) Clib@ (jo,Q)+ D, RC

26.10.2012
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C(jo)N,(jo)
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0, Mnozina hodnot - osmiuhelnik

p(j®,Q.R) = D¢ (jo) Clp@ (jo.Q)+ DI, RC

C(Ja))Nz(ja))

D, (jo)
C(jo)N,(jo)

Cljo)Ns(jo) o(jo)

C(jo)N,(jo)

Po prenasobeni
zavorky jesté
Skalovany a otoceny

26.10.2012
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m Intervalova soustava

= C-l charakteristicky polynom p(s,q,r)=d(s,q)+sd(s,q)+n(s,r)

dsr): | (8+r) +  (6+r)s o+ (5+r)st o+ s’

sd(s,r): (B+r)s  +  (6+r)s"  +  (5+r)s’ o+ &
n(s,0): | (7+0,) + (3+,)s + (4+4,)s° + (5405’
pS.0.1): | (1540, +1) + (7+G+5,+5)s + (15+0,+n+5)s" + (Ll+g+n)s" + ¢

INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVANI
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m \yjadrime jako polytop

p(s,q,r): Po+0o P+ P, +0,0; +0;5 P,
+ 1P + 1P + 1,0y, 0,1 €[-11]
m kde
P, =15+17s+15s* +11s° +s*, p, =1, p, =S, p, =°,
D, =5%, P =5, Py =5+5°, P, =52 +5°

INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVANI MOPSMUN'EEf i j II
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Folytope of polynomials
12

10

Imag Axis

-10

-10 5 0 5 11
Feal Axis

INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVANI mopsm.,.ng i j II




Podarilo se redukovat slozitost problému ze

8 (32) hrany

na

m Pro specialni regulatory Ize redukovat jesté dale:

m  Napfr. pro proporcionalni regulator C(s) = k

m S pevnym znaménkem k na 4 hrany
m S volnym (neznamym) znaménkem k na 8 hran

‘* * ** .
* *
* 4k * 3
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(Barmish, Hollot, Kraus, Tempo 92)

Véta — o 16 soustavach

Regulator prvniho radu stabilizuje intervalovou soustavu

m prave kdyz je vSech 16 c-I charakteristickych polynomu
stabilnich

m prave kdyz stabilizuje vSech jejich 16 Charitonovych soustav, tj.

m Prevadi slozitou ulohu na jednodussi:

se 16 obycCejnymi polynomy

m [0 je vysledek zalozeny na extrémech,
m jeden z mala pro polytopy

m Cena zaplacena za jednoduchost je zvlastni struktura:

intervalova soustava + regulator 1.radu

R o Y e
INVESTICE DO ROZVOIJE VZDELAVANI EVROPSKA UNE b g
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0, Synteza

O

Véta o 16 soustavach je ,jednoducha“ a da se pouzit i pro navrh

K nalezeni robustne stabilizujiciho regulatoru totiz ,stacCi” najit
regulator 1. radu, ktery souCasné stabilizuje vSech 16 Ch. soustav

Coz je analyticky to je porad velmi slozity problém,
ale muzeme to zkusit pomoci Routhovych tabulek:

Napr. zkusime Pl regulator

C(s)=K,+K,/s
Pro jeho neurcité koeficienty vypoéteme 16 c-l polynomu a
testujeme stabilitu kazdého Routhovou tabulkou (16x)

Z podminek pro stabilitu kazdého dostaneme sadu nerovnosti
pro koeficienty regulatoru

Pokud pak najdeme soucCasné resSeni téchto nerovnosti,
dostaneme regulator stabilizujici soucasnée vSech 16 soustav
a tedy robustne stabilizujici danou intervalovou soustavu

AR o e [
OPSKA UNIE il
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Cast pata
MNOZINA HODNOT
A POLYTOPICKE NEURCITOSTI
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0, Hierarchie typu neurcitosti

afinni linearni

polynomialni

obecna

26.10.2012
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m  Neurcity polynom

p(s,q)=>_ "

q (q)s'

= ma multilinearni strukturu neurcitosti kdyz vsSechny

q (CI)

m jsou multilinearni funkce, tj.

= fixujeme-li vSechny slozky q az na jednu (napft. q; ),
pak je to afinni linearni funkce té zbyvajici slozky g;

m Napr.

INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVANI

ﬁ***l’ :
L]
*  x °
* gk .
EVROPSKA UNIE i




m je konstantni matice s nezavislou strukturou neurcitosti
m tj. kazdy parametr je nejvySe v jednom prvku
m Napf.: intervalova konstantni matice

Pak jeji charakteristicky polynom

ma multilinearni strukturu neurcitosti

INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVANI MOPSMUN'EEf i : II
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Pro rodinu polynomuU s multilinearni neurcitosti

® vypocCteme mnozinu hodnot pro w=1

s PouzZijeme funkce vset a vsetplot

m Mnozina hodnot neni konvexni !

m Navic okraje mnoziny hodnou nejsou jen obrazy hran,

‘* * ** .
* *
il L§
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The “alue Set Matrix % for a Parametric Polynamial.

0.3

0.a

0.7

0.6

0.5

Imag Axis

0.4

0.3

0.2

0.1

Feal Axis
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o8

e obrazy hran jsou Cerveneé

e obrazy vnitfnich bodu modre

* tento okraj je obrazem
krivky lezici uvnitr

05F |

Imag Axis

04F |
03t
02f o

o1f o

_|:|1 i 1 1 1 1 1 1 1 1 1
] 0.2 0.4 06 0.a 1 1.2 1.4 16 1.8 2
Feal Axis

s . J[mumy
* x . '
' L]
***ﬁ* Ll 3
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B Pro multilinearni strukturu neurcitosti existuje jedno zvlast
vyhodné prekryti:
B Je to konvexni obal extrému

Véta — Mapping Theorem

Necht |

B QcRjekvadrsextremy{d'}

m f:Q—>R" jemulilinearni funkce

® soborem hodnot f(Q)={f(q):qeQ}
Pak plati

conv f(Q) =conv{ f(q")]

10.20. * ¥ Eflﬁr * J[mumy
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]

Priklad k=2
* saplikaci na mnozinu hodnot
] 70 ACORICY

- T TN

0 HCORENICY

conv f(O) /N

fla)

e 7adna hrana nemuze ,vybocit” ven
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0, Mapping Theorem

O

®  Mapping Theorem muzeme pozit pro mnozinu hodnot:
Necht

B QcR' jekvadrsextremy {q'}
B p(s,q) je neurcity polynom s multilinearni strukturou

Pro libovolné z € C vezméme zobrazeni f :Q — R° popsané
g (Re p(z,q),1m p(z,q))
®  Protoze Rep(z,q),Imp(z,g) jsou multilinearni funkce q ,
® plyne z Véty, ze
conv p(z,Q) =conv{p(z,q')}
B pro testovani vylougeni nuly miZeme pouzit conv{p(z,q')}
namisto pravé mnoziny hodnot p(z,Q)
m Cenou je pouha postacitelnost podminky

26.10.2012 Ef |K§r
Heudt —m
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m  Neurcity polynom

N .
p(s,a) =D . &(0)s’
m  ma polynomialni strukturu neurcitosti kdyz vSechny

a; (CI)

m jsou polynomialni funkce, tj.
m Kk-D polynomy v jednotlivych parametrech q;,i=1,2,...,k

= Napr.
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Pro rodina polynomu s polynomialni neurcitosti

m vypocteme mnozinu hodnot pro w=2.5 a 10

s PouzZijeme funkce vset a vsetplot

= Mnozina hodnot nejen ze neni konvexni, ale i
m vybocuje ven z konvexniho obalu extrému
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riklad

The %alue Set Matrix % for a Parametric Polynomial.

Irnag Axis

hodnoty v extrémech oznacuji

vSimnéte si, Ze mnozina hodnot vybocuje z konvexniho obalu

hodnot v extrémech

Real Axis

Hwk
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= hodnoty uvnitr Q
jsou modre
m hodnoty na

Irnag Axis

JSOU oranzove

hranach Q |
oF -
41

- | 1 1 1 1 1 | |
-16 -14 -12 -10 -8 R -4 -2 0 2
Real Axis

RN hd ‘EHHI[Ily
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® Priklad: w= 0.1,0.5, 1, 2
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<) Figure No. 1
File Edit Wew Insert Tools indow Help
De@a A2/ P
ITIE wdlle DL IVIFLTTE Y
for a Parametric Polynomial.

40

30+

20+
File Edt Wiew Insert Tools window  Help

1 | “} Figure No. 1 | =101 x|
»
=

- D2E&/NA A 2D
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Db AR [ for a Parametric Polynomial.
T

Imag Axis

1 1 1 1
-80 -70 60 -50 -40 -30 20 -10 0 10
Real Axis

Imag Axis

1 1 1
-30 -20 -10
Real Axis
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t

=

=1

Pro rodiny s obecnou strukturou neurcitosti
® neni skoro zadna teorie
m plati jen véta o vylouceni nuly
= ale pozor:
koeficienty musi byt spojité funkce na intervalech, které nas zajimaji

®  mnoziny hodnot musime kreslit podrobné
m pouZijeme zase funkce vset a vsetplot

* ¥ 3
* w
w* x
* *
* 4o
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-} Figure No. 1

Eile Edit Wiew Insert Tools Window Help

DEed& YA A2/ | @0
ITIE YdluE OEL WdLms v
for a Parametric Polynomial.
10 T T T T T T

<) Figure No. 1 Bl -0 x|
File Edit “ew Insert Tools ‘Window Help
D& NA A/ | 2L

ITIE Y HIUE 3L VIR Y

for & Parametric Polynomial.
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Imay Axis
[ou]

1
-25 -20 215 =10 -5 0 a
Real Axis

Irag Axis

1
-30 -25 -20 -15 -10 -5 0
Real Axis
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0, Prokleti mnohorozmerovosti
O
Pesimisticky priklad na zavér
m Testujme robustni stabilitu malé intervaloveé polynomialni matice

q011 + qllls q012 + qllZS

P(s,q) =
C1021 + quls q022 + q1223

= Rozsahy nejsou podstatné, ale necht tfeba ¢ €[1,2]
m Podstatné je poCet parametru: 8
= Nakresleme mnozinu hodnot jen projedno w =1

= P¥i velmi Fidkém vzorkovani ¢ =1:0.2:2 musime determinant

det P(51 CI) = (q011 + qms)(qozz + quZS) - (q012 + qllZS)(q021 + qulS)

= vislit ve 6°=1,679,616 bodech, coz Matlabu trva 8s vypodet plus par
minut nakresleni obrazku

m hustéjSi vzorkovani se ani neda pouzit
= umatice 3x3 stupné& 2 by to uz bylo 92 =5.8150x10® bodd,

Jejichi vycCisleni je prakticky nemozné :
:**t‘; Ef ...- _F:Eq
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The Yalue Set Matrix % for & Parametric Polynomial.
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= Vycisleni ve - krajnich bodech

The Yalue Set Matrix % far a Parametric Paolynomial.

6 !
4+ - - lin - -
* N 4:- N .
2 . - - . l:- . - - .
o - L] L] - ‘I - L] L] -
= i
o OpF--#------=---- B o e e m e mmmmm [ Y m - — - [ - -
] :
E . - . . % . - . .
_2— - L] L] - .: - L] L] -
L] - +: - L]
.y - - 15: - -
=1 t
1 1 1 | 1 1 1
5 -4 -2 0 2 4 B
Real Axis

*k
- *
* 4o
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m ke krajnim bodum pfidame jesté 100,000 nahodnych
m coz trva jen sekundy

Imag Axis

Real Axis

: Ef o erumy
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Prokleti mnohorozmeérnosti
® =
® Nahodné algoritmy jsou zatim jedinym ,fesenim®
téZko algoritmizovatelnych problému typu NP
(NP complete, NP hard)

m Neposkytuji 100% odpoved, ale v limite se ji blizi
m Pritom nezavisi na mnozstvi dimenzi problemu

m Priklad: hledani hub v lese, zejména v n-rozmernem

26.10.2012
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OO

Cast Sesta

NAVRH

R . [T
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0, Synteza

O

m Zatim jsme meli metody analyzy

m Ve vzacnych pripadech se daji primo pouzit pro syntézu
(Napf. Véta o 16 soustavach),
m ale vetsinou se postupuje heuristicky

A4 Ve a4

m feSeni Casto neeX|stu1e (nékdy jsou na to i jsou dukazy)
m | kdyz existuje, je tézké ho najit (NP hard problémy)
m | kdyz ho najdeme, regulator Casto ma moc vysoky rad

V praxi
m je vzdy nutna aproximace a ,inzenyrsky cit”
m ale itak je teorie dulezitou pomuckou inZenyra

E KA UNIE j 197
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Klasicka uloha: pfifazeni pélu prenosu = (?) nul
charakteristickeho polynomu

. uzaviené smycky
=

prenos

Pokud nejsou skryté maédy, k freSeni staci

charakteristicky polynom

m 1. sestavit pozadovany L g
uzavrené smycky

m 2. feSit polynomialni rovnici

= Efl\| ﬁ L J[mumy
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m Re3eni je vice: kazdé FeSeni rovnice dava regulator
m VSechny regulatory

m kde 1 je libovolny polynomialni parametr
m plati, pokud polynomy a,b jsou nesoudéiné

* ¥ 3
* w
r x
* *
* 5K
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0, Priklad: Nominalni Pole Placement

O

Priklad 1: Vodni nadrz
Prenos pritok — vyska hladiny

Resime rovnici

b

a

1

1+s

Hledame PI regulator (pusobici proti porucham vysky hladiny),
ktery umistni poly uzavrené smycky do hodnot -6 a -10

(s+1)xH y=€=(s+6)(s+10)

m VSechny regulatory resici tento problém jsou
y 45+(s+1)t

X  S+15—t

m Pl dostaneme pro t=15:

26.10.2012

h_15+—

XPI

60

* % 3 E!E I\ :5
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o & Nominalni p.p. / 2. priklad

Priklad 2:
Rotacni hydraulicka
zkusebni stolice (test rig)

m Vzorkovanim
a
identifikaci

dostaneme prenos

b z°(-0.0036+0.1718z™ +0.3029z - 0.0438z -0.0775z)

a 1-2.8805z'+3.7827z%-2.8269z" +1.1785z*-0.21162°

m Volime pozadovany charakteristicky polynom
cJ(1-0.3z1)(1-0.4z") =1-0.7z" +0.12z7

26.10.2012
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? @ 2. priklad

m ReSenimrovnice axX+by=cC dostaneme napt.
m (nestabilni) regulator

y'  0.6223-1.93947" +2.91267 —2.14247° +0.58437"
X' 1+2.1805z" +2.6182z* +---+0.21402°

m Volbou (tfreba)
t =1.2222-0.1952z"-0.1310z* + 0.5663z" + 0.8805z* + 0.56772"

m dostaneme (stabilni) regulator (vysSiho fadu)

y"  0.4101-1.29427" +2.0349z% +---+0.0209z %
X" 1+2.1085z%+2.618222 +---—0.00767

26.10.2012
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m V PolynomialTbx

Také pfimo funkci pplace

R . [T
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0 = Robustni Pole Placement
O

m  Nyni uvazujme neurcCitou soustavu s prenosem

S W neurdity
a(q4— parametr

m a hledejme robustni regulator

y

X

T a(a)eb(@)y=c(a)

byl robustné stabilni (tj. stabilni pro vSechny uvazovana q )
m pfifadit polohu pfesné samoziejmé nemuzeme

et E‘f Wl’ _WE 204
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Problemy:

71 Jak zajistit robustni stabilitu ¢ ?7?7?

~1 Koeficienty c¢ jsoulinearniv x a y ! To je dobré,

- ale: jsou podminky stabiity inedmi v ¢ 727

Eflﬁr T
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m , Spojity“ polynom p(s)=p,s"+p, ;8" +--+ PS+ Py, P, >0
je stabilni, pravé kdyz jeho Hurwitzova matice

ma vSechny hlavni minory >0 (Hurwitzovo kritérium)

m podobna kritéria pro diskrétni systémy (Juryho matice)
a pro jiné oblasti stability (sektor, parabola)

s . [T

¥oOoH I.' 3

e g MY
EVROPSKA UNIE b i
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o @ Priklad: n=4

= polynom p(s) = p,s* + p,s° + P, + P,S+ P,
je stabilni, prave kdyz jeho Hurwitzova matice

H(p)=

ma vSechny hlavni minory > 0, tj. prave kdyz
p,>0
P,P; — PP, >0
PP, P~ PoP; — Pr Py >0
Po PP, Ps — Po Ps — Po Py P, >0

vysoce

nelinearni
podminky

26.10.2012
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0, Nekonvexnost oblasti stability

O

Hlavni problém:

Oblast stability v prostoru koeficientu je obecné nekonvexni !
p(z,q) = (-0.825+0.225q, +0.1q,) +(0.895+0.025q, + 0.09q,)z +

(—-2.475+0.675q, +0.3q,)z* + 2°

4

3.5

05 STABLE

26.10.2012

Napf. tento polynom
ma stabilni prvky
na bilé podmnoziné

v prostoru korenu
(v komplexni roviné)

je oblast stability
sice konvexni,
ale to je k nicemu!

EVHOPSKA UNIE il g I I
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Mozné pristupy jsou dva:

m aproximovat nekonvexni oblast
stability konvexni oblasti

-1
(segmentem, polytopem,
, . . 2.
sférou, elipsoidem, LMI) '
0.5
z 01_:
) IS
w000 ‘1'.'5
5 -1 T
2500 St o
2000 x- 0.5"
B pouzit pfimo metody
04" nekonvexni
optimalizace

(lokalni, globalni)

INVESTICE DO ROZVOIJE VZDELAVANI EVROPSKA UNE b | -
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m VNéjSi aproximace
m plyne z nutné podminky stability
m pozitivni konus

m Vvnitfni aproximace
m plyne z postacujici podminky stability
m kosoctverec (diamond)

INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVANI
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0, Stabilni polytop

O

Nutna podminka stability v diskrétnim pripade:

Konvexni obal stabilni domény je polytop, jehoz n + 1 vrchold
jsou polynomy s koreny +1 nebo -1.

Priklad:
Pro n = 2 to je trojuhelnik
s vrcholy

(z+1)(z+)=1+2z+2> |

(z-1)(z-1)=1-2z+7°

V tomto jednoduchém pfipadé

to je oblast stability

26.10.2012

1
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Priklad: Diskrétni polynom n=3:

Oblast stability

vymezuji dvé nadroviny a nekonvexni 0
hyperbolicky paraboloid L
se sedlovym bodem v SIS S
p(Z) =17 (1+ 22) N
NS i

Konvexni obal
vymezuji 4 nadroviny

(z+1)(z+1)(z+1)=1+3z+3z° +7°

(z+1)(z+1)(z-1)=—-1-z+2°+7’ |

(z+1)(z-1)(z-Y)=1-z2-72"+7 4" P,
( _

(z-1)(z-1)(z-1) =

ey
%'M )y
g
' ~.i Saa
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Vazena rotaCni nadsféra je elipsoid:
m Pomoci modernich metod LMI
optimalizace muzeme aproximovat
oblast stability vnoreny elipsoidem

1k

kde os
p je vektor koeficientu polynoma "
p je stfed elipsoidu '°‘51‘::
P je pozitivné definitni matice i

P
’
-2
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Stabilni elipsoid: priklad

Priklad: Pro p(z) =p, + pz+2° FeSenim LMI a dostaneme

2.5

2+

26.10.2012

o _[15625 0 }
0 12501

_ [0.2000

v

coz popisuje elipsu E
vepsanou do (pfesného)
trojuhelniku stability S

L ]
+* -
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Y

Stabilni elipsoid: druhy priklad

O

Priklad: Pro p(z)= p,+ pz+p,z" + 2z fedenim LMI a dostaneme

26.10.2012

23378 0 0.5397]
P=| 0 21368 0
05397 0 17552

0
0.1235
0

|
Il

coz popisuje konvexni elipsoid E
vepsany do presné oblasti
stability omezené nekonvexnim
hyperbolickym paraboloidem S

L ]
+* -
T .. ]
* * ° = /
tt**-k .
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©

Objem stabilniho elipsoidu

O

m Pro diskrétni systémy definuje znama postacujici podminka

stability ,diamond”

| Po|+| Py ++ | Poa| <1

m Pro ruzné stupné n je porovnani objemu skutecné (nekonvexni)

oblasti stability S, stabilniho a
n=2 n=3 n=4 n=>5
oblast stability S| 4.0000 5.3333 7.1111 7.5852
elipsoid E| 2.2479 1.4677 0.7770 0.3171
kosoCtverec D | 2.0000 1.3333 0.6667 0.2667

26.10.2012

je sice vetsSi nez

. ale stale malé ve srovnanis S

i Ef
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* *
* *
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e Existuji jesté lepsi vnitfni aproximace nekonvexni oblasti konvexni oblasti.

LMI oblasti stability

Jsou zalozené na LMI a budeme je mit pozdéji.

2

1.5

0.5

-0.5

=1.5

26.10.2012
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Jakmile mame konvexni aproximaci oblasti stability, muzeme
navrhnout robustni regulator, a to bud
O linearnim programovanim (polytopy)
O kvadratickym programovanim (sfery, elipsoidy)
O semidefinitnim programovanim (LMIs)
m Slozitost algoritmu roste
m Konservatismus navrhu klesa
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= LMl —=Linear Matrix Inequality
= Historicky prvni LMI:

= Asi kolem roku 1890 Lyapunov ukazal, ze linearni diferencialni

rovnice

d

= X(t) = AX(t)

dt

je stabilni (vSechny trajektorie konverguiji k 0), pravé kdyz

= existuje FeSeni maticove nerovnost,

A'P+PA<0, P=P">0

ktera je linearni v neznameé matici P

INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVANI
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0, Alexandr Michajlovic Lyapunov

[ﬁ (,.,,,z,'_ : 1857 Jaroslav - 1918 Odésa, RU

IIU‘4 f\( ‘.(D

26.10.2012
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0, Linearni maticova nerovnost
=

1940 - Lure, Postnikov, et al. jina kritéria stability nelinearnich
systému ve stylu LMI

1960 — Kalman, Jakubovic, Popov, Anderson et al.:
KYP Lemma/Positive Real Lemma — feSeni LMI graficky
(kritéria Popova, kruhové a Cypkinovo)

1984 Karmarkar: algoritmy vnitfniho bodu
pro linearni programovani

1988 Nesterov a Nemirovskij: metody vnitrnino bodu pro primo pro
LMI, umoznili resit LMI konvexni optimalizaci na pocitaci

1993 Gahinet a Nemirovskij:
Dnes: hot topic = ucinny nastroj i velka moda

26.10.2012 ry — ..-.
1 Efl F 5 A4
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Galerie
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3 ?
? & Jak vypada LMI :

Kanonicka forma

F(x):FO+inFi>O
=1

kde

X Je vektor m rozhodovacich promennych

F = Fi* jsou dané symetrické konstantni matice
znak > znamena pozitivhe

také jsou LMI: F(X)=0 kde
znak = znamena pozitivhé
LMI je omezeni na x

26.10.2012 ry — ..-.
1 Efl F 5 A4
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o

= kromé kanonicke formy se uziva jesté dalsi tvar
= ktery pfipomina linearni programovani

minc x m linearni cilova funkce
St AX=D = linearni omezeni
XEKY = p.s.domezeni

kde
= Kje semidetiniini kuzel vec(p.s.d.), .
= prvky vektoru x ,patfi“ k semidefinitnim maticim

= proto se LMI optimalizaci nékdy rika semidetinitni
optimalizace

m Je to prirozene zobecneni linearniho programovani

** * ** :
* * ..
* *
* 5K A 3
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Maticové proménné
® = P

V fizeni se malokdy setkame s LMI v kanonickém nebo semidefinitnim
tvaru, Castéji maji nerovnosti

Napr. Lyapunovovu nerovnost
AP+PA<0, P=P >0
muzeme prepsat do kanonického tvaru

F(x):FO+inFi>O
i=1

S n
F, =0, F, =—AB —BA

kde B,i=1...,n(n+1)/2 je maticova baze pro symetrické matice

rozmé&ru n

software pro LMI bohuzel obvykle pracuje s kanonickym nebo
semidefinitnim tvarem,

a proto je pred pouzitim nutné (Casto Casové narocne)

E KA UNIE j 226
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Konvexnost
® =

omezeni v LMI je linearni, a tedy konvexni
F(X)<0&F(y)<0 —
F(Ax+(@-2)y)=AF(X)@-2)f(y) <0
VA e[0,]]
a z toho plynou zajimave vlastnosti:
mnozina reseni ( ) je konvexni
najit reseni je problem konvexni optimalizace
obecné neexistuje analyticke reseni, ale
existuji numerickeé algoritmy,
které najdou reseni pokud existuje

26.10.2012
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Feasibility (FesSitelnost, proveditelnost, uskutecCnitelnost)

= Najdi x takove, ze A(X) <0

Minimalizace linearniho kritéria

= Najdi x minimalizujici linearni kriterium
minc'x<0

= zaomezeni A(x) <0

Minimalizace zobecnélého vlastniho Cisla (generalized eigenvalue)

= Najdi x minimalizujici I
A(x) < AB(x)
B(x)>0

INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVANI
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Reseni LMI

O

Urcit, zda je LMI resitelna

Pokud ano, najit reseni, které se od globalniho optima liSi 0 méne nez
zadanou toleranci

Lze feSit efektivné, v

Komercni SW: pro Matlab

Freeware: + Interface

Algoritmy: ( ) -1988

Bud' pouzivaji logaritmickou bariérovou funkci

B(x) = {Iog det A(X)™" pro A(x)>0

00 jinde
a feSi (standardni metodou) konvexni optimalizaci bez omezeni
min A(X) + ®(X)/ax, a>0
kde druhy Clen brani prekroCeni bariéry a minimum je nalezeno uvnitr
Nebo analytické stredy feasibility sets

..
(. P
PO . =
Sar . wj 229
EVROPSKA UNIE hal?” L TG




o @ Analyza robustni stability

Necht' N(s,q) je polynomialni matice s
strukturou neurcitosti a necht

Q je s vrcholy (extrémy) ¢
Oznacme N(s) jsou vrcholy N(s,q) odpovidajici g',i=1,....,.m
N(s,q) je robustne stabilni existuje matice D a matice

P — p* spinujici LM
D'N,+N'D-S(P)>0,i=12,...,m

Dukaz:
LMI je v D (matici koeficientt polynomialni matice
D(s) ), takZe ze stability vrcholu plyne stabilita celého polytopu.

Je to jen postacujici podminka !!!
Ale zase: plati v pfimo maticich, ne jen v jejich determinantech

26.10.2012
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0, Priklad

O

Z predchozich vysledku plyne testovatelna
polynomialni matice:

Polynomialni matice N(s) je stabilni prave kdyz existuje
stabilni polynomialni matice D(s) a matice P =P splfiujici LMI

D'N+N'D-S(P)>0
Stabilita diskrétniho polynomu druhého stupné n(z) =n,+nz+n,z’

vezmeme stabilni polynom d(z) = 2

Resitelnost (feasibility) LMI vy3e je ekvivalentni existenci matice
—P >0 splnujici
P=P 20 spinu Doo + Pry + P =1

O T Por T Poy T Py =1y
Pog T Por =Ny

coz je LMI v primarni formé semidefinitniho programovani

E KA UNIE j 231
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m Vime uz, Zze pomoci kombinace SPRnosti racionalni matice
a pozitivity polynomu miazeme zkoumat robustni stabilitu
polynomialnich a stavovych matic

Opakovani:
m Polynomialni matice C(s) je stabilni prave kdyz existuje
stabilni polynomialni matice D(s) a matice P =P splriujici LMI

VSimnéte si, ze

m Vv LMI jsou matice systému C(s) a neznama matice P oddéleny
m jakmile stabilni polynomialni matice D(s) je dana,
problém je linearni a tedy konvexni

RN K hd ‘EHHI[Ily
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Uvazme rodinu soustav

s multilinearni strukturou neurcitosti a polytopem Q
spojenou se ZV regulatorem

tak, ze dynamiky uzaviené smycky je popsana rodinou matic

Abychom zajistili SPRnost racionalni matice D™(s)C(s, q),

volime stabilni polynomialni matice D(s) blizko nominalni c-|

matici, napr. prfimo _
tedy rovnou matici jimenovatele nominalni c-l, kterou
ziskame standardnim navrhem (pole placement, LQ, H,,, apod.)

‘* * ** .
* *
* 4k * 3
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0, Priklad: F4E Phantom
o

m Model podélného pohybu letounu F4E Phantom (Ackermann, 93)

®m U poloha vySkovky, y uhel stoupani (pitch rate)

m Linearizace v okoli 4 reprezentativnich letovych podminek na
obalce rychlost-vyska

Mach 0.5, 5000 ft: al( )=-113.0+51.465+31.84s° +s°, b'(s)=-351.1-367.6s

Mach 0.85, 5000 ft: a®(s)=-31.50+38.53s+31.32s° +s°, b*(s)=—677.5—346.6s
Mach 0.9, 35000 ft: a°(s) = —262.5—84.855+33.125? +5°, b?(s)=—455.4—978.4s
Mach 1.5, 35000 ft: a*(s ( ) — 576.7+71.465+31.74s* +s*, b (S) =-538.7-790.3s

m hledame statickou zpetnou vazbu simultanné stabilizujici
vSechny 4 soustavy s bezpecnosti (margin) stability 0.3

26.10.2012 Ef Iﬁr FEE
EVROPSKA UNIE il

234



0, Priklad: F4E Phantom
o

m Prvni soustavu stabilizuje napt. regulator s x'(s) =1 y*(s) =-1
m Pritom vede na c-| charakteristicky polynom

c(s) =a'(s)x'(s) +b'(s)y'(s) = 238.1+ 419.06s + 31.84s* +s°

m ktery ma koreny -0.5945 a -15.6227+12.5065 a tedy je
stabilni s pozadovanou bezpecnosti

m Vezmeme tento polynom jako centralni,
m oblast stability (polorovinu posunutou do -0.3) popiSeme matici

®m a pouzijeme funkci ptopdes

26.10.2012
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http://leocad.gerf.org/models/old/f4e.gif

ukazeme
jesté
koreny na
hranach
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0, Priklad: F4E Phantom

O

m stabilizace jedné soustavy
= VSechny stabilizujici P regulatory  k <k, =—0.3218
= Opravdu

| k1=-0.3218;rlocus(ss(b{1},a{1}),[-1:0.001:k1]) J

Foot Locus
1
10 F :
L] :
& :
% 0%- - - - - - e———— /O T - - - - -x--{:h:-x----—
= '
[=7] 1
E :
= -0 .
1 1 1 1 1 I
=30 =25 =20 -15 -10 -5 ] 4
m ale

hold on,rlocus(ss(b{2},a{2}),[-1:0.001:k1])
rlocus(ss (b{3},a{3}),[-1:0.001:k1])
rlocus(ss(b{4},a{4}),[-1:0.001:k1])

Fodt Lacus

ot ,\ N
26.10.2012 -35 -3lc| -2:5 -2:3 -1|5 -1::| sl 0 5 P 5 PjD:E
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0, 4 vrcholy

O

m stabilizace 4 vrcholu ( 4 oddélenych soustav)
= V8echny stabilizujici P regulatory k <k, =—0.5764 (<k,)
m Opravdu

k2=-0.5764;rlocus(ss(b{1},a{1l}),[-1:0.001:k2])
hold on,rlocus(ss(b{2},a{2}),[-1:0.001:k2])
rlocus(ss (b{3},a{3}),[-1:0.001:k2])
rlocus(ss(b{4},a{4}),[-1:0.001:k2])

Foot Locus
30

10 - £
%

. xi
Aok 5
220 I, 1

_30 | | |

Imaginary Axis
(o)
!
b
E
%

m Obecne takovy regulator jesté

nemusi stabilizovat cely polytop,
,6.10M01Protoze stabilita vrcholu

nezarucuje stabilitu hran

239
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m Prednaska 9. (tato): stabilizace polytopu

m Dnes nalezeny regulator
se zesilenim

k, =—1.7606 <k, <k,

m zarucCené stabilizuje cely polytop
(a ne jen vrcholy)

m Vzhledem k volbe matice S
(tedy volbé oblasti stability)
je vysledek stabilngjsi
(vice vlevo)

INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVANI
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m experimentalniho letadlo se Sikmym otacCivym
kridlem (Obligue Wing) AD-1 (Ames-Dryden)
~1980

INVESTICE DO ROZVOIJE VZDELAVANI mopsw.egf i : Il


http://www.nasa.gov/

Dorf, Bishop: Modern Control Systems, 7. ed., Addison Wesley, 1995, (Prob.
8.17 in Ch. 8) — McLean: Automatic Flight Control Systems, Prentice Hall, 1990

podélny pohyb (ve skuteCnosti je tu zavisly na pohybu v ostatnich
smérech, na rozdil od normalnich letadel)

u uhel vySkovky, y tzv. uhel a (mezi osu letadla a vektorem rychlosti)
Linearizovany model ma intervalovy pfenos se 6 parametry

ﬁ* * *i' :
* 4 ..
* *
il LE
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8

m spektralni mnozina soustavy

INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVANI mopsm.,.ng i j II


http://www.nasa.gov/

m Linearizovany model ma intervalovy prenos se 6 parametry

m Tedy Q ma 26=64 vrcholl
m [ntervalovou soustavu zkusime rob. stabilizovat regulatorem 2. radu

m Protoze regulator s prenosem - stabilizuje prvni soustavu,
vezmeme prislusny c-lI charakteristicky polynom jako centralni

INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVANI EVROPSKA UNIE N -
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0 = Priklad: Letadlo se Sikmym kridlem
O,

m To ale nic neznamena, nebot podminka je jen postacujici

m prosté zkusime jiny centralni polynom. @’
= Napr. polynom vznikly ze zapojeni predchoziho regulatoru

se soustavou ¢. 61

C=A{61}*x0+B{61}*y0; 10
[x,y]l=ptopdes (A,B,C) al
x = 0.3567 + s
y = 0.4804 + 0.6974s Br
4F i
m vysledna spektralni ot ]
_ r
mnoZzina Or - 1
.
n=1000;Aminus=[-.1,30.1,50.4,2.8,1]"'; 21 -
Aplus=[.1,33.9,80.8,4.6,1] "' ;Adelta=Aplus-Aminus; s
Bminus=[90,54] ' ;Bplus=[166,74] ' ;Bdelta=Bplus-Bminus; |
Aminus=repmat (Aminus,1,n) ;Bminus=repmat (Bminus,1,n) ; Bt
Adelta=repmat (Adelta,l,n) ;Bdelta=repmat (Bdelta,1l,n) ;
Arand=Aminus+rand (5,n) . *Adelta; Br
Brand=Bminus+rand(2,n) . *Bdelta;r=[]; a0 . . . . . . . .
for -2 -1.8 -1.6 -1.4 -1.2 -1 -0.8 06 -0.4 0.2
i=1l:n,a=mono (0 4) *Arand( 1) ;b=mono (0:1) *Brand(:,1i) ;c
=a*x+b* y;r=[r; roots(c)] ;en
plot(r,'.b') ,hold on

26.10.2012
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® Priklad: Letadlo se Sikmym kridlem
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