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systému a kracejicich robotu
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Holonomni a neholonomni omezeni

Mechanickou soustavu N hmotnych bodli miZeme popsat
souborem kartézskych souradnic pomoci N > 1 vektori:

-1 -2 T - N 7
1 X 1 ') N x}v
_ 1 N _
r=\|x, |, r=_2a5|,...,r = CC%V (1)
1 2
| L3 | T3 | L3

Body jsou vazany omezenimi. Holonomni omezeni:
op(rt,... . fNt)=0, k=1,...,M. (2)

Neholonomni omezeni: nelze vyjadrit jako (2) (nerovnosti,
neintegrovatelné rovnosti s rychlostmi,...).

Skleronomni omezeni: ¢y (-, t) = ¢i ().

Rheonomni omezeni: neni skleronomi.

e, |\ ﬁv - {mnmu
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Priklad neholonomniho systému

Toto omezeni nelze integrovat, tj. neni dusledkem derivovani
nékterého holonomniho omezeni ¢(x1, z2, x3) = 0 podle
Casu, nebot by muselo platit:

Gp, = a(x)sin(xs3), ¢, = —a(x)cosxs, ¢, =0,

a(x) # 0 je libovolna diferencovatelna skalarni funkce (tzv.
integrujici faktor). JelikoZ ale ¢,z = Grazy A Orozs = Ouaos
muselo by platit

a(xr)cosxz + ag, () sinzs = (a(z)sin(zz))z, = 0, =0

a(r)sinxy — g, () coszy = (—a(x) cos(rs))z, = 0, =0,

z &ehoz plyne a(x) = 0, coZ je spor.
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Zobecnéné souradnice

Mé&jme systém N hmotnych bodu s M, M < 3N, vzajemné
nezavislymi holonomnimi omezenimi. Cislo s = 3N — M se
nazyva poc¢tem stupnu volnosti. Potom existuji, alespori
lokalné&, tzv. zobecnéné souradnice

di,q2,...,(s, SZSN—M (3)

Plvodni popis systému N hmotnych bodl (1) Ize pFes (3)
vyjad¥it pomoci 3N skaldrnich funkci, které zapiseme
stru¢néji pomoci NN vektorovych rovnic:

rl — wl(QMQQa SR 7QS)

rN — ¢N(Q1a qz, - - - 7QS)'

* K % > a® {HHHH
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Uvazujme praci p¥i infinitesimalnich posunech poloh
hmotnych bodl 37, F;0r'. Vyjad¥ime ji pomoci
zobecnénych soutadnic. Mame

. S az
o =S 6q, i=1,...,N, s=3N—M. (5)

j=1
N i N s arz’ s N ari s
2 Fior' =2 > Fip—d0q; =2 > Fig—dq; =) Q;0q;.
i=1 i=1 j=1 qj j=1i=1 qdj j=1
N S N arz
Z Fzérz — ZQj5Qj> Q] — Z an— (6)
i=1 j=1 i=1 j

(); nazyvame zobecnénou silou pro ¢;,j =1,...,5
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Rovnovdha: F;, =0,2=1,..., N, potom také

SN Fior; =0. F;,i =1,..., N miZeme vyjad¥it sou¢tem

sily reakce na omezeni Ff a akéni (&i vnucené, vnéjsi) sily F::
N

Z[F,LZ -+ Ff]érz = 0.

i=1
Postulat: celkova prace vykonana reakcemi na omezeni rovna
nule, tj. >, F7r; = 0.

Princip virtualni prace: Systém se miZe nachazet v
rovnovazném stavu jediné tehdy, pokud je celkova virtualni
prace vnéjSich sil rovna nule.

N
Z F?5ri =0
=1
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d “Alembertuv princip

d "Alembert pak dokazal vyuZit princip virtualni prace i v
dynamice. Pro setrvacné sily jednotlivych hmotnych bodi
systému F;,2 = 1,..., NV plati Newtonuv zakon F; = p,, jsou

hybnosti jednotlivych bodi systému, proto
iy [Fi — pJor; =0,

a opét sily reakci na omezeni nekonaji praci, takze

N

Z[F? — pz]érz = 0.

1=1

(7)

Rovnice (7) vyjadfuje d “Alembertav princip. Tento princip
je pak mozné vyuZit k odvozeni Largangeovy metody.

N\

)
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Zakladnim krokem p¥i odvozeni Lagrangeovych rovnic je
proto pfechod ke zobecnénym soufadnicim. Dosadime z (5)
do SN [F; — p,]or; = 0, a dostaneme

» ¢i()dgi=0 & ¢(-)=0V,j=1,...,8,s=3N—M,
j=1

nebot dq;,j = 1,...,s jsou navzdjem nezvislé,

c;(+) - ur€ité vyrazy zavislé na (nezobecnénych) silach,
soutadnicich, rychlostech a zrychlenich.

Jejich presné vyjadreni ve zobecnénych soufadnicich a

zobecnénych silach je pak vlastné odvozenim Largangeovych
rovnic

[TTT]
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Nejprve si vzpomeneme na >N F;or; =

zbyva tedy “jenom” v 3V,

N .
> por
i=1

S 82 rz

N
1=1

Lor, = Zmz

- .ot
r' = qrqr + —qk
k; O

e=1=1 994

S

j=11i=1

EVROPSKA UNIE

S 82

épiéri = Zimz Z

=171 00k

qrq

58 Cr

_1 Q;0q;, a
[ i Pi]5|’i = 0,

>
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Zavedeme kinetickou energii K systému a vyjadfime ji ve
zobecnénych soufadnicich:

N
K = Zmz[rZP
1=1

Je mozné pracné ovérit, ze Vj = 1,

N S ari 2
=D m Za—qqu - (8)

=1 k=1

, s plati:

doK oK .0

or | or
— — = ) m; qrq + — Qx| 7
dt d¢;  0Og; ; k:%l:zl Ok, Z e | Oq;

a tedy

[TTT]
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/ definice zobecnéné sily pak pak dostaneme

al - S [dOK OK
).0r" = ——— — — — ;| dg; =0 10

j=1

coz vede diky zmifiované vzajemné nezavislosti viech
0qj,7 =1,...,s, na rovnice

| kdyZ se rovnice (11) lisi od standardné uvadénych
Lagrangeovych rovnic, jsou skute¢nou podstatou
Lagrangeova pfistupu a také jsou velmi uzitecné.

[TTT]
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Predpokladejme, Ze ¢ast sil ma potencidlni puvod.

Vi(q,...,q,) je potencidlem, &i potencidlni energie.

Zobecnéna sila odpovidajici zobecnéne souradnici g; je v
oV

tomto pripadé rovna — 90
J

P¥idame-li tuto silu na pravou stranu (11), dostaneme

:Q]_— \V/j:L...,S,

— :Qj, ijl,...,s,

nebot potencidl odividn& nezdvisi na rychlostech.

[TTT]
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Odvodili jsme tedy Lagraneovy rovnic s Lagrangidnem L:
L:=K-V.(12)

Zobecnéné sily (Q;,Vj =1,...,s, v (12) jsou pak vSechny
zobecnéné sily, které plsobi na systém.

P¥i praktickém sestavovani rovnic pro ¥izené systémy s
akénimi Cleny je pak také velmi uzitecné, Ze zobecnéné sily se
snadno definuji, nebot p¥irozen& vyplyvaji z popisu problému.
Casto je v aplikacich volba zobecn&nych soutadnic déna
predevsim hlediskem snadného popisu zobecnénych sil,
kterymi jsou obvykle i akéni €leny v ¥izenych systémech.

[TTT]
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Veli¢indm o4, ..., 04 definovanym jako

oL 0K

O; — 7 =— =~
J 0qj 0q]

Vi=1,...,s, L:=K—V. (13)

fikame zobecnéné hybnosti odpovidajici prislusSnym
zobecnénym soufadnicim. Slovo zobecnéné opét vyjadfuje
skutecnost, Ze fyzikalnim rozmérem zobecnénych hybnosti
nemusi byt nutn& kg - m - s!, jak je tomu u klasické
hybnosti. Kromé toho, zobecnéné hybnosti nemaji pro
slozit&jsi mechanické systémy pfimou souvislost s celkovou
hybnosti systému. Zobecnéné hybnosti sehravaji dileZitou
Ulohu v Hamiltonovském pr¥istupu, ktery probereme pozdéji.

N\

)
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Hamiltonidn H(q,...,qs,01,...,0)

H = K(Qla"')Q37017'°'708)+V(Q17°'°

qs)- (14)

Pro pochopeni Hamiltonova pfistupu je tfeba si uvédomit, Ze
kinetickd energie je jinou funkci, neZ v Lagrangeové
pristupu, nebot je vyjadfena pres zobecn&né hybnosti, a ne
pfes zobecnéné rychlosti. Proto také V7 = 1,..., s plati

oK (q1,...,qs,01,...,0%)
(9qj

OK(q1s-- -, 4s:G1y - - -5 Gs)

8(]3'

- (15)

N\

)
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Kinetickd energie je obvykle kvadratickou positivné definitni

formou zobecnénych rychlosti

T

K = qTD(Q)Qa qT — (Q17'°°7qs)7 q

s X s matice této formy D(q) = D(q) ' zavisi na
zobecnénych souradnicich. Plati

(01,...,05) = D(q)(g1,- ..

Mame z (i1, .., d5) T = D(q) (01, ..

K =q'D(q)¢:

y s, 01,y -« 70-8) — OTD(Q)_laa g

o ~ . T
>y [T
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Dale, plati nasledujici vztah pro zobecnéné rychlosti

- OK(q1,...,qs,01,...,0%)
q] aO'j

ktery dokazeme nasledovné

0K

K(q,q) = K(q,0) = 0j=—5-(¢,q) =

0q;
_ 0o _ 90k

1 — —
aO'j 8aj (9(]3

oK

dq

0 0K 9 0K 0 oK

= 1 = 1

~ 00;0¢;  94; Do,

- 0% (’9aj

N\

)

-

" [ )
* -
** ** .. {
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Nyni pouZijeme (15,16) k odvozeni dynamickych rovnic
pomoci Hamiltonidnu. Lagrangeovy rovnice (12) je oCividné
moZné zapsat pomoci zobecnénych hybnosti (13) jako

dO'j 8£

— =Q;, YV9=1,...
dt 8(]] Q]) J ) y S,

L=K-YV,

atedy Vi =1,...,s plati, Ze

do; 0K 9V oK oV OH

it 0g g, YT "o ag YT o

[TTT]
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Kromé toho, z (16) a ze skutecnosti, Ze potencidlni energie
nezavisi na zobecnénych hybnostech vyplyva, ze

_[ox] _[on
1= do| | 0o

Kone¢na podobu Hamiltonovych dynamickych rovnic

o Tl OH
q — |7 9 0= — |3 +Q7
Jo

OT:(017°"708) QT (Qh‘” Q)

qT — (Q17’°'7QS)7

[TTT]
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/ predchoziho okamzité plyne zakon zachovani energie,

nebot
dH OH. OH .
@ a0’ Tl
OH 8HT+8HQ+8’H oH]' oM
do | Oq Oo dq | Oo do ~
Mame tedy

dH OH T
_— p— ) 17
coz pfi () = 0 vede na konstantni { a tedy zachovani

energie.
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Obrazek 2: Kulicky na naklonéné parabolické plose.

* X x
*

*

*
* pk
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Model jedné kuli¢ky

Kulicka ma hmotnost m a g je gravitacni zrychleni, nepusobi
zadny typ tfeni. Lagrangidn ma tedy tvar

1 1
L= im[:i:Q + 7] + mgy = im[x'Q + 4k*2*3%) + mgka?,

Lagrangeovy rovnice tedy maji tvar

d 1 1
Ll Oy 2,257 _ 10812252 1 o _
gy 2m[az+8k1:x] 2m8k rx” + 2mgkx = 0,

coz vede po potfebnych tpravach k

29k + 4k*%
x .
1 + 4k222

o ~ . T
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Kulicky o hmotnostech my, ms a rychlostech vy, vy, Ze se
zachova energie a hybnost, odraz probéhne nekonetné rychle
a bez deformace, at uZ elastické, & plastické:

mivy + mavy = mivy + mavy
1 1 1 1
Smu[of 1+ oma[vf ] = Smafor ] + Smalv 7,
mA % Ui'— o vl— _
my (v +vr) ma(vy +vy) || va — vy
+ +

Linearni soustava vzhledem k neznamym v{" — v{,v3 — vy
ma netrividlni Yedeni, tj. v;7 +v; = vy + v, , a tedy musime
fesit jiz plné linearni soustavu rovnic

- ~ . [T
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EVROPSKA UNIE ¥ <

[TTT]

26 / 78



? 8

Modelovani
mechanickych
systém{i
Holonomni a
neholonomni
omezeni

P¥iklad
Zobecné&né
sou¥adnice
Zobecnéné sily
Princip virtualni
prace

d “Alembertiv
princip
Lagrangeovy rovnice
Hamiltonian
Hamiltonovské
rovnice

Kuli¢ky na
parabolické plose
Model jedné kuli¢ky

Hybridni systém s
ndrazy
Po&atecni podminky

Podaktuované
systémy

Kracejici roboti

Rizeni kracejicich
robotu

Narazy kulicek

(V)

s
1
vy

mlvf + mgv; = M1V, + Moty ,
+ + _ - —
U] — Uy = —U; + Uy,
_|_ —
mo Uq o mq Mo Uq
—1 || of —1 1 vy |
mi—m2 2mo _
mi+mz  mi+ma2 Uy (18)
2mq mo—m1 .
mi+mz  Mmi1+ma2 2

Pro nazornost, v pfipadé stejnych hmotnosti

vy 0 1 v
vy I 0 vy |

coZ znamena, Ze si koule p¥i narazu prohodi své rychlosti.

[TTT]
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Naopak, pokud je jedna z hmotnosti zanedbatelné mala
vzhledem k druhé, napf. my > ms, dostaneme po Upravach
a limitnim prechodu, Ze

vy I 0 (o
vy | |2 —1 vy |

coZ znamena, Ze tézka kulicka nezméni vilbec rychlost, ale ta
zanedbatelné lehka po narazu zrychli o rozdil jejich rychlosti
pred narazem.

Pfimym vypoctem pak také snadno zjistime, Ze pro jakékoliv
hmotnosti ma matice v (18) vlastni &isla rovna +1.

Ndaraz jakozto diskrétni dynamicky systém je tedy na mezi
stability.

[TTT]
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%4 s 7
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Hybridni systém s narazy

)
T, # To + 2rkxs : 2
L 2gk+4k“x3
T1 = T3,T3 = —I1 1+ 4k2z2
. . 2g9k+4k? x4
X9 = T4, X4 =— —T2 1+4k2 22
{
L1 :[C2—|—27“kﬂf2 :
+ m ot e
Ly — X1 ,Ty9g — Lo,
+ mi1—mo 2mo _
L3 | _ | mi+ma  mi+me L3
xi‘ T 2m1 mo—mi :EZI
\ mi1-+mo mi+mso

»
’_'7

*

== ~ . mnmy
X b .. /
L] L
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0.5¢

Obrazek 3: Trajektorie poloh kuli¢ek p¥i 150 narazech, vodo-
rovna soufadnice na obrazku je polohou prvni kuli¢ky, svisla
soufadnice je polohou druhé kuli¢ky.
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Silna zavislost na pocatecnich podminkach

1 2
T%
5 T T
o 0 -
-5 | |
0 50 100 150
1 2
dx1 - dx1
20 T ,
(] 0 | (U} ]
-20 L l
0 50 100 150
1 2
X 7%
5 T T
v 0 M\/\N\/\/WVLWWM/\/WNVV\/\/\]\[\/\/V -
-5 | |
0 50 100 150
1 2
dx2 - dx2
10 T T
[} 0 -
-10 L l
0 50 100 150
:***** =~ ...-° ﬁlHHHIy
IR "
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lé * v

Mechanickeé systémy s akénimi ¢leny

d oL 0L
— =Q;, V7=1,... =K —-V.
dt aqj aq] Q]? \v/] Y 787 £ v

i d9L _ oL ]
dt 9q1 dq1 [ 0 i
d oL ocC -
dt Oqn,q OGnpq 0
= U = , 0<n,,,<n
d_ oL 0L Unpq+1
dt aqnncﬁ'l 8qnna+1
doL _ oL | Un
i dt Ogn oqn |

Misto s pouzijeme n; n,, - stupen podaktuovanosti, plné
aktuovany, pro n,, = 0, podaktuovany pro 0 < n,, < n,
a neaktuovany, pro n,, = n.
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Rovnice

Kinetickd energie K = ¢' D(q)¢, matice setrvanosti
mechanického systému D(q) = D(q)' >0

D(q)§+ C(g,9)g + G(q) = u,
G(q) =%, Clg,9)q= D(@)d — 515" D(g)q] "
G(q) vektor gravitacnich ¢lend,

C'(q, ¢) matice Coriolisovych a odstiedivych ¢leni

C'(q,q)q Coriolisovy a odstfedivé ¢leny.

o ~ . T
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Pfejdeme ke standardnimu stavovému popisu

r=(xq,... ,azgn)T,

1 =4dq1y.---3yTn =4n, Tn+1 = q1,-..,L2n = (n

X1 Ln+1, Ln+1

L Lo, Lon

X |—=C(x1,...,To) : — G(xq,. ..

PN " ..
* * ..
* * [ ] —
** . ** f ’
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X —C([El, ..

y = (21,

vektorovy relativni stupeni (2, ...

xn—|—17

Lo

. 733271)

EVROPSKA UNIE
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—G(Qfl,...,ﬂ?n)—l—

,2)

., T,) je pomocnym linearizujicim vystupem, ma
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Exaktni linearizace pIné aktuovaného

systému

—C(z)

—G(Sli'l,...,.’lfn)—l—

ktera vede na exaktné zlinearizovany systém

:Cn—|—17

Lo,

EVROPSKA UNIE
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Exaktni linearizace pIné aktuovaného
systému

Exaktni linearizaci je pak mozné pouzit k navrhu Ftizeni
nasledovné. Reguldtor v = v(x) v systému (20) vede na
regulator pro puvodni mechanicky system:

u(z) = D(q)v(z) + Clq, )¢ + G(q),
= (q1, s qnsq1s - dn)

V robotice “computed torque”, nebo-li predvypolteny
moment

(21)

[TTT]
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Model podaktuovaného fetézce 2 ¢lanku

Model Acrobota ziskame pomoci Lagrangeho metody, tj.
sestrojime Lagrangian £(q,¢) = K —V = 24" D(¢)¢ -V (q),

d90L _ 9L

dt 0q1 0q1 o o 0
qaoc _oc | T | gy |0
dt 9q2 dq2

. N 0
D(q)§+C(q,4)q+ Glg) =u= [ - ] ,
kde D(q) je matice setrvaénosti, C(q, ¢)q jsou Coriolisovy a
odstredivé sily, G(q) jsou gravitaéni sily a u jsou vnéjsi ¥idici
momenty. Pro kracejici roboty plati dileZity princip
kinetické symetrie vzhledem ke ¢, tj. D(q) = D(q9).
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Krakejici roboti

podaktuovaného G(q) _64 Sin Q1 T 95 Sin (Ql —I_ QZ)

2(91 — 2(92 -+ 2(93 COS (2 (91 — 2(92 -+ 93 COS (2

01

Rizen{ kratejicich 0, = ml? 4+ ]7 0, = mlCL 0 = m[27 0, = 77@9[7 0 = mgl,

robotl

N\

)
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V(g)+ 50" D) "0, = (0.
o d11(92) d12(92)
Dig) [ di2(q2) da2(q2) ]
(017 OQ)T — (quv‘ccm)—r — D(q>(Q1a CD)
a7"[(617 U) _ dzz(QQ)Ul — d12( 2)02
do d11((12)d22((12) 2(QQ)
87'[(617 0) _ d11(Q2)01 — d12( 2)02
doy d11(Q2)d22(Q2) d12(¢]2)

[TTT]
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Hamiltonovsky popis modelu Acrobot

Odvodili jsme tedy Hamiltonovsky popis dynamiky

modelu Acrobot:

7

G

d22(Q2)U1 — d12( 2)02
d11(92)d22(92) 2((12)
)
(

d11(Q2)01 — d12( q2)02
dll(QQ)d22(QQ) d12 Q2)

—G1(q)
1 +90D(qp)7 !
—Ga(q) + §UT ((gzz) g + Ta.

o ~ .o {mnm
L Efl\Kﬁr =wy
(- Epe=

[TTT]
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Hamiltonovsky popis modelu Acrobot

Hamiltonovsky popis pak Ize v pfipadé modelu Acrobot
doplnit jesté zavedenim dalSich dvou soutadnic pi(q), p2(q),
misto zobecnénych souradnic:

pi(g) = q+ /O * dio(s)d (5)ds (26)
pa(q) = q1+/0q2 dao(s)di5 (s)ds. (27)

Plati

0 1 dyodyi 0 - —
8—2 _ [ . d;id% ] , det [8];] daodiy — diadyy (28)

= dlgdndetD(q) # 0 < dlg((]g) # O/\dn(Qg) # 0(29)

* K % > .-° {HHHH
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Modelovani
mechanickych
systém{i

Podaktuované
systémy

Akéni veli¢iny
Rovnice

Stavovy popis
Exaktni linearizace
plné aktuovaného
systému

Model
podaktuovaného
Fetézce 2 &lanki

Model
podaktuovaného

Fetézce 4 ¢lanka
Matice setrvacnosti

a gravitacni ¢&leny
4-linku
Krakejici roboti

Rizeni kracejicich
robot

Hamiltonovsky popis modelu Acrobot

Implicitné je jednozna&né definovan i inverzni vztah ¢(p) a
dostaneme:

P1
P2
01

09

(C]2

—Gl(q
—Gi2(q

Jo
(C_Iz) 02

01

)
)+ 5 LT

OD(qz)™*

dqs

0 + To,

kde za ¢ vSude dosadime ze zminéného inverzniho vztahu
q = q(p). Popis (30-33) jiZ neni Hamiltonovsky, p je sice
mozné povazovat za urcité zobecnéné souradnice, ale
zobecnéné hybnosti o jim neodpovidaji. Nicméné, popis
(30-33), p¥ipadné jeho &asti, budou déle vyuZivany.

" [ )
* ¥ e
* * ..
* * °
*, *** f °
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® a Model podaktuovaného ¥etézce 4 €lankii

Modelovani
mechanickych

systémt /f >
Podaktuované y 7_2( Q2 I
systémy

Akéni veli¢iny
Rovnice

Stavovy popis
Exaktni linearizace
plné aktuovaného
systému

Model
podaktuovaného
Fetézce 2 ¢&lanki
Hamiltonovsky popis
modelu Acrobot

Matice setrvalnosti
a gravitadni ¢&leny
4-linku

Krakejici roboti

Rizeni kracejicich

roboti Obrazek 5: Kralejici mechanismus typu 4-link.
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Modelovani
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Podaktuované
systémy

Akéni veli¢iny
Rovnice

Stavovy popis
Exaktni linearizace
plné aktuovaného
systému

Model
podaktuovaného
Fetézce 2 ¢&lanki

Hamiltonovsky popis

modelu Acrobot

Matice setrvaénosti
a gravitadni ¢&leny
4-linku

Kracejici roboti

Rizeni kracejicich
robot

Model podaktuovaného retézce 4 ¢lanku

- d oL _ 0L T 0 ]
dt 9q1 Oq1
. T2
. — U= )
doL _ oL '3
L dt 944 O0qs T4 |

(34)

u je opét vektorem zobecnénych sil, kterymi jsou opét
momenty jednotlivych ak&nich &lend. Zobecnénymi
soufadnicemi jsou opét uhly, viz obr. 5. Lagrangeovy rovnice
(34) vedou pomoci standardnich vypoétl k popisu

D(QQJ q3, Q4)q - C(Q? Q>q - G(Q) — U,

(35)

kde D(q2, g3, qs) je matice setrvaénosti, ¢; je opét cyklickou
soufadnici, C'(q, ¢) je matici Coriolisovych a odstfedivych sil,

G(q) je vektorem gravita&nich sil.

N\

)
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O, a Matice setrvaénosti a gravitaén

Modelovani
mechanickych
systém{i

Podaktuované

systémy D (q) _

Akéni veli¢iny

Rovnice

Stavovy popis

Exaktni linearizace

plné aktuovaného

systému d11
Model

podaktuovaného

feté&zce 2 ¢lankd

Hamiltonovsky popis

modelu Acrobot
Model

podaktuovaného
fetézce 4 ¢lankid

d12

Krakejici roboti

Rizeni kracejicich
robot

_|_

dio diz dig Cl
dog daz dag : C?

9 C 9 —
d3a d3z3z da4 (4 4) C3
dig dgz dygq Lt

V4

(Ih + Iz + I3 + 14 + l§ma + I3ms + 13my

I5ms + l5myg + 13myg + 12,ma
l2

b4

I €leny 4-linku

Zomao + lg3m3 + lg4m4 — 2l1l3m4 cos(q2 + g3)

2l1lc3ms cos(qa + q3) — 2lalcamy cos(qz + qa)
2l1loms SiD(Qg) + 2l1lomag SiIl(Qg) + 2lal3my Siﬂ((]g) + 2l1l.omo Sin(q;g
2l2lesams sin(qe) 4 2l3lcamay sin(qq) — 201lcamy sin(ga + q3 + q4))

(Is 4 I4 + 13ma + 123ms3 + 12,may

l1l3mg cos(q2 + q3) — l1leams cos(q2 + q3)
lalcamy cos(g2 + qa) + l2lzmy sin(g2) + l2lc3m3 sin(g2)
2l3lcamy sin(qa) — l1lcama sin(g2 + q3 + q4))

N\

)
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® a Matice setrvacnosti a gravitacni cleny 4-linku
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Stavovy popis
Exaktni linearizace
plné aktuovaného
systému

Model
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Hamiltonovsky popis

modelu Acrobot
Model

podaktuovaného
fetézce 4 ¢lankid

Krakejici roboti

Rizeni kracejicich
robot

d13

(I2 4 I3 + I + I3ma + 13ma + 13ma + 12,ma + 12,ma + 12, ma—
l1lgma cos(g2 + q3) — lileams cos(g2 + q3) — 2l2lcama cos(gz + qa)+
l1loms SiIl(Qg) + l1lomy SiIl(Qg) + 2lal3my Siﬂ((]g) + l1lome SiIl(gg)—|—
2l2lcams sin(q2) + 2l3lcama sin(qa) — l1lcamq sin(qz + q3 + q4))

(I4 +12,my — lalcamy cos(g2 + qa)+
I3lcamy sin(qs) — l1lcamasin(g2 + g3 + q4))

(m4l§ + 2my sin(qq)lslcq + mglg3 + m4lg4 + I3+ 1y)

(m4l§ + 2my sin(qa)lslcq 4 lomy sin(gq2)l3 + mglg3 + loms sin(q2)lc3+
myl?, — lamy cos(qz + qa)lea + I3 + I4)

(mal2, 4 I3my sin(qa)lca + Is)

(I2 4 I3 + Is + I3m3 + 3ma + [3ma+
ngmg + l33m3 + lg4m4 — 2lalcamy cos(qa + qa) + 2l2lzmy sin(q2)+

2l2l.3m3 Sin(QQ) + 2l3le.qmy Sin(Q4))
(Is + 12,ma — lalcama cos(q2 + qa) + l13lcama sin(qa))

(m4lg4 + 14)

[TTT]
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O, a Matice setrvaénosti a gravitaén

Modelovani
mechanickych
systém{i

Podaktuované
systémy

Akéni veli¢iny
Rovnice

Stavovy popis
Exaktni linearizace
plné aktuovaného
systému

Model
podaktuovaného
Fetézce 2 ¢&lanki

Hamiltonovsky popis

modelu Acrobot
Model

podaktuovaného
fetézce 4 ¢lankid

Krakejici roboti

Rizeni kracejicich
robot

V4

I €leny 4-linku

b4

G1 = —glcamyasin(qr + g2 + g3 + q4) — glamsz sin(q1 + g3) — gloma sin(q1 + g3)
—glcama sin(q1 4+ q3) — glima sin(q1) — glims sin(q1) — glima sin(q1 ) —
glcimi sin(q1) — glamasin(q1 + g2 + ¢3) — gleams sin(q1 + g2 + ¢3)

G2 = —glcamasin(qr + q2 + q3 + q4) — glama sin(q1 + g2 + g3)
—glesmssin(qr + g2 + q3)

Gz = —glcamasin(qr + g2 + g3 + q4) — gloms sin(q1 + g3)—
glamy sin(q1 + q3) — gleama sin(q1 + q3)
—glamy sin(q1 + g2 + q3) — gleams sin(q1 + g2 + ¢3)

Gs= —gleamysin(qr + g2 + q3 + q4).

Také 4-link ma virtualni vystup s relativnim stupném 3:

é-l — _G1<Q17 q2, 43, Q4)

N\

)
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Modelovani
mechanickych
systém{i

Podaktuované
systémy

Kralejici roboti

Acrobot: odvozeni
dopadového
zobrazeni

Rizeni krakejicich
robotu

Acrobot: obecnéjsi rozlozeni hmotnosti

ch , M2, _[2

l017m17 Il

Obrazek 6: Acrobot

L = (Q17 q2, q.la qQ)T7 q = (Q17 qz)T

Y

q: (q.la q.2)T7 u = (07 T)Ta Yy = (Q17 Ch; CIZ) .

r1 = l¢sin(q1), y1 =l cos(qr)
ro = l1sin(q1) + le, sin (g1 + g2)
yo = lycos(qr) + le, cos(q1 + q2)
hd J_Emlmly
A
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Modelovani
mechanickych
systém{i

Podaktuované
systémy

Kralejici roboti

Acrobot: odvozeni
dopadového
zobrazeni

Rizeni krakejicich
robotu

Acrobot: obecnéjsi rozlozeni hmotnosti

1 X d*Yy 1

T = — — _
! 2m1< a2 an 2
1 d?’X, d*Ys 1

Th = — — _
2 2m2< a2 A 2

FL)E + 5 (mal, + 1) d3

+ 2(m2132 + Iz + malyl., cos (qQ))(MQ
Vi = maig (le, cos(q1)), Vo = mag(ly cos (q1) + lc, cos (g1 + g2)

(mﬂé + 11) G7

(mg (l% + ZEQ + 2041, cos (Q2))

0, = mllgl + 1] + 7712[%, 0o = 7712122 + I,

03 = malilea, 04 =mqler +maly, 05 = male,

el

B0 53 / 78
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Modelovani
mechanickych
systém{i

Podaktuované
systémy

Kralejici roboti

Acrobot: odvozeni
dopadového
zobrazeni

Rizeni krakejicich
robotu

Acrobot: obecnéjsi rozlozeni hmotnosti

D(q)4+ C(q,a)q+ G(q) = [0, )"

D _ 01 + 05 + 203 cos (q2); B2 + 03 cos (qs)
- 0y + 03 cos (qo); 05 ’

C — [ —203 sin (C]2)(22; —05 sin (C_I2)C]2 ]

05 sin (Q2)Q15 0

G —0,9sin (q1) — O59sin (g1 + ¢2)
—059sin (¢1 + ¢2) |

(91 == m(lg + 12) -+ ], (92 = mlcl, (93 = ml(l — lc>,
0, =mg(l+1.), 05 =mg(l —1.).

d ﬁIHHHIy
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Modelovani
mechanickych
systém{i

Podaktuované
systémy

Kralejici roboti
Acrobot: obecnégjsi
rozloZeni hmotnosti

Rizeni krakejicich
robotu

Acrobot: odvozeni dopadového zobrazeni

Neukotveny Acrobot se 4 stupni volnosti:

qe = |q1, G2, 21, %22]. Spolu s vektorem zobecnénych rychlosti
de = |41, G2, 21, 22| mlZeme sestavit nasledujici rozsifeny vektor

stavovych soufadnic x. = [qe, Gel.

l027m27 I2

21

Obrazek 7: Neukotveny Acrobot.

N\

)
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systémy

Kralejici roboti
Acrobot: obecnégjsi
rozloZeni hmotnosti

Rizeni krakejicich
robotu

Acrobot: odvozeni dopadového zobrazeni

Opét se snaZzime odvodit rovnice ve tvaru:

D.(¢e)de + Ce(ge, de)de + Gelge) = [0, 7, 0, 0]7 (36)

Kartézské souradnice hmotného stfedu jsou

X1
U
X9

Yo

lc1 Sl (Q1) - <1
lc1 COS ((h) + 29

l1sin (q1) + ., sin (g1 + q2) + 21
)

l1cos (q1) + le, cos (g1 + q2) + 22,

a proto kinetické a potencialni energie jednotlivych ¢lanku
Jsou 11, 13 a Vi, Vo

el
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)
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0, a Acrobot: odvozeni dopadového zobrazeni

Modelovani
mechanickych
systém{i

Podaktuované Tl
systémy

Kralejici roboti
Acrobot: obecnégjsi
rozloZeni hmotnosti

Rizeni krakejicich
robotu

1 d’X,  d*Y; 1 5 .o ..
§m1 ( T3 + 7 = §m1 (qul + 2l¢, cos(q1)q121 +

: . : . |
— 2le, sin(q1)g122 + 21 + Zz) + Ellfﬁ

1 d2 X d2Y- 1
~1meo ( 2 + 2) = §(m2 (l%—i—lé ‘|‘2l1102 COs (QQ))C]% +

2 dt? dt2
+ I2d7 + <m2l§2 + IQ)Q% + ma21 + m222> + (m2l32 + Iz +

+ malilc, cos (qz))@dz + ma(le, cos(q1 + q2) +

+ 11 cos (q1))g121 — ma(l1sin (q1) + ley sin (g1 + ¢2)) G122 +

+ malc, cos (q1 + q2)G221 — male, sin (g1 + g2)g222

Vi = mag(le, cos(q1) + 22), Va2 =mag(licos(q1)+ ey cos(q1 + q2) + 22).

[TTT]
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systémy

Kralejici roboti
Acrobot: obecnégjsi

rozloZeni hmotnosti

Rizeni krakejicich
robotu

Acr(g@otz:

+ mo (l,l + I+ I2 + 2malile, cos (q2)

o&lvqlzeqlcosggad vého zobrazeni

male,

mile, cos (q1) + maly cos (q1) + male, cos (q1 + q2)
—mile, sin (q1) — male, sin (q1 + q2) — maly sin (q1)

maley (ley + 11 cos (2)) + T2, D? = mal, + I,

male, cos (g1 + q2), D** = —malc, sin (1 + ¢2)

m2 (11 cos (q1) + ley cos (q1 + g2)) + mile, cos(q1)

malc, cos (q1 + q2), D33 = mq + mao, D3* =0

ey sin (q1) — ma (11 5in (q1) + lep sin (g1 + 42))
—male, sin (g1 + g2), D43 — 0, D — (m1 4+ ma)
—2mal1lc, sin (g2)42, C1? = —malile, sin (q2)q2, c13 =0,
0, C?*! = molyle, sin(g2)d1, C*2 =0, C* =0, C** =0
(=male, sin (q1) — male, sin (g1 + g2) — malisin (g1))d1 +
2malc, sin g1 + g2¢2

—male, sin (q1 + g2)g2, C32 =0, C3* =0

(—=ma1le, cos(q1) — male, cos (g1 4 q2) — maly cos (q1))d1
2malc, cos g1 + q292

—malc, cos (q1 + g2)42, C43 = 0, C** =0

—migle, sin (q1) — magly sin (q1) — magle, sin (g1 + ¢2)
—magle, sin (g1 + ¢2), G2 =0, Gg=mig+mag.

e, |\ ﬁv - {mnmy
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systémy

Kralejici roboti
Acrobot: obecnégjsi
rozloZeni hmotnosti

Rizeni krakejicich
robotu

Acrobot: odvozeni dopadového zobrazeni

De(qe)de + Ce(qe, Qe)qe + Ge(qe) — Br + JFext
De(Qe) (q: — qe_) — ext

Fext = ttj SF(1)dr

v | & thsin(g) +lysin (g + go) (37)
2o + 11 cos (q1) + I3 cos (g1 + ¢2)
ext 1T FT
F&< = —E [ Fo | (38)

d iIHHHIy
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0, a Acrobot: odvozeni dopadového zobrazeni

oddlorint LT
systém{i — —_—
Podaktuované aqe
systémy
Kralejici roboti ll COS (ql) —|_ 12 COS (ql _|_ q2)7 12 COS (ql —|_ q2)7 17 O
Forlogent hmotnost —lisin (¢1) — l2sin (¢1 + ¢2), —lesin(qi +¢2), 0, 1
Rizenf kréejicich Eq: = 0. (39)
robotd
De ET 9: _ Deq.e— (40)
E O F | 0

e

-l
it = |1+ D'E" [ED'E'] 'E|

d {I\\I\Hly
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0, a Acrobot: odvozeni dopadového zobrazeni

Modelovani
mechanickych
systém{i

Podaktuované
systémy

Kralejici roboti

Acrobot: obecné&jsi qe o [Ql) q2’ le 22]’ qe p—

rozloZeni hmotnosti

Rizeni krakejicich
robotu

[Qla QQ; '2.:17 22]

PN " ..
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* * °
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systémy

Kralejici roboti

Rizeni kracejicich

robotu

Acrobot -
podaktuovana chiize
pomoci linearizace
Fadu 3

4-link: 3 virtudlni
omezeni

4-link: 2 virtudlni
omezeni
Porovnani 2 a 3
omezeni
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Modelovani
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Podaktuované
systémy

Kralejici roboti

Rizeni kracejicich
robot

4-link: 3 virtudlni
omezeni

4-link: 2 virtudlni
omezeni
Porovnani 2 a 3
omezeni

Acrobot - podaktuovana chuze pomoci

linearizace fadu 3

Model pomoci Euler-Lagrangeho rovnic

d90L _ 0L

dt 0q1 0q1 . o 0
doc o | T U7 | g, |
dt Ogn oqn

D(q)G+C(q,4)q + G(q) = u,

D(q) matice setrvatnosti, C'(q, ¢)¢ Coriolisovy a odstfedivé
sily, G(q) gravitaéni sily, u vn&jsi ¥idici momenty. Kraclejici
roboti: princip kinetické symetrie vzhledem ke ¢, tj.

D(q) = D(qz), jinymi slovy, kinetickd energie nezavisi na q;.

i
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)
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Podaktuované
systémy

Kralejici roboti

Rizeni kracejicich
robot

4-link: 3 virtudlni
omezeni

4-link: 2 virtudlni
omezeni
Porovnani 2 a 3
omezeni

Acrobot - podaktuovana chuze pomoci
linearizace ¥adu 3

ZObeCI’]él)// moment o = g—qﬁl = dll(QQ)ql -+ dlg(QQ)QQ.

Diky shodé neaktuované proménné s proménnou kinetické
symetrie plati

- 0L __ ov __
e Gl(Q)-

Zobecnély moment ma v pripadé modelu Acrobot tvar

o = g—é = (01 + 02 + 203 cos ga)G1 + (02 + 05 cos g2) o

Dalsi proménnou s relativnim stupném 3 je

01 + 0y — 203 d2
arctan tan —
01 + 05 + 204 2

205 — 0, — 6
p=q1+%+ 2 1 2
2 /(61 + 02)2 — 463

iIHHHIy

L8 64 / 78

[TTT]




? B

Modelovani
mechanickych
systém{i

Podaktuované
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Kralejici roboti

Rizeni kracejicich
robot

4-link: 3 virtudlni
omezeni

4-link: 2 virtudlni
omezeni
Porovnani 2 a 3
omezeni

Acrobot - podaktuovana chuze pomoci
linearizace ¥adu 3

Plati p = dj;'o, a proto transformace

o=0, =0, & =0

1 61:p7

vede na novou reprezentaci dynamiky pro Acrobot

él — dl—ll(QQ) 527 é? — 537 53 — 547 54 — CV(Q) Q)TQ+B(Q, C]) = w

Ke sledovani navrhneme referencni trajektorii:
. » . . .
&1 = dyy (qg) ‘Sga 55 — ggv 65 — 527 62 =w" =0,

tzv. pseudo-pasivni trajektorii.

ﬁIHHHIy
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Kralejici roboti

Rizeni kracejicich
robot

4-link: 3 virtudlni
omezeni

4-link: 2 virtudlni
omezeni
Porovnani 2 a 3
omezeni

Acrobot - podaktuovana chuze pomoci

linearizace fadu 3

Mdame-li referenéni trajektorii, potom jejiho exponencidlné
stabilniho sledovani dosahneme nasledovné. Oznaéme

e:=§&— &, potom

€1 = d1_11(§b2(517 53))52 - dﬁ%@(fﬂfg))gg

6.32:637 €3 — €4, é4:w—wr.

€1 = p(t)er + pa(t)es + ps(t)es + o(e)

é2:€3, é3:€4, é4:w—wr

Nyni zbyva navrhnout zpétnou vazbu

w=w"+ Kie1 + Kyeqg + Ksze3 + K,ey, ktera stabilizuje
tuto chybovou dynamiku. K tomu byla vyvinuta cela ¥ada

metod navrhu zesileni Ky, Ky, K3, K,.

)

e E I\K%r Bt
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Nejpre vybereme sadu funkci, které urci zavislosti uhli go, g3

a q4 na uhlu ¢,. Jinymi slovy, dhel g5 je dan funkci
q2 = Pa(q1), Ghel g3 funkei g3 = P3(q1) a thel g4 funkci

qs = P4(qq). Vyjad¥ime asové derivace

Go = PlLq, Go = PLG7 + Dl
g3 = Phdr, G = Phqi + Py,
4y = Pq1, Gy = P47 + G-

Dale si zavedeme proménné q,, qs,q,

QQ_QQ_(I)Qa ézZQQ_ /Qlea
43 — g3 s, gg = (3 — @éqh
Gy =q1— Pu, Q= qs— Py¢s.
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éz =Ty = —kiqy — k%é%
G5 = T3 = —kiqs — k3qs, (41)
4y = — kG, — k34,

|l
S S
W
[l

/ definice novych vstupll 75, T3, 74 mame ocividné

To = §o — P47 — DL,
T3 = 3 — P47 — DLy, (42)

Ty = (4 — q)if@% — P

Dosazenim mdme [(> §3 G4]* jako

D] [ Re-HL] [e] (e
Gs | = | —KT3 —k5q5 |+| D5 | i+ | D5 | G1-(43)
| G4 ] kg, — kg | | P D)

R\ e
EVROKUNIE [~ 4 f j}ﬂ 68 / 78



? 8

Modelovani
mechanickych
systém{i

Podaktuované
systémy

Kralejici roboti

Rizeni kra&ejicich
roboti

Acrobot -
podaktuovand chiize
pomoci linearizace
radu 3

4-link: 2 virtudlni
omezeni
Porovnani 2 a 3
omezeni

4-link: 3 virtualni omezeni

Vektorova pohybova rovnice 4-linku (35) se sklada ze 4

skalarnich rovnic, prvni vypada nasledovné

G2

di11G1 + |d1o di3 dig] | G3

+C(q,4)q+G1(q) = 0,(44)

" [ )
* ¥ e
* * ..
* * °
*, *** f °
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T | | doy | _612_ _02(%(1)_
73 |=| da1 | G +D*| G |+| C3(q,9q)
Ty || dar | Cd | | CHad) |

doy doz doy
D = | d3p d33 d3y |,
| dyp dyz dyg |

C*%%(q, ¢) jsou p¥islusné ¥adky matice C(q, ¢) a Go3.4(q)
jsou pfislusné skalarni prvky sloupcového vektoru G(q).

PN " ..
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* * °
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T | [dar] —kiq,
T3 | = |ds1 | ¢1 + D**| —kiq,
| Ty ] [dar —k1q,
Dy C*(q,q)
D @4 | §1+| C°(q, )
Py C*(q. )

kde za uhlové zrychleni g, je tfeba jeSté dosadit z dfive

odvozeného vztahu.

q3

G4 ]

" [ )
* ¥ e
* * ..
* * °
*, *** f °
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a(q,q) =

w2

wz | = B(q)

(0o%]

- 0G1 dio 0G1
0q1 di1 +

L —Py(q2)

G2
q.3 + O‘(Q) Q)a
ga

_8G1 di3 _|_ 0G

dq1 di1 ' Ogs
1

0

0q1

i _8G1 (Cl(QJQ) 3
d11

—// .
_E)/:/s ((]2)61%
o (I)4 (qQ ) q% ,

PN " ..
* * ..
* * °
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S

Al

S

Cjz T2 _
(@) G | = || —Clq,9)
i Ci4 i | T4 |
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3 | = D(q)B8 (q) (w— (g, ) + C

(q,d)d + G(q).

Vektor w = [wq, w3, w,4|" obsahuje konkrétni zp&tnovazebné
regulatory pro uhly ¢5, g3 a q4. Uhel g2 Je ¥izen pomoci
vysledného vnoreného zobecnéného Acrobota, zatimco uhly
g3 a g4 Jsou tizeny metodou virtudlnich omezeni.

N\

)
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Angular position [rad]

®3(g2)

Dy(g2) =

16 bstance

16 bswing

N

q2 emb

Angular position [rad]

ql vrt

/

q1 emb

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 "0 0.1 0.2 0.3 0.4
Time [s] Time [s]

Obrazek 8: Porovnani uhla.
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dg
2+ mvrl
1
o
=]
g Of
= d
0 da, oo 92 vt
0]
= 1K
o
S
2 oy
s
33
c
<
_4,
_5,
_6 I I I I
0 0.1 0.2 0.3 0.4

Time [s]

Obrazek 9: Porovndn

I u

/ dq3,4 vrt

0 0.1 0

7/

2

0.3 0.4 0.5

Time [s]

hlovych rychlosti.

Metoda dvou omezeni umoziiuje | konvergenci chyby

sledovani béhem jednoho kroku.

Metoda t¥i omezeni konverguje pouze hybridné, vyZzaduje
nalezeni vhodné tzv. hybridni nulové dynamiky.
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- o m— — e

Obrazek 10: Animace chiize. Telkovang,
znazornény vysledky metody dvou, resp. tfi, omezeni.
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